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§1. TAP HOP
I. CAC KHAI NIEM CO BAN
a. Tdp hop va phan tur

Tap hop 12 mé* khai niém nguyén thuy cla todn hoc. Ta cé thé
néi dén cic tap hop khic nhau nhu tap hop ciy trong mot khu
von, tap hop hoc sinh ciia méi 16p hoc, tap hop tét cd cic s6
thuc, tap hop 4t ca cic s6 hitu ty,.. Cac déi tuong hop thanh
mot tip hop duge goi I céc phdn nr cha tap hop dé. D€ phan
biét, ta goi tén tap hop bang cédc chir in hoa A, B, C,... va ky hiéu
cic phén tir bang cdc chit in thudng a, b, c,... D€ néi ring a 1a
mot phén tir cia tap hop A ta dung ky hiéu:

ae A (doc la: “a thuoc A™).
Nguogc lai, néu a khéng phai 1a phén tir cla tap hop A thi ta viét:
a¢ A (doc 1a: “a khéng thuée A”).

D€ xdc dinh mét tap hop nhat dinh va dat tén 1a X, ta sir dung
mot trong hai phuong phap co ban sau day:
1. Liét ké tat ca cac phan tir cha tap hop:

X={4,b.C . }
2. M0 1a tinh chét dac trung cua cdc phén tir cia tap hop. Theo
phuong phép nay, muén xac dinh tap hgp X ta néi: X 1a tap hop
cdc phén tir x ¢6 tinh chat T, hoac dung ky hiéu:

X=1x:T}
Chang han, c4c cdch dién dat sau day &6 nghia nhu nhau:
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* X={1 33579}

e X Ii tap hop cac s6 nguyen drong le mo: chi so.

¢ X ={x:x1% s0nguyén duong I¢ mat chir s5}.

¢ X ={x:x=2n- 1, vdinlasé nguyén duong nho hon 6}.
Phuong phap thua hai duoce sir dung ngay ca khi ta chua biét ¢6
ton tai hay khong cdc phén tr ¢& tinh chat T. Chang han, ta c6
thé néi vé tap hop nghiém cla moét phuong trinh ngay ca khi
chwa gidi duge phuong trinh 6. C6 thé xéy ra trudng hop mot
tap hop ma ta ndéi dén khong ¢é phian ti nao. Ta got tap hop
khong co phan ti la tdp hop tréong hay tdp hop réng va dung ky
hiéu & dé chi tap hop dé. Dé khang dinh rang tap hop X khéng
¢6 phan tir ta viét: X = @. Nguoc lai, dé khang dinh ring tap hop
X ¢6 it nhat mot phan tr ta viét: X # .

Chu y: Trong cudn sach nay va trong cédc tai liéu khac lién quan
dén todn hoc tir "tap hop" nhiéu khi duoc goi tat 12 tdp, chang
hgn, tAp A, tap B, tap tréng...

b. Khdi riém tdp con va dang thiic tap hop

Mot tap hop B duoc goi la tdp hop con, hay tdp con, cia moét tap
hgp A néu moi phan tr cia B déu Ia phan tir cia A. Trong
truong hop nay ta dung ky hiéu:

B < A (doc la: “B chita trong A”),
hoac A o B (doc la: “A bao ham B”).

N6i moét cach don gian, tap hop con cua tip hop A la tap hop
moét bd phan phan tir, hodc tit ca cdc phan tir, cta tap hop A.
Néu B c A va dong thoi A < B thi ta néi tdp hop B bang tdp
hop A va viét B = A. Nhu vay, dang thic tap hop B = A c6 nghia
la moi phan tir cia B déu 1a phan t cia A va nguoc lai, moi
phén tir cia A déu la phan tir cia B. Néu tap hop B khéng bang
tap hop A thi ta viét B # A. Tap hop B dugc goi 1a tdp con thie




su cha tp hop A néu B < A nhumg B« A. Ching han, tap hop
dan cu cha thanh ph6 Ha Noi1 li tap con thuc su caa tap hop dan
cu cta nudc Viét Nam.

c. Biéu dé Ven

Dé dé hinh dung vé tip hop va mdi hén hé gilta cac tap hop,
ngudi ta ding céac tap hop diém cha mat phang dé minh hoa.
Thong thudng ta xét cdc tap hop phan tir cha mot tap hop bao
trum, goi la khong gian hay vid tru. Tap khong gian duge moé ta
bang tap hop cdc diém cua mot hinh chit nhat. Méi tap hop trong
khong gian dugc minh hoa biang mot tap hop diém gidi han boi
mot duong khép kin bén trong hinh chir nhat. Cich minh hoa
udc 1& nhu vay duoc goi 12 biéu doé Ven. Chang han, biéu dé6 Ven
¢ hinh 1 mo ta hai tdp hop A va B, trong d6 B 1a tap con ciia A.

(&) A

.Hinh 1: B la tdp con cta A

Il. CAC PHEP TOAN TAP HOP

a. Phép hop va phép giao

Dinh nghia:

1. Hop cua hai tap hop A va B la mot tdp hop ma mébi phin tir
ctia né la phan tir ctia it nhat moét trong hai tap hop do.

2. Giao cua hai tip hop A va B 1a mét tap hgp ma mbi phan tir
cua né la phan tir cta ca hai tap hop A va B.

Hop ciia hai tap hop A va B duoc ky hiéu 1a AUB:




CAC NHA KINH Tt
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AUB = {x: xeA hoac xeB}.
Giao cua hai tap hop A va B dugc ky hiéu la AnB:
AnB={x:xeA vaxeB}.
Vidu: Cho has tap hop s6
A={1,23,4,5}, B={0,24,6,38]}.
Theo dinh nghia:
AUuB=1{0,1,2,3,4,5,6,8}, AnB={2,4}.
Hinh 2a va 2b 1a biéu dé Ven vé phép hop va phép giao tap hop.

QY

Hinh 2a: AuUB Hinh 2b: A~B

b. Cdc tinh chadt co ban

Phép hop va phép giao tap hop thoa man cic tinh chat co ban
sau day:

1. Tinh chat giao hodn:

AUB=BUA;, AnB=BnNnA. o1
2. Tinh chat két hop:
AuBuO=(AuB)uUC, (1.2)
ANBNCO=(AnB)nC. (1.3)
3. Tinh chat phan phoi:
An(BuO=AnNnBuUAnQO, (1.4)

AuBNC=AuBnNAUO). (1.5)




Chizng minh: £é chiing minh mét dang thitc tap hop, ta can chi
ra rang mol phan Wr caa tp hop & v& tr7d déu 13 phdn tir cua tap
hop & vé phii va nguoc lal, mo: phan I cia tdp hop & v€ phai
déu 1a phin tir cla tap hop & v€ trdi. Chang han, dang thirc (1.5)
diroc chiing minh nhu sau:

Goi x 1a mot phan tir bt kv cta tip hop AL(BNC). Theo dinh
nghia phép hop, diéu ndy co nghia 1a xe A hoic xeBNC. Néu
xeA thi xeAUB va xeAuC, do dé xe(AuUB) N(AU C). Néu
xeBNC thi xeB va xe C, suy ra xe AUB va xe AuC, do d6 ta
cling co xe(AUB)N(AUC).

Ngugc lai, goi x 1a mot phan tir bat ky ctia (AUB)N(AUC), ta
c6: xe AUB va xe AUC. Néu xeA thi xeAu(B N C). Néu xgA
thi xeB (do xe AUB) va xeC {do xe AUC), do d6 xeBNC, suy
ra xeAU(BNCO).

Viéc ching minh cdc dang thic con lai danh cho ban doc.

c. Phép trie tap hop va phan bi: cua mot tap hop
Dinh nghia: Hiéu cia tap hop A va tap hop B la tap hop tit ca
cac phén ti cta tap hop A khong thudc tap hgp B.
Hiéu cua tap hop A va tap hop B duogc ky hiéu la A\ B:
A\B = {x: xe A vaxegB].
Hinh 3 12 biéu dé Ven vé hiéu A\ B.

Hinh 3: A\B
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Vi du:

{1,2,3,4,5}\{0,2,4,6,8) ={1, 3, 5},

{0, 2.4,6,8)%11.2,3, 4.5} =1{0.6,8).
Khi tat ca cdc tap hop dugc xét déu la idp con cua méi tap hop S
(goi 12 khdng gian S), ngudi ta thuong ndi dén phan bu ciia mot
tap hop Xc S.
Dinh nghia:
Phan bu ciia mét tap hop X trong khong gian S 1a tap hop tat ca
cidc phan tir cua khong gian khong thudc tap hop X.

Phén bl ctia tap hop X duoc ky hiéu 12 X . Theo dinh nghia, ta
cO:
X =8

Vi du: Trong tap hop tat ca cac so6 thuc, tap hop tat ca cac s6 vo
ty la phan bu cua tip hop tit ca cac s6 hiru ty.
Dinh ly sau day duoc goi la nguyén ly déi ngau:
Dinh ly:
1. Phan bl cia hgp cua cac tap hop la giao cua cic phan bu cua
chung: :

AUB=ANB:; (1.6)

2. Phan bu cta giao cua cac tap hop Ia hop cta cic phan bu cua
" chung:

ANnB=AuUB. (1.7)
Chimg minh:
Ta ching minh dang thitc (1.6), con dang thic (1.7) dugc chimg
minh tuong tu. Chd y rang tat cac cac phan ur dugc nhac dén
d 161 day déu la phan tr cia mot khong gian S.

Goi x la phan tir bat ky cua A U B, ta ¢6:




xg¢ AUB =5 xgA vaxgB=>xe A vixe B > xe AnB.
Nguoc lai, goi x 1a phan tir bat ky cia A n B, ta co:

xe A vaixe B = xgAvaxgB = x¢AUB = xe AUB.

BAI TAP
i. Hay cho biét tap hop A c6 phai la tap con cua tap hop B hay
khong?

a) A=4{2.1,5,~3,12; 15}, B=[1: 16].
b) A={xeR:x’=3x-2},B=[-3;3].
c) A=[2;+x), B={xeR:2x*-3x+ 1> 0].
d) A={(x,y):xe R,ye R,va(x-1+y* <4},
B={(x¥): xe R,ye R vax’+y*<16}.
2. Hay cho biét khi nao Ac B:
a) A={[a;b],B=][c;d]
b) A={a;b],B=(c;d).
c) A=[a;b],B={xe R:x*-4x+3>0]
3. Hay xac dinh AUB, AnB, A\ B, B\ A:
A2y A={1.335.79r B={1.23.4.5.6,7, 8. Y}
b) A=(-;5]; B=(3;8).
gy A=l=2=2: B={l:9).

4. Chimg minh rang, véi A va B la hai tap hop bat ky, ta luon
cO

a) (A\B)uU (B\A)=(A UB)\(A N B).
b) (AUB)\[(A\B)uU (B\A)]=AnNB.
c) AcB khivaichiAnB=A.




§2. HE THONG SO THUC

I. SO THUC

Hé thong s6 thuc ma ching ta sir dung ngay nay duoc hinh
thanh trong lich sir toan hoc theo trinh tu nhu sau:

a. So tu nhién
Cac con s6 xuat hién sém nhat trong lich sir todn hoc la cic s6
cua hé dém:

W AR T, -

Cic s6 do dugc goi 12 cdc 56 tu nhién, hay sé nguyén duong. Tap
hop tét ca cédc s6 tu nhién dugc ky hiéu la N .

b. S6 nguyén
Trong pham vi tap hop s6 tu nhién N ta cé thé thuc hién hai
phép todn sé hoc co ban 1a phép cong va phép nhan. Tuy nhién,
cac phép todn ngugc cta phép cong va phép nhan (phép trir va
phép chia) bi han ché. Chang han, khéng tén tai sé tu nhién n
sao cho 9 + n = 1. D€ c¢6 thé thuc hién dugc phép trir ngudi ta
md& rong hé théng s6 tu nhién bang cdch bd sung thém cic s6:
e 56 khong: O;
e Ciéc s0 doi dau véi cdc s6 tu nhién: -1, -2, -3,..., -n,... Cic
s6 nay duoc goi la cac s6 nguyén am.
Céc s6 nguyén duong, s6 0 va céc s6 nguyén 4m dugc goi 1a s6
nguyén. Tap hop tét ca cac s6 nguyén duoc ky hiéu la Z:

L 2 | ey Doy =y =y =1, U, 1, 2,8 05 R )

Taphop N laméttdp hopconciatiphop Z: N c Z.
c. S6 hiru ty

Trong tap hgp s6 nguyén Z ta c6 thé thuc hién phép cong, phép
trir va nhan. Tuy nhién, phép todn nguoc cia phép nhan (phép




Tép hop, Quan hé v

chia) vin bi han ché. Chang han, khong 16n tai s6 nguyén m sao
cho 2m = 3. Deé thuc hién dugc phép toan nguge cua phép nhan,
ngudt ta mo rong hé théng s6 nguyén thanh hé thong s6 hiru ty.

S6 hitu ty la tv 56 cua hai s6" nguyén. Méi s6 hiu ty duge viét
dudi dang mat phén so 161 gian:

m ”
r=-—(meZ,nelN).
n

Néu bi€u dién dudi dang s6 thap phan thi so hitu ty 1a s6 thap
phan hitu han hodc s6 thap phan v6 han tudn hoan. Chang han

5 11 -
—i= 125 —a= 18333, __3’_% =-2.461538461538...
4 6 13

Tép hop tét ca cdc s6 hitu ty duoc ky hiéu la Q. S6 nguyén ciing
12 s6 hitu ty (v6i méu s& bang 1), do d6 Z 1a mét tap hop con
cuia Q: Z < Q.

d. So'thuc

Trong tap hop s6 hitu ty ta ¢6 thé thuc hién ci bon phép todn
cong, trir, nhan, chia. Cac s6 hiru ty dugc sir dung rong rai trong
viéc biéu dién va phan tich cic thong tin dinh luong. Tuy nhién,
tap hop sé hitu ty vin chua di dé d4p tng cdc nhu céu tinh toén.
Chéng han, do dai ctia canh huyén clia mot tam gidc vuéng can
cé canh gbéc vuong bang 1 khong thé bi€u dién dugc bang mot
s6 hitu ty. Dé hoan thién hé théng s6, ngudi ta bé sung thém céc
s6 vo ty. Néu biéu dién dudi dang s6 thap phan thi s6 vé ty la sé
thdp phdn vo han khéng udn hoan. Chang han, s6 do do dai
canh huyén cta tam gidc vuoéng can c6 canh géc vuobng biang 1
1a s vo ty:

[

V2 = 1,4142135623...

Cic s6 hitu ty va cic s6 vo ty duoc goi la s6 thuc. Tap hop tat ca
cac sO thuc duge ky hiéu la R va tap hop tdt ca cac s6 vo ty
dugc ky hiéu Ia Q. Ta cé:




R=QuUQ, QNnQ=0.

II. BIEU DIEN HINH HOC CAC SO THUC

a. Gid tri tuyét doi cua so thuc
Pinh nghia: Gia tri tuyét déi cia mét s6 thuc x 1a s6 khong am
trong hai s6 x va —x.
Gia tri tuyét déi clia s6 thuc x duge ky hiéu 1a |x|. Theo dinh
nghia, ta co:
.

x néu x>0

[x|=<0 néu x =0;

|~ xnéu x<0.
Ban doc can ghi nhd céc tinh chat co ban sau day:
1. Véi ala mot s6 duong cho trude:

e |x| <a khivachikhi-a<x<a;

o x| > a khi va chi khi X <-a hoic x > a.
2. V61 x vay la hai s6 thuc bat ky:

o Ix+yl| <|x +]yl;

o Ix-yl =X~y

o |xy| = |x|lyl;

x| _ Ix|
[ ] — = —,
y| |yl

- 5 A 5 @ . A* ? 3
b. Truc so va dé dai dai s6 cua doan thang

Truc s6 12 mot dudng thing, trén dé cé x4c dinh:




e Hudng clia dudng thang (theo cluéu miii tén);

e Mot diem O cd dinh, goi la gdc roa do;
e Don vido do dai.

A O B

L%
.

Trén truc s6 14y hai diém A, B bét ky. D¢ dai hinh hoc cla doan
thang AB (khoang cich gilta A va B) ciing duoc ky hiéu la AB.

Pinh nghia: D¢ dai dai sé ctia doan thing AB trén truc s6 la
mot so thuc, ky hiéu la AB va duoc xdc dinh nhu sau:
e AB=ABnéu hudéng tir A dén B cling hudng cta truc s6;
e AB =—AB néu huéng tir A dén B nguoc hudng ctia truc sé.
Tir dinh nghia ta suy ra cdc tinh chét co ban sau day:
1. Véi A va B 1a hai diém bat ky trén truc s6 ta luén cé:
| AB |=AB, AB=-BA.
2. Véi A, B, Cla badiém bat ky trén truc s6 ta luén cé:

AB + BC = AC.
Viéc chitng minh cdc tinh chét trén danh cho ban doc.

c. Biéu dién sé'thuc trén truc so
Trén mot truc s6 cho truée 14y mot diém M bat ky.

O M

Pinh nzhia: S6 thuc x = OM duoc goi 14 rog dé cua diém M.
Dé€ néi -ang di€ém M trén truc s6 c6 toa do 1a s6 x ta vi€t: M(x).

Nhu vay, méi diém M trén truc s6 dugc dat tuong ung voi mot
s6 thuc x xdc dinh, goi 1a toa dé clia né. Nguogc lai, moi s6 thuc




x cho tucng {mg mét diém M (r¢n wruc s6 co toa d6 hing x. Bo

ia difm ma khoang céch dén goc a bén
phai néu x > 0, v& phiz bén trdi néu » <0 va trung véi goc toa do
néux =0

Phép tuong tng mst d6i mét ndi (rén gida 81 cé cdc £iém cla
truc s v tat ca ¢ s6 thuc cho phén ta dong nhit s6 thuc x vGi
didm M(x) trén truc s6. Ta ¢6 thé ding t "d/m x" dé goi mot
s6 thuc x. Méi t4p bop s6 thue X ® 12 mot :ap hop diém cla
truc s8. Truc s6 con duoe zoi 1a dirong thang thic.

d. Khodng cdch giita hei diém trén iruc soé
Véi A(a) va B(b) 12 h=i diém bat ki trén truc s6, ta ¢6:

———

AB = AC + OB= OB - OA =b-a.

¥ A ¥ 1 ? s .~ . P
Turday ia svy ra cong thic xdc dinh knoing cdch gita hai di€m
A(a} va B(ob) theo toa db clia ching:

AB=[AD = |b-al.

M. CAC KHOANG SO THUC

Khi biéu dién va phan tich cic théng tin dich lwong, ngudi ta
thudmg st dung cdc s6¢ thue trong pham vi mot tap hop X < R.
Ta ddny 6 tdp s¢ thie, hay 1dp s6 dé chi cic 4y con clha K.
Céc khoing s6 thue 13 cic tAp s0 thuc ¢6 cdu tnic don gian nhét.

a. Kkodng hiru hax

Vé a va b 1a hai s6 thuc cho truée (a < b), ta goi tap hop t4t ca
cac s6 thuc x gilra a va b 12 mot khoang. Céc s6 a va b duoc goi
1a cdc dau mut cia khoang s6 d6. Néu biéu dién trén truc s6 thi
mot khoang 12 moét doan thang néi hai diém A(a) va B(b). Khi
xét mot khoang s6 ta c6 thé tinh ci cdc ddu mit hoac khong. D€
phan biét di¢.i d6 ta diing c4c ky hiéu nhu sau:




: Tép

Khoang déng:

[y b]= [xeR: ag x€ bl
Khoang déng [a; b] con duoc goi 1a doan [a; b).
Khoang mo:

(a; b)={xeR: a< x <b}.
Cac khoang nia mo:

[a;b)={xeR: a< x <b]};

(a; b] = {xeR: a< x <b}.

b. Ldn can cua mét diém
Véi x, 1a mét s6 thuc cho trude va r 12 moét s6 duong cho trudc,
ta co:

XEXg=T; Xg+TI) ¢ Xg—T<X<Xy+T
Ch L~ KT > ‘x—xgl <

Nhu vay, khoang (x, — r; X, + r) 12 tap hop tat ca cic diém x cé
khoang cach dén diém x, nho hon r. Ta goi khoang dé6 1a ldn cdn
bdn kinh r cia diém x va ky hiéu 1a V (x,):

V. (X0) = (Xg = I; Xo + I).

c. Khoang vé han
Trong todn hoc nguoi ta ding céc ky hiéu —oo va +oo0 dé€ chi cic
dau miit bén trdi va bén phai cta truc s6. Theo quy uéc, véi moi
s6 thuc x ta cé: —0 < X < +o0. C4c t4p s6 thuc sau day duoc goi
la cdc khoang vo6 han:
[a; +0) = {xe R: x > a}; (a;+o0)={xeR:x>al;

(—o;b]={xeR:x<b}; (—o;b)={xeR:x<b};

(~o0; +0) = R.
Chi y rang + o chi 12 c4c ky hiéu uéc 18, khong phai 14 s6 thuc.




IV. TA? HOP BI CHAN

a. F hai niém tdp hop Ui char
Mot tdp s6 thire X< R duge goi 12 bi chdgn trén néu ton tai s¢
thuc b sao cho vdi moi xeX ta ludn ¢é: x < b, S6 b Hduoc got 1x
can trén cla tip X
Mét tap s6 thuc X< & duge goi 1a bi chdii duoi néu ton tat s6¢
thuc a sao cho v& moi xeX ta luin co: x 2 a. S¢ a duge goi la
cdn dudi cha tap X.
Mot tdp s6 thue X ¢ ® duge goi {a bi ¢irin néu nd dong thoi bi
chian trén va bi chan dudi, tic 1a t6n tai cdc s6 thuc a va b sao
cho v&1 moi1 xe X ta ludn cd: 2 < x £ b. Noi cach khac, tap hgp X
duge goi 1a bi chan néu tén tai doan {a; b] sao cho X [a; b).
Vi du: Cic khoang hitu han la céc tdp bi chan. Cic khoang
(a;+00), 13; +o0) {a cdc tan bi chan dudi, nhung khéng bi chan
trén. Cac khoang {—c0; b), (—c0; b] la cdc tap bi chan irén, nhung
khong bi chan dudi.

b. Cdn trén dung vé cdn dudi diing
Dinh nghia: Can trén nho nhat (cin duéi 16n nhét) cia mot tp
hop bi chan trén (t2p hop bt chan dudi) duge goi 1a cdn trén
dung (cdn duoi ding) cua tap op do. :
(Can trén dung cua tap X duge ky hiéu 1a sup X:
Can duéi dung cua tap X dugce ky hiéu 1a inf X.
Tu dinh nghia suy ra:
SupX = b khi va chi khi thod man hai diéu kién:
® x <bvéimoixeX (blamoétcan trén cua X);

® V@i moisé b’ <blubn ton tai s6 x,€ X sao cho x,> b’ (moi
s6 b’ < b khéng phai 1a can trén ~tia X).

Vidu: ap hon X = (a, b) c6 cén trén ding la sd b.




. R P

Thai vay, hién nhién 1a x < b v moi x (a, b). Mat khic, véi
mois6 b'<b thi ¥ = (a; b (b’; b) = &, do dé 16n ta1 x,€ K.
S6 x,€ K 1a s6 thod man dicu kién x, < (a, b) vi x, > b’. Vay ca
hai diéu kién néu trén déu thoa min, do dé sup(a; b) =b.
Tuong tu, inf X = a khi va chi khi thod man hai diéu kiéi sau:
® x>avéimolxeX (alamotcén dudi clia-X);
® Voimoiséa >aludn ton tai s6 x,€ X sao cho x, <a’ (moi
s6 a’ > a khong phai 1a can dudi cua X) .
Vi du: Ban doc hiy tu kiém tra hai diéu kién trén dé khang dinh
rang can dudi ding cta khoang (a; b) bang a: inf(a; b) = a.
Trong todn hoc nguoi ta da chimg minh dinh 1y sau day:
Pinh ly: Moi tap s6 thuc X # @ bi chan trén (bi chan dudi) déu
¢ cén trén ding (can dud ding).

c. 86 cuc dai va so cuc tiéu
Can trén ding va can duéi ding ciia mot tap s6 thuc X c6 thé
thu6c hoac khong thudc tap hop X. Chiang han:

V& X =[a, b): supX =bgX, infX=ae?;

Vi Y =(a; b]: supY =beY,infY =ag¥
Dinh nghia: Néuv supX =b va be X thi s6 b duoc goi 1a 56 cuc
dai, hay s¢ lom nhat, caa tap hop X. Tuong tu, néu infX = a va
a € X 'thi s6 a duoc goi 12 56 cuc tiéle, hav s6 nho nhdt, caa tap
hop X.

S6 16n nhét cua tap hop X dugc ky hiéu 1a max X, con s6 nho
nhat cua tp hop X duogc ky hiéu lIa minX. Tir dinh nghia suy ra:
maxX=b<¢> x<bvdimoixeX vabeX;
minX=a <> x2avdimol xeX vaaeX.

Vi du:

® max[a; b] =b, min{a; b] = a.




e Tip (a; b) khong c6 s6 lon nhat va s6 nho nhat.

§3. QUAN HE

1. TICH DES CARTES "

Binh nghia: Tieh Des Cartes etia hai tap hop X va Y latap hop
t&t ca cac cap co thi tr (x, y), trong dé x la mot phan tr cia tap
X va y la mot phén tircta tap Y.
Tich Des Cartes ctia X va Y duoc goi tat la iich ciua Xva Y. Ta
ky hiéu tich clia hai tap hop X va Y 1a XxY:

XxY = {(x,y):xeXvayeY}.
Chu y: Ky hiéu (x, y) chi mot cap c¢o thie ne: x 1a phan tu ding
trude, y 1a phan tir ding sau. Véi x va y la hai phan tr khdc nhau
thi (x, y) va (y, x) la hai cap co thit tu khac nhau. Tu hai tap hop
X va Y taco har tap tich: XxY va YxX.
Vidu: Véi1 X={x,y,z},Y ={a, b}, tacé:
XxY = {(x, a), (x, b), (y, a), (y, b), (z, a), (z, b) };
YxX = {(a, x), (b, x), (a, y), (b, y), (a, 2), (b, 2) }.

Trén day la dinh nghia tich Des Cartes cta hai tap hop. Tich Des
Cartes cua n tap hop duoc dinh nghia tuong tu nhu sau:

binh nghia: Tich cua n tdp tdp hop X,, X,, ... , X, 1a tap hop tat
ca cac bo n phan tir cé tha tu (x,, X,,-.., X,), trong doé x, la phan
trcoataphop X, (k=1, 2,...,n).

Tich cua cdc tap hop X,, X, ..., X, duoc ky hiéu tuong tu:
K& K e WA 2 WU gy Ry ovoy Rl Ry BKops Xy B Koo vo vy BEN

Dic biét, khi X,= X,=---= X_ = X, tich XxXx...xX (n lan) duoc
ky hiéu la X"

X" = {(X}s Xp5--5 X,): X, €X, X,€X, ..., x,€X)}.




II. QUAN HE

a. Khdi niém quan he

Theo nghia théng thudng, quan hé trong mot tap hop 1a mét tini
chét dac trung hay mot quy udc lién két cac phan tir ciia tap hop
dé. Quan hé hai ngéi lién két cic phin 1 theo timg cap. Chang
han, quan hé hon nhan trong cong dong ngudi lién két hai nguoi
co dang ky két hon; quan hé chia hét lién két cac s6 nguyén theo
thung cap (p, q). trong d6 p la s6 chia hét cho g. N61 mét cach
khdi quat, mét quan hé hai ngéi ¢ trong tap hop X la mét quy
tac xéc dinh nhimg cip phAn tlr (x, y) 6 quan hé véi nhau theo
quy tac d6. Néu xem méi cap phan tir (x, y) cta tap hop X 1a
moét phan tir cia tap tich X* thi mot quan hé ¢ xdc dinh mot tap
hop @ < X?. Ta cé thé déng nhal quan hé ¢ véi tap con @ cla tap
tich X*.

Dinh nghia: Quan ié hai ngéi trong tip hop X 1a mét tap con
ctia tap hop X*.

Vidu:
e Trong tap hop nguo X, quan hé cha con la tap hop
{(x,y):xeX,yeX,xlachachay}c X"

e Trong tap hop so thue R, quan hé “khong nhé hon” la tap
hop:
((x,y): xeR,yeR,x2y]cR"

e Trong tap hop tdt ca cdc tam gidac quan hé “dong dang” la
tap hop cédc cap tam gidc (A, A’) ma A dong dang véi A’.

b. Quan hé tuong duong

Cho @ < X* 12 mét quan hé trong tap hop X. Néu (x, y)e® thi ta
néi phdn te x c6 quan hé O vai phan 'y va viét: xDy.




Pini nghia: Mot quan hs & trong tip hop X duge goi ia quan
hé tucng duong néu né o cac tinh chai sau: - -

L ]

A.

~d

s

I'inh phan xa: aha, vaeX (Moi phin tlr a cla tap hop X c6
guan hé @ v&i chinh no);

Tinh déi ximg: Neéu a®b thi bda (Néu acd quan he @ véi b
thi b cing cé quan hé @ véi a);

Tinh bdc cdu: Néu adb va bdc thi adc (Néu a ¢c6 quan hé
@ vo1 b va b ¢d quan hé @ vai c thi a ¢6 quan hé O véi ¢).

Vi du:

Quan hé “x déng dang vdi y”’ 1a mot quan hé tuong duong
trong tap hop tat ca cic tam giic.

Quan hé “x sinh cing niam véi y” la mét quan hé tuong
duong trong tap hop sinh vién cia mét truong dai hoc.

Quan hé “x 1a ban cia y” trong tap hop sinh vién clha mot
trudng dai hoc khong phai 1a quan hé tuong duong boi vi
quan hé nay khong ¢6 tinh bac cau.

c. Quan hé thir tu

Dinh nghia: M6t quan hé @ trong tap hop X duoc goi la quan
hé thit e n€u né thoa man céc tinh chat sau:

1. Tinh phan xa: a®a,Va e X (Moi phan tir a cua tip hop X c¢6
quan hé @ véi chinh né);

2. Tinh bdc cdu: Néu adb va bdc thi adc (Néu a ¢6 quan hé O
vG1 b va b ¢6 quan hé @ véi ¢ thi a ¢6 quan hé @ véi ¢).

3. Tinh phdn déi ximg: Néu adb va bda thi a = b (phén tir a
trung véi phan tr b).

Vidu:

® Quan hé “x <y” la mét quan hé thit tu tong tap hop tét ca

cac s6 thuc.




¢ Quan he “p chia hét cho q”” 12 méi quan hé thir tu trong mp
hop tét ca cac s6 tr nhién.

IT1. ANH XA

a. Khai niém danh xa
Cho X va Y la hai tap hop khéng réng bat ky.

Dinh ngh'l'a Mot dnh xa f tr tdp hop X vao tdp hop Y 1a mét
quy tic dat tuong tng méi phan tr x cla tap X véi mot va chi
mot phdn tiry chatap Y.

DE ndi rang f 14 mét 4nh xa tir tap hop X vao tap hop Y ta ding
ky hiéu:

. X Y.
Phén tr ye Y tuong img véi phidn tir xe X qua 4nh xa f duoc goi
14 dnh cila phdn ne x. DE néi rang y 12 anh ctia phén tir x qua 4nh
xa f ta viét: y = f(x).
Vi du 1: Phép dat tuong ting mbi diém M clia mét mit phiang P
v6i hinh chi€u vuéng géc N cia né trén mét dudmg thing A < P
la mot anh xa tir P vao A.

N A

Anh xa nay duoc goi 1a phép chiéu vudng géc. Diém N 1a anh
clia diém M qua phép chiéu dé.

Vi du 2: Phép dat tuong ing méi s6 thuc x véi s6 nguyén m thoa
man diéu kién m < x <m + I' (goi 1a phin nguyén cia x) 12 mot
anhxatr R vao Z.




Nhan xér: Moi anh xa f: X > Y, trong d6 X va Y Ja hai tap hop
con cta tap khong gian S, xdc dinh mét quan hé trong S:

O=({(x,y):xeXvay=f(x)}] < S

b. Anii va nghich dnh ciia mét tap hop
Choméidnhxa f: X — Y.

Dinh nghia: Anh ciia mot tap Ac X qua 4nh xa f 1a tdp hop anh
cla tdt ca cac phan tr xeA.

Anh ciia tap hop A duoc ky hiéu 13 f(A):
f(A) = {yeY: Ton tai xe A saocho y = f(x)}.

Vidu: Cho dnh xaf: R > [0, 4+o0) dit tuong ting moi s6 xe R
véi s6 y = x’€[0; +o). Ta co:

f((-1,3D =[0; 9], f([1; 2))={1;4], K([-2,-1])=[1; 4].

Dinh nghia: Nghich anh cia mét tap hop B Y qua dnh xa f la
tap hop tat ca cac phan tir cua tip X c6 anh thuéc tap B.

Nghich anh cua tap B dugc ky hiéu 1a f'(B):

f7(B) = {(xeX: f(x)eB].
Nghich anh cta tap hgp mét phan tr be Y duoc goi Ia nghich
inh ciia phan tir b va duoc ky hiéu 1a f(b):

fi(b)={xeX: f(x).=b}.
Vidu: Véi f 1a anh xa cho & vi du trén, ta cé:
') ={1,-1}, £7'((1; 4]) = [-2; -1JU[1; 2], £ '([0; +0)) = R.
Sau day la moét s6 tinh chat co ban cua anh va nghich anh.

Dinh ly: Véi moi dnh xa f: X +— Y ta ludn cé:
1. f(A,UA, ={(A))Uf(A,), véi moi A,c X, A.c X.




2. f7(BUB)=f"(B)uf'(B,), vvimoiBic Y,BcY.
3. £ (B)NBy) =1f"(B)Nf'(B,). vsimoi Bc Y.Bc Y.
Viéc chimg minh dinh 1y nay ching t61 danh cho ban doc.

¢. Don anh, toan dnh va song anh
Dinh nghia:
l. Anhxaf: X Y duoc goi la don dnh néu hai phan tir khac
nhau bat ky cua tap X luon cé anh khdc nhau:

X &£ %5 Hx)2Hx;)

N6i cich khdc, f 1a mot don 4nh khi va chi khi nghich anh cuia
moi phan tir ye'Y hoic 1a tap trong, hodc chi ¢cé mot phan tir duy
nhat xe X.
2. Anh xaf: X Y duoc goi 1a roan dnh néu anh cua tap hop
X la toan bo tap hop Y: f(X) = Y. Né1 cach khdc, f 1a mot toan
anh khi va chi khi nghich anh ctia moi phan tir ye'Y déu khéng

rong.

3. Anh xa f: X Y duoc goi la song dnh néu né vira la don
anh, vira la toan anh.

Vidu:

e Anhxaf R + [-1; 1] dat tuong Ung moi s6 xe R vdi s6
y =cosx €[-1; 1] Ia mot toan danh, nhung khong phai la don
anh.

e Anhxaf:[0;7n]+ R dat tuong ing mbi s6 xe[0; 7t ] véi
s0 y =cosx € R la mot don anh, nhung khong phai la toan anh.

e Anh xaf: [0; m ]+ [-1; 1] dat tuong ing moi s6 xe[0; 7t ]
V6l s0 y = cosx €[—1 ; 1] 1a mot song anh.




d. Anh xXa nguoc

Gia sa anh xa f: X+ Y 1a mdt song anli. Khi 46, méi phan tir
yeY déu c6 nghich anh khong réng (do f 12 toan 4nh) va nghich
anh cta nd la mot phin tr duy nhdt xeX (do f ia don 4nh).
Trong trudong hop nay ta ¢6 mot 4nh xa f ' Y X dat tuong
img méi phén tir yeY vé6i phan tir duy nhat x = f '(y). Anh xa
f~! dugc goi 1a dnh xa nguoc cla song 4nh f.

Vidu: Goi X 1a tap hop sinh vién cia moét 10p hoc va Y 1a danh
sdch ghi tén goi ddy du (gébm ho, tén dém va tén) cia céac sinh
vién d6. Gia s 1dp hoc khéng c6 hai sinh vién nao trung tén.
Khi dé, dnh xa f: X+ Y dat tuong img méi sinh vién véi tén goi
ctia sinh vién dé trong danh sach 1a mét song 4nh. Anh xa nguoc
clia song anh f 12 4nh xa f™' dat twong tmg méi tén trong danh
sach véi sinh vién cé tén dé.

BAI TAP
5. Cho A=1{2,3,5,6},B={1, 4}. Hay chi ra cic tap tich AxB
va BxA.
6. Quan hé nao trong s6 ciac quan hé sau day cé tinh chit bac
cdu: .

a) Quan hé "dong dang” trong tap hop tit ca cdc tam giac;

b) Quan hé "da hoac dang hoc cing mét 16p” trong tap hop
hoc sinh ph§ thong;

c) {(x,y): chiéu cao ctia x bing chiéu cao cua y} trong mot
tap hop dén cu;

~d) Quanhé {(x,y): x>y} trong tdp hop R;

e) Quan hé {(x, y): xy =1} trong tap hop R.




7. Trong céc quan hé dué day, quan h¢ nao la quan hé tuong
duong, quan hé nao 12 quan hé tha vy?

a; Quan hé "khong nho hon vé dién tich” trong tap hop tat
ca cdc tam giic;
b) {(x,y): x dang hoc ciing mét 1dp véi yi;

c) {(x, y): diém cla x khong kém diém cia y} trong tap
hop cdc thi sinh du thi tuyén sink dai hoc khéi A;

d) Quan hé cung phuong trong tap hop tit ca cic duodng
thing;

e) Quan hé “cing tudi” trong tap hop sinh vién cia mot
truong dai hoc;

f) Quan hé “khong it tubi hon™ trong tap hop sinh vién clia
mot truong dai hoc.

8. Cho truéc mét dudmg thing d. Trong khéng gian hinh hoc,
diém A c6 quan hé ¢ véi diém B khi va chi khi doan thang AB
nam trén d hodc song song véi d. Hay chimg to ¢ 1a mot quan hé
tuong duong.

9. Trong cic anh xa dudi day, anh xa nao la toan anh, dnh xa
nao don anh, dnh xa ndo song 4nh?

a) Anh xa f: R — Z dat tuong ing méi s6 thuc x v4i phan
nguyén cla né;

b) f: R > R, véi f(x) =x%
c) f: [--’3; 3} — R, véi f(x) = sinx:
72" 7

d) f: R = [-1; 1], v f(X) = sinx;

e) f: [—-’5; -;—}—Jr[—l;l],véif(x}zsinx.

2




10. Goi f 1a 4nh xa dat tuong {ng mbi diém cla mat phang toa
dé véi hinh chi€u clia né trén truc hoanh, X, 1a doan thang néi
hai diém M,(1, 1), N,(2, 1), X, 1a doan thang né6i hai diém
M, (1, 2), N,(2, 2). Hiy chimg minh:

f(X, NnX;)= (X)) (X,).

§4. DAI CUONG VE LOGIC SUY LUAN

I. MENH DE VA CAC PHEP LIEN KET MENH DE

a. Ménh dé trong logic todn hoc

Hiéu theo nghia rong, ménh dé 1a mot ciu néi chuyén tai thong
tin, moO ta mot cai gi d6 hoac phét biéu mot y kién mang tinh
khang dinh. D6i v6i cic ménh dé mang tinh khang dinh, chiing
ta thuong cé 1o1 ban: né1 nhu vay la ding, hoac né1 nhu vay la
sai. Muc dich chia hoat dong khoa hoc 1a khang dinh chéan ly
khich quan. Nhitng 161 ban ding sai mang tinh chi quan khéng
cé gid tri khoa hoc. Mén logic todn hoc dé cap dén céu tnic
logic dé¢ phan dinh ding sai. Trong khuén khé cua cuén sich
nay, ching t6i chi dé cap dén mét s6 khdi niém co ban cua logic
todn hoc vdi muc dich giip ban doc nam dugc cich thic suy
ludn dé ching minh mo6t ménh dé 1a ding.

Trong logic toidn hoc ching ta chi xét cic ménh dé ma vé
nguyén tdc c6 thé quy vao mot va chi mét trong hai pham tri:
ménh dé diing hodc ménh dé sai. Ta goi cic ménh dé nhu vay la
ménh dé logic. Duing va sai dugc goi 1a cac gid tri chdn ly, hay
gid tri logic cua cic ménh dé. Trong logic todn hoc ngud ta
ding cic con s6 1 va 0 d€ chi céc gia tri logic: 1 1a ding, O la
sai. Ménh dé logic la ménh dé cé gia tri logic.

D€ phan biét ménh dé nay véi ménh dé khic, ta goi tén méi
ménh dé bang mot chir viét hoa: .« B, € ...




b. Phii dinh

Phiui dinh cia mot ménh dé .« 1a ménh dé "khéng .«7 ". Ménh dé
"kloéng " duoc ky hitu 13 .« . Gid i logic cia ménh dé
. (ngugc Voi gid tri logic ciia ménh dé ., tic 1a: .« ding khi .«
sai va «f sai khi .7 ding. Diéu nay c6 nghia 12 phii dinh cla c4i
dimg 1a céi sai va phu dinh cua cdi sai la cdi ding. Lién hé giita
hai ménh dé . va .7 thé hién & bang gi4 tri logic nhu sau:

¥4
0
1

O [= [ _

c. Cdc phép lién két ménh dé
M&t ménh dé cé thé duoc hop thanh tir cdc ménh dé bang céc
phéip lién két ménh dé sau day:
® Phép hoi 1a phép lién két cic ménh dé .7, S thanh ménh dé
"' vAB ". Ménh dé ".«/ va B " duoc ky hidu 1a.4 A B. Ménh

dé A ANB dung khi va chi khi cd hai ménh dé «, B déu ding
va sai trong tdt cd cdc truong hop con lai. Bang sau diy biéu
dié:n gid tri logic cia ménh dé .« A # tuy theo gi4 tri logic cua

cic: ménh dé ., &B.




® Phép tuyén 1a phép lién két cidc ménh dé ./, B thanh ménh
dé "/ hoac B ". Ménh dé "« hoac @B " dugc ky hiéu la « v &%,
Ménh dé .« v B sai khi va chi khi cd hai ménh dé «, 3B déu sai
va diing trong tdt cd cdc truong hop con lai. Bang sau day biéu
dién gia tri logic clia ménh dé « v & tuy theo gia tr1 logic cla
cdc ménh dé .« B:

dgv B

N

—_— = OO
— o= |08
o

S S W -

® Phép kéo theo 1a phép lién két cdc ménh dé «, & thanh
ménh dé ".«/ kéo theo & ". Ménh dé " kéo theo B " dugc ky
hiéu 13 o = B. Ménh dé 4 = B sai khi va chi khi A diing,
nhung B sai, va diing trong tdat ca cdc truong hop con lai. Khi
+ sai thi «/ = & lubn ding, bat ké B ding hay sai. Bang sau
day biéu dién gi4 tri logic cia ménh dé ¢ = & tuy theo gi4 tri
logic ctia cdc ménh dé .7, B

L4

4
0
0
1
1




o L -

d. Gid tri logic cua cac ménh dé phicc hop

Xuit phit tir cdc ménh dé don gian ta ¢6 thé lap cic ménh dé
md&i bang phép phti dinh va cdc phép lien két ménh dé: phép hai,
phép tuyén, phép kéo theo. T nhitng ménh dé mai dé ta lai cé
thé tiép tuc 1ap cdc ménh dé mdi v. v... Cén ¢ vao cdc bang gid
tri logic néu trén ta cé thé 1ap bang gid tri logic cia cic ménh dé
phiic tap hon. Dé 1am vi du ta xét ménh dé (+# = BIAB = .).
Theo gid tri logic cta cdc ménh dé .+, A ta xdc dinh dugc gia tri
logic clia hai ménh dé (o = A), (B = ., tir d6 suy ra gid tri
logic clia ménh dé (7 = B)A( % => .7). Bang gia tri logic cla
ménh dé nay nhu sau:

A B | A=>B | B> | (F = BIANB D o)
0 0 1 1 1
0 1 1 0 0
1 0 0 1 0
1 1 1 1 1

Meénh dé (7 = B) A(B = ), tic 12 " kéo theo 4 va A kéo
theo .«7 ", duoc ky hiéu la: .« <> Z8. Nhin vao bang trén ta thay
o < B dung khi .o, B co cung gia tri logic (cung dung hodc
cung sait), sai khi .+, B co gid tri logic nguoc nhau.

II. HAM MENH PE

a. Khai niém bién

Khi ta luan giai mot van dé gi dé thi doi tuong luan giai la cdc
phén tlr cia mot tap hop nao dé. Chang han, khi ta n6i "hai tam
gidc vuéng bang nhau néu ching cé canh huyén va mot goc




nhon bang nhau" thi d6i tuorg duoc néi den la cds phin tir clha
cap hop tat ca cic tam gide vuang. twhi nhdc dén mét plidn tr bat
kv ciia mot tap hop (khdong néi cu thé phin tr nao), ngudi ta
thudmg dung mét ¥ hiéu dé am chi. Mot ky hiéu nhu vay dugc
xem nhu phén tir bién thién trén tap Lop.

Dinh nghia: Mat Ky hidu na ta ©b thé gén che nd phdn tr bat
k¥ cua mot tap hop X duoc goi ia bien. Tap hop X duge goi la
mién bien thién cua bién G6.

Cic bién thuong ducc ky hiéu bang chir x, y, z,...

Mot bién ma mién bién thién cta nd la mdt tap 5 duge goi ia
biérn s¢. Mot hi€n ma mién Lién thién cua né 1a tagp hop tdt ca
cdc ménh dé dugc gui 12 bién ménh dé. Céc ky hiéu .« B, ... ma
ta sir dung trén day dé goi khér quat cdc ménh &< gi vai #d céc
bi€n ménh dé.

b. Hoiz ménh d¢

Chiing ta thudmg gin nhimg ménh dé néi khai quét vé cac phén
tir cha mt tdp hgp X n2o d6. Khi phét biéu cdc ménh dé nhu
vdy ngudi ta phai sir dung bi€n. Chang han, "s6 x chia hét cho 3"
12 mét ménh dé€ néi vé cic s6 nguyén, trong dé x 13 mot bién,
- v6i mién bién thién 1a t4p <6 nguyén Z. Gid tri logic clia ménh
dé nay duoc x4c dinh khi fa gdr cho x mét s6 nguyén xac dinh.
Chang han, khi gda x = 6 ta ducc mot ménh dé ding: "s6 6 cliia
hét cho 3", c&n khi gdn x = 5 thi 1a dugc mot méndi dé sai: "s6 5
chia hé€t cho 3".

Dinh nghia: Mot ménh dé ¢J chia bién x, véi mién bicn thién
X, ma khi gan cho x moéi phan tir ca biét cua tap hop X ta duoc
mot ménh dé cé gid tn logic x4c dinh, duoc goi la hdam ménh dec
xac dinh trén tap hop X.

Moét ham ménh dé c¢6 thé chua nhifu bién, nhung ta cé thé goép
moét bo n*i€u bién thanh mot bién. Chang han bo hai bién xeX




va yeY c¢6 thé gop thanh mét bién u =(x, y) vdi mién bién thién
1a t&p tich XxY.
Vidu:
¢ "Né€u x chia hét cho 6 thi x chia hét cho 3" 1a m6t ham ménh
dé xdc dinh trén tap Z (tap hop tit ca cdc s6 nguyén);
0 = P la mot ham ménh dé xdc dinh trén tap hop tat ca cac
cap ménh dé (7, B).
Ta s& dung ky hiéu “#(x), xeX” dé ndi rang ./ 1a mot ham
ménh dé xédc dinh trén tap X. Khi dd néi truéc vé mién bién
thién cla bién x thi ta viét don gian la +#(x). Ban than ham ménh
dé .« (x) khéng c6 gia tri i6gic, nhung khi gan cho x mét phan
tir cu thé cha tap X thi né c6 gid tri logic. Ham ménh dé .+#(x)
phan rd mién bién thién X thanh hai tap con roi nhau (khéng c6
phén tir chung):
e Tap hop tit ca cac phén tir cia X ma khi gén cho x ménh dé
. (x) ding. Ta goi tap nay la mién diing cha ham ménh dé .7 (x)
va ky hiéu la X,
e Tap hop tit ca cic phan tir cia X ma khi gan cho x ménh dé
.+ (x) sai. Ta goi tap nay 1a mién sai cia ham ménh dé ./ (x) va
ky hieu 1 X..
Theo cich ky hiéu trén, ta co:
X=X,uX: X,nX,=@.
Mot phuong trinh f(x) = 0 c6 thé xem nhu mot ham ménh dé xéac
dinh trén mét tap X ¢ R. Mién ding cia ham ménh dé nay la
tap hop tit ca cdc nghiém cua phuong trinh, con mién sai la
phan bu cia mién ding: X, = X\ X,.
Vi du: Mién diing ciia ham ménh dé "x* - 5x +6=0,xeR"la
X,=1{2,3},conmiénsai la X, = R\ {2, 3}.




c. Luong tir

Nhu da ndi 6 trén, mot ham ménh dé "7 (x), x € X" tu n6é khong
co gia tri 16gic, nhung khi gian cho x moét phan tr xic dinh cta
tap X thi né trd thanh mot ménh dé c6 gid tri logic. Do gia tri
logic cia ménh dé .« (x) dugc xac dinh cho méi phan tr xeX,
khi gin thém mot ciu néi bé sung vé x vao ham ménh dé .7 (x)
ta cling c6 thé nhan dugc mot ménh dé cé gid tri logic. D€ lam
vi du ta hay xét ham ménh deé:

"X“-5x+6=0,xeR".
Nhitng ménh dé sau day 1a cdc ménh dé ¢6 gia tri logic:
"Véix =2,tacé: x’—5x+6=0" DUNG.
"C6 diing hai s6 x& R sao cho: x> —5x +6=0": DPUNG.
"T6n tai xe R sao cho: x* - 5x + 6 =0" DUNG.
"Cé6 diing ba s0 xe R saocho: x*—5x +6=0": SAL
"Véimoi xe R, tacéd: x?—5x+6=0": SAL
Céac cau thém vao phu "Véi x = 2, ta ¢d"”, "C6 ding hai s6 xe R
sao cho", "Tén tai xe R sao cho", "Vdi moi xe R, ta c¢6" duoc
goi la cac lugng .

Ching t6i muén luu ¥ ban doc vé hai luong tir duoc st dung
nhiéu trong cdc ménh dé toan hoc:

® Luong tr phd qudt 13 cum tir "véi moi xe X", hodc cdc cum
tir déng nghia: "vdi bat ci phin tlr ndo cua tap X", "vai xeX bit
ky" v.v.... Cdc ménh dé sir dung luong tir phé quat cé dang: "Véi
moi xeX ta ¢é: ./(x)", hoac "#(x) vdi moi xeX". Trong logic
todn hoc nguoi ta sir dung ky hiéu ¥ thay cho tir "véi moi". Cic
ménh dé sir dung luong 1 */ néi trén duge viét dudi dang:

"VxeX:.#x)", hodc "#x),VxeX".




Ménh dé " VxeX: .«/(x)" ditng néu mién diing cua ./(x) la toan bé

tdp X, va sai néu mién sai cua .#(x) khéng rong.

® [uong tr ton tai 1a cum tir "ton tai xe X", hodc cdc cum tir
dong nghia: "vdi it nhat mot phin td xeX", "c6 thé tim duoc
xeX", v.v... Cac ménh d¢ st dung lugng tir ton tai cé dang:
"Ton tai xeX sao cho: .#(x)", hoic "C6 it nhat mot xeX sao
cho: .«/(x)". Trong logic toin hoc nguoi ta sir dung ky hiéu 3
thay cho tr "tén tai". Cic ménh dé st dung luogng tir 3 néi trén
duogc viét dudi dang:
"IxeX: Ax)".

Ménh dé "IxeX: +/(x)" diing néu mién ding cua sf(x) cé it nhdt
mot phan tie xeX, va sai néu mién sai cua .s(x) la toan bé tap X

Tu dinh nghia gid tri logic ctia cdc ménh dé "VxeX: #(x)" va
"dxeX: .4(x)" suy ra:

e Phi dinh cia ménh dé "VxeX: . #(x)"1a "IxeX: Z(x)".

e Phii dinh cia ménh dé "IxeX: 7 (x)" 1a "VxeX: A(x)".

Vidu: Véi X 1a moét tap so thuc nao dé:
0 Phu dinh cia ménh dé "VxeX: x>0"1a "3xeX: x £07;
0 Phua dinh cia ménh dé "3xeX: x>1"1a "vVxeX: x<1".

III. LOGIC SUY LUAN
PIEU KIEN CAN VA PIEU KIEN PU

a. Luat

Maéi linh vuc khoa hoc ¢6 nhimg déi tuong riéng. Cac két luin
khoa hoc thuong mang tinh khai quat, phan dnh nhilng mé lién
hé mang tinh quy luat trong pham vi mét tap hgp nhat dinh. Cac




| —

k€t luan nhu vay thuong duge phat bigu dudi dang cdc ham

ménh dé co mién ding ia toan bo tap hop dé.

Dinh nghia: Mot ham ménh dé .#(x), xac dinh trén tap X, duoc

got la mot luar tén tap hop d6é néu mien ding cia né la toan bo

tap X (mien sai Ia tp tréng). N6i cach khdc, -#(x) 1a Tudt trén tép
hop X néu meénh dé "VxeX: ,ré"(ﬁ:)” ding.

Mot luat trén tap hop 14t ca cdc-ménh dé duge goi 1a ludr logic.

Viduy:

0 Meénh dé "Vx € R: x* > 0" la mot luat irén tap hop tat ca
cdc so thuc;

0 Ham ménh dé "/ v.< " 1a moét luat logic (luat trén tap hop
tat ca cac ménh dé). Bang gid tri logic dudi diy cho thay
ménh dé do ludn luon diing, bat ké .7 1a ménh dé diing hay
ménh dé sai:

*rf e-"—fn v?ZVcJ;T
0 1 1
1 0 ]

Chu y: Dinh nghia trén cé thé 4p dung cho ham ménh dé nhiéu
bi€n néu ta gop mot bo n bién thanh mot bién x. Mdr ludt trén
tap hop X" (luat chita n bién, nhung cd n bién dé cé cung mién
bién thién X) ciing cé thé goi la ludt trén 1dp hop X

Vi du:
0 Ménhdé "V(x,y)e R*taludn céd: x +y =y + x " 1a mot luat
trén R. Do la luat giao hoan cua phép cong.

0 Ham meénh dé hai bién: ".7/ v B = (.7 A %)" 12 mot luat
logic. Ban hay tu 1ap bang gid tri logic dé khang dinh rang véi
(-«Z, 98) la mot cap ménh dé bat ky, ménh dé dé luon luén ding.




Tép hop, Quan hé va Logic suy Judn
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b. Diéu kién can va diéu kicn du
Khi nghién cta cdc ddi tuerg trong phain vi mdt tip hop X, cac
nhan dinh mang tinh khai quat thuong duge phat biéu dudi dang
cac ham ménh dé chia bién xe X. Cic ménh dé mang tinh chét
dién giai c¢ dang:

vxeX: dx) = B(x). (4.1)

Nhu ta di biét, ménh dé (4.1) ding khi va chi khi mién diing cua
ham ménh dé "#(x) => Z(x)" la toan bd tip hop X. Tuy nhién,
v6i nhilng phin tir x € X ma .#(x) sai thi "#(x) = B(x)" ludn
luén ding, do d6 ménh dé (4.1) ddng khi va chi khi mién ding
ctia .(x) 1a tap con cla mién ding cia B(x), tic la vai bdr cir
phan nt xcX nao ma s4X) dung thi #(x) ciing dung.
Ménh dé (4.1) thuong duoc phdt biéu nhu sau:

e Neéu.«(x)thi B(x);

o B(x) khi .#x);

e Diéu kién can dé .#(x) 12 B(x);

e Diéu kién di dé H(x) 1a.4(x).
Tat ca cic phdt biéu néu trén déu mang ham ¥ rang khi .(x)
ding thi B(x) cing diing. Xhi chimg minh ménh dé (4.1), «/(x)
14 gid thiét, con B(x) 1a két ludn (diéu phai chimg minh).
Vi du: Véi gia thiét s6 nguyén x chia hét cho 6, sir dung dinh
nghia chia hét ta chimg minh duoc rang x chia hét cho 3. Diéu
nay dugc phat biéu nhur sau:

e Neéu x chia hét cho 6 thi x chia hét cho 3;

e x chia hét cho 3 khi x chia hét cho 0;

e Piéu kién cin dé x chia hét cho 6 la x chia hét cho 3;




TOAN CAO CAP CHO GAE NHAKINHTE

e Diéu kicn du de x chia hét cho 3 12 x chia hét cho 6.

c. Piéu kién cdn va du
Né&u Ax) vira 1a didu kién can, vira 1a diéu kién di dé #8(x) thi ta
ol

e .77(x)1xdiéukién cin va du dé #(x),

® .7 (x)khi va chi khi £ (x);

® ./(x)tuong duong vi1 & (X).
Pé néi rang .+ (x) twong duong véi Z (x) ta dung ky hiéu:

Hix] & D R). (4.2)

Hé thiic (4.2) c6 nghia la véi moi xeX hai ménh dé .#(x) va
& (x) cé eung gia tri logic (cung diung hodc cung sai). Khi do,
néu mat trong hai ménh dé .#(x) hoac #(x) c6 mat trong mot
ménh dé phiic hop nao dé thi ta c6 thé thay thé ménh dé nay
bang ménh dé kia ma khong lam thay déi gia tri logic cha ménh
dé phite hep &Y.

IV. LOGIC CHUNG MINH MENH PE

Chan 1y 1a mot ménh dé ding ndi vé cac hién tuong va cic su
vat ciia thé gidi khagh quanh xung quanh ta. Vé nguyén tac, méi
ménh dé logic nhan mat va chi moét trong hai gia tri logic: ding
heac sai. Chung minh mgt ménh dé cé nghia la xdc dinh dugc
gid tri logic ciia ménh dé dé la diing'.

Dé chitng minh mét ménh dé ta phai ¢6 cin c va phati sir dung
phép suy luan dung.

'Chiing ta chi cdn n6i dén viéc chimg minh m6t ménh dé 1a ding. Viéc ching
minh mo6t ménh dé 1a sai ¢6 thé quy vé viéc chimg minh ménh dé pha dinh
cua né la ding.




: Tép hop, Quan hé vé Logic sty luan

a. Cdn cir dé chitng minh mot ménh dé

Can cu dé ching minh ménh dé la cic ménh dé ding. Cé hai
loai ménh dé dugc sir dung Jam can cu dé ching minh:

e (Cic ménh dé dugc thira nhan la ding: cic ménh dé dinh
nghia vi cdc tién dé;

e (Cic ménh dé da duoc chimg minh 1a ding.

b. Phép suy ludn diing

Phép suy ludn ding l1a 1a phép suy luan dua theo céc luat logic
hoac cac ludt kéo theo trén mét tap hop X. Luéit kéo theo trén
mot tdp hop X ¢6 dang:

X)) = PB(x), (4.3)

trong dé x 12 mét bién hoac mot bo cac bién voi mién bién thién
X. Xin nhic lai rang, hAm ménh dé (4.3) 1a luat trén tap hop X
néu né ding véi moi phan tr x € X, do dé khi #(x) ding ta c6
thé két luan rang %(x) ding. Chang han, trong tap hop céc tam
gidc vudng, ngudi ta da chimg minh duge luét ndi rang "néu hai
tam gidc vuéng c6 canh huyén va mot géc nhon bang nhau thi
chiing bang nhau". Sir dung luat d6, néu ta chi ra dugc rang hai
tam gidc vudng nao d6 qua that c¢é canh huyén bang nhau va
mot géc nhon béng nhau thi ta ¢6 thé két luan dugc rang hai tam
gidc vuong do6 bing nhau (két luin d6 1a mot ménh dé ding).

Chi y rang, ban than cdc luat logic va cac luat trong pham vi
mot tap hop X ciing la cdc ménh dé dugc ching minh la ding va
thudng duoc phat biéu dudi dang céac dinh ly. C4c dinh 1y dé 14n
luot duge thiét 1ap xuat phat tr cdc dinh nghia va hé thong tién
dé. Méi dinh 1y dugc ching minh lai 12 can cit dé chimg minh
nhiing dinh 1y khic. D6 la logic phat trién cia moi hé thong ly
thuyét trong khoa hoc néi chung va trong toan hoc néi riéng.




c. Mot sé ludt logic can lreu y

Sau day ching t61 1iét ké mot so luat logic hay duoc su dung.
Ban c6 thé chimg minh cic luat nady bang cach lap bang gid tri
logic.

1. Luat bai trung:

._xff\,s'?;
AV A

2. Luét pha dinh ctia phu dinh:

R=
3. Luat dé1 ngdu (luat De Morgan):

ANB @(.EA.@;

ANB = (._rf v‘;?_)
4. Luét phan chung:
(A = B) < (35-’_ :tg).

5. Luat giao hodan:
ANB o BAA

AVRB > BV
6. Luat két hop:
(ANABINEC = AN(B A E),
(AN BIYVED AV (B Vv E).
7. Luat phan phoi:
ANBVE) S(AABIW(AANE),
AN (BANE) S(AVB)A(LV E).

AR
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8. A =>B = (FAR)

9. VxeX: AM(x) & [AxeX: m;}
10. 3x e X: A(x) & [VxeX: A(Xx)].

V. PHUONG PHAP CHUNG MINH QUY NAP

a. Tién dé quy nap
Cho ham ménh dé .#Z(m) xac dinh trén tap hop
Z,={m: meZ vam 2 p},

véi p 1a moét s6 nguyén c6 dinh. Tién dé quy nap c6 néi dung
nhu sau:

Gia suw ham ménh dé .</(m) thod man hai diéu kién:
1. Z(m)dung khi m = p;

2. Néu .+ (m) ding khi m = ke Z, thi .« (m) cing ding khi
m=k+1.

Khi dé »+(m) dung voi moi me 1,

b. Phuong phap ching minh quy nap
Theo tién dé quy nap, dé chimg minh ring m6t haim ménh dé
.+(m) ding v&i moi sé nguyén m 2 p, ta can chi ra hai diéu:
® ./(m) ding khi m = p;
e Va1 gia thiét .«/(m) ding vé1 m = k (gia thiét quy nap) ta
chimg minh .+7(m) cing ding véi m =k + 1 (k la mot s6 nguyén
bat ky, k > p).

Dac biét, dé chimg minh rang ham ménh dé .#(n) ding véi moi
s6 tunhienn =1, 2, 3, ..., ta c4n chi ra hai diéu:




® ./(n)ding khin = I;

® Vi gia thiét .+«/(n) ding khi n = k (gia thiét quy nap) ta
chirng minh .#(n) ciing ding khi n =k + 1 (k [a mdt s0 tu nhién
bat ky).

Vidu I: Chimg minh rang v&i moi s6 tu nhién n ta luén co:

1 i 2 i cnh n
1.35 357 (2n = 1)2n + 1)(2n + 3)
_ n(n+1)
2(2n +1)(2n + 3)

(4.4)

; e o &
Giai: Véin = 1, dang thic (4.4) ding (ca hai vé ciing bang -rs—).

Gia sir dang thitc (4.4) ding khi n =k, tdc 1a:

1 2 k ~ k(k +1)
1.3.5 357 - (k-DRk+DQ2k+3) 2Qk+1)2k +3)°
Khi dé ta cé:

i .2 k
1.3.5  3.5.7 (2k — 1)(2k + D)(2k + 3)

& k +1
2k + D2k +3)(2k + 5)

C k(k+1) k+1
T 202k + D2k +3) | 2k + D2k +3)(2k +5)

(k + D[k(2k + 5) + 2] (k + D(2k* + 5k + 2)

202k + D2k +3)(2k +5)  2(2k + D(2k + 3)(2k +5)

(k + 1)(k +2)(2k + 1) (k + 1)(k +2)

T 202k + D2k + )2k +5)  2(2k +3)(2k +5)




Nhu vay, dang thic (4.4) ciing diing khi n = k + 1. Theo tién dé
quy nap thi (4.4) ding vé1 moi so6 tu nhién n.

Vi du 2: Ching minh rang vi moi s6 tu nhién n = 6 ta luén c6:
2 s=n+ 1Y (4.5)
Gidi: Bit dang thiic (4.5) ding khin = 6 ( 64 > 49).
Gia s bat dang thiic (4.5) ding voin =k > 6, tic la:
2>k + 1)~
Khi dé6 (4.5) ciing ding véin =k + 1:
2=k 252k+1)=(k+2)+K-2>(k+2)

Vay, bat dang thic (2.5) ding vdi moi s6 tu nhién n > 6.

Vidu3: Pat u_ =3"""+40m - 67 (m € Z). Chimg minh
rang véi moi s6 nguyén m > 0, u, 12 s6 chia hét cho 64.
Gidi: Véim =0, ta c6 u, = — 64 la s6 chia hét cho 64.
Ta lai c6:
u_,, =3"*3+40(m + 1) - 67
=9(3°"*! 4+ 40m ~ 67) — 8(40m) + 40 + 8.67
=9u_ — 320m + 576 =9u_ — 64(5m) + 64.9.

Tir day suy ra rang, néu u_ chia hét cho 64 thi u_ , , ciing chia
hét cho 64. Theo tién dé quy nap, diéu nay ching 16 u_ chia hét
cho 64 véi moi s6 nguyén m = 0.

BAI TAP
11. Hay lap bang gid tr1 logic cua cic ménh dé sau tuy theo gid
tri logic cia cac ménh dé .« , B, ¢

a) A= (B A.A);




b) (A BvV(d=D>RB),

c) (HAvB)=¢€,;
d) [(ZAB)= € Vv (L=>96).
12. Bang cich lap bang gia tri logic, hdy ching minh luét logic:
A=D>B & (.Ji’ A 8_35-) :

13. Hay phat biéu ménh dé pha dinh clia méi ménh dé sau va
cho biét ménh dé nao trong hai ménh dé d6 ding:

a) Tén tai s6 xe R sao cho x* <0;
b) Tén tai tam gidc can c6 géc & ddy khong phai 12 géc nhon;
c) V&i moi cép s6 thuc x vay talubn cé x + y = xy;
d) Véi moi sd thuc x, t6n tai s thuc y sao cho:
x+y=0.

14. Bing phuong phép quy nap, hdy ching minh riang véi moi s6
tu nhién n:

a) 12+3%+ .- +(2n—1)*=

n(2n —1)(2n + 1)

3
b) 1.2+23+ - - +n(n+1)= n(n—+—I§(n+2);
C) 12_22+32_42+ +(_l)n—1n2= (_l)n_l n(n+l)’

2

d) S, =11"*""+12"""chia hét cho 133.




Chuong 2
KHONG GIAN VECTO SO HOC n CHIEU

§1. CAC KHAI NIEM CO BAN
VE HE PHUONG TRINH TUYEN TiNH
) ” 3 o~ -~
VA PHUONG PHAP KHU AN LIEN TIEP

Ly thuyét vé hé phuong trinh tuyén tinh 12 dé tai xudt phat cia
Dai s6 tuyén tinh. D€ khio sit mot cich téng quat hé phuong
trinh tuyén tinh chiing ta cdn phai c6 kién thic co ban vé khéng
gian vecto, ma trin va dinh thic. Chuong nay dé cap dén khoéng
gian vecto s6 hoc n chiéu. D€ 1am co s& gilp ban doc ti€p cin dé
dang hon véi cic méi quan hé trong khoéng gian vecto, truéc hét
ching ta hdy lam quen véi c4c khéi niém co ban vé hé phuong
trinh tuyén tinh va mot phuong phép tuong d6i don gidn dé giai
hé phuong trinh tuyén tinh: phuong phdp khir 4n lién ti€p. Ly
thuyét téng quat vé hé phuong trinh tuyén tinh sé dugc trinh bay
& chuong 4. |

I. CAC KHAI NIEM CO BAN VE HE PHUONG TRINH
TUYEN TINH
a. Hé phuong trinh tuyén tinh tong quadt

Hé phuong trinh tuyén tinh cta n 4n s6 x,, X,, ... , X, ¢6 dang
tdng quat nhu sau:

-

a X +apX, + o +a,X, = b

4 yX) +apXy + 0 +apX, =b,

; (1.1)




trong d6 a, va b, 1a cdc hang so cho trude: s6 a; duge goi la /¢ 56
ctia an X, trong phuong trinh thit i va b; duoc goi la s6 hang e do
cia phuong trinh thei1(i=1, ..., m;j=1,2, ..., n).

b. Ma tran hé sé va ma tran mo rong
Hé phuong trinh (1.1) cho tuong ting hai bang s6 sau:

o _ . _
a;,; 42 ... 4y, a, a, - a, b,
4. 4 . s Ha @ a,. b
21 22 2n 21 22 2n 2
A= , A =
._a'ml am2 "‘arrm =i} Laml am2 '“amn bm .

Pinh nghia: Bang s6 A duoc goi 1a ma trdn hé sé6 va bang s6
A dugc goi 12 ma trdn md rong cla hé phuong trinh tuyén tinh
{1.1)
Céc khdi niém co ban vé ma tran s€ dugc trinh bay & chuong 3.
Tir "ma tran" duoc dung & day dé chi mot bang s6 xép theo dong
va theo c6t. Ma trén hé s6 A c6 m dong va n cot: dong thir i la
dong hé sé clia phuong trinh thit i; cot thi j 1a cot hé s6 cha 4n
thtj(i=1,2,..., m;j=1,2, ... n). MatrAin m& réng A cé6 m
dong van + 1 c6t (ma trdn A c6 thém mot c6t tha n + 1 1a cot
s6 hang tu do, n c6t con lai chinh 1a cdc ¢6t cia ma tran A). Mot
hé phuong trinh tuyén tinh dugc xac dinh né€u bi€t ma tran mo
réong cua né.
Vidu I:
Cho hé phuong trinh:
X +2X, +3x3+4x, = 7
2X, —3x, — 4%, = 0. (1.2)

ZX2 ""2X3 +SX4 = _3

Ma tran hé s6 va ma tran mo réng cua hé phuong trinh tuyén
tinh da cho la:




Vidu 2:

Hé phuong trinh tuyén tinh ¢6 ma tran mao rong
- (3=4 5 23 1
A =
2 1320
la hé phuong trinh:
{BXI ~4x, + 5%, +2x, =1

2%, + X, +3x,-2x,=0

c. Nghiém cua hé phuong trinh tuyén tinh
Pinh nghia: Nghiém cta hé phuong trinh tuyén tinh n an s6
(1.1) 12 mét bé n s6 ¢é tha tr (o), @, ..., &) ma khi gin
X; =y, X5 =0Qy,..., X, = 0 VA0 tit ca cic phuong trinh cta hé
thi ta duoc cic dang thirc diing.

Nghiém clia hé phuong trinh (1.1) ¢6 thé viét duéi mot trong ba
dang sau:

P
(o, ) A =0y
Qa X, = Q,
(ah a:s-*'s an.)) 5 :J )
C“1’1/‘ an e n

Chang han, bo 4 s6 thuc ¢é thit tr (1, =2, 2, 1) 12 mét nghiém
cua hé¢ phuong trint. (1.2): khi gin x, = 1, x, = =2, x, = 2, va
x4 =1 thi v&€ trdi chia phuong trinh thir nhat ding bang 7, v€ trai
cia phuong trinh thir hai ding bang 0 va v€ trdi cua phuong
trinh thit ba ding bang — 3.
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Gial indt hé p;nrcmg irinfe tuyén tinh cé ngnta la i 1ap hop tar
(t cde nglidnt cua fie phuong i do.

d. He iwong duong va phép biéz doi izong duong

Pinh nghia: Hai hé phuong trinh tuyén tinh vdi cac an s6 nhu
nhau due gor 1 rniome duong nén chiing ¢6 cung ap hop
nghiém, 17 la ma: aghiém cha hé nay dong ol 1a nghiém cta
¢ kia va nguoc lai (iedc ca hai hé déu vo nghiém).

Khi giai mot heé plivong trinh tuyér tinh bang phireng phép so
cdp, ta thudng phai bién ddi ha pbuong trinh dé vé dang thuln
tién cho viéc xdc dinh ngiziém.

%

Dinh rghia: Mot phép bién ddi 11€n mot ke phuong irinh tuyén
tinh thanh ot hé me: tuong duong duge goi 1a phép bién dol
titong duong.
[ & * A a A‘,“ 2 "

Cuv phép bién 401 56 < ap _
Dinh nghia. Cdc ohop 2161 d8i sau diy 461 véi mot hé phuong
-trinh tuyin tHoh duge goi 12 cic phép bién déi so cap:
i. DO6iche hai phuong (8nh cua he.

2. Nhan hai v€ cta mdt phuong trinh clia hé vé1 mot s6 a # 0.

2. Bifn d6i mot phuong trinh clia hé bang cach 18y hai v& clia
mot phuu‘ng trich khac (trong hé d6) nhan v mot s¢ k bat kv
01 cong vao hai vé wong Ung cta phuong tiinh dé.

Pinh ly: Cic phép bién doi so cap 12 cdc phép bién déi trong
duong.

Viéce chidng minh dinh ly ndy dinh cho ban doc.

II. HE TAM GIAC VA HE HINH THANG

Y tudng chung clia phuong phép so cdp dé tim nghiém cia mot
hé phuong trinh nhiéu 4n 50 la kh'" dan cdc 4n d€ quy vé viéc
giail cdc phrrong trinh mét 4n s6. Viéc khir din cdc 4n s6 cia mot
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hé phuong trinh tuyén tinh sé dan dén mét trong hai dang co ban
dudi day (n€u hé ¢6 nghiém). Theo hinh dang cua vE trdi ta goi
cac hé phuong trinh dé la hé tam giac va hé hinh thang.

a. Hé phuong trinh tuyén tinh dang tam gidac

H¢ phuong trinh dang tam gidc la hé c6 dang nhu sau:

8 X; +a,X, + - +3,X =Db,
X, + oo +a?nxn:b2

\ , (1.3)
nn n =bn

LY

trong dé tat cé cic hé s6 a,,, 2, ... , a,, déu khdc 0. Day la mot
hé phuong trinh ¢6 s6 phuong trinh bing s6 an va, theo thi tu tir
trén xudng, cdc an s6 mat dan (a; = 0 khi i > j). Phuong trinh
cudi ciing ctia hé chi con lai mot an s6. Tu phuong trinh dudi
cung cua hé phuong trinh (1.3) ta xdc dinh duoc:

Tiép theo, thay x, = o, vao phuong trinh phia trén ta lai ¢6 mot
phuong trinh moét 4n s6 x,_,, tr dé xdc dinh duge x, , = a,_.
Lap lai qua trinh nay theo trinh tu tir dudi 1én ta tim dugc:

X SO agiee o K== T

Hé phuong trinh (1.3) ¢c6 mot nghiém duy nhat: (a,, o, ... , @,).
Vi du: Giai hé phuong trinh 3 an s6:

2X, +Xy — X3=5

—X, —3x3=1




CAP CHO

Gidi: Hé phirong trinh da cho ¢6 dang tam gidc. Tir phuong trinh
thi ba ta tim dugc x; = —1. Thay x; = —1 vdo phuong trinh thu
hai ta co:
Xt d=] = X.=2.

Tiép theo, thay x; = — 1 va x, = 2 vao phuong trinh thir nhit ta
co:

2ZXyr2+l=5 = =1
Hé da cho c6 mot nghiém duy nhat: (1, 2, - 1).

b. Hé phuong trinh tuyén tinh dang hinh thang

Hé phuong trinh dang hinh thang ciing c6 dic diém giéng nhu
hé tam gidc la cdc phuong trinh ciia hé khuyét din céc 4n so
theo thu tu tr trén xuéng, nhung hé hinh thang cé 56 phuong
trinh nho ho’n s6 an, do vay phucm trinh dud cung la phuong
trinh nhiéu 4n s6:

c'l“){l + aI?XZ + Y, + :.lexm 'i‘ e + alnxn = bl
Xy + o T Ay X o F Ay X, = b" \
4 (1.4)
L AmmXm T 't T2, X, T bm

(m<wa£0Vi=1, 2, ., m

-

(3 dang (1.4) ta go: m &n ddu X, X,, ..., x_ 12 cdc dn chinh va cic
4n con lai goi la an n¢ do. Gan cho céc 4n turr do gid tri tuy y

xm 1= U ? Xn = cln
vi chuyén cdc s0 hang chita chiing sang vé phai ta dugc mét he

tari: gidc doi vai cac an chinh

m+ 3T

a]lX1 + al_}_xz + s o aimx

m




Theo phuong phap gidi hé tam giac ta xac dinh dugce gid tri cua
., a.. Nghié¢m cta hé (1.4) cé dang:

c4c an x,,..., X theo «

m+]7°"
( = d
l Ry Sl = +0, 0, T,
Xy EC 0 o+~ +C O +d_
\ (1.5)
xn‘H] = am-ﬂ
\X‘n . al‘l

Hé hinh thang (1.4) c6 vo6 s6 nghiém. Nghiém viét dudi dang
(1.5), v6i (), -, ) ]2 mOt b0 n — m hang s6 bat ky, duge goi
1a nghiém 16ng qudt. Méi bo s6 thuc (a_,,, ..., &,) gdn cho céc
an tu do cho tuong \ing mot nghiém cua hé (1.4), goi la nghiém
riéng cua no.
Vi du: Giai hé phuong trinh
X|+2Xy +4X3+6X, — X5=-3
Xy —2X3 + Xg+4x5= 0
2X3+2X, —3xs= 4
Gidi: Day 1a hé hinh thang véi cic 4n chinh la x,, x,, X, va céc
an tu do 12 x,, X,. Chuyén céc s6 hang chita cédc 4n tu do sang vé
phai va gin x, = a, X, = 3, ta dugc hé sau:
X;+2X, +4x;=—6a+ B-3
Xz _ZX3 = - -4I3
2xy=—20.+ 3B +4
Theo quy tic giai hé tam gidc ta tim dugc:

X;=-0+ %B+2,x3=—3a-{3+4,x,=4a—3[3—19.

Nghiém téng quat cia hé phuong trinh la:




4o -3B-19,-3a-B+4—a+ 3B +2,a,P).

M&5i b6 hai s6 (a, ) cho twong tng mot nghiém riéng. Chang
han, véi o =0, B =0 ta cé nghiém riéng: (- 19, 4, 2, 0, 0).

1II. PHUONG PHAP KHU AN LIEN TIEP

Phuong phédp giai mot hé phuong trinh tuyén tinh bat ki bang
cdch khir d4n cdc 4n s6 dé dua vé dang tam giac hoidc dang hinh
thang dugc goi la phuwong phdp khir an lién tiép, hay phuong
phdp Gauss. Duéi day ching t6i trinh bay téng quat phuong
phap nay.

Xét hé phuong trinh tuyén tinh (1.1). Khéng lam maét tinh téng
quat, ta gia sir a, # 0 (néu khong ta cé thé déi chd cic phuong
trinh hodc sap lai thit tu cic 4n s6 dé c6 duoc diéu d6). Trudc hét
ta khir 4n X, trong cdc phuong trinh tir phuong trinh thit hai tro
xudéng bang cdch cong vao hai vé€ cua phuong trinh thu i
(1=2,...,m)tich c4c v& tuong Ung cua phuong trinh thit nhat véi

—d;

s6 . Chu y ring céc phép bién déi so cap la cdc phép bién

4y
doéi tuong duong, do dé sau m—1 phép bién déi nhu vay ta duoc
hé tuong duong:

( S
a X, +a;;X, + -+ +a, x, =b,
apX; + - +ayx, =b;
4 g (1.6)
' r f
\ amZXZ & * amnxn = bm

trong do:

a. a.

b N | ' il -

aij - aij a]j , bi A= bi ———b| (1= 2, e m,sz, i n),
a, ayy




Chuong 2. Knong giar vectc.

Trong hé (1.6) c¢ kha nang xuat hicn cdc phuong trinh van vé
tral dorig nhat bang O (néu trong bz (1.1) <O phuong trinh nao do
cO VE trai ty 1€ vai vE trdt cua phireng trinh thit nhat):

0.x,+0.x+...+0x,=b. (1.7)
Néu b = 0 thi phuong trinh (1.7) 1a mét dang thitc ding véi moi
bo s6 gan cho x,, X,, ..., X, do do ta ¢6 ihé loai b6 phuong trinh
d6 khoi hé. Néu b # 0 i phuong trinh (1.7) 1a mot dang thic sai
v&1 moi bo s6 gdn cho x, x,, ..., X,,, do d6 hé vé nghiém.

Ti€p theo, bang cach twong tiu, ta lai khir 4n x, trong cic phuong
trinh tir phuong trinh thit ba tré xudng ciia hé (1.6) (néu co), sauv
dé lai khir 4n x, trong cdc phuong trinh tir phuong trinh thit tu
tr& xudng (néu cd) v.v... Phuong phap hhtr an theo cdch néu trén
12 tha tuc ldp. Sau mot s6 hitu han bude bién doi, qué trinh khir
dn s€ két thiic & mot trong ba trudng hop sau day:

¢ Hé nhan duoc co6 chira phuong trinh dang (1.7) vé1 b = 0.

¢ Hé nhan duoc co dang tam gidc.

e Hé nhan duoc c6 dang hinh thang.

Trong trirong hop thit nhat hé phuong trinh vd nghi€ém, con hai
trudng hop sau ta da biét cdch gidi dé€ tim nghiém. Nhur vay, xét
theo s& nghiém thi cdc hé phuong trinl wiyvén tinh dugc phdn
thanh 3 loai: hé vé nghiém; hé cé mot nghiém duy nhat; hé cé
vo s0 nghiém.

Nhu da néi o trén, mot hé phuong trinh tuyén tinh duoc hoan
toan xdc dinh khi biét ma trin md& rong cia no, do dé mbi phép
bi€n do1 hé phuong trinh tuyén tinh tuong tmg vé1 moét phép bién
doi ma tran mo rong. Cic phép bi¢n doi trén ma trdn ma ta néi
dén dudi day duogc hiéu theo nghia nhur sau:

e Nhan mét dong cua ma tran vdéi mot s6 o ¢6 nghia la nhan
moi sO nam trén dong dé vaéi s6 «;

e Cong moét dong nao dé vao dong i ¢é nghia l1a cong moi s6
cua dong 4y vao s6 tuong ng cia dong i.




Cac phép ién doi so cap d6i vai hé phuong trinh tuyén tinh
duoc thue hién tuong img trén ma trdn mo rong nhu sau:

|

Bién déi hé phuong ik Bién d6i ma trin md rong:
1. Déi ché hai phuong trinh ctia | 1. D3i ché hai dong tuong
hé. | Ung clia ma trdn m& rong.

2. Nhan hai vé€ cua mot phuong | 2. Nhin dong twong ng cua
trinh véi moét s6 a # 0. ma tran ma& rong véi s6 a.

. Cong vao mobi vé cha phuong | 3. Cong vao dong tht i cua
trinh thi 1 tich cha cdc vé ma tran md rorrg tich cta
tuong mg cla phuong trinh dong thit k v s6 o (dé
thit k véi mot s6 o (dé bién bién déi dong thit i).
déi phuong trinh thit 1).

(3]

Trong qué trinh bién déi, néu trén'ma tran md rong c6 mot dong
nao dé co tat ca cdc s6 bang O thi ta bo dong dé di (twong Ung
vGi viéc loai khoi hé moét phuong trinh 6 tit ca cac hé s6 6 v€
trdi bang O va s6 hang tu do & vé€ phai ciing bang 0).

Vi du 1: Giai hé phuong trinh:

X+2y-3z=-3
2x+3y+5z=13
3x—-4y+ z=15
Giai: Ma tran mo rong cua hé phuong trinh nay la
(1 2-3|-5]
A=12 8 513
134 1) 15]

Dé dé hinh dung, ta dung dau gach ding ngan cdch ma tran hé
s6 va cot s hang tu do. D€ khir x, trong hai phuong trinh phia
dudi, ta cong vao dong thit hai va thit ba, theo thit tu, tich cua




dong thir nhat véi (- 2) va véi (-3). Sau hai phép bién d6i d6 ta
duoc ma tran:

1 2 -3|-5
0O -1 11|23
0-10 10|30

Tiép theo, cong vao dong thit ba tich ctia dong thi hai vér (-10)
ta duoc ma tran:
1 2 =3| -5
0 -1 11| 23
0 0 -100]|-200
Ma tran cudi cing nay la ma tran mo rong ctia hé phuong trinh
dang tam giic:
X+2y—- 3z= -5
y+ 1llz= 23
—- 100z = -200
Giai hé nay ta tim dugc mot nghiém duy nhat (3, -1, 2).
Vidu 2: Giai hé phuong trinh:
[ Xy +2%X, = 5x3 + x4 = 1
—2X; = 3%, + X3 +3x4 = 4
3x; + 8x, — 11x3 — 3x4 = -2
10
Gidi: Cac phép bién déi khir 4n duoc thuc hién trén ma trdn md
rong nhu sau:

| =X, + 5%, + 4x3 + 2x4

I 2 =5 31} 17 1
S-%3 7 4] 41918
3 841 =83 0
-1 5 4 2|10 0

>
I
\

- e




1 2 -5 1 1]

o0 1 -3 5| 6] Dlo1-3 5| 6
0 0 10 -16 --17| 0 0 10-16|-17

0 0 20 -32 -31J 00 0 0 3

Cac phép bién déi da thuc hién la:

(1): Cong lan lugt vao dong thi hai, dong thir ba va dong th tu,
theo thit ty, tich cia dong thit nhat véi s6 2, s6 -3 va s6 1;

(2): Cong lan luogt vao dong thir ba va dong thu tu, theo thu tu,
tich cia dong thit hai véi s6 -2 va s6 —7;

(3): Cong vao dong thit tu tich cta dong thi ba véi - 2.

Sau cdc phép bién ddi trén, ta nhan duge mét hé ¢6 chaa phuong
trinh v&i tat ca cac hé sé ¢ vé€ trdi bang 0 va s6 hang tu do o vé
phai bang 3, do d6 hé phuong trinh da cho vo nghiém.

Vi du 3: Giai hé phuong trinh:
2)(1+3X2_ K3+ 4){4_4?(5: 1

X|— X9+2Xx3+ 3x,+4x5=-2

\4)(1 —TX-Z +5K3 "’"14){4 +6X5 - —1

Giai: Ma trin md rong cua hé phuong trinh nay la:

(3«3 3 =5 1] O
- |2 B-1 4-4] 1
A =

I« 2 3 4|2

4 -7 544 61

Dé tién bién déi, trude hét ta d6i chd dong thir nhat va dong thi
3 dé chuyén s6 1 & ddu dong thit 3 1én géc trén bén trai:
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Chitrorig 27 Khdng gi:

'Y = 2

2 3-1 4 -
_),

32 2

4 =7 5=14

Cong lan luot vao dong th hai, dong thit ba va dong thi w,
theo thir tu, tich cia dong th nhat vdi s6 -2, s6 -3 va s6 —4 ta
dugc:

=1 2 5 4=
0O 5 -5 -2 -12, 5
0 1 -4 -14 -11
O 8 =326 <10] 7

D4i ché dong thit hai va dong thit ba, sau dé cong lan luot vao
dong thir ba va dong thit tu, theo thit tu, tich ciia dong thit hai
vGi s6 —5 vasé 3 ta dugc:

1 -1 2 3 4| =2
O 1 4 -14 -11| 6
0 0 15 68 43|-25
[0 0 -15 —68 43| 25

Cuoi cung, 1ay dong thi ba cong vao dong thit tu ta duoc:

-
p— =

1 =1 2 3 4| -2
0O 1-4-14 -11| O
0 O 15 68 43|-25
o 0 0 0 0| O

[ . -

Xod di dong cudi cung ta dugc ma trdn mo rong cua hé hinh
thang:
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Xy =Xy + 2X3+ 3X,+ 4x5=-2
X, — 4X3-14x,-1lxs= 6
15x; +68x,4 +43x5 =-25
Theo cich giai hé hinh thang ta tim duoc nghiém téng quit:
(29 19 2 62 7 _ 2 68 43513)

Za+—P+=, ——0——P-=, ——0——P-=

15 15 s 15 15 3 15 15 3
trong d6 o va B 1a cdc hang s6 bat ky.
Chii y: Trong moét s6 trudmg hop, dé bién déi hé phuong trinh
tuyén tinh vé ding dang tam giac hoac dang hinh thang, ban ¢6
thé phai sip x€p lai thir tu cic 4n s6. Viéc nay tuong (ng véi
viéc doi chd cdc cot chia ma tran hé s6. Khi tim nghiém & dang
két thic ban dimg quén sap xép lai thit tu ban dau.
Vi du 4: Gidi hé phuong trinh:
X1+3X2— X3+2X4=
3x; +9x, — 8x; + 8x, = -1
Giai: Ma trdn mo rong cta hé phuong trinh nay la:
F1 3 -1 213

A={2 6 2 5|8
13 9-8 8|-I

Cong lan lugt vao dong thit hai va dong thit ba, theo thi tu, tich
cua dong thi nhat véi (-2) va (-3) ta duoc:

1 3-1 2| 3

O 0 4 1| 2

10 0-5 2|-10
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Chuong 2: Khong gian vect

e e

bén day ca hai phuong trinh phia dudi déu khuyét ca x, va x, va
ta khong thé bién doi theo ding thi tuc théng thuong. Tuy
nhién, ta cé thé khac phuc diéu nay bing cich déi vi tri 4n x, véi
X, chang han. Viéc déi vi trf clia x, va x, tuong ing véi viéc doéi
ché cidc cot hé s6 cha ching, titc 1a déi chd cot thit hai va cot thi
tu. Sau khi thuc hién diéu nay ta dugc ma trAn md réng cua hé
phuong trinh tuyén tinh véi cdc an s6 x,, X, X3, Xy
1 2 -1 3| 3]
0O 1 4 0] 2}.
D 2=3 =10
Bay gid ta c6 thé bién doi theo thu tuc thong thudng. Cong vao
dong cudi cung tich cua dong thit hai vé1 (-2) ta duge ma trén:
1 2 ~1 3| 3]
0 1 4 0 2.
0 0-13 0}]-14

Qua trinh khir an két thic & dang hinh thang:

=

Xy +2X4 — X3 +3X,= 3
Xq_ e 4:{3 == 2 :
s 13?{3 = "'14

Theo céch giai hé hinh thang ta tim dugc nghiém téng quat cla
hé phuong trinh da cho:

113 14 30

1V. HE PHUONG TRINH TUYEN TINH THUAN NHAT

Hé phuong trinh tuyén tinh rhudn nhdt la truong hop riéng cta
hé phuong trinh tuyén tinh khi tit ca cic s6 hang tu do bang O:




ﬂllxl +322X2 G +aznxn :0

(1.8)

.......................................

a. Xy +ap0Xy + o0 +a,X, =0

Khi giai hé¢ phuong trinh tuyén tinh thudn nhit bang phuong
phdp khir 4n lién ti€p ban cdn chi y méy dac diém sau day:
1. Hé phuong trinh tuyén tinh (1.8) cé it nhit mot nghiém
(x, =0, x, =0, ..., X, =0), goi 1a nghiém khong, hay nghiém
tam thuong. Do dé, déi véi mot hé phuong trinh tuyén tinh thuan
nhat chi ¢6 hai kha nang xay ra:
® Hé c6 mot nghiém duy nhat 1a nghiém tam thuong (qué
trinh khir 4n két thiic & dang tam giac);
e Hé c6 v6 s6 nghiém (qué trinh khir 4n két thic & dang
hinh thang).
2. Moi hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat véi s6 phuong
trinh nhé hon s6 4n déu c6 vo s6 nghiém (qud trinh khir 4n chic
chan két thic & dang hinh thang).
3. Mot hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhit duge xdc dinh khi
biét ma tran hé s6 cia né va moi phép bién déi so cdp déu bién
mot hé thuan nhat thanh hé thuan nhat tuong duong. Do dé, khi
gidi mo6t hé thuin nhat bang phuong phap khir 4n lién tiép ta chi
can biéu dién c4c phép bién déi trén ma tran hé s6.

Vi du: Giai hé phuong trinh
[2:{1 -3x, +4x; +5x, =0
4%, —4x, +2x; —=3%, =0
l?,x, -IX, + 9%, +16x, =0

Giai:




biy 1a hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhit véi s6 phuong
trinh nhd hon s6 én, do d6 hé nay c¢6 vo sé nghiém. Thuat toén
khir an Lién ti€p dugce thue hién trén ma trin hé s6 nhu sau:

2 -3 4 3
A=|4 4 2 -3

2 -5 9 16
P, 1 . :
gy [2-3 & 5] o, 29 4 &
3 10 24648 » (0 3 633
i8-8 § 11 0 4 -1 -2

Cic phép bién déi da thuc hién la:
(1): Cong lan luot vao dong thir hai va dong thit ba, theo thi tu,
tich cila dong thit nhat véi s6 -2 vasé —1;
(2): Lay déng thit hai céng vao dong thi ba.
Sau cac phép bién déi néi trén ta dugc hé phuong trinh tuyén
tinh thuan nhat dang hinh thang:
12X, —3X, +4x3+ 5x4=0
2%, —6x3=13x,=0
- X3— 2x,=0
Giai hé nay theo phurong phép da biét ta duge nghiém téng quat:

Zo, 500, —20, A ),
(F0. 50, —20,@)

trong d6 a 1a s6 bat ky gén cho an tr do x,.
BAI TAP
1. Giai céc hé phuong trinh sau:

2x +3y - z=-6 X, +2X, = X3 +5%x, +3x5 = 3
a) y+5z2= 2 b) Xy — 3X; — 6%, + X5 = -1
-4z =4 2X; ~4x; + X5 = 6

— ——ry ., S R PP S




2. Giai cdc hé phuong trinh sau bing phuong phép khir 4n lién
tiép

2x + 3y =4 3x - Sy =2
) X + 3y b) x — Sy
4x + 7y = 6 —4x + 8y =1
X+2y-5z= 1 3x; +5%x9 —2x3 + 3x4 =1
C)42x+ S5y - z=3 d) {2x;+6xy +3x3— x4=-2
3x + 8y - 2z=-2 7x; + 9% —9x3 +10x4 =5
X1 +2x2 +4X3_3){4 = -1

3x; + 6xy5 +3x3 —4x, = 2

e)
~X; — 2Xg + 5X3 = 2x4 = -4

L 4X, + 8%y + X3 — Tx4 = 1

(4%, — 3x, +2X; — X4 = 8
0 43)\:1-~2:>{2+ X3 — 33Xy =

2X, — X, ~5x4 =6
I‘_5)(.1 =3 3}{2 T Kg = 8)(4 = |
(4){1 — 3X2 + X3 =P 5K4 = 7
Xy — 2%s = 2%3 — 3%, = 3

3?:1 — Ay =+ 23(3 = —]

3. Giai hé phuong trinh tuyén tinh ¢6 ma trdn m& réng nhu sau:




4. Gai hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat ¢6 ma tran hé s6
nhu szu:

} =f{. @ =3
2 =3 =3 |
I 2 0§ i
| 3 -4 1 -2

§2. VECTO N CHIEU VA KHONG GIAN VECTO
I. KHAINIEM VECTO n CHIEU

Theo dinh nghia hinh hoc, vecto 1a mot doan thang c6 huéng.
Trong hinh hoc ngudi ta xét céc vectd tu do, khong phén biét vi
trf dat vecto do: hai vecto @ va b dat trén cing mot dudng thang
hoidc trén hai dudng thang song song, c6 cung do dai va cung
huéng duoc xem 12 bing nhau ( = b):

4

Trong mo6n hinh hoc & trudng phé théng, ban di dugc lam quen
véi phuong phédp toa do. Theo phuong phdp nay, trong pham vi
mot mit phang (khéng gian 2 chiéu) méi vecto dugc dat tuong
{mg v6i mot bo hai s6 thuc cé thit tr (x, y), goi 1a toa d6 cuia
vecto d6é va ta c6 thé déng nhat méi vecto véi bo hai s6 do.
Tuong tu, trong khong gian 3 chiéu ta cé thé déng nhat moi
vectd véi toa do clia né 1a moét bo ba s6 thuc ¢6 thit tu (x, y, 2).
Theo cich nhin nhan nhu trén, ta cé thé md rong khdi niém

vecto nhir sau:

Pinh nghia: Mbi b6 n s6 thuc cé thi tu (x;, X, ..., X,) dugc goi
1a mot vecto n chiéu.

Pé phan biét cdc vecto ta gan tén cho chiing bang cdc chif cdi in
hoa. D€ gan tén cho vectd (X, X, ..., X,) 1a X, ta viét:




K= TR By s X )

S6 thue x. (=1, 2, ..., n) dimg & vi tri thi 1 trong b6 11 s6 thuc ¢
v€ phai duoe goi 1a thanh phan thie i cha vecto X. Bo n so thuc
xéc dinh vecto X c6 thé xCp thénh mét dong nhu cach viet &
trén, hoic x&p thanh cot nhu sau:
.’/;{iﬁ
.

Xz] i

\x,/
Mot vecie n chi€u 1a mot b6 n s6 thuc ¢é thi tu, khong phan biét
céch vi€t duéi dang dong hodc dang cot. Chang han, khi xét ma
trn hé so cua indt hé phuong trinh tuyén tinh ¢é m phuong trinh
va n 4n s6, ta ¢6 thé xem mébi dong clia né 12 mot vecto n chiéu
va md: ot 12 mot vecto m chiéu.
Cin chil ¥ ring vecto n chidu khong chi don thudn 1a mot bé n
s8 thuc, ma 1a mot bd n s8 thuc o thit ne.

bDinh nghia: Hai vecico n chiéu

x = (x[r -xzv suky xn)! Y e (YI’ y‘.?’ SRy YH)

duoc coi 14 bdng nhaw khi va chi khi cic thanh phin & vi tri
twong img cta ching d6i mot bing nhau: -

X =Y Xa= Y25 o0 Xy = Yo
Dé 061 rang hai vecto X va Y bang nhau, ta viét: X = Y. Khdi
niém vecio bang nhau chi dp dung cho cac vecto c6 cung s6
chiéu n. Méi dang thicc vecto n chiéu twong duong véoi mét hé n
dang thic s6.

II. CAC PHEP TOAN VECTO
Trén tap hop céc vecto r: chiéu (v&: n ¢6 dinh) ta c6 thé x4c dinh
céc | €p 1981 remg ‘u nhur trong hinh hoc. Trudce hét, ta dé cap




dén hai phép toan dac trung cua khong gian vecto la phép cong
va phép nhén vecto van so.

a. Dinh nghia phép cong va phép nhén vecto voi so
e Téng cla hai vecto n chiéu
X R (XI,Xg,-..,Xn), Y - (yi,yz,...,yn)

1a mot vecto n chiéu, ky hiéu 1a X + Y va dugc xac dinh nhu
sau:

X+ Y= (Xt ¥is Xp + Yo <5 Xy + Vo)

® Tich cta vecto n chieu X = (X,X5,...,X,) VOl mot s6 thuc
a 1a mot vecto n chiéu, ky hiéu 1a aX va dugc xac dinh nhur sau:

RN 8 O O 5, O

Theo dinh nghia trén, phép cong vecto va phép nhan vecto véi so6
trong tp hop cic vecto n chiéu dugc thuc hién hoan toan tuong
tu nhu trong hinh hoc, khi ta cong vecto va nhan vecto vdi s6
theo toa do.

Vi du: Cho 2 vecto 4 chiéu:
X=(3,-1,5,3,Y=(228,1,0).

Ta co:
X+Y=3+2,-1+85+1,3+0)=(5,7,6, 3);
2X=(6,-2. 196 3Y=(624,.3.0)
2X 4+ 3Y =(12,.33. 13.0}.

b. Vecto khor: va vecto doi cua mot vecto

Truéc khi dé cép dén cdc tinh chdt dac trung cua phép cong va
ph€p nhéan vecto vdi 5o ta dua vao cdc khdi niém sau:

e Vecto khong la vecto c6 tdt ca cdc thanh phan bang 0.




Trong tap hop cdc vectg n chiéu (voi n c6 dink) c6 mot vecto
khong duy nhat duec ky hicu 12 O, hodc don gian 1a C:

0.=C=(0,0,..,0).

o Vecto doi cua mot vecto X = (x,, X,,..., X,) 12 tich ciia vecto
dé voi 85 —1. Ta iy hiéu vecto do: cha vecto X 1a -X:

=X = (=~ DX = (=X}, =X5...» =X,)-

c. Cdc tinh chdt co bdn cua phép cong va phép nhadn
vecto vol s
Trorg cac tinh: chat néu dudi day X, Y, 7 1a cdc vecto n chiéu
bat ky (n c¢d dinh), o v& § 13 cdc 36 bat ky.
1. Phép cOng vecto cé tinh chat gizo hodn:
X+Y=Y+AX.
2. Phip cOng vecta b tinh chat két hop:
X+Y)+Z=X+(Y+7Z).
3. Trong t4p hop tat ca cic vecto n chiéw, vecto khong giit
vai tro phén 7 trusp hoa cua phép cong:
X+ 0, =X (vé moi vecto X).
4. Vecto ddi cua vecto X thoa man diéu kién:
X+(-X3=0..
5. Véimoivecto X taluodn co: 1 X=X
6. Phép nhan vecis véi sG ¢d tinh chit phan ph6i d6i véi
- phép zdng vecio:

a(X+Y)=aX+a¥Y

7. Phép nhan vecto véi s6 cé tinh chat phan phéi1 dé1 vé
phép cong s6:

(a+RX=aX +pX
8. V& o, B !ahai s6 bat ky va X 1a vecto bat ky ta luén cé:




(af)X = a(BX).

Ban hzv tu chimg minh cic tinh chit néi trén truc tiép theo dinh
nghia.
d. Phép trir vecto
Phép tnr vecto duge xac dinh thong qua phép cong nhu sau:
Dinh nghia : Hiéu cia hai vecto n chiéu X va Y la mot vecton
chi€u, ky hiéu 1a X — Y va dugc xic dinh nhu sau:
X-Y=X4+(-Y).

Phép trir theo dinh nghia trén la phép todn nguoc cia phép cong.
That viy, X =Y chich la vecto ma tdng ctia né va vecto Y la
vecto X:

X-Y)+Y=[X+(-Y)]+Y
=X+[(-Y)+Y]=X+0, =X.

V6i X = (X, Xy ooey X,) VA Y = (¥}, ¥ - ¥,) 1@ €O thé thuc hién
phép trir theo cong thic:

X-—Y‘"(Xl-‘}’;,xz“‘}’g, e Ky #yﬂ)

Tir c4c tinh chét 6 va 7 cia phép cong va phép nhén vecto véi s6
ta dé dang suy ra cac hé thic sau:

X-Y)=aX-a¥Y; (a-pB)X=aoaX - 3X.

I1I. KHONG GIAN VECTO 8O HOC n CHIRU
KHAI NIEM KHONG GIAN CON

a. Khong gian vecto sé hoc n chiéu

Dinh nghia: Khong gian vecto sé hec n chiéu 1a tap hop tat ca
céc vecto n chiéu, trong dé phép céng vecto va phép nhén vecto
véi s6 dugc xdc dinh va thoa man 8 tinh chat dac trung nhu da
trinh bay trén day.




P
e

Khong gian vecto s& hoc n chidu duge ky hiéu laR™ . Chi § rang
khong gmn R" Khorng chi don thudn [a tap hop tat ca cdc vectan
ehicu, ma bao ham ca cau tric cic phé’p toan (phép cong vecto
va phép nhan vecto vdi s9) thea dinh nEhia o trén.

Trang toén hoc hién dai, khai niém khong gian vecto dugc hiéu
theo nghia rong hon. Trong pham vi cla cudén sdch nay thuét
nglt khong gian vecto duge st dung dé chi khong gian R".

b. Khai niém khang gian con
Xét moét tap hop vecto n chieu L # &. Cic phép todn dac tnmg
cua khoéng gian R" (phép cong vecto va phép nhén vectdg véi s6)
ap dung cho cdc vecto cta tap hop L s€ trd thanh cdc phép todn
cua ban than né néu thoa man 2 diéu kién sau:
I. L kin d6i véi phép cong vecto, tidc 12 véi X va Y 1a hai vecto
bat ky thuoc tagp hop Ltaluoncé: X + Yel .

2. L kin déi v6i phép nhan vecto véi s6, tic 1a véi moi vecto
Xel vamoi sé a ta luén cé: aX € L.

Trong truong hop nay, ta c6 thé xem L nhu mot khéng gian cé
eéu triic phép céng vecto va phép nhan vecto véi s6.

Dinh nghia: Mot tap hop khong réng L < R" dugc goi khong
gian con ctia khong gian R" néu né kin déi v6i phép cong vecto
va phép nhan vecto véi s6.

Thuét ngit khong gian con bao ham hai khia canh: thit nhat, L 13
mot tap con (mot bo phan) clia R"; thit hai, cdc phép todn trong
L chinh la céc phép todn 4p dung cho moi vecto cia R" .

Tu dinh nghia trén suy dé dang ra:

1. Moi khong gian con L déu chita vecto khéng O,

That vay, 1ay mét vecto X € Ltacé: O, =0X € L.




2. Voimoi vecio X € L., vecto d67 ciu né ciing thuoc L:
-X=-DX € L.

Vidu I: Ban than R" la mot khong gian con cta R" va tap hop

mot vecto khong Ly = (O, } cling ia mot khong gian con cua R™.

Vi du Z: Trong khong gian R’ ta xét tap hop:
L= {X =(X,, X, X;): ax, + bx,+¢cx;=0]},
trong d5 2, b, ¢ l1a céc s6 thuc cho trudc.
o V& X =(X,, X5, X3) Va Y = (y,, ¥» ¥,) 12 hai vecto bat ky
thudc tap hop L ta cé:
ax, + bx, + cx; =0 va ay, + by, + cy,; =0.
Hai dang thitc trén kéo theo:
alx, +y,) +b(x, +y,) +c(x; +y,)
= (ax, + bx, + c¢x;) + (ay, + by, + cy,) =0.
Diéu nay chimg to X + Y = (x,+ y,, X,+ ¥,, X5+y;)€ L.
o Vdai X=(x,, X, X;) 1a mot vecto bit ky thudc tap hgp L ta cé
ax, + bx, + cx, = 0. Hé thic nay kéo theo:
a(ax,) + b(ax,) + c(ax,) = a(ax, + bx, + cx;) =0, Vae R.
Diéu nay chiing té aX = (ax,, ax,, ax;)el, Voe R.
Nhu vay, tip L R? kin déi véi phép cong vecto va phép nhan
vecto voi sO cua khong gian R’ , do dé L 1a mot khéng gian con
cta khéng gian R°.

IV. TICH VO HUGNG CUA HAI VECTO
KHAI NIEM KHONG GIAN EUCLIDE

a. Tich v6 hudéng cua hai vecto

Trong khéng gian R" tich vo6 hudng duge xac dinh tuong tu nhu
trong hinh hoc khi thuc hién phép todn nay theo toa do.




Dinh nghia:

Tich v6 huong cua hat vecto n chiéu X = (x,,X,,...,X,) va
Y =(y,,¥2,---,Y,) 1a mot so thuc, ky hiéu 1a XY va duge xdc
dinh nhu sau:
XY =Xy, + Xy), + =+ + X Y,
Vidy: Véi X=(2,-3,5,1),Y=(4,9:2,-3), ta cé:
XY =24+(-3)9+52+ 1.(-3)=-12.

Tich v6 huéng theo dinh nghia trén diy thoa man cac tinh chat
co ban sau day (X, Y, Z la cic vecto n chiéu bat ky va o 1a s6
thue bat ky):

1. XY=YX.

2. X(Y+2)=XY +XZ

3. auXY) = (aX)Y.

4. X>=XX=0.

5. X?=0khivachikhiX=0,_
Duya theo dinh nghia ta dé dang ching minh céc tinh chédt néu
trén. Chang han, tinh chat thit ba duoc chilng minh nhu sau:

Vi X=Xy Xos ves X X = IV Vi vy Yo 1200
a(XY) = a(x,y, + Xy, + - +X.¥,)
= (o x)y, + (aX,)y, + -+ + (ax,)y, = (aX)Y.

b. Khadi niém khong gian Euclide

Dinh nghia: Khéng gian Euclide n chiéu la kh6ng gian vecto n
chiéu, trong d6 c¢é xac dinh phép nhan v6 hudéng-theo dinh nghia
trén.

Trong khong gian Euclide ta c6 thé xét cac dai luong hinh hoc
nhu d6 dai va géc. Do dai, hay chudn cia méot vecto Xe R”
duoc ky hiéu la |X|va xdc dinh nhu sau:




IX] = vX*,
trong dé X’ 1a tich v6 huéng clia vecto’ X vm chmh no: X XX
Pinh Iy: Vai X va Y 1a hai vecto n chiéu bit ky ta luOn co |

xy] <L ey’

Bat dang thic (2.1) duoc goi la bat dang thic Cz.luchy-
Bunhiacopxki.

Chitmg mink: Néu X = O thi XY = 0, do dé bét ding thitc (2.1)
hién nhién diing. Véi X # O_ ta xét tam thic bac hai:

o(t) = 2X* - 2t(XY) + Y2

\

Dé& dang thdy ring ¢(t) = (tX — Y). Theo tinh cht cia tich v6

huéng ta cé ¢(t) 2 0 vé1 moi te R . Tir day suy ra:
= (XY)? — X2Y? = (XY — | XY <0
= XY? <|X[FIY[] = |xXY[<[X]]Y].

Tir bét déng thic (2.1) suy rarang khi X #O_va Y # O, ta cé
XY &
X1l ™

(2.2)

Bit ding thic (2.2) cho phép ta dinh nghia géc giita hai vecto X
va Y nhu sau:

Pinh nghia: Géc gina hai vecto X, Y € R" (X, Y # O,) la géc
ae[0; 7] cé

¢ XY

COSQL =

(2.3)

Xyl

Tir (2,3) suy ra rang o 14 géc vudng khi va chi khi XY = 0. Khdi
niém vecto vuéng goéc duge dinh nghia nhu sau:




Pinh nghia: Ta néi hai vecto n chiéu X va Y truc giao, hay
vuong goc khi va chi khi XY =0.

Vidu: X=(3,2,-2,4)vayY =(4, -1, 1, -2) la ha1 vecto tnic
g1ao:

XY=12-2-2-8=0.
Trén co sd ciac khdi ni€ém néu trén nguoi ta cd thé xem xét cic
quan hé hinh hoc trong khong gian Euclide. Cuén sich nay
khéng di sau vao vin dé nay.
BAI TAP
5. Cho cic vecto
X, =(2,-1,3), X,=(, 1,-6)
a) Hay xdc dinh cic vecto: 2X, + 3X,, 3X, - 2X,.
b) Tim vecto X thoa man hé thic:
5(X + X, +2X,) =2(X - 3X, + 4X,).
6. Cho céc vecto
X, =(3,-4,01) X;=(1,1,3,-2), X;=(0,3,-5,-1).
a) Hay xdc dinh vecto: X, + 3X,~-4X,.
b) Tim vecto X thoa man hé thic:
2(X, +2X, - 3X;- X) =3X - X, + X,,.
7. Hay xét xem méi tap hop vecto sau day c6 phai la khéng
gian con ciia khong gian R* hay khéng:
a) Taphop L, ={X=(x,, Xy, X3) : X; =X, =X;}.
b) Taphop L, ={X =(x;, X5, X3) 1 X, =2x,}.

c) Taphop L;={X =(x,, X5, X;) : ax, + bx, + cx; + d =0},
vGi a, b, ¢, d 1a cdc s6 cho trude..

d} Taphop L, ={X = (X,, X3, X3) : X;X,X, = 0}.




8. Tinh XY:
AX=021035).Y =(1,-2, 4
X =(359-8LY=0U,-27 11
ey X =(1;~1; 5 2,—06), Y =(3,2.5,~-6,4
d)X=(3,+2,1,1,5,4).¥=(2.9,7.0-~538)

§3. CAC MOI LIEN HE TUYEN TiNH TRONG
KHONG GIAN VECTO

I. KHAI NIEM TG HOP TUYEN TINH VA PHEP BIEU
DIEN TUYEN TINH

a. Khdi niém t6 hop tuyén tinh
Trong khong gian R" (n c6 dinh) cho m vecto:

X, X,..., X... 3.1)
Liy m s6 batky a,, a,, ..., o, va lap téng:
o, X, + X, +-+a, X (3.2)

Pinh nghia: Maéi téng (3.2), trong dé a,, o, ..., @, 12 cdc s6
thuc cho trude, duoc goi 1a mot 16 hop tuyén tinh cla céc vecto
(3.1).Céacs6 a; (i= 1,2, ..., m) duoc goi 1a cdc hé sé'clia t6 hop
tuyén tinh dé.

Tir cdc vecto (3.1) ta c6 thé 1ap dugc vo s6 céc to hgp tuyén tinh
(mébi b hé s6 «,, or.;,..., a,. cho tuong tng mot té6 hop tuyén
tinh cia ching) va méi 16 hop tuyén tinh cua cdc vecto (3.1) la
mot vecto n chiéu.

Dé dang thdy rang:

e Tong hai t6 hop tuyén tinh bat ky cta cdc vectd n chiéu X,
X,, ..., X, 12 mot t6 hop tuyén tinh cia céc vecto dé:




(o X, +0, X, ++ o, X )+ (B,X, +p.X, + -+ B.X,)
= (o, + BX, + (a + )X, +--- + (a,+ B)X,.

e Tich ciia mot t6 hop tuyén tinh bat ky cha cdc vecto
X,,X,,...,X,, véi mots6 P bat ky 1a mot t6 hop tuyén tinh cla
cac vecto do:

Blo, X, + 0, X, + -+ 0. X,)

= (ﬁal)xl +(BC(2) Xz + i + (B(lm))(m.
Hai diéu néi trén chiing to:
Dinh ly: Tap hop tét ca cic t6 hop tuyén tinh cla cic vecto n
chiéu X, X,, ..., X, cho truéc la mot khong gian con cua khong
gian R".

b. Phép biéu dién tuyén tinh

Pinh nghia: Ta néi ring vecto X € R" biéu dién tuyén tinhqua
cac vecto X,, X,, ..., X_, khi va chi khi tén tai mét t6 hop tuyén
tinh clia cdc vecto X, X,, ..., X_, béng vecto X, tic 1a ton tai cic
s6 thuc a,, a,, ..., o, sao cho

X=o,X, +o0,X,+--+0a X .
Dic biét, n€u vecto X biéu dién tuyén tinh qua moét vecto Y
(X = aY) thi ta néi vecto X ty lé véi vecto' Y.

Vidu: Véi X, X,, ..., X, 1a cic vecto n chiéu bat ky ta luén cé:
O,=0X,+ 0X, +---+ 0X_ .

T6 hop tuyén tinh & v€ phai (véi tit ca cac hé s6 bang khong)

dugc goi 1a 16 hop tuyén tinh tam thuong cia cic vecto

X,,X,,...,X,,. Nhu vay, trong khéng gian R" vecto O, biéu

dién tuyén tinh qua cdc vecto bdt ky (it nhat bang t6 hop tuyén

tinh tam thuong).

Dinh 1y sau day cho thdy phép biéu dién tuyén tinh cé tinh chat

bdc cdu:

Siate




Pinh ly:

Néu vecto X bifu dién tuyén tinh qua céc vecto X,,X,,..., X,
va méi vecto X, (i = 1, 2, ..., m) biéu dién tuyén tinh qua céc
vectd Y, Y,,...., Y, thi X biéu dién tuyén tinh qua céc vecto

p
0 T

Chimg minh: Tu gia thi€t suy ra X bang mét t6 hop tuyén tinh
nao do cua cic vecta X,, X,, ..., X_:

X=0X +0,X;+.. +0 X . (3.3)
Do méi vecto X,, X,, ..., X_ biéu dién tuyén tinh qua cic vecto
Y, Y,, .., Y, nén méi vecto X, (i = 1, 2, ..., m) 1a mot t hop
tuyén tmh clia Y, Y, ..., Y, dodo vé phal cua dang thic (3.3)

12 mét t8 hop tuyén tinh cla Yl, Y, ..., Y,. Diéu nay c6 nghia la
vecto X biéu dién tuyén tinh qua cic vecto Wogs Ay sow L

¢. Dang vecto cua hé phuong trinh tuyén tinh

Bai todn tim nghiém ciia mét hé phuong trinh tuyén tinh va bai
toan biéu dién tuyén tinh mét vecto qua cac vecto cho trudc cé
lién hé véi nhau. Xét hé phuong trinh tuyén tinh:

[ a;;X) +apXy + o +apX, =b

a51X; +ax»Xy + - +ay3,X, =b,
) 2141 2 n‘*n (3'4)
(Am1X) T AympXy + oo +ann Xy :bm

Ma trin mo rong cta hé phuong trinh nay la:

a; ap - ay, byl

az; axp - ax by

>
I




Ma trdn mo rong cé n + 1 ¢6t, trong dé cot tha j (=1, 2, ..., n)
la cot hé s6 cha an x;, con cot cudi cuing la cot s6 hang tr do. Ta
goi AS 1a cot hé 56 clia 4n x; (cot thit j cha ma tran hé s6) va B

1a c6t s6 hang tu do:

an f'bl_

a,, b
Af=| 9| G=1,2,0.,0); B=].

4mj b

Ta xem moéi c6t trén 1a mot vecto m chiéu. Hé phuong trinh
(3.4) c6 thé viét dudi dang tuong duong nhu sau:

- — — — — - ~

an aj2 din b
asy a a b
X1 . + X.2 - + - + xn =4 = E
.Pam! i _amZ,J L.amn.. _bm_.
c c { o=
& X A XA +-+x,A° =B. (3.5)

O dang (3.5) vdn dé tim nghiém ciia hé phuong trinh tuyén tinh
(3.4) tuong duong vdi viéc tim bo hé sé biéu dién tuyén tinh cot
. §6 hang tu do qua cdc cot cua ma trdn hé sé. M6i nghiém cua
hé phuong trinh (3.4) 1a mét bo sé thuc (a,, a,, ... , a,) ma khi
gan X, = &L}, X, = Oy, ..., X, = &, thi té hop tuyén tinh & vé trdi ctua
phuong trinh (3.5) ding bang vecto B.

Nhu vay:

¢ Heé phuong trinh tuyén tinh (3.4) c6 nghiém khi va chi khi
cot s6 hang tu do B biéu dién tuyén tinh qua cdc cot

Af,AS,...,A cliama tran hé s6.

e Ma4i bo hé s6 biéu dién tuyén tinh vecto B qua cic vecto
§,AS,...,AS 1a mot nghiém cta hé phuong trinh (3.4). He




phuong trinh tuyén tinh (3.4) ¢6 bao nhiéu nghiém thi ta cé bay
nhiéu ciach biéu dién tuyén tinh ¢ot s6 hang tr do qua cédc cot
ctia ma tran hé so.

Vidu 1: Xét hé phuong trinh

2%, +7x9 = 3%, =35

X; +8x, +24%, =1

Hé phuong trinh nay ¢6 thé viét duéi dang vecto nhu sau:

1 5 C 7 [2
X12+X27+X3‘"3=5
1] |3 24| |1
Bai todn tim nghiém cua hé phuong trinh tuyén tinh da cho
tuong duong vdi bai todn tim cdc bo hé s6 biéu dién tuyén tinh
vecto B= (2, 5, 1) qua cic vecto
AT=(1,2,1), A5=(5,7,8), Af =(7,-3,24). -

Nguoc lai, d€ biéu biéu dién tuyén tinh mét vecto n chiéu X qua
cédc vecto n chiéu X, X,, ..., X_ cho truéc ta phai tim bd s6
(),05,...,a,) sao cho X = o, X, + o, X, +--+a_ X, . Diéu
ndy c6 thé thuc hién théng qua viéc giai hé phuong trinh tuyén
tinh cé cot s6 hang tu do 1a vecto X va cac cot cia ma tran hé s6
la céc vecto X, X,,..., X, (viét moé1 vecto thanh mot cét). Ma
trdn mo rong ctia hé phuong trinh dé la:

A=[X, X, ... X, X}
Vi du 2: Hay bi€u dién tuyén tinh vecto X = (16, 7, —1) qua cic
vecto X, = (1,-1,3), X, = (2, 1, 1,), X, = (5, 3, —1).
Giai: BO hé s6 (o, a,, a,) biéu dién tuyén tinh vecto X qua céc

vectg X,, X,, X; da cho la nghiém cua hé phuong trinh ¢6 ma
trdn mo rong la:




-

1 2 5|16]

A=IX XX X]=|=1 1 8| 7}
3 1-1}-1

Ban hdy tu giai hé phuong trinh nay bang phuong phap khir 4n
lién tiép. Hé phuong trinh nay cé mét nghiém duy nhat:

(o, =2,0,=-3,0;=4).
Nhu vy, vecto X biéu dién tuyén tinh qua X,, X,, X, moét céch

duy nhit:
X =2X, -3X, +4X,

II. SUPHU THUQC TUYEN TINH
a. Khdi niém phu thuéc tuyén tinh

Cho m vecto n chiéu:

) CID CHERND, & (3.6)
Khi xem xét quan hé giira cic vecto (3.6) ta goi céc vecto dé la
mot hé vecto. Tir "hé vecto" déng nghia véi tir "tap hop vecto”
néu trong hé vecto khong c6 hai vecto nao bang nhau.

Pinh nghia: Ta néi hé vecto (3.6) phu thuoc tuyén tinh khi va
chi khi ton tai m s6 thuc k,, k,, ..., k,, trong d6 c6 it nhat mot s6
khac 0, sao cho:

. kX, + kX, +--+k X =0, (3.7)
Nguoc lai, néu dang thiic (3.7) chi thoa man khi tit ca cdc heé s6
& vé trdi bang 0 (k, =k, =---= k_, = 0) thi ta néi hé vecto (3.6)
déc ldp tuyén tinh.

Khéi niém phu thudc tuyén tinh clia mét hé vecto cé thé nhin
nh4n dudi gidc do biéu dién tuyén tinh vecto khong O, qua cic
vecto cua hé d6. Nhu ta da biét, vecto O, biéu dién tuyén tinh
qua cic vecto cia mot hé vecto n chiéu bt ky bang t6 hop tuyén




tinh tdm thudng (t6 hop tuyén tinh vai tat ca cdc hé s6 bang 0).
Cau hoi dat ra 1a: ngoai t6 hup tuyén tinh tdm thuong cta cdc
vectd (3.6) con t6 hop tuyén tinh ndo khic bang vecto O, hay
khong? Néu céu trd 1oi 1a ¢6 thi hé vecto (3.6) phu thudc tuyén
tinh. Néu ciu tra 1oi 1a khong, tic 13 t6 hgp tuyén tinh tidm
thudng 12 t6 hgp tuyén tinh duy nhat bing O,, thi hé vecta (3.6)
doc lap wyén tinh.

b. Xét su phu thuéc tuyén tinh cua maét hé vecto

Dé xét su phu thuédc tuyén tinh ciia hé vecto (3.6), ta xem hé
thic (3.7) nhu moét hé phuong trinh tuyén tinh thuin nhat viét
duéi darg vecto, véi cic 4n s6 1a Kk, ks, ..., k.. Ma tran hé s6 cla
hé phuong trinh dé ¢ céc cét theo thit tu 1a cic vecto n chiéu
X, X,,. ., X, Viet dudi dang cot. Doi véi hé phuong trinh tuyén
tinh thuin nhat (3.7) chi ¢é hai kha nang xay ra:

1. Hé ¢6 mot nghiém duy nhat (k, = 0, k, =0,..., k, = 0).
Trong trxdng hop nay hé vecto (3.6) doc lap tuyén tinh.

2. He ¢6 vo s6 nghiém, do do ton tai nghiém khong tam thudng
(k,, ky,. ., k). Trong truong hop nay hé vecto (3.6) phu thuéc
tuyén tinh.

Nhu vay, muén biét hé vecto (3.6) phu thudc tuyén tinh hay doc
lap tuyén tinh ta c6 thé 1am nhu sau:

e Lapma tran A v6i cdc cot 1a cic vecto X, X,,..., X, viét
duéi darg cét;

e Giaihé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat véi ma tran hé s6
la ma ta A dé xic dinh xem hé phuong trinh dé cé6 mot
nghiém duy nhat hay cé vé s6 nghiém (qué trinh khir 4n két thic
0 dang tam giidc hay dang hinh thang), tir d6 suy ra hé vecto
(3.6) do: 1ap tuyén tinh hay phu thudc tuyén tinh.

Vi du 1 Trong khong gian R" xét hé céc vecto c6 mot thanh
phdn baig | va tit ca cdc thanh phén con lai bang O:




B =0 U 1)
Cic vecto E,, E,, ..., E, duoc goi i1 cdc vecto don vi clia khong
gian R". Xét heé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat véi ma trin
hé s6 c6 cac c6t theo thit tu la cic vecto E|, E,, ..., E, (viét cic
vecto dé dud dang cot):

T i
0 1

A=
B B o 1

H¢ plong trinh tuyén tinh thuin nhét nay c6 moét nghiém duy
nhit (k, =0, k, =0,..., k,, = 0), do 46 hé vecto don vi la hé déc
Idp tuyén tinh.

Vidu 2: Cho hé vecto 4 chiéu:
X, =(1, 3,-2,5),
X,=(3,-2,1, 4),
X,=(-1,8, -5, 6).

* Mudn biét h¢ vecto nay phu thudc tuyén tinh hay doc lip tuyén
tinh ta xét h¢ phuong trinh tuyén tinh thuarn nhat véi ma tran hé
s¢

- 1 3 =T]
3 =3 8

A=y 1 Zs)
s 4 6]




Phuong phédp khir 4n lién tiép duge thuc hién trén ina tran hé s6
nhu sau:
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Qua trinh khtr an két thiic & dang hinh thang:
k,+3k,-k;=0
-k, +k; =0

Hé phuong trinh nay c¢6 vo s6 nghiém, do d6 hé vecto da cho
phu thudc tuyén tinh.
Vi du 3: Xét su phu thudc tuyén tinh cua hé 3 vecto:

X,=(-2,2,3,4),

Xz - (39 = 21 31 5)1

X,=4,1,6,-3).

Gidi: Xét hé phuong trinh tuyén tinh thudn nhat 3 4n c6 ma tran
hé s6 vdi cidc cot theo thit tu 1a cac vecto X, X, Xs:

-2 3 47
2 -2 1
A= 3
3 3 6
4 5 -3
Bién déi khu an:
-2 3 47 [-2 3 4]
2 -2 1 O 1 5
A— —
6 6 12 015 24
4 53] | o1 5
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Qué trinh khir dn két thic & dang tam gidc, do d6 he vecto da
cho doc lap tuyén tinh.

III. CAC PINH LY CU BAN
VE SUPHU THUOC TUYEN TINH

DPinh ly 1: M6t hé vecto n chiéu cé tr hai vecto tro lén phu
thuéc tuyén tinh khi va chi khi it nh4t moét vecto ctia hé do bi€u
“dién tuyén tinh qua céc vecto con lai.

Theo dinh 1y nay thi mdr hé gom hai vecto X, Y phu thudc tuyén
tinh khi va chi khi hai vecto do iy lé.

Ching nunh: Xét hé vecto (3.6) véim > 2.

e Gia sir hé vecto (3.6) phu thudc tuyén tinhi. Khi do tén tai m
so thuc k,, ks, ..., k_ v&i it nhat mot s6 khdac 0 sao cho hé thuc
(3.7) duogc thoa man. Dé dang thdy ring, trong hé thuc (3.7),
vecto nao ¢b hé s6 khic O thi vecto dé biéu dién tuyén tinh qua
céc vecto con lai. Thar vay, néu k,# 0 thi X, biéu dién tuyén tinh
qua cdc vecto codn lai cia hé vecto (3.6) nhu sau:

o Nguoc lai, néu mot vects nio d3 clia hé vecto (3.6) biéu dién
tuyén tinh qua cédc vecto con lai thi hé vecto dé phu thudc tuyén
tinh. Thét vy, gia sir X, biéu dién tuyén tinh qua qua cic vecto
con lai:

Xp = Xy +0+ 0 X

Khi do, 1a co:




Chuong 2: Khong gian vect

-

(-1 Tt =

To hop tuyén tinh & vé trai ¢ hé s6 k, = — 1 # 0, do dé hé vecto
(3.6) phu thuoc tuyén tinh.

Vi vecto O, biéu dién tuvén tinh gua cdc vecto n chiéu bat ky
nén tirdinh 1y 1 ta suy ra hé qua don gian sau day:

Heé qua: Moi hé vectg n chiéu chita vecto O, déu phu thudc

tuyén tinh. Néi cich khidc, moi hé vecto doc lap tuyén tinh déu
khong chira vecto khong.

Chu y: Truong hop dac biét, khi m = 1, hé mot vecio X phu
thudc tuyén tinh khi va chi khi X = O,. Ban doc cé thé tu chimg
minh diéu nay theo dinh nghia.
Pinh ly 2: Néu mot hé vecto ¢é6 mét hé con (mét bod phan) phu
thudc tuyén tinh thi hé vecto dé phu thudc tuyén tinh.
Chitng minh: Gia st hé vecto (3.6) ¢c6 mot hé con phu thudc
tuyén tinh, chang han nhu hé s vecto ddu X, X,, ..., X, (s <m).
Khi do, tén tai cic s6 thuc k, k,,..., k,, trong dé cé it nhat mot
s0 khac 0, sao cho:
kX, +kX,+--+kX =0,

Tu day suy ra:

kX, + kX, +---+ kX, +0X,,, +---+ 0X_ = O,.
Péng thitc ndy chiing td hé vecto (3.6) phu thuéc tuyén tinh.
Dinh 1y 2 kéo theo cdc két luan sau day:

Hé qua:

1. Néu mot hé vecto doc lap tuyén tinh thi mo1 hé con ctia né
doc lap tuyén tinh.

2. Neéu trong mot hé vecto ¢o hai vecto nao dé ty 1€ thi hé vecto
do phu thudc tuyén tinh.

Hé qua thi nht ]a mot cach phat biéu tuong duong cua dinh ly
2 (Ban dé dang chimg minh diéu nay bang phan ching). Dé

e = aeromem




chimg minh hé qu& thit hai ta chi }?' rang. néu vectg X ty 1é vai
vecto Y (X = aY) thi, theo dinh 1y 1, hé hai vecto X, Y phu
thuée tuyén tinh. Nhu vay. n2u trong mot he vecto ¢é hai vecto
ty 12 thi hé vecto dé ¢6 mot hé con p}m thuoc tuyén tinh, do do
né phu thudc tuyén tinh.
Pinh 1y 3: Cho 2 hé vecto n chiéu:
Rz Bessvinos Bndi (x)
b 17 SR (y)
Néu m > p va moi vecto clia hé (x) biéu dién tuyén tinh qua cic
vecto cua hé (y) thi hé vecto (x) phu thuéc tuyén tinh.
N6i cdch khdc: mét hé vecto phu thuéc tuyén tinh néu méi vecto
cia hé dé biéu dién tuyén tinh qua cdc vecto cria mot hé khdc cé
s6 vecto it hon.
Chimg minh:
Theo gia thiét, mdi vecto X, (i = 1, 2, ..., m) c6 thé biéu dién
duéi dang moét t6 hop tuyén tinh ctia cdc vecto Y, Y, ..., Y
X1 - O’.“Yl + a2]Y2 S i o O‘lp]Yp,
Xz - aleI + 0’.22Y3 + "‘+ aszP,
Xét hé phuong trinh tuyén tinh thuin nhat m an s6 k,, k,, ..., k__:

ok, +o,k, + - +a, k=0
9 (3.8)
ak, +ok, + - +o k=

Do s6 phuong trinh nho hon s6 4n (p < m) nén hé phuong trinh
nay c¢6 vo s6 nghiém. Goi (k,, K, ..., k) 12 mot nghiém khong




tim thudng cta hé phuong trinh tuyén tinh thuin nhat (3.8), ta
co:
kX, + KX, ++k X =

=k (o, Y, + o, Y, +: -+ ap,Yp) +

+ Ky(a Y, + 0 Yy +ocF 0 Y ) + -

C I G T e T

+ (00K, + 0K, +eoad @, K )Y 5 4=

+ (e ke Foak, 4okt k)Y,

=0Y,+0Y, +---+0Y, = 0,.
Diéu nay chimg to hé vecto (x) phu thudc tuyén tinh.
T dinh ly 3 suy ra:
Hé qua:
1. Néu hé vecto (x) doc lap tuyén tinh va moi vecto cta hé (x)
biéu dién tuyén tinh qua cic vecto cua hé (y) thi m < p.
2. Néu ca hai hé vecto (x) va (y) doc lap tuyén tinh, dong thai
moi vectd ctia hé (x) biéu dién tuyén tinh qua céc vecto cua hé
(y) va nguoc lai, moi vecto clia hé (y) bi€u dién tuyén tinh qua
cic vecto ciia hé (x), thi hai hé vecto do ¢6 s6 vecto bang nhau
(m =p).
Dé dang ching minh hé qua thd nhat bang phan ching. Véi cic
gia thiét cia hé qua thit hai ta c6 dong théi m < p va p <m, do
do m = p.
Pinh 1y 4: Moi hé vecto n chiéu vdi s6 vecto 16n hon n déu phu
thudc tuyén tinh.

Chitmg minh: Trudc hét ta thay rang trong khong gian R" moi
vecto X = (X, X,, ..., X,) déu biéu dién tuyén tinh qua cédc vecto
denW E,, By s B

n
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X=E +x.E +..+x B

Nhur vdy, moli vecto ciia mat hé vecto n chiéu bat ky biéu dién
tuyén tinh qua cac vecto don vi E|, E,, ..., E_. Do d6, theo dinh ly
3, n€u m > n thi hé vecto X, X, ..., X, ghu thudc tuyén tinh.
Dinh 1y 4 cho thdy, rong khong gian ®*, moi hé vecto déc lap
tuyén tinh déu cé so' vecto khéng vior qua n.

BAI TAP
9. Cho hé phuong trinh tuyé&n tinh:

[ x+2y+3z-41= 1
3X+2y+3z+ Tt =-2
4x - y+ z+2t= O
(5x + 3y -2z +4t= 7

a) Hay viét hé phuong trinh da cho dudi dang vecto.
b) Hay giai hé phuong trinh da cho va biéu dién tuyén tinh cot
s6 hang tu do qua cdc ¢ot ctia ma tran hé so.

10. Hay biéu dién tuyén tinh vecto X qua cdc vecto cho kém
theo:

a) X =(7,11, -6);
X, =(1,3,-2),X,=(3,4,-1), X,= (5, 5, 1).
b) X =(7, 26, -7, — 28);
X =042 1-13%=(1,-4,25)
c) X =(3,-5,-10, 15);
X =0,~-3.4 5, %=01.17-3.%=(0,23, -4

11. Tim k d€ vecto X = (3, -1, 11, k) biéu dién tuyén tinh qua
cac vecto

Xi =(21 11 33 8)1 X2=(11 3: 0'.- 5): X‘_i:(__l‘r 2& 21 2)




12. Xét su phu thudc tuyén tinh cua cdc hé vecto sau:

(X, =(2, 1,-1) X, =(1,1-1,-1)
a) 1X,=(,5-2) b) ¢{X, =(2,6,3,2)
X, =(3,~-7,2) X5 =(5,9,0,-1)
(X =(1,-2,1,-1) (X, =(-1,3, 2)
o) 1X,=(3,3,5,-2) d) {X,=(2,4,-3)
X, =(0,-9,-2,1) 1)(3 =(5,5, k)

13. Chiing minh réng néu hé vecto n chiéu X, X,,..., X, doc
lap tuyén tinh va khi thém vao mot vectg Xe R" ta dugc mot hé
vecto phu thuodc tuyén tinh thi vecto X biéu dién tuyén tinh mot
cach duy nhat qua X, X,,..., X,..

14. Chiing minh rang néu hé vecto {X,, X,,..., X} R" doc lap
tuyén tinh va tén tai vecto Xe R" khong biéu dién tuyén tinh
qua X, X,,..., X thim<n-1.

15. Ching minh ring néu hé vecto X,, X,,..., X,, phu thudc
tuyén tinh va vecto X_khong biéu dién tuyén tinh qua céc vecto
X, X,,..., X, _,thi hé vecto X,, X,,..., X,,.; phu thu6c tuyén
tinh.

§4. CO SO CUA KHONG GIAN VECTO

I. KHAI NIEM CO SO CUA KHONG GIAN VECTO

Trong hinh hoc ngudi t 1ay 3 vecto khong dong phang 1am co
s dé thiét lap hé toa do trong khong gian 3 chiéu. Cich tiép can
nay dua trén ménh dé sau day:

Néu cho truée 3 vecto khong déng phing a,b,¢ thi moi vecto
v trong khong gian déu biéu dién duoc mét cach duy nhét dudi
dang:




v=oa +p3b+yc,
trong d6é a, B, v 1a cdc s6 thue.

Trong khong gian R" ta cling cé thé chimg minh dugce két qua
tuong tu:

Dinh ly: Trong khdng gian R" cho trudc mét hé vecto doc lap
tuyén tinh véi s6 vecto diing bang n:

P,P,..,P

Khi dé, moi vecto Xe R" déu biéu dién duoc mét cich duy
nhét duéi dang:
X=o,P,+a,P,+:-+ aP 4.1)

- n" n*

Chimmg minh: Véi X 1a moét vecto n chiéu bat ky cho trude, hé
n+ 1 vecto

X p.D.... P

phu thudc tuyén tinh, do dé ton tai n + 1 s6 thuc k, k,, k,, ..., k_,
trong d6 c¢6 it nhdt mot s6 khac 0, sao cho

kX +k,P, +kK,P, +---+k P =0_. (4.2)

Trong hé thic (4.2) nhat thiét phai cé k # 0. That viy, néuk =0
thi hé thic (4.2) trd thanh

k,P, +k,P,+---+k P =0,
trong d6 it nhat mot trong cac hé s6 k,, k,,..., k_ khiac 0, diéu
nay mau thuan véi gia thiét rang hé vecto P,, P,,..., P, doc lap
tuyén tinh. Do k # 0 nén tir hé thic (4.2) ta co:

k k k
p =g B - G X - RN -
k' k - k"
k k, k . ,
Nhu vay, (a, = ~?’, o, = - kﬁ oy g 0 ——E‘—) la mot bo n s6

thuc thoa man hé thiac (4.1). Tiép theo, gia st cé hai t hop
tuyén tinh cua cac vecto P, P,,..., P, cung bang X:

n




X=oP,+a,P,+--+ P, X=0,P, +p,P,+---+ BP,.
Khi do.

(B1 = 0Py + (Bs — )Pyt 4 (B, = @ )P,

=(B,P, + B,P,+-+ BP) - (o,P, + &, P, +++-+ . P,)

=X-X=0.
Do céc vecto P, P,,..., P, doc 1ap tuyén tinh nén dang thifc trén
chi thod man khi 3, —a, =B, - a, =---= B, — o, = 0. Tir day

suyra B, = a,, B, = a,,..., B, = a,. Diéu nay chiing t6 chi cé duy
nhat mot bo so thuc (a,, a,,..., a,) thoa man hé thic (4.1). Dinh
ly da duoc chimg minh.
Trong hinh hoc, ta da biét rang ba vecto trong khong gian dong
phing (c6 thé dat trén cing mét mat phang) khi va chi khi mot
trong ba vecto d6 biéu dién tuyén tinh qua hai vecto con lai, tic
1a diéu kién déng phing clia ba vecto tuong duong véi diéu kién
phu thudc tuyén tinh. Nhu da néi ¢ trén, mot hé ba vecto khong
déng phang (hé ba vecto doc lap tuyén tinh) xdc 1ap mét hé toa
do trong khong gian 3 chiéu. Dinh 1y trén day cho thdy mot hé n
vgcto n chiéu doc lap tuyén tinh ciing cé vai tro tuong tu nhu
vay trong khong gian R".
Pinh nghia: Mo6i hé vecto n chiéu doc 1ap tuyén tinh va cé sé
vecto ding bang n duoc goi 1a mot co s cua khong gian R".
Nhur ta da biét, trong khong gian R™ moi hé vecto doc 1ap tuyén
tinh déu c¢6 s6 vecto nho hon hoac bang n. Nhu vay, co sd cia
khong gian R" la mot hé doc ldp tuyén tinh Iom nhat (hé doc lap
tuyén tinh vai s6 vetto nhiéu nhat).
Mot trong cdc co s cua khong gian R" la hé vecto don vi n
chiéu:

E,=(1,0,...,0),E,=(0,1,...,0), ... ,E.=(0,0,..., 1).

Ta goi hé vecto nay la co so don vi.




1. TOA PO CUA VECTU TRONG MOT CO SO

Cho mét co s cua khong gian R™:
PoPoiian B (4.3)
Theo dinh ly trén, méi vecto Xe R" cho tuong tng duy nhat
mot bo n s6 thuc cé thu tu (a,, o, ..., a,) thod man hé thic:
X=0,P +o,P %+ P, (4.4)
Dinh nghia: B6 n s6 thuc cé thit tu (o, a,,..., «,) thoda min hé
thic (4.4) duge goi la roa do cia vecto X trong co s& (4.3).
Dé tim toa d6 cla vecto Xe R" trong co s& (4.3) ta xem hé thic

(4.4) nhu dang vecto cia m6t hé phuong trinh tuyén tinh n 4n sé
o, O, ..., o, Hé phuong trinh dé cé ma tran ma rong

A =[P, P,..P Xl

vl céc cot theo tha tr 1a céc vecto Py, P,,..., P, X. Nghiém duy
nhat ctia n6 chinh 1a toa do cua vecto X.

Vidu I: Dé tim toa do ctia vecto X = (X,, X5,..., X,) trong co sd
don vi E, E,,..., E,, ta gidi hé phuong trinh tuyén tinh n 4n s6
Q,, &, ..., @, VGl ma tran mo réng:

1 0 0 Xl_
_ 0§ o 0 %
K=TE By ...BE, X]=
_0 ...... 1 Xy |

Hé phuong trinh nay c6 mét nghiém duy nhat:

0 = Xi5 0 = X5p000, L =X,

Nhu vay, toa d6 cia mét vectd n chiéu X = (x,, X,,-.., X,) trong
co s& don vi chinh 1a vecto d6. Viéc tim toa do cia mot vecto X
trong moét co s& khac co s¢ don vi cé y nghia tuong tu nhu viéc




bién d6: toa d6 trong hinh hoc, khi ta chuyén tir hé toa d6 nay
sang moOt hé toa do khac.

Vi du 2: Tim toa d§ cua vecto X = (2, -3, 17) trong co s& sau
cua khong gian R’:

P,=(1,2,3), P,=(1,3,-2), P,=(2, 3, -1).

Gidi: Ban doc c6 thé kiém nghiém ring cic vecto P, P,, P, di
cho doc lap tuyén tinh, do dé hé 3 vecto dé 1a mét co sO cua
khong gian R®. D€ tim toa dé cia vecto X = (2, -3, 17) trong
co s& di cho, ta giai hé phuong trinh tuyén tinh 3 4n s6 «, B, ¥
vOi ma tran mo rong ¢6 cic cot la cic vecto P,, P,, P,, X (mbi
vecto duoc xé€p thanh mot cot):

'L 12 2
A=[P PP X]={2 3 3 -3/.
(3-2-117] -

Giai hé phuong trinh nay ta dugc o = 3, 3 = -5, y = 2. Toa d6
cua vecto X = (2, -3, 17) trong co s da cho la: (3, -5, 2).

III. CO SO CUA KHONG GIAN CON

Cho L 1a mot khéng gian con ciia khéng gian R".

DPinh nghia: Mét hé vecto P,, P,, ..., P, clia khong gian con L
duoc goi la mot co s cua né néu thoa man hai diéu kién sau:

1. P,P, .., P doclap tuyén tinh;

2. Moi vecto Xel déu biéu dién tuyén tinh qua P,, P,, ..., P..

Vi du: Trong khong gian R* xét tap hop tit ca cic vecto c6 cao
d¢ (thanh phan thi ba) bang 0:

L= X X=(%, %, 00 c R.




Téap hop L 1a mot khong gian con ctia khong gian R’ (ban hay tu
ching minh diéu nay). Trong s6 ba vecto don vi cuia khong gian
R* ¢6 hai vecto E, = (1, 0, 0) va E, = (0, 1, 0) thudc khong gian
con L. Hé hai vecto E, E, 12 mo6t co s& ciia khéng gian con L
bai vi:

e E, E,do6claptuyéntinh;

® Moi vecto X = ( X,, X,, 0) € L biéu dién tuyén tinh qua céc
vecto E, va E,:
X=x%,B + X.E,.

Dé dang thay rang hai co sd bdt ky cua cung mot khong gian con

L < R" ¢6 sé vecto bang nhau. Diéu nay suy ra tir hé qua cua
dinh 1y 3 vé su phu thudc tuyén tinh ma ta da ching minh ¢ §3.

Dinh nghia: S6 vecto clia co s& cia mot khong gian con cua
khong gian R" duoc goi la sé chiéu cua khong gian con do.
Khong gian con cé s6 chiéu bang r dugc goi la khong gian con r
chiéu.

Vi du: Trd lai vi du trén ta thiy L = {X: X = (x,, X,, 0)} 1a mot
khong gian con 2 chiéu cua khong gian R°.

Tir dinh nghia co s& va s6 chiéu cua khong gian con ta suy ra
cdc ménh dé€ sau day:

1. Trong mot khéng gian con r chiéu cua khong gian R® moi
hé vecto cé s6 vecto 16n hon r déu phu thudc tuyén tinh. Noi
céch khéc, sd chiéu cia mot khéng gian con 1a s6 vecto doc 1ap
tuyén tinh cuc dai cuia né.

That vay, vi co s& ciia khong gian con r chiéu cé r vectd va moi
vecto ctia khong gian con biéu dién tuyén tinh qua céc vecto clia
co sO nén, theo dinh 1y 3 vé su phu thudc tuyén tinh, moi hé
vecto cua khong gian con ¢6 s6 vectd 16n hon r déu phu thuéc
tuyé€n tinh.
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2. Neéu cho truéc mot co s P, P,, ..., P, cia khong gian con L
thi moi vecto Xel cho tuong ting duy nhdt mot bo sé thuc cé
thi tu (o, &y, ..., O,) sao cho:

X=a,P,+o,P,+---+ P,

Sur ton tai bo s6 thuc (,, ., ..., @,) 1a theo dinh nghia co s&. Dé
chimg minh tinh duy nhat ta gia st ton tai dong thoi hai bo s6
thuec (a,, oy, ..., o) va (B,, B,,..., B,) sao cho
X=oP + 0P, +---+ 0P, =pP +p,P,+---+ PP,
Khi d6
a‘l - BI)PI * (a'l - Bz)Pz S (C‘"rH ﬁr)Pr
=(o,P, +a,P, +---+aP) - (BP, +B,P,+---+PP)=0

Do co s& P, P,, ..., P la hé vecto doc lap tuyén tinh nén diéu
nay chi cé thé xay rakhia, - B=a, - B,=--- = o~ B, =0, tic
la

=B =P . 0=,

BAI TAP
16. Chimg minh rang hé hai vecto P, = (1, 1), P, = (1, 3) 1a mét

co so ciia khoéng gian R* va tim toa do cta vecto X = (3, — 2)
trong co sa do.

17. Chimg minh ring hé ba vecto P, = (1, 2, - 1), P, = (2, 3, 0),
P, = (5, 7, 2) 1a mot co s& cua khong gian R’ va tim toa d6 cua
vecto X = (2, -3, 6) trong co so do.

18. Chimg minh rang hé 4 vecto
P.=tl,2,-1D, P.=05,9 2,-3),
P,= (3,5,5,+1),P,=04,7,3,-3).

VRSN 1}3
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la mot co s& cua khong gian R*. Hay tim toa d6 cla vecto
X=(2,2,-3,0) trong co sd do.

19. Cho mot hé gom n vecto n chiéu P, P,,..., P.. Chimg minh
rang néu ton tai mot vecto X € R" biéu dién tuyén tinh mét cich
duy nhit qua P, P,,..., P, thi hé vecto da cho la mét co so cla
khéng gian R".
20. Tro lai cac khong gian con cia khong gian R® da xét & bai
tap 7. Hay chimg minh:
a) Heé moét vecto P = (1, 1, 1) 1a mét co so cua khong gian
con L,.
b) Hé hai vecto P, = (1, 2, 0), P, =(1, 2, 1) 1a mét co s&
cua khoéng gian con L,. *
c) Neud=0,a#0thiP=(-b/a, 1,0),P,=(-c/a0,1)la
mot co s cua khong gian con L.

§5. HANG CUA MOT HE VECTO

I. KHAI NIEM CO SO VA HANG CUA HE VECTO
Cho moét hé m vecto n chiéu:

Xio Rt ik B (5.1)
Mot hé vecto gbm mot s6 (hoac tdt ca) cic vecto cia hé (5.1)
dugc goi 1a hé con cla né.
DPinh nghia: Co so cua hé vecto (5.1) 1a mot hé con cia né thoa
man hai diéu kién sau:
1. Doc lap tuyén tinh;

2. Moi vecto clia hé (5.1) biéu dién tuyén tinh qua cic vecto
cua hé con dé6.




Nhdn xér: Hién nhién 12 mbi vecty cha hé con bat ky déu biéu
diérn tuyén tinh qua ¢4 vecto cua hé con dé bing cach 1ay hé s6
cua nd bang 1, va hé s6 cla cdc vecto con lai bang 0. Do dé6,
diéu kién thit hai trong dinh nghia co s& clia hé vecto cé thé thay
bang diéu kién: moi vecte con lai chia hé (5.1) biéu dién tuyén
tinh qua cac vecto cua hé con dé.

Vi du: Cho hé vectc 4 chiéu:
X.=(12 0, 1),
X.=t1.3, 2 Oy
Xy=1(2,3,-2,3),
X,=(1,4,4,-1).

Heé con gém hai vecto X,, X, la mét co s& cua hé vecto di cho,
bai vi:
e X, X, doc lap tuyén tinh (2 vecto khong ty 1€);

® Moi vecto con lai clia hé di cho biéu dién tuyén tinh qua 2
vecto X, X,:
X, = 3X, - X,, X, = =X, + 2X,.

Chi y rang, mot hé vecto ¢é thé c6 cac co s& khic nhau. Tuy
nhién, vi méi co s& 12 moét hé doc 1ap tuyén tinh va mdi vecto
clia co s& nay biéu dién tuyén tinh qua cic vecto cla co sd kia
nén hai co sd cia ciing mét hé vecto luén cé sé vecto bang nhau
(theo hé qua cua dinh 1y 3 vé su phu thuéc tuyén tinh).

Pinh nghia: Hang cia moét hé vecto 12 s6 vecto cia co sd clia
hé vecto dé. "

Hang clia mo6t hé vecto 12 mét s6 tu nhién r. Hién nhién 1a r
khong thé vuct qud s6 vecto clia hé. Mat khac, co s cia mot hé
vecto n chiéu 1a mot hé vecto doc 1ap tuyén tinh, do dé r < n.
Nhu vay, hang cia moét hé vecto khéng vt qua s6 vecto cua hé
dé va khéng vuot quad sé chiéu cua khéng gian.




II. CAC PINH LY CO BAN VE HANG

Pinh iv 1. Hang clia mot hé vecto bang r khi va chi khi trong
hé vects d6 i6n tai moét hé con gdm r vecto doc 1ap tuyén tinh va
moi1 he con ¢é s6 vecto I6n hon 1 (n€u c6) déu phu thude tuyén
tinh. N61 cach khac, hang cua méi hé vecto chinh la sé vecto
déc lap tuyén tink cuc dai trong hé vecto dé

Chitng minh: Néu hang cla hé vecto (5.1) bang r thi co s& cha
n6 1a mot hé con gbém 1 vecto doc iap tuyén tinh. Mat khic, moi
vectd ciia hé {5.1) bi¢u dién tuyén tinh qua céc vecto clia mét co
s& ctta né nén, theo dinh 1y 3 ve s phu thudc tuyén tinh (xem
§3), moi hié con cia hé (5.1) véi s vects Idm hon r (néu cé) dén
phu thuéc tuyén tinh

Bay 'gio ta chimg minh diéu nguoc lai. Gia sir trong hé vects
(5.1) *6n tai mot hé con gom r vecto P, P,,...,P. doc lap tuyén
tinh v 1201 hé con véi s6 vecto 16n hon 1 (néu ¢6) déu phu thuoc
tuyén tinh. Chu y rang, mdi vecto P, (i =1, 2, .., r) 1a mot trong
cdc vecto chia hé (5.1), nhung ta déi tén cho khai phiic tap vé ky
hiéu chi s6 duéi. Ta s& ching minh ring moi vecto cta hé (5.1)
biéu dién tuyén tinh quaP,, P,, ..., P. . Hién nhién 12 méi vecto P,
biéu dién tuyén tinh quaP,P,,...,P.. Ta sé chi ra ring moi

T
dién tuyén tinh quaP,,P,,...,P.. Thét vy, theo gia thiét thi hé
vecte X,,P,,P,,...,P, phu thudc tuyén tinh, do d6 ton tai cac s6

vecto X, ctia hé (5.1) khic céc vecto PPy, ..., P, ciing biéu

thue X, k,, k,, ..., K, trong d6 co it nhdt mot s& khac 0 sao cho:
k}{} + k].Pl + kng s SRR krPf - On. (5.2)

Trong hé thuc (5.2) nhat thiét phai ¢ k # 0, bdi vi néu k = 0 thi
tir (5.2) tasuy ra P,, P,, ..., P. phu thu6c tuyén tinh, diéu nay trii
v6i gia thiét. Do k # O nén X, biéu dién tuyén tinh qua
P,7,...,P

r -
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Nhu vay, P, P, ..., P. 1a mo6t cu so cia hé vecto (5.1), do d6 hang
clia hé vecto (5.1) bang r. Pinh ly da duogce ching minh.

Tir dinh 1y nay ta dé dang suy ra:

Hé qua 1: Mot hé vecto n chiéu phu thudc tuyén tinh khi va chi
khi hang ctia hé vecto d6 nho hon s6 vecto cia nd. Néi cich
khdc, mot hé vecto n chiéu doc lap tuyén tinh khi va chi khi
hang caa hé vecto dé diing bang s6 vecto cua né.

Hé qua 2: Néu hang cta hé vecto bang r thi moi hé con gom r
vectd doc lap tuyén tinh ctia hé vecto dé déu 1a co s& cua né.

DPinh 1y 2: Cho hai hé vecto n chiéu:
X, X, X, (5.3)
Yl’ YZ:‘"‘; Yp' (5'4)

Néu moi vecto ctia hé (5.3) biéu dién tuyén tinh qua cdc vecto
cua hé (5.4) thi hang cta hé (5.3) khong 16n hon hang cua hé
(5.4).

Chimg minh:

Goi (P) 12 mét co s& cua hé vecto (5.3) va (Q) la mot co s& cua
hé vecto (5.4). Vi (P) 1a mot hé con cua hé (5.3) nén méi vecto
cia (P) biéu dién tuyén tinh qua cdc vecto cta hé (5.4). Mat
khéc, mébi vecto cua hé (5.4) biéu dién tuyén tinh qua cic vecto
clia co s& (Q) <ha né. Do phép bi€u dién tuyén tinh cé tinh chat
bic cAu nér s day suy ra moi vecto cta (P) biéu dién tuyén tinh
qua cédc vecto ctia (). Vi (P) 1a mot hé vecto doc 1ap tuyén tinh
va méi vecta ¢z ne pieu dién tuyén tinh qua cdc vecto cia hé
vectg (Q) nén s6 vecto ctia (P) khéng 16n hon s6 vecto cua (Q).
Diéu nay chimg té hang ctia hé vecto (5.3) khéng 16n hon hang
cua hé vecto (5.4). Pinh ly dd duoc ching minh.

e e B
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iV.CAC PHEP BIEN PCI EHONG LAM THAY DOI
HANG

a. Phép bién doi thém bot vecto

Cho hé vecto n chiéu:
R Ry Ko ( 5.5)

m
Néu thaAm vaoc hé vecto (5.5) mét vecto Xe ®" ta duoc hé vecto:
Kis R s 5 Doy e (3.6)

N¢1 nguge lai: nce bot di vecto X cla Lié vecto (5.6) thi ta duoc
hé vecto (5.5).

Dinh 1y: Néu vecto X biéu dicn tuyén tinh qua cdc vecto clia hé
(5.5) thi hai hé veeto (5.5) va (5.6) ¢6 hang bing nhau. Néi cich
khae, hang cua mot hé vecio khong thay doi néu io thém vao
mot vecics biéu dizn tuvén tinht qua cdc vecto ctia hé do, hoiic
bor di ot vecto bién dién fuyén tinh qua cdc vecto cén lai cila
no. _

Chimg minh: Ger (P) 1a mot co s& cta hé (5.5). Hé vecto (P)
dong thoi 1a mot hé con déc lap tuyén tinh cha hé vecto (5.6). Vi
X biéu dién tuyén tinh qua cdc vecto cta hé (5.5) va méi vecto
cta heé (5.5) biéu dién tuyén tinh qua cic vecto ctia co s& (P) clia
né nén X bi€u dién tmvén tinh qua cic vecto cha hé vecto (P).
Nhu vay, moi vecto clia hé (5.6) biéu dién tuy®s tinh qua cic
vecto cia hé con (P) cta nd, do dé (P) 1a mét co s0 cha hé vectu
(£.6). Diéu nay chiny t6 moi co sd cuia hé vecto (5.5) déu 1a co
sG cla hié vecto (5.65, do d6 hai hé vecta d6 ¢ hang bang nhau.

Dinh ly da dugc ching minh.

b. Cdc phép bién doi so cdap

DPinh nghia: Cic phép Li€n d6i sau day d6i véi moét hé vecto
duoc goi 12 cdc phép biér. déi so cdp:




1. Poi ché hai vecto ciia hé.

2 Nhan mot vecte cua bé vor mot so k = 0.

3. Cong vao mét vecto cua hé tich cua mot vectg khdc trong
cung hé dé v mot so bat ky.

Dinh Iy: Cic phép bién ddi so cip déi véi mot hé vecto khong
lam thay déi hang cta no.

Chimng miinh:

1. Pinh ly hién nhién ding d6i vdi phép bién déi so clp ting
nhat.

2. Xét mot hé vecto n chiéu bat ky:

%Koo X (5.7).
Nhan vecto X, cia hé (5.7) vér mot sé k # 0 ta duoge hé vecto:
KX X s B (5.8)

Ap dung dinh ly vira chimg minh trén day ta dé dang thdy ring
ca hai hé vecto (5.7) va (5.8) déu c6 hang bang hang cua hé
vecto sau:

kX, Xy Xay oony Kogye (5.9).
That vay:

» Hang cha hé vecto (5. 9) bang hang cla hé vecto (5.7) bai vi
vecto kX, bi€u dién tuyén tinh qua cic vecto cua hé (5.7):

kX, =kX, +0X, + - + 0X_.

e Hang cta hé vecto (5.9) bang hang cta hé vecto (5.8) bdi vi
vecto X, biéu dién tuyén tinh qua cic vecto cia hé (5.8):

X, = 1 (kX,)+0X, + - +0X,,

Vay ha hé vecto (5.7) va (5.8) c6 hang bang nhau. Diéu nay
chimg to phép bién déi so cip thit hai khéng lam thay déi hang
cua hé vecto.
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2. Tu he vecto (5.7, cong vao vecta X, tich ciia vectg X- vot s6
a, ta duge hé vecio:
X O e Boss 555 P (5.10)

Tuemg tu nhu trén, ta ¢6 thé ching minh réng ca hai hé vecto
(5.7) va (5.10) déu c6 hang bing hang cfla hé vecto sau:

X+ e Xp X, ,xm (5.11)
That vay:
¢ Hang cia hé vecto (5.11) bang hang cta hé vecto (5.7) bai vi
vecto X, + aX, biéu dién tuyén tinh qua cic vecto ctia hé (5.7):

X, +aX,=X, +aX,+---+0X .

® Hang cua hé vecto (5.11) bang hang cta hé vecto (5.10) bdi
vi vecto X, bi€u dién tuyén tinh qua cic vecto clia hé (5.10):

= (X +aX,) - oX, + 00X, +---+ 0X .

Vay hai hé vecto (5.7) va (5.10) c6 hang bang nhau. Diéu nay
chlmg to phép bién doi so cap thit ba khong 1am thay d6i hang
cua heé vecto.

BAI TAP
21. Cho hé vecto:
{(X;=(1,1,0),X,=(1,2,1), X,=(5,7,2), X, =(-2,- 1, 1)}.

Hay biéu dién tuyén tinh céc vecto X,, X, qua hai vecto X,, X,,
tir d6 suy ra rang hé con goém hai vecto X, X, 1a moét co sd clia
hé vecto da cho.

22. Cho 4 vecto

Xlz(]: Ia 13 1)1
X2=(2: Ovh_ 11 3)1




X;=(3,-1,-2, O,

X, =(5,-1,-2,-2).

a) Chimg minh rang hé con gom ba vecto X, X,, X; doc lap
tuyén tinh;

b) Chimg minh riang vecto X, biéu dién tuyén tinh qua 3
VeCto X, X4, A,

c) Cho biét hang cta hé vecto X,,X,,X,,X,.

23. Cho hai vecto n chiéu X, Y, khong ty 1&. Hay tim hang cta
hé 5 vectd sau:

(X =2XK~Y
X, =X+Y
s X; =3X +2Y
X, =5X+4Y
X, =—4X+7Y

24. Cho X, Y la hai vecto n chiéu bat ky. Goi X, X,, ..., X, 12
cic t6 hop tuyén tinh cla hai vecto X, Y. Hay ching minh rang
hang cta hé vecto

(X+Y,X-Y, X, X, .., X}
bang hang cta hé vecto {X, Y}.

25. Chirng minh rang hang cta hé con bat ky clia mot hé vecto
khéng 16n hon hang ctia chinh hé vecto dé.

26. Chimg minh rang hang cua hé vecto

(X, +Y,X,+Y,,.... X, + Y, }

khéng 16m hon téng hang cua hai hé vecto

{ X]a XE: Lk Xm}s { Y[’ Y:’,a Ry Ym}




27. Chimg minh rang hang cia hé vecto

{f = - .~
0 B oo e B B B |

khong 16n hon tdng hang cta hai'hé vects

{ X}? x:s el me'- { Y_I~ Y}ts ] &J"P}.

28. Hang clia m5t hé vecto thay d6i thé nao néu ta thén vao mot
vecto khong biéu dién tuyén tinh qua cdc vecto cua h* dé? Tai
san?

29. Hang clia mot hé vecta thay déi thé nao néu ta b di mot
vecto khong biéu dién tuyén tinh gua cdc vecto con ai cia hé
do? Tai sao?

30. Chitng minh rang méi vecto cia mét hé vecto n niéu biéu
dién tuyén tinh mét cich duy nhat qua cdc vecto cita not co sd
cua nd.

31. Chiing minh rang né€u hé vecto n chiéu {X,, X,, .., X_} ¢6
hang bang r thi tap hop tit ca cdc t6 hop tuyén tinh chacédc vecto
X, X5 ..., X, 1a moét khong gian con r chiéu ctia kténg gian

R".




Chuong 3
MA TRAN VA PINH THUC

§1. MA TRAN VA CAC PHEP TOAN TUYEN TINH
pO! vOI MA TRAN

. CAC KHAI NIEM CO BAN VE MA TRAN

a. Khei niém ma tran

Trong chucng 2 chiing ta da né1 dén khai ni€ém ma tran hé s6 va
ma trAn md rong cia mot hé phuong trinh tuyén tinh. Céc bang
s6 d6 cho biét toan bd théng tin gidp ta tim ra cdc 4n s6. Trong
nhiéu Iinh vuc khac, chang han nhu trong cong tic théng ké va
cong tic k¢ todn, nguol ta thuong trinh bay dir l1€u dudi dang
cdc bang s0, trong dé s6 liéu duoc xép theo dong va theo cot.
Trong todn hoc ta goi cac bang s6 nhu vay l1a ma trén.

Pinh nghia: Ma trdn 1a mo6t bang s6 xép theo dong va theo cot.
M6t ma tran c6 m dong va n c6t dugce goi la ma tran cap mx n.
Khi cho mot ma tran ta viét bang s6 bén trong ddu ngoic tron

hoic ddu ngoac vuéng. Ma tran cdp mxn cé dang téng quét nhu
sau:

_ _ ' "
a,; 4, a, a, ap a,,
dy  dy a,, ) d, a, a,,

hoac

_arnl aml ar:-un_ L\ﬂm] am2 amn)

Ta s& dung czc chir cdi in hoa: A, B, C, ... d€ dat tén céc ma tran.
Dé géan tén cto mOt ma tran 12 A ta viét:




i 4p Ay,
a.?l 322 a'.‘n
A= , (1.1)
l
_aml dm" amn_l

Céc so6 trong ma tran dugc goi la cac phan nur cla né. d dang
tdng quat (1.1) phan tir nam trén dong i va c6t j duoc ky hiéu 1a
a,. D€ mo ta van tat, ta c6 thé ding ky hiéu

dé néi ring A 12 mot ma tran c4p mxn ma phin tf nam trén
dong 1 va c6t j duoc ky hiéu la a;. Céch viét (1.2) tuong duong
véi céch viét (1.1) va duge dung khi néi dén mo6t ma tran téng
quét nao dé. Khi cdp clia ma tran va cac phan ti di duoc xdc
dinh bang s6, ta thuong str dung céch viét dang (1.1).

Vidu:
4 5 3 -1
-4 11 0

12 mot ma tran cdp 2x3. D6i chi€u véi ky hiéu tong quat thi céc
phin tir cia A la: a,, =5, a;, =3, 3,3, = -1, a,, =4, a,, = 11,
dyy = 0.

b. Ddng thirc ma trdn

Dinh nghia: Hai ma tran duoc coi la bang nhau khi va chi khi
ching cling cap va cic phin tir & vi tri tuong g cua ching doi
mot bang nhau.

Dé néi rang hai ma trdn A va B bang nhau ta viét A =B. Chi y
rang khdi niém ma tran bang nhau chi dp dung cho cdc ma tran
cung cp. Trong tap hop cdc ma trin cdp mxn, mot dang thic
ma tran tuong duong véi mot hé m.n dang thiic s6:




c. Ma tran khéong va ma tran doi

Ma trdn khéng 1a ma tran c6 tat ca cac phén tir bang 0. Trong tap
hop tat ca cdc ma tran cdp mxn (m, n ¢6 dinh) c6 mo6t ma tran
khong duy nhdt dugc ky hiéu la O___, hoac O (néu cdp cia ma
tran da duge xéac dinh trude):

[0 0 0

0 0 0
=0 _ =

0 0 0

Ma tran déi cia m6t ma tran A 1a ma tran cung cip ma méi
phan tir cia né la s6 dé6i ciia phan tir twong Ung cua ma tran A.
Ma tran déi ciia ma tran A duoc ky hiéu 1a —A.

Vi du: Ma tran d6i cia ma tran

5 g 3 -]
-4 11 0

-5 -3 1
-A= ;
4 -11 O

d. Hé vecto dong va hé vecto cot cua ma trén

l1a ma tran:

Ly thuyét ma tran va 1y thuyét vé khong gian vecto cé lién hé
chat ché véi nhau. D€ 1am r6 maéi quan hé nay, ta xét mo6t ma
tran cdp mxn bat ky:




Ta c6 thé xem mbi dong clia ma trin A nhu mét vecto n chiéu
va méi cot clia né nhu moét vecto m chiéu. Nhu viy, méi ma trdn
c4p mxn cho tuong tng mot hé vecto dong gébm m vecto n chiéu
va mot hé vecto ¢t gobm n vecto m chiéu.

Khi sir dung cdc thuét ngit nhu hai dong (c6t) bang nhau, téng
cia cac dong (cot), tich ciia mot dong (cot) véi mot s6, cac dong
(c6t) phu thuéc tuyén tinh v.v... ta hiéu cdc thuat ngit dé nhu néi
vé vecto.

Nguoc lai, ta c6 thé xem xét cdc tinh chit cia mot h2 vecto
théng qua ma tran c6 hé vecto dong (c6t) 1a hé vecto dé.

Trong cuén sdch nay ta dung ky hiéu A? dé chi dong thd i cla
ma tran Ava ky hiéu A dé chi cot thit j ctia né.

II. CAC DANG MA TRAN

a. Ma trén vuong

Ma trn vuéng 1a ma trdn cé s6 dong va s6 cot bang nhzu. Mot
ma tran c6 s6 dong va s6 cot cung bing n dugc goi 14 ma trdn
vuong cdp n. Ma tran vuong cip n ¢6 dang téng quat nhu sau:

4, a4, - a4
a a res a
21 2 2n
A =
_anl an2 a‘nn_




Trong ma tran vudng A dudng chéo thir nhat néi goc rén bén
trdl vai goc dus bén phai duoe gei 1a dwong chéo chinh, duong

chéo thu hai dugc goi 1a ducng chéo phu. Vi tri clia cac phén tu
a;; so vai duong chéo chinh dirgc »4c dinh theo cac chi s6 i, j nhu
sau:

® a, thuoc dudng chéo chinh khi va chi khii=j;
® a;nam phia trén duong chéo chinh khi va chi khi i < j;
¢ a, nam phia du duong chéo chinh khi va chi khii> j.

b. Ma trdn tam gidc

Ma tran tam gidc 1a ma tran vuéng cé cdc phan tir nam vé mot
phia ciia dudng chéo chinh bang (. C6 hai loai ma tran tam giac:

F— -

a; 4 0 4,
: 0 dy Tt Ay, s @
Ma tran tam giac trén: (a;;=0khi 1> ));
0 0 a., |
|_a“ 0 0
o as a.".'l 8‘22 0 B e ?
Ma tran tam giac dudi: (a; =0khi1<)).
_anl anz ar:r:_]

c. Ma tran duong chéo va ma trdan don vi

Ma tran duong chéo 1a ma tran vuéng co tit ca cac phdn tir nam
ngoai dudng chéo chinh bang 0. Ma tran dudng chéo cdp n c6
dang:




ra” 0 0
0 a, -~ 0 o
) (a;=0khii= j).
b B s oAy |
Truong hop dac biét, khi a;;, = a,, = ... = a,, ma tr&n dudng chéo

dugc goi 1a ma trdn voé huong.

Ma trdn dudng chéo cé tat ca cac phan tir thudéc dudng chéo
chinh bing 1 duogc goi 1a ma trdn don vi. Méi cip ma tran vudng
c6 m6t ma tran don vi duoc ky hiéu bang chit E:

1 0 0

0 1 0
E=

0 0 g 4

Goi e 1a phan tir thudc dong i va cot j cha ma tran don Vi E, ta
co:
0 khii #j
11 khii = j

d. Ma tréan dong va ma trén cot

Ma tran chi c6 mé6t dong duy nhat (ma tran cdp 1xn) duoc goi la
ma trdn dong. Tuong tu, ma tran chi ¢6 mot co6t duy nhat (ma

tran cap mx 1) dugc goi 1a ma trdn cot.

Ta c6 thé xem céc ma tran dong va ma tran c6t nhu cic vecto.
Tuy nhién ban cin luu ¥ ring néu xét dudi gidc d6 ma tran thi




[a]a a_{? oy d-n] ]

1a hai ma trdn khdc nhau (do chung khoéng cung cép), trong khi
dudi danh nghia vecto thi dé 1a hai dang vi€t (dang dong va dang
cOt) ciia cung mot vecto.

III. CAC PHEP TOAN TUYEN TINH

Thuat ngit "phép todn tuyén tinh" & day dugc dung dé chi phép
cong ma trn va phép nhan ma tran vai so. O §4 chiing ta s& néi
dén mot phép todn khac la phép nhan ma tran vé1 ma tran.

a. Phép cong ma trdn va phép nhdn ma trdn voi sé

Cho hai ma tran cting cdp mxn:

a=la] om=0]

Dinh nghia:
1. Téng cua hai ma tran A va B 12 mét ma tran cdp mxn, ky
hiéu 12 A + B va dugc xdc dinh nhu sau:

A+B=[a, +b]]

mxxn

2. Tich cia ma trin A véi mot s6 a 1a mét ma tran cdp mxn, ky
hiéu la oA va duogc xac dinh nhu sau:

ahelon]

mxn

Chi y rang phép cong ma trdn chi dp dung cho cdc ma trdn
cung cdp (c6 s6 dong va sé cot nhu nhau). Trong tap hop cac ma




trdn cung cap, phép c6ng ma tran va phép nhan ma trin vé s6
dugc dinh nghia hoan toan tuong tv nhu phép cong vecty va
phép nhan vecto vdi s6:

® (Cong hai ma trdn cung cdp cé nghia la cong cdc phan tt &
vi Iri tuong itng voi nhau;

® Nhdn mét ma trdn voi mot s6 « cé nghia la nhdan moi phan
1z cua ma trdan do voi a.

Vidu l: Cho

Theo dinh nghia ta c6:

ol 12 -4 -2 - 15 20 -10
+ - — .
117 =5 -8 25 -30 5

Vi du 2: Theo dinh nghia ma tran khoéng va ma trn dé6i, véi A
la mot ma tran bat ky, ta luén cé:

0A =0, —-A = (=1)A.

b. Cdc tinh chat co ban cua cdc phép todn tuyén tinh
Do phép c6ng ma tran va phép nhin ma tran véi s6 duge dinh
nghia hoan toan tuong tu nhu phép céng vecto va phép nhan
vecto véi s6 nén cac tinh chit co ban ciing lap lai hoan toan
tuong tur.
Go1 A, B, C la cdc ma tran bat ky cdp mxn (m, n ¢6 dinh), o va
B 1a cdc s6 bat ky, ta luén cé:

1. A+B=B+A.

2. (A+B)+C=A+B+0).
3. A+O=A.




A+(-A)=0

1A= A,

a(A +B)=uA + aB..
(¢ + B)A = aA + BA.
(uB)A = a(BA).

Co b I - L

c. Phép trir ma tran
Trong tap hop cac ma tran cung cap phép tnr ciing duge dinh
nghia tvong tu nhu phép trir vecto. Hiéu cua ma trin A va ma
trdn B duoc xac dinh théng qua phép cong nhu sau:

A-B=A+(-B).

Vé‘iAz[aij] , B= [bij] taco

mxn

A = B — [aij = bl_] ]mxn 3
tirc 1a moéi phén tr cia A — B 12 hiéu céc phan tr tuong tng cua
A vaB.

Tuong tu nhu d6i véi vecto, ta c¢6 thé chimg minh duoc cic heé
thifc sau:

(A-B)+B=A;
o(A - B) = A — aB;
(aa — B)A =aA - BB.

IV. CAC P} %P BIEN POI MA TRAN

a. Cdc phép bié+ d6i sa cap
Pinh nghia: Céic phép bién déi sau ddy d6i véi ma tran dugce
goi la cac phép bién déi so cdp:
1. D6i chd hai dong (cot);




2. Nhan mét dong (<0t) véi mdt so khac O;

3. Cong vao mdt dong (cdt) tich ciia moét dong (cét) khac vor
mot s€ X iuy chon.

Méi cach khic: Cdc phép hién déi so cdp déi voi ma tivin la cac
phép bién doi so cdp dot vai hé vecto dong hodc hé vecto cot
cua no.
. = - z
b. Phép chuyen vi ma tran

Cho ma trin cip mxn:

Py A A,
C T a
el 2 2!1
A 29
_aml drr.. am.r:_.

Né&u xoay ciac dong ¢iia A thinh cac cot (cac c6t thanh cic dong)
va thit tu tvong U ta duge mot ma trdn cdp nxm:
r

TR R - =

4,5, 4, L am"
A, = - et g

_aln aZr. amn_‘

Pinh nghia: Ma tran A’ duoc goi 12 ma trdn chuyén vi ciia ma
trégn A. Phép bién déi ma trin A thanh ma trin A’ dugc goi la
phép chuyén vi ma tran.

Néu goi a!; 12 phén tir thudc dong i va cot j cha ma tran chuyén
vi A’ thitacé:

a; =a; (1=1.7, ..,m; j=1,2,..,m).

Vi du: Me tran chuy®n vi cia ma tran




1ia ma tran

IBAI TAP

5 2 6
~1 0
3 =5
7 3
1126
=g =3

1. Hay chi ra ménh dé sai trong cic ménh dé sau:

a) Phép cong va phép trir ma tran chi dp dung cho cdc ma

trén cung cap;

b) Phép cong ma trdn va phép nhan ma trdn véi s6 duoc
thuc hién hoan toan tuong tu nhu phép cong vecto va phép

nhan vecto véi s6;

c) Chuyén vi ma tran c6 nghia 12 d6i chd hai dong clia né;

d) Hiéu cia ma trdn A va ma tran B 12 t6ng clia ma trin A
va ma tran déi cua B;
e) Do phép cong ma tran cé tinh chat két hgp, khi viét téng
cia ba ma tran trd 1én ta khong nhit thi€t phai dung diu

ngoac.
2. Cho hai ma tran:
2 ~]

3 0]

A=|1 4 2 -3}|,B=

3 3

2 1

3 11 4
6 1 2 -1
-2 8 1 3




a) Lapciacmatrin A + B, A --B, 2A +58B,3A - B.
b) Tim ma tran X saocho 3(X +2A+B)=X + 7A - 2B.

3. Lap ma tran 4A + 3A' (A' 1a ma tran chuyén vi cba A). cho
biét:

BERE:

9 7 5 i
A‘[ 2 1 41‘3‘!"2 .
} | 1 21]

§2. DINH THUC

I. HOAN VI CUA n SO TU NHIEN BAU

D€ dinh nghia dinh thic cdp n, ta ca dén mot s6 khdi niém co
lien quan dé€n hodn vi cha tap hop n s6 tu nhién dau.

8] truomg phd théng trung hoc ban da dugce lam quen voi kKhii
niém hoan vi ctia mot tap hop hitu han. Xin nhéc lai hai diémggo
ban:

e Theo dinh nghia, moét hoan vi cua moét tip hop n phan ti la

mot cach sap x€p n phdn tir cha tap hop do theo mot thi tu nhat
dinb.

e Mot tap hop n phan tir O ! /n giai thira) hodn vi khic nhau
tnl =12...1).




Bay gio ta xét cac hodn vi ctia n s¢ tu nhién dau, tic la cic hodn
vi cua tap hop {1, 2, ... n}. M6i hodn vi cia n s6 tu nhién diu
dugc biéu dién dudi dang:

B, Blsy oo o L,

trong dé o, (=1, 2, ..., n) la s6 tu nhién ding o vi tri thd i trong
hodnvi (1 <o <n; a;=o khii#j). Khii<jthitanéi:séa,
ditng trucoc so6 @, hodc sO a, ding sau so «, trong hodn vi.

Theo thi tu ciia hé dém thi cdc so tu nhién dugce sap theo thir tu
tang dan: s6 16n hon dimg sau s& nho hon né. Trong mot hoan
vi, trat tu tu nhién do c6 thé bi xdo tron va xay ra trudng hop s6
I6n hon lai ding trudc s6 nho hon nd, tic la 1 < j, nhung
o; >a;.

Pinh nghia: Trong hodn vi a,, &,, ..., @, n€u i < j, nhung
a; > a; thita néi hai s6 o va a; tao thanh mét nghich thé. Mot
hodn vi duoc goi 12 hodn vi chan néu s6 nghich thé ctia né 1a s6
chdn, va dugc goi 1a hodn vi l¢ né€u s6 nghich thé ctia no 1a s6
Ie.
Pé xdc dinh s6 nghich thé€ cia mot hodn vi ta tinh tir trdi sang
phai xem méi s6 ¢6 bao nhiéu s6 nho hon ding sau né, tir dé suy
ra tong s6 nghich thé cua hodn vi do.
Vi du: Xét moét hoan vi cua 5 s6 tu nhién dau:
4. 3,5 1,2

Trong hodn vi nay:

S6 4 ¢6 ba s6 nho hon ding sau né (so6 3, s6 1 va so 2);

S6 3 ¢6 hai s6 nho hon dimg sau né (s6 1 va sé 2);

S6 5 ¢6 hai s6 nho hon dung sau né (s 1 va s6 2);

S6 1 khong ¢é s6 nao nho hon ditng sau né.




Vay s8 nghich th€ ctia hodn vj trénla: 3+ 2 +2 + 0 =7. Hodn vi
dd 1a mot hodn vi le.

Pinh ly: Néu trong mot hodn vi ta déi chd hai s6 va gilt nguyén
vi tri ctia cdc €6 con lai thi hoan vi thay déi tinh chin 1€, tic Ja
hoén vi chan bién thanh hodn vi 1& hozftc'_ngl‘mc lai.

Chitng minh: Trude hét ta thdy rang néu tgf)ng hodn vi ta d6i ché
hai s6 a , B ding canh nhau va giit nguyén vi tri clia cc s6 con
lai thi vi tri twong doéi (vi tri ding trude hoac ding sau) cua a va
B so v6i céc s6 con lai khéng thay déi, do dé khi chuyén tir hoan
¥ sy Ty P o) sang hoan vi (... ,B, «, ...) sO0 nghich thé trong
hodn vi tang thém 1 (néu a < B) hodc giam di 1 (né€u a > B).
Diéu nay din dén su thay déi tinh chan 1€ ctia hodn vi.

Dé chimg minh dinh 1y trong trudng hop hai s6 « va 3 khoéng
dimg canh nhau, ta xét hoan vi:
e Oy i Yo i B

trong doé v,, Y5.---,Y, 1a m s6 ding xen giira o va B (cdc dau ba
chim chi nhimg s6 khong viét ra). Viéc déi ché hai s6 o va f
twong duong véi mot diy ké ti€p 2m + 1 phép d6i ché hai s6
ditng canh nhau theo trinh tu nhu sau:

e DGi chd a lan luot véi y,, V,,...,Y,,- Sau m l4n déi ché hai s6
dimg canh nhau nhu vay ta duoc hoan vi

sy Vs Wy i B Bl

e D3Giché B ldn luot véi a, ¥, .-, Vs, ;- Sau m + 1 14n d6i ché
hai s6 ding canh nhau nhu vy ta dugc hoéan vi

o B i Yo g

Sau méi 14n bi€n déi hodn vi thay déi tinh chin 1é, do d6 sau
2m+1 Ian hodn vi chdn s& trd thanh hodn vi Ié va ho4n vi1é tr&
thanh hoén vi chan. Dinh ly da duoc chiimg minh.




Hé qua 1: Néu n > 2 thi trong s& n! hodn vi cia n s6 tu nhién
ddu cé mot ntra 1a hoan vi chin va mdt nita la hodn vi 1¢.

Chitng m:nh: Goi p la s6 hoan vi chan va q 1a s6 hodn vi 1é. Déi
v&i mbi hodn vi chin ta doi chd sé ding diu va s6 dimg & vi tri
cudi cung. Bang cach d6, tir p hodn vi chan khiac nhau ta nhén
dugc p hedn vi 1€ khdc nhau, de d6 p < q. Bién d6i tuong tu nhu
vy thi tIr q hodn vi Ié khdc nhau ta nhan duge q hodn vi chan
khéc nhau, do dé q < p. Két hop hai bét ding thifc trén ta ¢
P=q.

Hé qua 2: Néu bing cich déi chd cic cot cha ma tran (vol
dong thit hai 1a mét hodn vi ctia n s6 tu nhién dau)

1 2 - n

|
|
Oy Oy - Ay |

ta dua ma tran do vé dang

By By - By |
[ 1 2 - n |

thi hai hodn vi «,, a,, ..., o, va B,, B,, ..., B, ¢6 cung tinh chan
1€.

Chitng minh: That vay, mbi phép déi ché céc co6t clia ma tran
tuong Ung véi mot phép déi chod hai s6 clia ca hai hodn vi & dong
trén va dong duéi. Sau cling mét s6 cic phép déi ché, hodn vi
chan 1, 2, .., n tr¢ thanh hodn vi B,, B,, ..., B,, con hodn vi
o,,q,,-..,C, duge bién déi thanh hodn vi chédn 1, 2, ..., n, do d6
hai hoan vi a,,a,,...,a,va B,, B,, ..., B, cing la hoan vi chan
hodc cling 11 hodn vi 1€, tuy theo s6 14n d61 ché 1a chan hay I1é.

II. PINH NGHIA PINH THUC CAP

Cho mdt m: tran vuéng cap n:




L : ann _j

Truedc hét ta tra 101 ciau hoi: Cé bao nhiéu cach chon cic bé n
phan tr clia ma tran A ma cac phan tir d6 thuodc cac dong khac
ahau va cdc cot khac nhau, wic 1a khong ¢6 hai phan tr ndo
thudc cuing mo6t dong hoac cung mot cot?
D4 chon mot bo n phin tir nhu vay ta 1ay mot hoédn vi bdt ky cha
n s6 tu nhién dau, goi 1a hodn vi chi s6 cor:

s T 555 5 B

Theo hoan vi d6 ta chon n phan tir clia ma tran A nhu sau:

Trén dong 1 lay phan tlr & cot o, (phan tr a,q, ) ;
Trén dong 2 1dy phan tir & cOt o, (phan tr a,4, );

..........................................................

Trén dong n lay phan tir & cot o, (phantr a , ).

Moéi hodn vi chi s6 ¢6t cho tuong tmg moét cach chon nhu trén.
Vay cau tra 101 1a: c6 n! cach chon cdc bé n phan tir cia ma tran
A, trong dé khong ¢6 hai phan tir nao thuéc cung mét dong hoac
cung mot cot.

Theo moi hodn vi chi s6 cot a,, o, ... , @, ta chon n phin tir clia
ma tran A theo cach thitc néu trén va tinh tich s6 sau:

(1) Ay, Agg, By, @2.1)

n

trong do6 h la s6 nghich thé cua hodn vi |, o,, ... , a,. Chu y
rang moi tich s6 (2.1) 1a tich cia mét bo n phan t cia ma tran
A 14y trén cdc dong khéic nhau va cac cot khac nhau (tuong tng




véi mot hoan vi chi sé cot «,, a., ... . @), nhung duoc gan thém
dau theo quy tac sau:

e Giandau + néua,, ,, ..., o, 12 hoan vi chan;
¢ Gindau — néua,, &, ..., &, la hoan vi le.
Theo n! hoan vi cua n s6 tu nhién dau tién ta ¢6 n! tich s6 (2.1).

Pinh nghia: Téng cua tat ca n! tich s6 (2.1) duoc goi la dinh
thite cua ma tran A. Dinh thic cia mo6t ma tran vuéng cdp n
duoc goi la dinh thiece cap n.

Maéi tich (2.1) duoc goi 1a mot thanh phan cia dinh thidc.

Nhu vay, dinh thic cip n la toéng cta n! thanh phan cia né. Méi
thanh phan dugce xac dinh theo mot hodn vi a,, a,, ..., A,

h
oy, O, .o, O = (=1) Aa, 220, - 3nay

v6i h 1a s6 nghich thé cta hoan vi a,, o, ..., &,.

Pinh thitc cia ma tran A duoc ky hiéu 1a |A|, hoac det(A). Néu
khong goi tén ma tran thi ta viét dinh thic cap n dudi dang moét
bang s6 ¢6 n dong va n c6t dat gitra hai dau gach dimg:

a dn, 04y,
dy  dyp as,
a:'.l anE dnn

Chi y rang moi dinh thitc la mét s6 xdac dinh, con ma tran chi la
mot bang s6. Dau gach dimg duoc sir dung thay cho dau ngoac
dé phan biét dinh thitc vd1 ma tran vuong.

Tir dinh nghia ta dé dang suy ra rang néu tat ca cdc phan ti cua
dinh thite la sé nguyén thi 1at ca cdc thanh phan cua né la sé
nguyén, do do dinh thitc la mot sé nguyén.




I1I. MINH HOA DINH NGHIA:
TINH CAC DINH THUC CAP 1, 2, 3

a. Dinh thirc cap 1
Ma tran vuéng cip 1 chi ¢6 mot phan tir duy nhét la mot s6 a.
Tap hop {1} chi ¢6 mot hodn vi duy nhét 1a hoan vi chan (s6
nghich thé bang 0). Nhu vay, dinh thic cia ma trdn vuéng cap 1
c6 mot thanh phin bang phéin tir duy nhit cua nd, do dé dinh
thitc cdp 1 bang phdn nt duy nhdt cua né:

det([a],x,) = a.
b. Dinh thirc cdp 2
Pinh thitc cia ma tran vuoéng cap 2
[ &, @
B e L 1 121'
4, 4n

¢6 2 thanh phan tuong ing véi 2 hodn vi cua tap hop {1, 2,}:
Thanh phén tuong tng véi hoan vi chan 1, 2: + a,a,,;
Thanh phan tuong tng véi hoan vi 1€ 2, 1: — a;a,,.

Theo dinh nghia dinh thiic 1a tong hai thanh phan nay:

d;; 4
11 <12
= a,,3y, — Aypdy.

d71 83
Nhu vay: Pinh thitc cdp 2 bang tich hai phan ti thudc duong
chéo chinh trix di tich hai phan tit thuéc duong chéo phu.

Vidu: '

XYy

4
=13-(-2).5=13.
a b 3‘ )

‘=bx-ay;




c. Dinh thirc cap ba

Diinh thitc cia ma tran vuéng cip 3

[3:1 dy>

"l

c¢ 6 thanh phén tuong ing véi 6 hodn vi clia tap hop {1, 2, 3}:

Hoén vi S6 Thanh phan tuong ing
oy, O 5, 0ty | nghich thé ta,, a3, A3,
1, 2 3 0 + a,,8,85; =+ T,
2. 3.1 2 + 2,,8,,3;, =+ T,
3 1,2 2 + a,,3,,8,, = +T;
52,1 3 — 853,38, =— T,
2, 1,3 1 = Bl s = =T
1.5, & 1 —a,,8,8,, =— T,

Thieo dinh nghia, ta cé:

a1 4 4y

dyy dyy Ay

d3; A3 Az

trong dé mo1 tich T, (k = 1, 2, ..., 6) 1a tich clia ba phdn tir ma ta
c6 thé xic dinh theo quy tdc duong chéo nhu sau:

=T, + T+ T, = (T, + Ts + T,




e T, latich 3 phan tr trén dudng chéo chinh; moéi tich T, va T,
la tich cua hai phan tir trén dudong song song voi duong chéo
chinh (c6 hai duong nhir vay) va phan ta & géc doi dién.

e Cic tich T,, Ts, T, (dat sau dau — ) duoc xdc dinh hoan toan
giong nhu T,, T,, T;, nhung theo dudng chéo phu.

Quy tic duong chéo diroc biéu dién trén so do sau (cdc ddu
chdm den néi vdi nhau la cic thira s6 cuia mot tich T,):

'\ « o e #
\.\ ’\_\a "'»-.,___ ’/
. \’ \\ *” H"i__
€ LN ¢ &5 >
l‘”\:‘- \. d’/ ’7...__..
7. T T . T¢ T
(Gan dau +) (Gan dau - )
Vidu:
I 2 3
<] 89 = 1524240184 BL-130020)
4 -3 2

-[3.54 +2.(-1).2 +1.(-2).(-3)]
=10-16+9—-(60-4+6)=-59.

IV. CAC TINH CHAT CO BAN CUA PINH THUC

D61 vai céc dinh thie cdp cao viéc tinh dinh thic truc tiép theo
dinh nghia tr¢ nén cong kénh, boi dinh thic cdp cang cao thi s6
luong cic thanh phan cang 16n va s6 lugng phép todn phai thuc
hién cang nhiéu. Do d6, chiing ta can dén cic phuong phédp khac
dé tinh dinh thic. Trudc khi dé cap dén cac phuong phéap tinh




dinh thuc, ching ta hay xem xét cic tinh chat co ban cua dinh
thitc dé sur dung khi tinh toin.

Dinh 1y 1: Dinh thitc cua mot ma tran vuong bang dinh thicc
cia ma tran chuyén vi ciia né:

. s B ; |
a,, 4, i, | d),  dy d |
dyp @y ot Ay dy Ay A,
a1'11 an.? ann aln aEn arm

Chitng minh: Goi A'= [ai'j] 1a ma tran chuyén vi clia ma tran

mx=n
A=la| .tacéaj=a,j=12 ., n). Xétmot thanh phn
“dnxn
bat ky ctia dinh thic ciia ma tran A:

h
T={=1) Ay, Azg, - Apg, >

trong do h la s6 nghich thé cua hoan vi o, a,, ..., a

”
Ta co;

) R '
LEd=1) da, 1 3:122 e @ n -

:‘.-' L B - r - # v ar ~ -
Sap xép lai cac phan a; trong tich T theo thif tu chi s6 dong tang

din ta co

Tl ats 8% .

(-1) 18, 2B, *“np,
Theo hé qua 2 cta dinh 1y vé viéc doi ché cic s6 trong hoan vi
thi hat hodinv1 o, a,, ... , a, va By, Bs, ... , R, c6 cung tinh chan
le, do dé:

’

_— ko '
T=(1) ap, A5, -+ Anp s

trong d6 k la s6 nghich thé€ cia hoan vi B,, B,, ..., B,.




Nhu vay, moi thanh phian T cta dinh thic cha ma tran A déng
th&i 1a mét thanh phén cda dinh thdc clia ma tran chuyén vi A',
do d6 hai ma tran A va A’ c6 dinh thitc bang nhau.

Dinh ly 1 cho thay céc dong va cac cot trong dinh thic c6 vai tro
nhu nhau, do dé 14t cd cdc tinh chdt diing voi cac dong déu diing
vdi cdc cot. Trong cac dinh ly dudi diy vé tinh chat caa dinh
thic ta chi n6i dén cic dong. Cac dinh ly dé van ding khi ta
thay chir "dong" bang chir "cot".

Dinh 1y 2: Néu tdt ca cdac phan tr cua mot dong ndo éé cua
dinh thitc bang 0 thi dinh thitc bang 0.

Chitmg minh: Xét moét thanh phan bat ky cta dinh thic cap n:

x a!al 32&2 S anan ?

Néu tat ca cdc phén tir cia dong thit i bang O thi trong méi thanh
phén cua dinh thiic ¢6 thira s6 a;, = 0. Tir day suy ra tat ca cac
thanh phén cua dinh thitc bang 0, do d6 dinh thitc bang 0.

Dinh 1y 3: Néu trong dinh thitc ta déi ché hai dong va giit
nguyén vi tri cia cdc dong con lai thi dinh thicc doi ddu.

Chitg minh: Néu d6i ché dong thit i va dong thi k (i < k) cha
dinh thic d thi thanh phan tuong ing véi hoan vi

Oy Olgy vy Ol T8

1 n

clia dinh thiic d sé& chuyén thanh thanh phén twong (ing véi hoén
Vi

Oy yoves Dicymeoy iy weg O

ctia dinh thiic sau khi déi chd. Do viéc d6i ch hai s6 trong hodn
vi 1am thay déi tinh chin 1€ clia ho4n vi nén hai hoan vi ndi trén
c6 tinh chin 1é ngugc nhau. Nhu vay, néu déi chd hai doag cha
dinh thic d thi ta duge mét dinh thitc d’ ma méi thanh phin cua
nd d6i ddu véi mét thanh phédn ctia dinh thic d, do d6d’ =-d.




Heé qua: Pinh thitc biang 0 néu né cé hai dong bang nhau.

That vay, néu dinh thitc d c6 dong thif i va dong thi k (k # 1)
bing nhau, tic 1 hai dong dé 12 hai vecto bang nhau, thi khi d6i
chd hai dong d6 dinh thic khong thay déi. Mat khéc, theo dinh
Iy 3 thi viéc ddi ché nhu vay 1am dinh thic d6i ddu, do do
d=~d, trdiay suyrad = 0.

Pinh 1y 4: Néu nhdn mét dong nao dé cua dinh thicc d voi mot
56 a (nic la nhan méi phdn i cia dong dé voi s6 @) thi dinh
thitc méi nhan duoc bang dinh thitc cii nhdn var o

a2, - ay, a,  ap Ay,
aa:l aax] aain = a:l al2 a'm
anl anZ ann anl anZ ann

Néi cach khic: Thia sé chung cua cdc phan te cua mot dong
cua dinh thitc c6 thé dua ra ngoai ddu dinh thiic.

Chimg minh:

Goi d’ 1a dinh thiic nhan duge sau khi nhan dong thy i cha dinh
thic d véi s6 « . Tuong ng vdi cung moét hodn vi o, ..., &, ...,
a, ta ¢6 thanh phén cua dinh thic d 1a

a8y, g,
va thanh phén cua dinh thitc d’ 1a
~1)tajy, (035, ) By, = a(-1)"ay, g, -+ 8na, -

Nhu vay, méi thanh phidn ciia dinh thic d’ bang thanh phén
tuong tng cta dinh thic d nhan véi a, do do d’ = ad.

Hé qua: Pinh thicc bang 0 néu né cé hai dong ty I¢.




That vay, néu dinh thic c6 hai dong ty 1é, tic la dong nay bang
dong kia nhan v&i moét s6 a, thi ta ¢6 thé dua a ra ngoai dau
dinh thic. Bang cdch d6 ta biéu dién moét dinh thitc cé hai dong
ty 1€ thanh tich cia mét s6 a vdi mot dinh thie cé hai dong bang
nhau, do d6 dinh thitc d6 bang 0.

DPinh Iy 5: Néu trong dinh thiic:

dp dp, Ay,
dong thit i duoc viét duci dang téng cia hai dong:

(@), Qg5 oy A) = (byy, by, -, by) + (€5, iy ooy €4)
thi ta c6 thé tach dinh thitc d thanh t6ng cua hai dinh thic:
d=d, +d,

trong do

anl anz i’:lnn anl ari2 G
Chitng minh:

Tuong ing vé1 cung mot hoan via, ..., a, ..., o ta co:

e d

e Thanh phén cha dinh thic d, la: (-1)"aq, ... b,

lai

nan ?




e Thanh phén ctia dinh thic d, 1a: (—1)"a1g, ... ¢q - 8pq, s
l

¢ Thanh phan cua dinh thitc d 1a: (-1)"a; .4, .8, -
Doa,=b,+c,véimoij=1,2..,n nén
h ” h, "
(_1) ala] “'ai.ﬂ.il ...anun - (—1) ('l:ul “'{bjﬂ.l' + ulal) ..-anun
iy h h
= (-1)"aq, by ang + (=1)"ayq, .+ Cigg, - Angt, -
Diéu nay ching té rang méi thanh phan clia d bang téng céc

thanh phan tuong ing ctiad, vad,,dodéd=d, +d,.

DPinh Iy 6: Néu ta cong vao mét dong cua dinh thic tich cua
mot dong khdc vér mét s6 k tuy chon thi dinh thicc khong thay
doi.

Chimmg minh: Cho dinh thic:

all a[? aln
a a a
21 22 2n
d=
anl an?. ann

Néu cdng vao dong thu hai tich cia dong thi nhét véi s6 k thi ta
duoc dinh thitc:

a,, ay, 4,
p | a,, +ka,, a,, +ka, a, + ka,
anl anZ arn

Theo dinh 1y 5, ta ¢é




T | , |
} dil 1':1:2 1|“1fr I aFE r‘ll“ d
i :
I, i ’
. ] d.-.l 3?:‘. 1'2.1} hdu k‘iif‘ ka?n
d = i +
| |
lk &n'[ an? o drm 4 dn] anﬁ don ,

Dinh thic thi hat & vé& pha. c6 hat dong ty 1€, do 6 tir day suy
rad=d+0=d.

binh v 7: Dinh thic bang 0 néu hé vecto dong ctia no phu
thuoc tuyen tinft.
Chimg minh: Goi X, ladong thiti (i =1, 2, ..., n) ctia dinh thic
cp n. Néu hé vecto dong cua dinn thiic phu thuoc tuyén tinh thi
mot dong nao dé cia dinh thic do biéu dién tuyéb tinh aua cac
dong con lai. Gia s

X, =kX +kXo + o+ ko X .

Khi do, biang cach cong lan luot vao dong thit n tich cna dong
thir uhat vér (-k,), tich caa dong thua hai var (<k,), ..., tich cha
dong thua n—1 vé (=k__, ). ta duoc mot dinh thic ma dong thit n
c6 tat ca cac phan ti bang 4. Theo dinh 1y 6 thi viéc bién ddi nhir
vay khong 1am thay déi dinh thiic, do dé ta ¢6 diéu phai-chimg
minh.

Trén day ching t6i da irinh bay cdc dinh 1y co bB4n vé tinh chait
cua dinh thirc. Sau day 132 mot so vi du dp dung.

Vi du 1: Xét dinh thirc cdp n ¢6 tit ca céc phan tu ¢d gia tri tuyét
doi bang 1:

App ap o ag,

dp) Az "t Ay
ad = ,11”-6{1,—-1].

dp; dpp "0 A l




-

uong 3: Ma trén va dinh thit

Dua vao cdc tinh chat cta dinh thiic hay chiing minh rang d chia
hét cho 2" ' (chu y rang dinh thifc d 1a mét s6 nguyén vi tat ca
cac phan tir 1a s6 nguyén).

Gidi: Ta bién doi céc dong tir thit hai trd xuéng bang cich céng
vao modi dong d6 dong thir nhat hoac tich ctia dong thit nhat véi
(—1), tuy theo s6 dau dong nguoc dau hay cung diu véi a,,. Theo
dinh 1y 6 thi cdc phép bién déi nhu vay khong lam thay déi dinh
thie, do dé ta co:

all 312 aln
0 b"'" o b"u -

d= B "1, véib, e {0,2,-2}.
0 bn2 bnﬂ

bat b, = 2¢; tacé ¢, € {0, 1, - 1}. Pua thtra s6 2 chan - 1
dong, tir dong thit hai tr& xuong ra ngoai dau dinh thitc (4p dung
dinh 1y 4), ta duoc:

a, a, - a

2 In

_ 0 Css C'}'n
=t ” “| véi c;ef0,1,-1}.

0 €., == ¢

n= nn

Dinh thitc & v& phai 12 mot s6 nguyén, do dé d chia hét cho 2™

Vi du 2: Cho A la mét'ma tran vudng cap n, voi n la so 1é.
Chimg minh rang néu ma tran chuyén vi va ma tran déi cua ma
trdn A bang nhau thi dinh thic ctia A bang 0.

Gidi: That vay, goi A' 1a ma tran chuyén vi cia A, theo dinh ly
1 ta co:

A"l = |A].




Mait khac, viéc nhin moét ma trdn vé sO k tuong duong vat viéc
nhan tat ca cac dong cta no6 vadi s6 k. Theo dinh 1y 4 ta co:

KA =k"[A|.

Vin lé nén
I- Al = {(-DA| = (-1

Véi gia thi€t A'=—- A, taco

ylAl =-|Al.

A=Al = |a] =-|a] = |Al =0,

Vidu 3: Chimg minh rang:
a;+b; b, +¢; ¢ +a

a, +b, by +¢c, ¢, + 2,

a3+b3 b3 +C3 C3‘+H3

Gidi: Xin nhic lai ring tat ca cdc dinh 1y néi vé cic dong cua
Goi d la dinh thic & vé trai,

dinh thic déu ding d6i vai cac cot.
theo dinh ly 5 ta co:

a; by +c¢; ¢ +a,

3.3 b3 +C3 C3 ‘i"a-_;

Dé6i vé6i dinh thite thi nhat ¢ v&€ phai ta cong vac ¢6t thit ba tich
ctia cOt thir nhat véi (1), con doi vér dinh thuc tha hai ta cong
vao cOt thit hai tich cua cot thit nhit véi (—1). Theo dinh 1y 6 ta

cO:

dy B, ¢, ¢,

d =|a,b, +¢c,¢,| +

. '. L 1

al bl C'l

=2 azbz 02 "

a3 b; cy

b; b, +¢c; ¢ +3
b, b, +¢, ¢, +a,]|.
b3 b3+C3 C3 +a3

by ¢, 6 8,

b,c, ¢, +a,

b, ¢; ¢y +a




Tuong tu nhu trén, d6i véi dinh thitc thit nhat ¢ vé€ phai ta cong
vao 'cOt thi hai tich cua cot thi ba vdi {(—1), con déi vér dinh

thic thir hai ta cong vao cot thir ba tich cha cét thit hai véi (—1).
Ciing theo dinh ly 6 ta co:

a, b, c b, ¢, a

d=la, b, ¢,|+|b, ¢, a,].

3, by € b; € @5

DG6i véi dinh thitc thi hai & vé phai ta d6i chd cot thit ba va cot
thi hai, sau d6 déi ché cot thit hai véi c6t thit nhat. Theo dinh 1y
2, sau méi 1an déi chd nhu vay dinh thitc déi ddu, do d6 sau hai
lan déi chd céc cot, dinh thitc thit hai ding bang dinh thitc thi
nhat. Ta c6 diéu phai ching minh.

BAI TAP
5.  Tinh cac dinh thitc:

COSX —SInX

) 3 2 b) a+1 a-1
-5 4 a—-2 a+2 SINX  COSX
d) COSX SInXx sina sinb ) lcosa sina
SINX COSX cosa cosb sinb cosb
6. Tinh cac dinh thic:
111 5 4 3 3 5 =3
a) [-1 0 1 b) -2 1 2| ¢) |4 1 6
-1 -1 O 3 2 -1 2 -1 7




| a a a a X X 1 sina cosal

_. : a

d) |-a a Xl e)lx b x f) 1 sinb cosbj
- : '

=@ =g X g o @ ll sinc  Ccosc

7. Hay doc 1an luot cic ménh dé dudi day va cho biét ménh dé

nao ding, ménh dé nao sai-

a) Moi dinh thic véi cic phan tr la cdc s6 thuc la moét s
thuc xac dinh.

b) Dinh thic cdp n 12 téng cta n! thanh phan cia no.

c) Moi thanh phan cta dinh thiic 14 tich clia n phan tr bat
Ky cua nd, duoc gin dau (+) hoac diu (-).

d) Dinh thitc ¢6 s6 dong va s6 cot bang nhau.

e) Ton tai cdc dinh thitc ma khi d6i ché hai dong hoac nhan
mot dong véi mot s6 bat ky déu khong thay déi.

f) Dinh thirc 1a s6 duong néu tit ca cac phan tir cia né 1a s6
duong.
8. Goi a; 1a phan tir ¢ dong 1, cot j cua dinh thiic cdp 5.
a) Trong cac tich ¢é gan dau sau day, tich nao la thanh
phan cuia dinh thic:
Ay = +ay2,,258, 855
Ay = — 83384858,
A, = +aga3,2,,8,,8,5

b) Hiy xédc dinh j, k d¢ (+a,a4,2,,a,,a,,) 1a mot thanh phén
cta dinh thic

c) Vi€t tat ca cdc thanh phan chia 3 phan tir a,,, a,,, a,

9. Hay liét ké tat ca cdc thanh phan cta dinh thitc cap 6 la céc
tich duoc gan dau () va chia 3 phan tir a,, a,,, a,5 (a; 1a phén tr
o dong i, cot j).




Chirong 3: Ma trén v dinh thife

M e e

10. Chimg minh ring néu dinh tiwic <6 tat ca cac phan t thude
dudmg chéo chinh 13 cdc sé nguyén lé va tat ca cac phan tr con
lai 14 cac s& nguyén chan thi dinh thuce d6 1a mot so nguyén 1€.

i1. Chi st dung dinh nghia hay tinh cdc thanh phan chua x* va
x’ ctia dinh thic

2x x 1 2
1 I x 1 -]
t3 2 = I
111 1 x
12. Ching minh rang dinh thirc

-2x 1 2 5 3
i 4 8 2 1

D(x) = 1 d 2 9% 2
-3 4x 2 3 5
|6 -2 x 4 3

12 mot da thitc bién s6 x. Hay xdc dinh bic cua da thic do va
tinh hé s6 cha luy thira bic cao nhat cua x.
13. Sir dung céc tinh chat cua dinh thiic hiy tinh
a b ¢ 1
b C a 1
C a b 1}
b+cc+aa+b

2 2 2

bt —

14. Véi a, b c, (i =1, 2, 3) Ia cdc s6 tu nhién < 9 ta dung ky

hiéu abc chi s6 nguyén cé ba chir s6. Hiy chimg minh:




i e
i a, b, a/b,c
| I 1 i I | !
[ &y by € |
dr b3 (—‘3! — i (12 b: d)b (."\
»
|33 b3 L}E v .‘
’ ay by azbscy =

15. Cho D la dinh thidc cdp n > 2, ¢ céc phan tu la cic s6
nguyén khong 4m c¢6 mot chiv s6. Goi D, (i=1, 2, ..., n) la s6 ¢6
n chit s6 theo ding trinh tu cia dong thir 1 nhu sau: s6 cudi dong
la s6 hang don vi, s6 ké cudéi la s6 hang chuc, ... Hay ching
minh rang D chia hét cho uéc s6 chung 1én nhat cla céc s6
D,,D,,....D

n-

16. Hay chimg minh cic hing dang thic sau

a,+b;x a, —b;x c a,; b, c
a) [a+byx a; —byx ¢y | =-2x|a; by ¢, ;
a;+b3x a3 —byx c4 a; by ¢y
a;+b;x a;x +b, c a; b, ¢
b) |a,+byx a,x+b, ¢,| =(1-x*)|a, b, ¢, |.
a;+b3x azXx + by c; a; by ¢y

17. Dinh thitc cap n thay déi thé ndo néu sap xép cac cot ciia né
theo thi tur nguoc lai?

18. Tim gid tri I6n nhét va gia tri nho nhét cta cdc dinh thic cap
3 véi cdc phan tu 1a mot trong hai s6 0 hoac 1.

19. Tim gia tri 16n nhat va gia tri nho nhat cua cac dinh thic cap
3 véi céc phan tir 1a mot trong hai s6 1 hoac —1.

20. Cho d 12 dinh thitc c4p n bat ky. Goi X, X, la dong thit nhat
va dong thit hai cia d va xem méi dong nhu mét vecto n chiéu.




Dinh thiic thay déi thé nao néu thay dong thir hai cia né bang
vecto 2X, — 3X, (cac dong con lai gitt nguyén)?

§3. CAC PHUONG PHAP TiNH PINH THUC

I. PHUONG PHAP KHAI TRIEN

a. Khai niém phan bu dai sé
Xét dinh thiic cap n:

dy) WE@y YTy
d=ja; - ay - 3 |.
an "rr @y 0t @py

Xoda di dong thir i va c6t thit j (dong va cot chita phén tir a;) cla
dinh thirc d ta dugc moét dinh thic cdp n — 1, ky hiéu 1a M;,.

Dinh nghia:

Dinh thitc M, duoc goi 1a phdn bi va A = (-1)""M;, dugc goi la
phdn bi dai s6 cia phan tir a; cia dinh thic d.

Chi y rang phan bu dai s6 clia mét phén tir a; la phdn bi M;
dugc gén ddu (+) néu (i + j) la sé chan, va duoc gin dau (-) néu
(1+))1asole.

Vidu I: Cho dinh thic:

-2 3 3
d=| 14 2
3 -1 2

Phan bl dai s6 cua cdc phéan tir thuéc dong thd nhit cua dinh
thic da cho la:




A, =DM + . Zi 8
mE N = | = ’
11 1 _1 2E
. ] 2
Ay =DM, =~ s .:4’
143 1 4
AU:(_I) M”:'I" 3 1=—13.

b. Quy tdc khai trién dinh thirc
Trong vi du trén day ta co:
d=-16+18-5-(60+6+4)=-77, |
Ay FapA,+apA;s=(-2).10+34 +5(-13)=-73=d.

Ta thdy tong cha cac tich s6 cta mdi phin tir thuéc dong thu
nhit cta dinh thic d véi phan bu dai so cta né ding bang dinh
thitc d. Day khong phai 1a mot hién tuong ngau nhién, ma la mét
tinh chat chung cua tat ca cac dinh thic. Tinh chat dé c6 néi
dung nhu sau:

Pinh ly: Dinh thiic cip n bang téng céc tich s6 cia moéi phan tir
ciia mot dong (hoac cot) bat ky vdi phan bu dai s6 cua phan tr
dé, tiic 13, véi i 1a mot dong bat ky va j la mot cot bat ky cia
dinh thirc d, ta luén cé:

d =a, A +apA, +-+ a,A 1A

in® in?

d=aA; +aA, ++a A (2.3)

Ta cong nhéan dinh 1y nay. Céng thitc (2.2) duoc goi la céng thuc
khai trién dinh thiic theo dong i va cong thic (2.3) duoc goi la
cong thitc khai trién dinh thitc theo cét |.

Cic cong thifc khai trién (2.3) va (2.4) cho phép ta tinh mot dinh
thitc cdp n thong qua céc dinh thitc cdp n — 1.




Vidu 2: Tinh dinh thic

1 1 2 2
-3 1 5 1
d= :
-2 5 0 O
2 -1 3 -l

Gidi: Khai trién dinh thic d theo dong thu ba ta dugc:

d =(-2)A,, +5.A, +0.A,, + 0.A,, = (<2)M,, + 5.(- Myy)

1 2 3 1 2 2
=2/ 15 1-5-3 5
~f 5 =3 3 3

= -2.8 —5.(—48) =224.

Nhdn xér: Trén day ta chon dong thit ba dé khai trién dinh thitc
d bdi vi su ¢6 mat cac phan tir bang O trén dong nay lam giam
hin khoi luong tinh todn. Dé tinh mot dinh thic cip n, noi
chung ta phai tinh n dinh thic cdp n — 1. D€ viéc tinh todn khoi
céng kénh, ban nén bién déi sao cho moét dong (hoac mét cot)
niao dé chi con lai mét phén tir khic 0, sau dé khai trién theo
dong (hoac cot) d6. Bang cach nhu vay wa c6 thé tinh mét dinh
thitc cap n thong qua moét dinh thirc cdp n — 1.

Vi du 3: Tinh dinh thuc:

' -2 5 0-1 3
1 0 3 7
d=1 3 -1 0 5 -5{.
2 6 -4 1

2

0 -3 -1




Giai: Truéc hét ta bién doi sao cho cot thit ba chi con lai mét
phdn tir duy nhat khdc 0 1a a,, = ~1. D€ thuc hién diéu d6 ta
cong 1an luot vao dong thitr hai va dong thit tu tich cta dong thit
nam, theo thit tu, véi 3 va véi (—4). Theo tinh chat cia dinh thikc
(dinh ly 6) thi c4c phép bién ddi d6 khong thay déi dinh thic, do
do

-2 5 0 -1 3

1 - 9 13 7
d=!/3 -1 0 5 -5
2 18 0 -7 -10

g -3 -1 2 3

Khai trién dinh thic theo cot thif ba ta duoc:

-2 5 -1

1 -9 13
d=(1Ag; =~ 3 1 5 %

2 18 -7 =10

Ti€p theo ta lai bién déi dinh thiic c4p 4 sao cho c6t thi nhat chi
con lai mot phén tir khac O la a,, = 1. Cong lan luot vao dong
thit nhét, dong thir ba va dong thi tu tich clia dong thit hai, theo
tha tu, voi 2, véi (-3) va vai (-2), ta dugc:

0 =13 25 17
1 -9 13 7
0 26 -34 -26/
0 36 -33 -24

Khai trién dinh thifc nay theo c6t thit nhat ta duoc:




~13 25 17
26 -34 -26|.
36 =33 -24

d=-1A,

Dén day ban c6 thé tinh dinh thic cdp 3 d€ dugc két qua. Tuy
nhién, néu ngai tinh s¢ 16n ta cé thé ti€p tuc bién déi. Lay cot
thi ba cOng vao cot thir nhit, sau dé cong vao dong thit ba tich
cua dong thi nhat vai (-3), ta duoc

4 25 17 |4 25 17
d={0 =34 —26=|o ~34 -26.
12 -33 -24 |0 -108 -75

Khai trién dinh thifc cu6i cling theo c6t thit nhat ta duoc

-~ -3

d=4
I—ms -7

j = 4(2550 — 2808) = — 1032.

II. PHUONG PHAP BIEN POI VE DANG TAM GIAC

Xét dinh thitc cia ma tran dang tam giac:

a, a, - a4,
0 a, - a, ..
0 O - &,

St dung lién tiép céng thic khai trién dinh thifc theo c6t thi
nhat ta dé dang c6 dugc cong thic sau:

d=ajay,.. a,.




Nhu vay, dinh thuc dang tam gidc bang tich cdc phan e thuéc
ducng chéo chinh. Diéu nay goi y cho ta mot phuong phédp khac
dé tinh dinh thic 12 bién déi dinh thic vé dang tam gidc. Viéc
bién déi dugc thuc hién tuong tu nhu phuong phdp khir 4n lién
ti€p trén ma tran hé s6 dé giai hé phuong trinh tuyén tinh thuan
nhat, song ban can luu y st dung chinh xdc cdc tinh chat cia
dinh thitc méi 1an bién déi.

Vidu 4: Tinh dinh thic

1 -2 3 2 -5
Z 1 2 =1 3
d={1 4 2 0 1
a3 242 3 3
1 4 3 0 -3

Gidi: D€ bién déi vé dang tam gidc, trudc hét ta cong vao dong
thit hai, dong thit ba, dong thi tu va dong thit nam tich cua dong
tha nhat, theo thit tu, véi (-2), (-1), (=3) va (=1). Sau cidc phép
bién déi dé ta duoc:

1] =2 3 2 -5
0O 5 -4 -5 13
d={0 6 -1 -2 6].
o 11 -7 -3 18
6 6 0 -2 2

Tiép theo, dé trénh phai tinh phéin s6 ta cong vao dong thit hai,
dong thi tu va dong tht nam, theo thit tu, tich ctia dong thit ba
vai (—1), (-2) va (-1). Két qua la:




Bay gio cong vao dong thir ba va dong thi tu, theo tha tu, tich
cua dong thir hai vé1 6 va (-1), ta duoc

-2 3 2

1
0
d=|0 0 -19 =20 48/|.
0
0

0 1 0 —4

Tiép theo, cong vao dong thir ba va dong thya tu tich cia dong
thir nam, theo thit tu, véi 19 va véi 2, sau dé déi ché dong thir
thir ba va dong thir nam, ta duoc:

1 =2 3 2 =5
0O -1 -3 -3 7
d=-i0 0 1 0 4
0 0 4 -9
0 0 0 =20 =i8

Cuéi curg, cong vao dong thit nam tich cta dong thu tu véi 5, ta
dugc dinh thirc dang tam giac:




1 =2 3 2 =5
0 =1 =3 «3 7
d=-10 0 1 0 -4
o 0 0 4 -9
0 0 0 0.-73

Theo quy téc tinh dinh thic dang tam giac ta duoc:
d=-1.(-1).1.4.(-73) = - 292.

Vidu 5: Tinh dinh thitc c8p n c6 tat ca cac phén tir thudc duong
chéo chinh bang x, con t4t ca cdc phén tir nam ngoai duong chéo
chinh bang a:

X a a a
a X a a
d=]a a  x a
a a a X

Giai: Chi y rang méi dong cia dinh thic da cho déu c6 mot
phén tir bang x, cdn n —1 phén fr codn lai bing a. Cong vao cot
thit nhat tat ca cic cot con lai ta duoc:

X+(n—-1)a a a - a

X+(n—-1)a x a -+ a
d=(x+(n-1Da a x --- al.

X+(n—-1)a a a --- X

Ti€p theo, 1dy tich cua dong thit nhat véi (-1) cong vao tat ca
cic dong con lai, ta dugce:




BAI TAP

= [x+(n =1)a)(x —a)" " ..

21. Tinh dinh thitc sau bang céch khai trién theo dong thit ba

1

0-1-1

0~-1-1

a

b c

-1 -1 1

1
d
1

22. Tinh dinh thiic sau bang cdch khai trién theo cot thit tu

23. Tinh cac dinh thiic sau

1
1
1
1

e o o

b)




v o

3 9 3 & g -8
3 5 8 2 7 5|2 B-

4 -8 -3 -2 -5 7-

Y < el 5 & %

R . 11001 1002 1003 1004

2 5 4 6 1002 1003 1001 1002
Vs 5 8 7 Y 11001 1001 1001 999

4 4 5 6 1001 1000 998 999

F T 3 1 1 | 5 6 0 0 O

1 3 1 1 1 1 5 6 0 C

) [ 1 1 4 1 i Y| 0 1 5 6 0

L1 1 5 1 0 0 1 56

1 1 1 1 6 0 0 0 15
ix 0 -1 10 3 6 6 4
[ x -1 1 0 5 9y 7 8 6
) {1 0x-1 0 1| d 61213 9 7
0 i -1 x I 4 6 5 4
0 1 -1 0 «x 2 5 5 3

25. Tinh cdc dinh thifc ¢ip ;. sa2 dav bing cdch bién déi vé dang
tam giac




26. Tinh dinh thic cdp n+ 1:

3 Tevd Joudiownd eud
n n

n

-1 2 1-1..1-1
n

27. Tinh dinh thitc cdp n c6 cdc phan tir nhu sau:

1 néuj=i
(Phan trodong i, cotj) =<~ (,)=1.2,.,n)
J} el )<y
28. Tinh dinh thitc cdp n c6 cdc phin tir nhu sau:

1 néuj<i .
(Phan trodongi,cotj)=<. .~ . (,j=12,..,n)
j néuj>i
29. Cho d l1a mét dinh thitc cdp n c6 tit ca cac phdn tir cua mot
dong thiti bang 1. Hay chimg minh:

a) Téng cac phan bu dai s6 ctia cic phéin tir thuéc mbi dong
khéc dong thit i déu bang O;

b) Dinh thic d biang téng phin bu dai s6 cua tit ca cidc phan
tr ctia no.




§4. PHEP NHAN MA TRAN VA
MA TRAN NGHICH DAO

I. PHEP NHAN MA TRAN VOI MA TRAN

a. Dinh nghia phép nhdn ma trdn v ma tran
Cho hai ma trin:

. " s
dp 4, - dy, i b, b, - a!p-!
a a a, | b, b a
2! 2 2n ! 2i 22 2p
A= 1 B |,
_am! aml aan _bni bn2 aan

trong d6 ma 1ran A ¢6 s cOt bang s6 dong cia ma trdn B.

Piah nghia: Tich clia ma trdn A va ma tran B |12 mét ma tran
cdp mxp, ky hiéu 12 /B va duse xdc dinh nhu sau:

- q
Ca G2 v Gy
. %a Sp Cp
ILB_ ]
I_lcr:'ll crz. o CmpJ'

trong dé

nenj

(i=1,2..,m; j=1,2,..,p).

D€ thuc hién phép nhan ma trin v6i ma tran theo dinh nghia trén

ban cin luu ¥ médy di€ém sau day:

® Tich AB c¢6 nghia khi vi chi khi s6 c6t cia ma tran dimg
truéc (ma tran A) bing s6 dong clia ma tran dimg sau (ma
tran B},




Vidu [: Cho 2 ma tran:

3 1 —2"
2 5 4]|,B
-1 0 --3__!

AB = |c,,

Cédp cia ma t~in AB (kh! c6 nghia): Ma tran AB c6 so dong
bang s6 dong cua ea trin dimg trude va s6 cot bang s6 cot
cuia ma trén ding sau;
Cac phén tr cta AB dugc tinh theo quy tac: Phan tir ¢; thude
dong 1 va ¢ot j ciia ma trAn AB la tich vo huéng cta dong thir
1 cua ma tran ding trude va cot th j clla ma tran ding sau
(khi AB c6 nghia, cidc dong ctia A va cdc cOt cua B déu cé n
phén tir va ta xem ching nhu céc vecto n chiéu).

0 2 -5
1 3 0
|5 «f 4

Trong truéng hop nay tich AB c¢6 nghia vi s6 cot cia A va s
dong cla B cung bang 3, nhung tich BA khong c6 nghia vi s6
c6t cia B (ma tran ding trudc) bang 4, trong khi s6 dong cua A
(ma trn dimg sau) bang 3.

Ma tran AB 12 mo6t ma tran cap 3x4:

Ci3 €y
Cr3 Cy4
Cy3 Cyy

Pé tinh cdc phan tir thudc dong thir nhat cia AB ta 1dy dong thu
nhAt clia A nhén 14n luot véi cic cot cia B theo quy tac nhén vo
huéng hai vecta 3 chiéu:

¢, =30+ L1+ (-2).(-5)=11,
Cp, =32+ 13 +(-2).(-1)=11,
C3=3.(-5)+ 1.0+ (-2).4 =-23,




Ce=3.1+1.(-1)+(=2).1 26,

Dé tinh cac phén tir thuéc dong thi hai cia AB ta [dy dong thi
hai ctia A nhan lan lugt vl cac cot ciua B:

Cyy =2.0+5.1+ 4.(-5)=-15,
Crn=22+53+ 4.(-1)=15,
Cpy=2.(-5)+50 + 44 =6,
¢, =214+ 35(=1)+4]1=1.

Dé tinh cdc phan tir thudéc dong thir ba ciia AB ta 14y dong thit ba
cua A nhan lan luot véi cic c6t ciua B:

¢y =(=1).0 + 0.1 +(=3).(=5)= 15,

Cyp,=(-1).2 + 03 +(-3).(-1)=1,

Cy3 = (=1).(=5) + 0.0 +(=3).4 =7,

Cy =(—1).1 +0.(-1) +(-3).1 =-4.
Két qua la:

T =35 B
g | ~15 14 6 1.
| 15 1 -7 -4
Vidu 2: Cho 2 ma tran:
=] 1] 1 2 4
A= 8 -5{,B=[4 -7 -1]|.
6 -2 5 2 -—1]

Hai ma tran da cho la hai ma tran vuong cép 3. Theo quy tac
nhan ma tran thi AB va BA cung c6 nghia va ca hai tich dé déu
1a ma trdn vuéng cap 3. Ban doc hdy tu tinh todn cac phén tir clia
cdc ma tran tich va déi chi€u véi két qua sau day:




- i -

3 13 0 7 15 =9]
AB=| 7 -66 -3|. BA=|2 -66 41].
19 -36 -4 5 5 =3

Chit y: Trong pham vi cdc ma trin vuéng cung cép ta cé thé
nhan hai ma tran bat ky va tich cta hai ma tran vuéng cap n l1a
mot ma tran vuong cip n. Tuy nhién, ngay ca trong pham vi céc
ma tran vuong cung cip, phép nhan ma tran khong cé tinh chat
giao hoan (vi du trén la mét truong hop AB # BA).

b. Cadc tinh chdt co ban cua phép nhan
Phép nhan ma tran v&i ma tran co cac tinh chat co ban duéi day.
Chiing t6i bd qua phian chimg minh. Ban cin doc k¥ dé hiéu
chinh xdc ni dung cua céc tinh chat do.
1. Tinh chat két hop:
(AB)C = A(BC),
trong dé A, B, C 1a ba ma tran bt ky thoa man diéu kién: s cot
cha A bing s6 dong ciia B va s6 cot ciia B bang s6 dong cia C.
Do phép nhan cé tinh chat két hop, khi viét tich cua ba hoac
nhiéi ma tran ta c6 thé béd cac ddu ngoic.
2. Tinh chét phan phéi déi voi phép cong:
AB+C)=AB+ AC, (B+C)D=BD+CD,
trong dé B va C 1a hai ma tran cung cép, cé s6 déong bang s6 cot
clia ma trdn A va s6 c6t bang s6 dong cua ma tran D.

3. Vai A, B la hai ma tran sao cho tich AB ¢6 nghia va o 1a mot
sO bt ky ta ludn co:

o(AB) = (aA)B = A(aB).
Tinh chit nay cho ta moét quy tac: Khi nhan mot sé voi tich cua
hai ma trdan ta cé thé thiic hién trudc viéc nhdn sé dé voi mot
trong hai ma tran nhan .




4. Mei ma tran déu khong thay déi khi nh@ véi ma trdn don vi
E (néu phép nhan c6 nghia):

AE = A, EB =B.
Dac biét, trong tap hop cac ma trin vuong cung cap ta ludn co:

AE=EA=A.

5. Ma tran chuyén vi clia ma tran AB (khi tich AB c6 nghia)
bang tich cia ma tran chuyén vi ciia B véi ma trin chuyén vi cua
A:

(AB) = B'A".
‘6. Dinh thic cta tich cdc ma trian vuéng ciing cdp bang tich céc
dinh thitc cia chuing:
|AB| = |ALB].

|
Chut y:
® Tinh chat thir sdu c¢6 thé mé rong cho tich cia mot s6 hitu
han cdc ma tran vuong cung cap:
|A A, A=A A, ] |AL ]

ml_

e DGi véi ma tran vuong, ta c6 thé sir dung ky hiéu luy thira
nguyén duong nhu sau:
AZ=AA, A= AAA A"=AA. A (nlin).

=|Al".

Tir tinh chat thi sau suy ra: |A"

II. MA TRAN NGHICH PAO
a. Khai niém ma tran nghich dao

Trong tap hop tat ca cac s6 thuc s6 1 gilr vai tro phaa tlr trung
hoa cua phép nhén (a.1 = a, Vae R) va duoc goi 1a 56 don vi.
Trong tap hop tat ca cdc ma tran vudng cung cap, ma t:an don vi
E ciing c6 vai tro tuong tu:

AE =EA = A.




|

Trong s6 hoc, s6 nghich ddo cuia mot s6 thuc a # 0 1a s6 thuc a~
thoa man diéu kién a.a”' = 1. Khai niém ma tran nghich dao cua
ma tran vuong ciing duoc dinh nghia tuong tu.

Pinh nghia: Ma tran nghich ddo cia mot ma tran vuéng A la
mo&t ma trdn vuong X (cung cip voi A) thoa man diéu kién:
AX=XA=E.

Chi y rang khdi niém ma tran nghich ddo chi dp dung cho ma
trdan vuong.

Tir dinh nghia ta suy ra rang néu ma trdn vuéng A cé ma tran
nghich ddo thi né chi cé6 mét ma trén nghich ddo duy nhat.

That vay, gia sir X va Y cang la ma tran nghich dao cia ma tran
A, tuc la:

AX=XA=E vi AY=YA=E.
Khi dé ta co:
XAAY)=XE=X va (XA)Y=EY=Y.

Do phép nhan ma tran cé tinh chat két hop nén tir hai dang thic
nay suyra X =Y.

Nhu vay, néu ma tran vuéng A c6 ma tran nghich dao thi ma
tran nghich dao ctia n6é duoc xdc dinh. Ta sé dung ky hiéu A™
dé chi ma tran nghich dao clia ma tran A. Theo dinh nghia ta cé:

AA'=AT"A=E.

b. Ma tran phu hop cua ma trdn vuong

Trudce khi dé cap dén diéu kién ton tai ma tran nghich déo, ta
can phai xem xét mdi lién gilta mot ma trdn vudéng va ma tran
dugc 1ap kem theo goi 12 ma tran phu hop caa né.

Cho ma tran vuéng cdp n:




ail a12 aIn
d; ay a5,
A=
_anl an2 ann_

Trong §3 ban doc da dugc lam quen véi khai niém phan bu dai
s6 ciia cic phdn tit cha dinh thic. Phan bu dai s6 cla phan ti
thudc ddng i va cot j clia dinh thitc d = |A| duoc ky hiéu 12 A

Dinh nghia: Ma trdn phu hop cliia ma tran vuéng A la ma tran:

—

_An Azl Anl
- . AIZ Azz An2
A= o] =
_Aln AZn i Ann_

Chi ¥ rang phan tit thuéc dong i va cét j ciia ma tran phu hop A”
1a phén bu dai s6 cua phan tir thudc dong j va cot i cua dinh thitc
d=|Al:

-

a’ =A. (i,j=1,2,..,n).

1 Ji

Gilra ma tran vuéng A va ma tran phu hogp cua né cé méi lién hé
véi nhau. D€ khang dinh méi lién hé dé, trudc hét ta chimg minh
mot ménh dé bé tro:

Bd dé: Véimoii,j=1,2, ..., ntaluén cé:

d=|A| khi i=],
ailAj] +ai2Aj2 +"‘+ainAjn = 0 k_hil o j (41)
A d=|A| khi i=},
ajiA(j +a3iAg +--+auA = 0 Khii & i 4.2)




Chung minh: Ta ching minh hé thic (4.1), con hé thic (4 2)
dugc chimg minh hoan toan tuong tu.

Véi1 = j thi hé thic (4.1) chinh la céng thiic khai trién dinh thic
= |A| theo dong thi i. Véi i # j, ta xét dinh thiic:

ap dy> dyp

a1 3 - &, |<«dongi
d =

di)  ajpp aj, |<—dong]

anl anE ann

Chd y ring d 1a dinh thic nhan duoc tir dinh thirc d khi ta thay
cdc phdn tir cia dong thit j bang cac phén tir tuong g cla dong
thir 1 (cac dong con lai gilr nguyén nhu cta d):

Do dinh thitc d c¢6 hai dong bang nhau (dong i va dong j) nén
d = 0. Mat khéc, khai trién dinh thitc d theo dong thi j ta cé:

trong d6 &, la phén tir thuoc dong j va cot k cla dinh thic d,
con A, 1a phan b dai s6 cia né. Theo cach lap dinh thic d ta
c6 a, =a, Chiy rang hai dinh thic d va d chi khdc nhau &
dong thi j nén phén b dai s6 cia mbi phan tir ctia dong j ctia d
ding bang phin bl dai s cta phan tir twong tmg cta d (vi khi
lady phan bu ta da xod di dong khac nhau duy nhat), tic la

O0=d =a,A;, +a,A; +--+a,A, (khii=z)).

in® *n




Heé thuc (4.1) da dugc chimg minh.

Dinh ly sau day cho bi€t mé6i lién hé cia ma tran vuéng vé1 ma
tran phu hop coa né:

Pinh ly: Tich cia mdt ma tran vudng A bit ky voi ma tran phu
hop A" clia né béang tich cia ma tran don vi E véi dinh thic cia
ma tran A:

(d 0 0]

5 0 d - 0
AA'=A'A=dE = (d=|Al]).

0 0 d |

Chimg minh: Dong thit i cia ma tran vuéng A la vecto

(@, aip, -5 @),
con cot thit j chia ma tran phu hop A" 1a vecto:
(A)
A

j2 * o . s
; (do a; = A;véimoii=l,2,..,n).

l\AJn)

Lay tich vo hudng cua hai vecto trén ta duge phén tir thuéc dong
i va cOt j clia ma tran AA™:

Ap dung bé dé trén day ta cé:

d=|A] khii = j,
G~
|0 khii = j.

Diéu nay chimg to




o 0 --- d

— —

Tuong tu nhu viy ta chimg minh dugc A°A =dE.

c. Diéu kién ton tai va cong thirc tim ma tran nghich
ddo
Trong hé théng s6 thuc, mét s6 a cé s6 nghich dao khi va chi khi
a # 0. D61 v6i cac ma trdn vudng ta ciing c6 két qua tuong tu:

Pinh ly: Diéu kién cdn va di dé€ mot ma trdn vudéng A cé ma
tran nghich dao 1a: d = |A| # 0. Khi d6 ma tran nghich dio ctia
ma trdn A dugce xac dinh theo c6ng thic:

A'il: A?.l T Anl
1 1{A;; As = A
A_-l - _At .- 12 22 Thd 43
1 q (4.3)
_Aln Azn Am_

M6t ma tran vuéng c6 dinh thuc khac O duoc goi la ma trdn
khong suy bién. Dinh ly ndy khang dinh ring diéu kién khong
suy bién 12 diéu kién c4n va di dé mot ma tran vuéng cé ma trin
nghich dao.

Chimg minh: Gia st ma trin vuéng A c6é ma trdn nghich dao
A™'. Khidétacé A”A = A'A = E, tir day suy ra:
AL|A™ =|AA" = |E| =1.

Diéu nay chimg tod = |A| #0.




Nguoc lai, gia sit d = [A| # 0. Véi diéu kién nay ta sé ching
minh rang ma trin A ¢6 ma tran nghich dao.

That vay, theo dinh ly vé mdi lién hé giira ma tran vuéng A va
ma tran phu hop A’ clia n6 ta cé:
AA = K A=dE.

¢ G oyl i 40 e i i)
Do d # 0 ta ¢ thé nhéan cic v€ cia dang thuc trén VoI

L(aA%) = %(a"A) = 1(aE).

Theo tinh chat cia phép nhan ma tran, tu day suy ra:

Lataldasta oldlglp -
Alga’)=(gaT)a=(geE-E

Diéu nay ching t6 ma tran X =-(1TA' la ma tran nghich dao cua
ma tran A (theo dinh nghia) va ta c6 cong thiic (4.3).

Dinh ly da dugc ching minh.

Dinh 1y vira chimg minh khéng nhiig cho ta tiéu chudn dé nhan
biét mo6t ma trdn vudng cé ma tran nghich dao hay khoéng, ma
con cho ta cong thic dé tim ma tran nghich dao khi né ton tai:
cong thitc (4.3).

Vidu I: Tim ma tran nghich dao ctia ma tran vudng cép 2:
a b
A= :
[ ¢ d }
Giai: Muo6n biét ma tran nghich dao c¢6 tén tai hay khong ta phai
tinh dinh thitc cta A:

|A| = ad - be.




Meéu ad — bc = 0 thi ma tran A khéng cé ma tran nghich dao.

K{hi ad — bc # 0 ta co:

e e !

A*I

Ay

] AZI}
Ap Ap
_ " g
ad - bc —ad—bc
c a
__ad—bc ad — bc

V/idu 2: Tim ma tran nghich dao ciia ma tran:

K =

[ 2

1
-3

1
3
2

4
-0
-]

=

Griai: Trude hét ta tinh dinh thitc clia ma tran A:

2 1 4
d={1 3 -3|=
-3 2 -l

Ma tran A c¢6 ma tran nghich dao:

Ali AZI
3 .x I
AbVm " e K. K
60 60| " %
__A13 A23
V/iéc con lai la tinh cac phan bu dai s6:
3 -3 1 -3
Ax,]=‘ J:?J, ,3:—| }=10,A,3=‘
2 -1 -3 -1

~6+9+8~-(-36-1-12)=60.

ABI

Koz 1,

A33_,

1 3
=11,

3 3



1 4 lz 4 2 1
21 = 291 i - = 10, A23= - | ="—7‘
3 1 5 3 2|
A—Il 4—15A ol T . ll-s
"_[3 = IR § U | R } U 1 R

Ma tran nghich dao cua ma tran A di cho la:

(L 3 ol
l 3 9-15 20 20 4
o 00 N T |
A"’ﬁolomm_ﬁﬁﬁ
11-7 5 1 7 1
L60 60 12 _
Vidu 3: Cho ma tran
1 2 3 -3]
2 3 -1 1
B=
-3 -4 2 -1
. 3 5 2 m|

Hay tim diéu kién d6i véi m dé ma tran da cho c6 ma tran
nghich dao. Vi di€u kién d6, hdy tinh phan tir thuéc dong thu
hai va cot thit ba ciia ma trin B~

Giai: Trudc hét ta tinh dinh thitc cia ma tran B:

1 2 % =3 1 3 3 <3
[BJ-Z 3 -1 1| lo=t-7 1%
ks - 2-1{ |0 2 11 -1
3 5 2 m 0 -1 =7Tm+9

I 2 3 <3

§ =1 =% 9

- = 3(m +2).
0 0 -3 4
0 0 Om+2




Ma tran da cho ¢6é ma tran nghich dao khi va chi khi

B =3in+2)20 < m=-2.
Khim#-2taco
1 "
e .
3(m + 2)

Phén tr thuéc dong thit hai va cot thit ba ctia ma tran phu hop B’
la phdn bu dai s6 ctia phan tir thudc dong thi ba va cét thit hai
cua ma trin B:

3 -3
B,=-12 -1 1 | =7m +14.
3 2 m

Gaoi x5, 12 phan tr thuoc dong thit hai va cot thit ba cia ma tran
nghich dao B™', ta cé:

B, Tm+l4 7
M= Im+2) 3m+2) 3

(it y: N6i chung, phin tr x; ¢ dong i va cét j cia ma trin
nghich dao cia mét ma tran vuong A bt ky duogc tinh theo cong
thurc:

%= g
trong d6d = |A|, va A 1a phan bu dai s6 ctia phan tir & dong j,

céticua A.

d. Cdc tinh chat ctia ma trdn nghich ddo

Ban cédn ghi nhé cédc tinh chat co ban sau day:

1. Néu ma tran A cé ma tran nghich dao thi




(A" =ava A=A

Hé thic thit nhit suy ra truc tiép tir dinh nghia ma tran nghich
dao, con heé thitc thit hai suy ra tir ménh dé néi vé dinh hic cta
tich hai ma trdn vudng cung cap:

AAT =B = ALIAT =1

2. Néu hai ma tran vuong cung cdp A va B ¢é ma tran nghich

dao thi mma tran AB ciing ¢é ma tran nghich dao va
(AB)" =B"A".
That vay, theo tinh chat cta phép nhan ma tran, ta cé:
(BA™YAB:=B(A"ABB=B'EB=B"'B=E;
(ABYB'A")=ABB HA'=AEA'=ATA=E

Theo dinh nghia thi diéu nay chung td B'A™ 1a ma trar nghich
dio cua ma trAn AB.

Iil. UNG DUNG MA TRANNGHICH HAO

Trong dai s6 so cép ta di biét rang phuong trinh bac nhét ax = b
(a # 0) ¢6 mot nghiém duy nhat
b e

P s

a
Tuong tu, trong tap hop cic ma tran vudng cap n (n c6 dinh) ta
x€t cdc phuong tiinh:
AX =B, (4.4)
YA =B, (4.5)
trong dé A va B la cac ma tran vuéng cdp n cho trudc.
Xét truong hop ma trdn A cé ma tran nghich dao. Trong truong

hop nay, nhan hai v& cta phuong trinh (4.4) véi A™' vé bén tréi
ta dugc:

X =A"'B. (4.6)




Tuong tu, nhian hai v& clia phuong trinh (4.5) vdi A™' vé bén

phai ta dugc

Y=BA™.

(4.7)

Nhu vay, ki ma trdn A ¢6 ma tran nghich dao thi moi phuong
trinh (4.4) va (4.5) c6 mot nghiém duy nhat duwoc xdc dinh theo
cdc cong thicc (4.6) va (4.7).

Vi du: Cho hat ma tran:

Z 1 ©
A=1{3 -1 1
1 3 -2

Giai: Dé dang xac dinh dugc:

d=|A] =5A"=

1
5

(1]
;
10

-21.

- 3
0 -3
1 0
2 1
—4
~F ~8

-—

Phuong trinh AX = B ¢6 mot nghiém duy nhat 1a ma tréan:

e
1
N A Bl 7
5
10
F o B 41
=% 9 -9 47
| ~20-15 65 |

2

—4
-

1
-2

*5_

—

1

~1
0

5
-3

r

Phuong trinh YA = B c6 mot nghiém duy nhat ]a ma tran:




1[’1 =] K=l Z 1
Y:BA“'=E}2 0 =31l 7 =8 -3
4 1 0f{10 -5 -5

-

T —19-—22'i 2 R -2
- - 32 19 17
=cl-n219 17 =2 R 2
3 4 2 3 4 2
L. S > e

Nhdn xet: Khi A 1a ma tran vuong khong suy bién cdp n, cong
thitc (4.6) ¢6 thé dp dung dé giai phuong trinh (4.4) véi B la ma
tran cap nxp bat ky. Tuong tu, cong thic (4.7) ¢6 thé dp dung dé
giai phuong trinh (4.5) v&i B 1a ma trian cap gxn bat ky.

Vi du: 5iai phuong trinh AX = B, véi
3 2 2 0 4]
A= s B =
o3 Sl 5}
Giai- Ma tran A cé ma trin nghich dao:
AL oo l [AII Ay l’:l *2}
|AlLA; Ay ) ST 3

Nghiém cta phuong trinh la:

i 11 -27[2 0 4]
X=A"'B= - ]
- 5 1 3;[ |




Chu y: Trong truomg hop ma trin A khong ¢6 ma trdn nghich
dao (A c6 dinh thic bang 0 hodc khong vuong) ta cé thé giai céc
phuong trinh (4.4) vi (4.5) thong qua viéc giai hé phuong trinh
tuyén tinh véi cdc an so & cdc phin tr cha ma tran phai tim.

IV.TIM MA TRAN NGHICH PAO BANG PHUONG
PHAP BIEN POI MA TRAN

Theo cong thirc (4.3), mudn tim ma trdn nghich dao cia mot ma
tran vudéng cip n ta phai tinh n° dinh thitc cdp n — 1 dé€ 14p ma
tran phu hop. Khi n 16n, cong viéc nay kha cong kénh. Sau day
ching t61 trinh bay mét phuong phap khac cho phép ta tim ma
tran nghich dio bang cac phép bién ddi so cap.

Pé tim ma tran nghich ddo clia ma tran vudéng A (cip n) ta viét
ghép ma tran don vi ¢ip n vao ma tran A vé phia bén phai (thém
vao A cdc c6t cia ma tran E). LLam nhu vay ta duoc mo6t ma tran
cap nx(2n):

C=|A[E].

Néu ma tran A ¢6 ma tran nghich dao thi bang cdc phép bién doi
so cdp doi vén hé vecto dong ta ¢6 thé bién ddi ma tran C vé
dang:

(E!8].

Khi dé ma tran B chinh 1a ma tran nghich dao clia ma tran A.

Vidi: Tim ma tran nghich dao cua ma tran:

1 0} =2
«]1 1 0 1}
A=l 11
0 1 -1 1]




-1 1 1leo
I -1 1[0 0 0 1

Ta bién déi nhu sau:

Lay dong thit nhat cong vao dong thit hai, sau do cong vao dong
tha ba tich cua dong thir nhit véi (-2), ta duoc:

(10 12| 1000
0 11-11 1100
0-1-1 52010}

[ § 1= 1] BDD 1]

Cong dong thu hai vao dong thit ba, sau d6 cong vao dong thir tu
tich ctta dong thit hai vai (1), ta duoc:

10 1-2] 10 0 0O
01 1-1]1100
DO 0 4{-1 ¥ 1 O
00-2 2|-1-1 0 1,

Nhan dong thit ba véi 7, dong thi tu véi (~1), sau d6 déi ché

hai dong dé, ta duoc:

(1 0 1 -2, 1 0 0 O
01 1 -1 1 1 0 0
1 1 |
00 1-1|5 5 0-5
] 1 1
(000 1|-g 5 3 0]

Lay dong thir tu cong vao dong thu ba va dong thit hai, sau dé
lal cong vao dong thi nhat tich ctia dong thit tu véi 2, ta duoc:




0
0

0

0

0

1

]

lw Baln N —

FN-

Bl B B R—

—
o

—
"

C RN

=4

Cong vao cdc dong thit nhat va dong thit hai tich clia dong thi

ba vai (-1), ta duoc:

=

1

0
0
0

0 00

1
0

0 0

0 0

1

0
1

o i S LR SO L S o

Pl Pl (O|e— B]—

o A

Bal— =

!

O R B B[

o |

L

Ma tran nghich dao cta ma tran A da cho la:

1 - 1
4 4 4
i 1
AL ] 2 Y
) 3 I
4 4 4
> i ]
. 4 4 4
BAI TAP
30. Cho 2 ma tran
[ 3 5 -3
A = l B=
-2 1 4 |
b

Hay thuc hién cac phép nhan:

R |




a) AB by AA" ¢) A'A d) BA'

31. Lap cac ma trin AB. BA:

\ (3 -8 1 [2°°5]
E T P
L4 32 [ 3
C 3 3 =3 [4 2 3]
b) A=|-1 2 1|,B=}|-3 -1 1
| 2 ) 0 6 -2
1 & 8 5] [d. 3 - 2]
T ] B -2 i =2 1 =3
C) A: ,B:
3 5 4 4 1 1
4 2 3 1) 3 4 1 1

32. Lap ma tran ABC, cho biét:

3 -
3 4 6 3
1 10 1 2 7
A=|2 1 0 -3|, B , C= .
2 8 | -1 =3
21 0 5|
3 2

33. Thuc hién cédc phép todn luy thira:

3 T T35 27
8 ] T B




oy
l:

1 IT [ cosx *sinx-!n
J

. SINX  COSX |

-

; la b] :
34. Cho ma tran vuéng cip 2: A = | ql- Hay chimg runn:
¢
|1 e

a) A’-(a+ d)A +(ad - bc)E = O (E 1a ma tran don vi va O
1a ma trin khoéng cap 2).
b) NéuA’=0thi A*=0.
35. Chimg minh rang hai tich AB va BA clng tor ta: va ciine
cip khi va chi khi A va B 1a cdc ma tran vuong cling cap.

36. Tdng clia n phin tir thuoc dudong chéo chinh ol mor mn tran
vuong cip n dugc goi la vér cua ma tran do. Hay chimg minh
rang, voi A va B la hat ma trin vudng ctng cdp ba: ky, ha ma
tran AB va BA c6 vét bang nhau.

37. Chitng minh rang néu AB = BA (A, B 1a cic ma tran vuéng
cung cdp) thi

a) A™B"=B"A™ (m va n la cdc s6 nguyén duong bat kv}.
b) (A+B)}=A”+2AB+ B

c) (A+B)' =A’+3AB+3AE +B".

d) (A+B)y=A"+ C A" 'B+ C A" "B+ -+ R

e) A’—B = (A + B)(A - B).

f) A-B'<(A-B)A" '+A" "B+ + AB "+ B

38. Ta dung cdc ky hiéu X{ dé chi dong thir 1 va X' -

th j cia ma tran X. Xem mo: dong cua ma tran sh oo
tran dong va moi cOt cua ma tran nhu moét ma % COt, nay
chimg minh:




a) (AB){ = A{B va (AB) = ABS.

b) Mdi phép bién déi so cap d6i véi hé vecto dong clia A
(dé1 chd hai dong; nhan mot dong vai mot s6 o # 0; cong
vao mét dong tich cia mét dong khdc véi mét so k) kéo theo
chinh phép bién déi dé déi véi hé vecto dong cliia AB.

c) Méi phép bién déi so cdp d6i voi hé vecto cot cua B (doi
ché hai cot; nhan mot cot vai mot s6 o # 0; cong vao mot
cot tich cua mot cot khac vér moét so k) kéo theo chinh phép
bién déi d6 déi voi hé vecto cot cia AB.

39. Cho A la moOt ma tran cap mxn bat ky. Goi B 1a ma tran nhéan
duoc tir ma tran A sau mot phép bién déi so cAp déi véi hé vecto
dong, U 1a ma trin nhan duoc tir ma tran don vi cip m bing
chinh phép bién déi A thanh B. Hay ciimg minh B = UA.

40. Cho A 1a mo6t ma tran cdp mxn bat ky. Goi B 1a ma tran nhan
dugc tir ma tran A sau mét phép bién déi so cap déi véi hé vecto
cot, V 12 ma tran nhan duoc tir ma tran don vi cap n bang chinh
phép bién déi A thanh B. Hiy chimg minh B = AV.

41. Cho biét ma tran vuong A cé dinh thiic bang d # 0. Hiy tinh
dinh thifc cia ma tran phu hop A"

42. Ching minh rang néu ma tran vuong A c6 dinh thitc bang 0
thi méi coOt ciia ma tran phu hop A’ cia né 1a mot nghiém cta hé
phuong trinh tuyén tinh thuan nhat véi ma tran hé s6 la ma tran
% :

43. Cho A la mét ma tran vuéng c¢6 tat ca cac phén tu la cic s6
nguyén. Chimg minh ring ma tran nghich dao A ' ¢6 it ca céc
phén tir 12 s6 nguyén khi va chi khi |A|= %1.

44. Mot ma tran vuong duoc goi la ma trdn truc giao néu né cé
ma tran nghich dédo bang ma tran chuyén vi cua né. Chimg minh




—

rang dinh thic cia moi ma tran truc giao cd gid tri tuyét doi
bang 1.

45. Ma trin nghich diao A ' thay déi thé nao néu ta bién déi ma
tran A nhu sau:

a) DO ché dong i va dong k;
b) Nhéan dong i1 vé1 mot so6 a # 0;
c) Cong vao dong 1 tich cia dong k (k # 1) vé1 mot so 3.

46. Tim ma tran nghich dao ctia cdc ma tran sau

3 -] 8 11 COSX —sinX
A |:5 2] b) [2 3:{ ) [sinx cost

] 3 i 2 § 17 [4 2 2
d) 12 4 5 e) |6 3 4 B 12 1 =2

3 2 2 5 =2 =3 2 =2 ]

47. St dung ménh dé & bai tap 39, hay chimg minh quy tic tim
ma tran nghich dao bang phuong phdp bién déi.

48. Ding phuong phdp bién doi, hiy tim ma tran nghich dao cua
cdc ma tran sau

'-1 1 1 1- 1 7 3 4_
i 1 =i =i 5 8 1 32
Bl =1 1 - o) 1 1 1 -1
1 -1 -1 1] 10 2 6
1 1 3 1 (0 1 1 1]
1 0 1 1 1 0 1 1
% 11 1 o 1 d 1110 1
1 1 1 0} 1 1 1 0]




49. Giai cic phuong trinh AX = B, YA = B, cho biét:
= ’) B
a) A — ; "’J ; B — ( 2 lit

5 8 | 6 -3]

(1 2 =3 1-3 0]
b) A=|3 2 -4, :10:37|

2 -1 0 10 7 8]

50. Giai phuong trinh AX = B véi

1 2 -3 3 -5]
A=|3 2 4|,B=|2 0].
2 -1 0] : B

51. Giai phuong trinh AXB = C, cho biét:

) A:[a —1] B:(S 6](::[14 16'|'
5 2 17 8 L9 10]

2 =3 1 9 7 6 2 1% 21
by A=|4 -5 2|, B=|1 1 2|,C=[18 30 9
5~ 3 1 -1 1 23 41 11|

52 Chdng minhi rang né€u A la ma tran vudng cap n c6 dinh thitc
bdang (' va B Ja ma trdn vudng cung cap c6 dinh thic khac 0 thi
cac phuong innn AX =B va YA =B vo nghiém.

53. Giai cac phuong trinh

[ 2 4 8 4
a) AX =B, v6i A= : _J,B:{ }
| -3 -6

. 3 6 5 10
b) XA=B,vin A= i 8,Bz .

-12 -6

1 2




§5. HANG CUA MA TRAN
I. KHAINIEM HANG CUA MA TRAN

Cho mot ma tran cdp mxn bat ky:

a, a4, - 3,
| a. -+ a
2 » %
A=
.__aml aml’ arnn_

Ta s& dung cic ky hieu A va AS dé chi dong thi i va cot thit j
cua ma tran A:
Af'= iy, B, o ), V1L 2, o B

] S SR - e

J

\qn/
Ma trin A cho tuong ttng moét hé vecto dong gébm m vectd n
chiéu -

B s Ao B,
va moét hé vecto cot gom - vecto m chiéu
A A€

y

i 1a: cua mot ma tran a2 hane cua he “2eo cf
Dinh nghia: Hang <ia mot ma ran Lo hany e o cot
cua no.

Hang cta ma tran A duge ky hiéu 12 r(A). Thee dinh nghia trén
thi (A} = ¢ khi va ciil khi mdi ¢o sarcva hé vectr <ot cla ma tran
A cO r vecto. NoO1 cich khdc, r(A) = r khi va chi kb1 thoa man hai
diéu kién sau:




e Trong ma trdn A t6n tai r cot doc lap tuyén tinh;

® Tit ca c4c cot cia ma tran A biéu dién tuyén tinh qua r cot
doc 1ap tuyén tinh dé.

Ta da biét rang hang clia mot hé vecto khong vuot qué s6 vecto
cta hé d6 va va khong vuot qud s6 chiéu cia khong gian, do dé
hang ciia mét ma tran khéng vicor qua sé dong ciing nhic sé cot
cua no.

II. LIEN HE GIUA HANG CUA MA TRAN VA CAC
PINH THUC CON

a. Khai niém dinh thitc con cua ma trin

Trong mét ma trdn A cdp mxn, ta chon s dong bat ky va s cot
bat ky (s £ m va s £ n). Giir lai s dong va s c6t da chon va xod di
tat ca cidc dong va cac cot con lai (néu cd) ta dugc mot ma tran
vuong cdp s. Dinh thic ciia ma tran vuéng dé duogc goi la dinh
thitc con cdp s ciia ma tran A. Dinh thic con cép s tao thanh tur
cic dong c6 chi s6 i, < i, <---< i, va cdac cOt c6 chi so
j; <jp <---<j, cia mét ma tran (khi xod di cdc dong va céc
cot con lar) duge ky hiéu la D¢ Dé lap mot dinh thic con
cdp s cia moOt ma tran cdp mxn ta ¢c6 C. cdch chon s dong va
C: cach chon s cét, do d6é v6i méi s =1, 2,..., min{m, n}, mot

ma trdn cap mxn ¢é C’ .C’ dinh thic con cép s.

Vidu I: Cho ma tran:

i 9 =5 3
A=l 4 =1 5 6
-3 0 9 7

Theo dinh nghia thi méi dinh thdc con cdp | ciia ma tran A la
mot phan ta clia né:




Di=a,=1,D=a,=2 Di=a,=-5, ..

Ma tran A dd cho ¢é C;.C;= 18 dinh thic con cdp 2 va

C';,C;i = 4 dinh thndc con cip 3. Theo cdch ky hiéu noi1 trén ta

CO:
1 2] |1 =5 5 6
D'E:t , B3 =) sy Digg = :
1 2 -si 2 -5 3
b= & =1 Bl B == 5 &
|
-3 0 9| 0o 9 7

b. Lién hé gitta hang cua ma tran va cdc dinh thic
con

Khai niém hang clia ma tran cé thé dinh nghia biang ngén ngit
dinh thic nho ¢6 dinh 1y sau day:

Pinh ly: Cap cao nhat cua cic dinh thitc con khdc O cua mot ma
tran bang hang cua ma tran do.

Chitng minh: Xét ma tran:

a, dyp a,,
a, a. a
2 2 %
A =

|_aml am'.! amn_]

Gia st cap cao nhit ctia cac dinh thic con khac O cia ma tran A
bang r, tic la ma tran A c6 it nhat mot dinh thidc con khac O cap
r va tat ca céc dinh thitc con cip cao hon (néu c6) bang 0. Khong




T

larn it tinh “are yast 1 oid o7 ving < nh ihitc con fao thanh iU
r donp tAn B g Ad odae A khie (O

; |

la, 2, Age!

l 1 it

la"—j "} g e

Xét hé vecto cot cua ma trdn A:
ﬁ’h‘-ﬁ _'ﬂ'. v 5 ,'\s\' .
DoD#0nénrcotdiu A5, A5, ... AT doclier e on . drvit

vy, néu cic cot dé phu thudc tuyén tinh - . A cue din!
i'nfe D ciing phu thudc tuyén tinh, i b

Ta s& ching minh rang nol €81 (05 tuw i@ i hidy idy

tuyén tinh qua cdc cOtA * .. % B chimg miirn et
A} (r<h<n} beén b tinh g A A - W

méii=1.2,..,ntaia; ure v copy - b

|a,, a, - @ arhi

T
|

| & &0 0 @y 3@’n1

Dinh thitc A nhan dirge tie dinh thue D bing cach bao quanh no
cic phan tr tuong tng thuodc dong thit i va cot thy h cua ma tran
A. Ta thdy A, = 0 véi moi i = 1, 2, ..., n. That vy, véi 1 <1 thi
A. =0 do c6 hai dong giong nhau, con 1 >r1 thi A, 1a mé: dinh

thiic con cdp r + 1 cha ma tran A, do do A, =0 theo gia thiét.




Khai trién dinh thitc A, theo dong cuéi ciing ta duoc:

trong d6 F, j =1, 2, ..., r) la phan bu dai s6 clia phéan tr a; (ta ky
hiéu 1a F do n6 khéng phu thudc 1), con phan b dai s6 cta phan
tur a,, chinh la dinh thitc D. Do D # 0 nén tir day suy ra:

F F, E
4 =| "p a; + D djp +o0 t )

Dang thic nay ding véi moii= 1, 2,..., m nén ta cé:

C c = C
A=Al +oL, As+--+a A,

F) .
U.j= -B (_]:1,2,...,1').

Nhu véy ta da ching minh duoc ring r cot ddu cia ma tran A
doc 14p tuyén tinh va céc cot con lai cia A biéu dién tuyén tinh
qua chiing. Diéu nay ching t0 A;, A5,..., Af lamét cosécua
hé vecto c6t cua ma tran A, do dé hang cua A bang r. Dinh ly da
duoc ching minh.

trong do:

Chu y: Trén day ta da chimg minh rang néu D = D;5"" la dinh
thirc con khdc O cdp cao nhat cuia ma tran A thi A, AJ,..., A]
1a mot co s cua hé vecto cot cia A. Bang cich tuong tu ta c6
thé ching minh dugc rang néu D! Ja dinh thic con khéc 0

s
cap cao nhit cua ma trin A thi Ai , AE; , - A 12 mot co sO

cta hé vecto cot ciia A.

Tir dinh 1y trén ta suy ra moét sé hé qua sau day:
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Hé qua 1: Phép chuyén vi khong 1am thay doi hang cua ma trin.

That vay, theo tinh chat ctia dinh thic thi viéc chuyén vi ma trin
khong 1am thay déi cic dinh thitic con cia néd, do dé cap cao
nhit cia cac dinh thic con khic 0 cua ma tran A bang cép cao
nhat cua cac dinh thic con khdc O ctta ma trin chuyén vi A',
e lar(A") = 1(A).

Hé qua 2: Hang ctia mot ma trin bang hang cua hé vecto dong
cua no.

That vay, hang cia mét ma trdn A bang hang cua ma tran
chuyén vi A’ cha nd, ma hang cia A’ chinh la hang ctia hé vecto
dong cua A (theo dinh nghia).

Hé qua 3: Diéu kién can va di dé mot dinh thirc bing 0 la: hé
vecto dong (hé vecto cot) cua no phu thude tuyén tinh.

That vay, theo tinh chit cua dinh thic thi dinh thic bang 0 néu
hé vecto dong (hé vecto cot) ciia nd phu thude tuyén tinh. Nguoc
lai, néu dinh thic cdp n bang O thi ma tran vudng cip n tuong
img c6 hang nhd hon n. Nhu vy, n€u dinh thic bang O thi hé
vecto dong (hé vecto cot) cua nd phu thudc tuyén tinh (vi hang
nho hon s6 vecto).

¢. Dinh thitc con co so cua ma trén
Dinh nghia: Dinh thic con khic 0 cip cao nhét cia moét ma
ran A duge goi 1a dinh thiee con co s cha ma tran dé.

Trén day ta di chimg minh duoc rang néu D = D' |a meét

T'll'l"'llr

dinh thitc con co so ctia ma tran A thi:

® Heé r dong cta ma tran 4 co cil <0 1,, 1,,..., 1, 12 mOt cg SO
>ta hé vecte donyg cla A.
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e Hércotcuamatran A céchisoj, J.. ..., j, 1 mot co s& cua
hé vecto cdt cua A.

III. HANG CUA TONG VA TICH CAC MA TRAN

Dinh ly 1: Va1 A va B la hai ma tran cung cap mxn bat ky ta
ludn co:

r(A + B) <r(A) + r(B). (5.1)

Chumg minh:

Tagoi X, X,,..., X 1ahé¢ vectocOtcaa AvaP, P, ..., P lamot
co sd cua n6é; Y,, Y.,...., Y, li hé vecto cot cua B va
Q,,Q,,....Q.la mét co so cua nd. Xét cac hé vecto sau:

x1+ Yl" X.‘+Y2*""‘Xr1+Yn“ (51)

1 - N— P.Q.0...... Q. (3.2}

Theo ky hiéu trén thi hé (5.1) chinh 12 hé vecto cot cia ma tran
A + B, dong thoi ta co:

rlA)=r, r(B) =s.

Do moi vecto X, 1a mot t6 hop tuyén tinh cia cic vecto co so
P,P,.....P, vi méi vecto Y, ]A mot té hop tuyén tinh cla cdc
vecto co 56 Q,, Q,. ..., Q, nén mdi vecta X; + Y, ctia he (5.1) biéu
dién tuyén tinh qua cic vecto cua hé (5.2). Theo tinh chat hang
cua heé vecto, tir day suy ra hang cua hé vecto (5.1) khéng vuot
qua hang cua hé vecto (5.2). Nhung hang cua hé vecto (5.1)
chinh 1a hang cua ma tran A + B, dong thot hang cua hé vecto
(5.2) khong vuot qua s6 vecto cua né, do do:

A +B) < r+s=r(A)+r(B).

Dimh ly 2: Véi A va B 1a hai ma trdn bat ky sao cho AB c6
nghia, ta luén co:




{AB) < 1(A) va r(AB) < 1(B).

Chitmg minh: Xét hai ma tran:

any  ap 4|, b, by, 4,
a a e a b, b @
21 22 2n 21 22 2p
A= ; B
_a‘ml am? o .d'm.n_, Lbnl an anp_
Theo dinh nghia phép nhén, ta cé
r .S
CU CEZ ip
c & ¢
- 21 2 2p
AB = ;
_C':""il sz Cmp_
trong dé:
c; =a;b,, +a,b, +--+a,b, (3.3)

O=1.2 .8 (21 2, ..; P)
Co dinh jbatky (j=1, 2, ..., p) va viét hé thitc (5.3) 14n luot véi
i=1,2, ..,m,tacé: '
Cy =ay by +apby +--+a,b,,

]
Cz = Z‘lzlblj + anbz‘l " '+ aznbnj,

J

Coj = @Dy + Aol +---+ 2, b,

mj

Tir day suy ra:

€y ap, 1 a, a,
Cs; a a a
- 21 22 2n
._Cm.5 il 3 aml = ,.am2 = ...arnn o




Piéu nay ching to cot j bat ky ciia ma iran AB biéu dién tuyén
tinh qua cdc cot cua A. Tir diy suy ra hé veclo cot cia AB ¢é
hang khéng vuot qua hang cua hé vecto cot cua A, do db
r(AB) < r{A).

Tuong tu, c6 dinh 1 bat ky (1 =1, 2, ..., m) va viét hé thic (5.3)
lan luot vé6i j = 1, 2, ..., p, ta thdy moi dong cuia AB biéu dién
tuyén tinh qua cac dong cua B, tir dé suy ra r(AB) < r(B).

Vi du 2: Ching minh rang néu hai ma tran A va B c6 s6 dong
nhu nhau, nhung r(A) < r(B) thi phuong trinh ma trdn AX = B
khéng cé nghiém.

Gidi: Theo dinh 1y 2 trén day, v4i moi ma tran X ma phép nhan
AX c6 nghia ta luén cé

r(AX) <r(A) < r(B).
Diéu nay ching to khéng ton tai ma tran X sao cho AX =B.

IV. CAC PHUONG PHAP TIM HANG CUA MA TRAN

a. Phuong phap dinh thitc bao quanh

Khi chitng minh dinh 1y vé hang ctia ma tran, xuat phat tir dinh
thic D =D,;¢ ta lap dinh thic A, bang cdch vién thém mot
dong vi mot cét. Ta goi A, 1a dinh thic con cap r + 1 bao cuanh
dinh thitc D. Mot cich téng quat, ta néi dinh thitc con D (cép
r+1) cta ma trin A 1a dinh thic bao quanh dinh thirc con D
(c4p r) khi va chi khi D duoc thanh lap bing cich bé sung thém
mot dong va mot cot cia A ngoai r dong va r cot da chon dé lap
dinh thitc D. Chang han, néu A la ma trn cap 3x4 thi dinh thic
D2 c6 hai dinh thic con cap 3 bao quanh né l1a D,3; va D},
(ta c6 mdt phuong dn chon thém moét dong va har phuong an
chon thém mot c6t cia ma tran A). No6i chung, néu D la mo6t
dinh thitc con c4p r ca ma tran cdp mxn (r <m va r < n) thi dé

E T e o e e e i
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lap mot dmnh thitc con cap r + 1 bao quanh D ta co m — 1 cach
chon thém mot dong va n -- r cach chon thém maét cot (ngoai cac
dong va cdc cot di chon dé Iap dinh thue D), do do s6 dinh thic
con cip r + | bao quanh dinh thuc D bang (m - r)(n —r).

Theo cdch lap luan chimg minh dinh ly vé hang coa ma tran ta
¢6 ménh dé sau day:

Néu ma tran A ¢6 mor dinh thice con D = 0 cap r ma moi dinh
thite con cap r + 1 bao quanh né (néu cé) déw bang 0 thi hang
cua ma trgn A bang r.

Tir ménh dé néu trén ta ¢6 thé tinh hang cua mot ma trin theo
phuong phap lap nhu sau:

Xuét phat tr mot dinh thic con D # 0O, cap s, ctia ma tran ta chi
can tinh cdc dinh thic con c¢dp s + | bao quanh né (néu c6). Néu
tat ca cdc dinh thic con cdp s + 1 bao quanh D déu bang 0, hoac
ma tran khong ¢é dinh thidc con cdp s + 1 (khi s da bang so dong
hodc s6 c6t cua ma tran), thi hang clia ma tran bang s. Néu trong
s6 cdc dinh thic con cap s + 1 bao quanh D c¢é mét dinh thic D
nao dé khdc O thi ta lai chuyén sang xét cdc dinh thiic con cip
s+ 2bao quanh D (néu cé). Lap lai qud trinh nay, sau mot s6
hitu han budc ta sé xdc dinh duoc hang cua ma tran.

Vidy 3: Tim hang cua ma tran:

32 1 0 -

0 1 2 -2 1
A =

0 1 3 4 -

32 0 -6 1]
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"
I3 2

0

[ = =3

Trong s6 cac dinh thdc con cap 3 bao quanh dinh thic nay ta
gdp mot dinh thuc khac 0:

g2 1
D=0 1 2]=3+0
01 3

Chuyén sang xét cdc dinh thic con clp 4 bao quanh dinh thic
nay ta co:

321 0 302 1 -1

0 1 2 -2 0 12 1
1234 1235
S = =0, D;53; = =0.
o o1 3 4 T o 1 3 -

3 20 -6 320 1

Chu y rang ma tran A di cho ¢6 tat ca nam dinh thirc con cap 4
nhung trong s6 do chi ¢6 hai dinh thitc bao quanh D;;;. Do tat
ca céc dinh thic con cdp 4 bao quanh D}3; déu bing 0 nén hang
ct:a ma trAn A bang 3.

Vi du 4: Tuy theo cic gia tri cua tham s6 k hay tim hang ciia ma
tran:

3 = 3§ 91

7 5 & =5
A -

4 =7 1 4

5 4 7 k|

Giai: Trudce hét ta thiy ngay dinh thic con cip 2 ¢ goc trén bén
trd1 cua ma tran khac O:




Khi tinh céc dinh thiic con cdp 3 bao quanh D3 ta giap mot dinh
thie khic 0:

i =] 3’
DB={2 5 4!|=-17.
4 3 1\

Ma tran da cho chi ¢ moét dinh thitc con cap 4 duy nhat:

-] 3 3
2 5 4 -5
D!Z% —|A| = = -17(k + 3).
M=lal=| L (k +3)
5 4 7 k

Tir day suy ra: khi k # — 3 thir(A) =4; khik = - 3 thir(A) = 3.

b. Phuong phap bién doi

Xét ma tran dagg

.........

8 O - b, o B | (5.4)




Néu xod di cac dong goém tat ca cdc phan tir bang O phia duéi
dong thit s (néu cé) thi hang ciia ma tran (5.4) khong thay doi
(do méi dong d6 biéu dién tuyén tinh qua cdc dong con lai). Mat
khéc ta thay ma tran (5.4) ¢6 mét dinh thidc con cap s khac 0:

D s =bybs... b, 20
Diéu nay ching t6 hang clia ma tran (5.4) bang s.
Nhu ta da biét, cac phép bién déi so cip trén hé vecto dong hoic
hé vecto c6t cia mot ma tran khong lam thay déi hang cha hé
vecto d6, do d6 chiing khong 1am thay dé6i hang clia ma tran. St
dung cdc phép bién déi so cap ta cé thé bién déi m6t ma tran bAt
ky vé dang (5.4).
Nhu vay, bing cach bién déi ma tran vé dang (5.4) ta 6 thé xdc
dinh duoc hang cua né.

Vidu 5: Tim hang ctia ma tran

—

3235 7 9§
1 4 2 -9 10
A=[1 4 2 -9 8 1}
2 11 4 3 32
g 131 =13 2 3

Gidi: Ta bién d6i ma tran da cho lan luot nhu sau:

(1) Cong vao dong thi nhat, dong thir ba va dong thu tu, theo
thit tu, tich ctia dong thit hai véi — 3, — 1 va — 2, sau dé déi
ché dong thit nhat va dong thit hai;

(2) Lay dong thid hai cong vao dong thit nam, sau dé déi ché
cOt thir hai va c6t thi ba;

(3) Coéng vao dong thi nam tich cia dong thu tu vor — 1, , sau
dé doi chd dong thit ba va dong thi tu;
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(4) Cong vao dong thir nam tich cua dong thi ur voi - 1, sau do
doi chd cot tha tr va cot thir nam.

Két qua bién déi:

¥ 4 2 -9 1 0]
w0 =10 -1 34 6 1
A=0 0 0 0 7 1
0 3 0 211 2

0 13 1 -13 2 2]

1 2 4 -9 1 0]

o [ =1 =M 3 & 1
=% 0 0 0 0 7 1
0 0 3 211 2

0 0 3 21 & 3

1 2 4 -9 1 9

s (B =1 -1 3 & |
= [0 0 3 21 1 2
0 0 0 0 7 1

0 0 0 0 7 1
(1 2 4 1 -9 0]
@ |0 -1 -10 6 34 1
- |0 0 3 1 21 2
0 0 0 7 0 1

0 0 0 0 0 0]

Ma trin cudi cung ¢6 hang bang 4, do d6 hang cua ma tran A da
cho bang 4.




V. KHAO SAT MOT HE VECTO
D¢ tim hang cua 1ot hé vecto n chicu, ta 1dp ma trdn nhan hé
vecto do lam hé vecto dong (hodac hé vecto cot). Theo céc
phuong phap ncu trén, ta xic dinh duoc hang cua hé vecto do
thong qua viéc tim hang ctia ma trin. Khi da tim dugc hang cua
hé vecto ta dé dang xic dinh duoc hé vecto dé phu thuéc tuyén
tinh hay déc 1ap tuyén tinh (thong qua viéc so sanh hang cua hé
vecto V4l s6 vecto cta hé do). Ta cling co the tim co s& cua hé
veto théng qua cdc dinh thic con co so ctia ma tran.
Vi du 6: Tim hang va chi ra mot co so cua hé vecto:

Xi=(2, 1, 0, 4),

X,=(-4,-2, 1,-7),

Xy=(3, I,=1, 4),

X.; = ( l«.- _41. 3» —4)5

] ( 0& 2! {$ 5)
Giai: Ta lap ma tran nhan hé vecto da cho lam hé vecto cot:
(2 -4 3 1 0]

I -2 1 -4 2
o 1 -1 3 1
14 -7 4 -4 5
Theo phuong phdp tim hang cua ma tran (ban hay tu thuc hién)
ta xic dinh duoc r(A) = 3, suy ra hang cua hé vecto di cho bang
3. Pé tim mot ¢o so cua hé vecto ta chi can lay moét dinh thic
con co sO cta ma tran A, tic la mot dinh thitc con cdp 3 khac 0
nao d6. Chang han, ta co:

P
I

o

A=

2 1 4
Di=l1l -4 2|==2120
0 3 1




Tu day suy ra cdc cot thir nhat, thit tu va thit nam tao thanh mot
co so cia hé vecto c6t cia ma trin A, tic 1a X, X, X, 1a mot co
s& cua hé vecto da cho.

Ta thdy X, X,, X, ciing 1a mot co sd ciia hé vecto da cho, boi vi

2 -4 0
Di=|1 -2 2|=-420
0 1 1

ciing 1a mét dinh thifc con co s& clia ma trin A.

Chut y: Mot trong cdc hé qua cia dinh ly vé méi lién hé gilra
hang cia ma tran va cac dinh thic con néi rang hé vecto dong
(cot) cua dinh thic phu thudc tuyén tinh khi va chi khi dinh thic
dé bang 0. D€ xét sic phu thuéc tuyén tinh cia mét hé vecto n
chiéu co so vecto diing bdng n, ban c6 thé tinh dinh thic d véi
hé vecto dong (hoac hé vecto c6t) 1a hé n vecto d6. Hé n vecto n
chiéu phu thudc tuyén tinh néu d = 0, doc 1ap tuyén tinh néu
d=0.

Vidu 7: Xét su phu thudc tuyén tinh caa hé 3 vecto 3 chiéu:
P] = (3! 21 5)! P2 — (41 11 9)! P3 == (Ss 21 13)'

Gidi: Heé vecto da cho la hé vecto dong ctia dinh thic

O
i

3
d=|4 -14.
)

| A S
[a—
(0%

Dinh thirc nay khac 0, do dé hé vecto da cho doc 1ap tuyén tinh.
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54. Chimg minh rang néu ma tran cé tat ca cic dinh thic con
cdp s déu bang 0 thi moi dinh thic con cip cao hon s (néu cé)
bang O.

55. Trong cic ménh dé dudi day, ménh dé nao ding, ménh dé
nao sai:

56.

a) Hang clia ma tran 1a hang ciia hé vecto cot cua né.
b) Hang cia ma trin bang s6 vecto cua co sO cua hé vecto
dong cua no.

c) Hang cua ma trin bang r néu ma tran dé khong cé dinh
thitc con cap cao hon r hodc moi dinh thic con cdp r +1 cua
n6 déu bang 0.

d) Hang cta ma tran bang r né€u né c¢6 moét dinh thiic con
khéc O cdp r va moi dinh thitc con c4p r +1 ctia nd bang 0.

e) Hang cia ma tran bang r néu né c6 mot dinh thic con
D # 0 cap r va trong s6 cac dinh thic con cdp r + 1 bao
quanh D ¢6 it nhdt mot dinh thitc bang 0.

f) Hang cia mot ma tran cdp mxn bang r néu né c6 mot
dinh thic con khac O cdp r va min{m, n} =r

g) Cic phép bién déi so cip c6 thé 1am thay déi hang cia
ma tran.

Tim hang cua cac ma trin sau:

e

32 4 1 « . &
a) [1 -1 3 -3 B | I 7 -3 _g
A bR A 4 & =1 =5
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3-1 3 2 5] 1 3 5 -1]
B -3 3 3 41 19 ] 3 41
c) ] d) | _|
1 -3 -5 0—7‘ RN 7i
7 -5 1 4 1] 7 7 9 1]
(25 31 17 43] jod=5 B 4
T 4 12
75 94 53 132 B
e) NHl4 3 82 7
75 94 54 134 |
e o 4 38 1 2 -5
25 5 30 4% 5 & =1 4 -6

57. Tuy theo m hdy tim hang cua cdc ma trdn sau:

]'7—-m -12 6 1
a) 100 -19-m 10
L 12 - 24 IBAmJ
1 m -1 2 fm 2 2 2]
2 m 2 2
b) |2 -1 m 5 c) 5 2 m 2
|1 10 -6 1 2 2 2 m

58. Chimg minh rang néu ma tran A c6 hang bang r thi bang céc
phép bi€n doi so cép ta c¢o6 thé dua ma tran d6 vé dang c6 céc
phdn tr b, nhu sau: b, =b,, = --- =b, =1 va tt ca cic phan ur
con lai bang 0.

59. Chiing minh rang néu A 1a ma tran vuong cap n ¢6 hang nho
hon n — 1 thi ma tran phu hop A" 1a ma tran khéng (ma tran co
tit ca cdc phan tr bang 0).

60. Chimg minh rang néu A la ma trAn vuéng cap n co hang
bang n thi ma tran phu hop A" ctia n6 ciing c6 hang bang n.
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61. Ching minh rang néu A la ma trin vuong c¢ip n > 1 ¢6 hang
bang n —1 thi ma tran phu hop A" ¢6 hang bang 1.

62. Chimg minh rang néu A 1a ma tran cap mxn ¢6 hang bang 1
thi ton ta1 ma tran cot B (chi ¢6 mot ¢ot) va ma trin dong C (chi
c6 mot dong) sao cho A = BC.

63. Hang cla ma tran thay doi thé nao néu:

a) Thém mot dong (cot) la to hop tuyén tinh cta cdc dong
(cot) cua no.

b) Xod b6t mét dong (cot) 1a té hop tuyén tinh clia cdc dong
(cot) con lai caa ngd.

c) Thém mot dong (cot) khong bicéu dién tuyén tinh qua céc
dong (cot) cua no.

d) Xod bt mot dong (cot) khong biéu dién tuyén tinh qua
cac dong (cot) con lai cua né.

64. V&i A la ma trdn vuéng cdp n, hdy cho biét cic ménh dé sau
ding hay sai:

a) Hang cta A nho hon n khi va chi khi det(A) = 0.

b) H¢ vecto dong (cot) cia A doc lap tuyén tinh khi va chi
khi det(A) = O.

c) Heé vecto dong (cot) cua A phu thudc tuyén tinh khi va
chi khi det(A) = 0.

d) Hangcua A bang n — | khi va chi khi det(A) = 0.

¢) Neéu hang cua A biang n thi moi hé phuong trinh tuyén
tinh véi ma tran hé s6 A c6 the bién doi vé dang tam gidc.

f) Neéu det(A) = O thi moi hé phuong trinh tuyén tinh vén
ma tran hé s6 A c6 thé bién d6i vé dang hinh thang.




65. Sir dung phuong phdp tim hang clia ma trdn hdy tim hang
cua ciac hé vecto sau va cho biét hé vecto dé phu thudc hay doc
1ap tuyén tinh

(X, =(3,-1,2, 4,4)
X =(.-1,3,51)
X, =(3,1,-5,-17,5)

b) «
X, =(6,-4,11,19,7)

X, =(1,-1, -5, 5, 3)
X, =0, 2, 4 1,6
X,=(21,-3,-1,2)
X, =@3,3,-1,-6,9)

66. Xét su phu thudc tuyén tinh cta cac hé vecto sau thong qua

viéc tinh dinh thirc

X,=(3,2, 4
a) X, =(-251)
Xy=(l, 7.3)

b)

X, =(, 6 -3, 0)
X,=(2, 5 4, 3)
X,=@, -5, 1, 2)
X, =@, 9,15, 9)

67. Tim hang va mot co s& clia cac hé vecto sau

(X, =2, 1,3, 1)
a) {X, =(1,2,0, 1)
X, =(-1,1,-3,0)

(Xl :(5';2,_-311)
X, =(4,1,-2,3)

c) §

1&g 2=, 1~ 1,~2)

X, =(3,4,-1,2)

b) ¢

(X, =1, 2, 3, 4)
X,=2,34,75)
X, =(@3, 4,5, 6)
X,=@,5,6,7

'Xl — (2,_19 3& 5)
x2 = (43_39 19 3)

d) {X, = (3,—-2, 3, 4)

X, = (4,—1,15,17)
X5 = (7,-6, 7, 0)

68. Vi nhilg gia tri nao cia k thi hé vecto sau 1a mét co s& cla
khéng gian R*?




69. Chimg minh rang néu mot hé phuong trinh tuyén tinh ¢6 ma
tran md& rong la mot ma tran vuéng khong suy bién thi hang cua
ma trn hé s6 cua hé phuong trinh dé nho hon hang ctia ma trin
mo rong cua nd.

70. Chimg minh rang néu mot hé phuong trinh tuyén tinh n 4n
s6 c6 ma tran mo& rong la mot ma tran vuong khong suy bién thi
hang clia ma tran hé s6 cua hé phuong trinh dé bang n.

71. Chitng minh riang néu ca hé vecto dong va hé vectd cot cla
ma trdn A doc lap tuyén tinh thi A la mét ma tran vuéng cé ma
tran nghich dao.

72. Sit dung dinh ly "Hang cua ma tran tich khong vuot qué
hang ciia méi ma tran nhéan t", hdy chimg minh hai ma tran A
va B ¢6 hang bang nhau trong cac truong hop sau day:
a) Ca hai phuong trinh ma trdin AX = B va BX = A ¢6
nghiém.

b) B=QA, véi Q la ma tran vuéng khong suy bién.
73. Vi A la ma tran cap mxn bat ky va B 1a ma tran cap nxp bat
ky, hdy chimg minh:

a) Néu hé vecto dong cia AB déc 1ap tuyén tinh thi hé vecto
dong cua A ciing doc 1ap tuyén tinh;

b) Néu hé vecto cot cia AB doc 1ap tuyén tinh thi hé vecto
coOt cua B ciing doc lap tuyén tinh.




74. Cho hai hé vecto

{Xk - (xk],xkz....,xkn)

(x)
k = I, 2., Til
{Yk :(xklvxklv--:xkn*“{k.n-rl""‘xk--’l*fp) (y)
ko), Lo 1

Chii ¥ ring mé1 vecto Y, 1a mot vecto (n + p) chiéu cé n thanh
phan diu nhu cta vecto X, . Hay chitng minh:
a) Néu hé vects (x) doc lap tuyén tinh thi hé vecto (y) cing
doc 1ap tuyén tinh;

b) Néu hé vecto (y) phu thudc tuyén tinh thi hé vecto (x)
cung phu thudc tuyén tinh.

75. Clumg minh rang néu ma tran A khéng vuéng thi it nhit mot
trong hai ma tran AA', A'A khdng cé ma tran nghich dao.
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Chuong 4
HE PHUONG TRINH TUYEN TiNH
(LY THUYET TONG QUAT)

Trong chuong 2 ta da dé cdp dén cac khéi niém co ban vé hé
phuong trinh tuyén tinh va mét phuong phdp tuong déi thong
dung dé giai hé phuong trinh tuyén tinh: phuong phap khir 4n
lién ti€p. Trong chuong nay ching ta sé sit dung kién thuc vé
vecto, ma tran va dinh thic dé xem xét mét cach téng quat hé
phuong trinh tuyén tinh

§1. PHUONG PHAP MA TRAN VA PINH THUC

I. HE PHUONG TRINH CRAMER
Hé phuomg trinh Cramer 1a mot truong hop riéng cua hé phuong
trinh tuyén tinh khi s6 phuong trinh bing s6 4n va dinh thic clia
ma tran hé s6 khic 0. Hé phuong trinh Cramer n 4n s6 c6 dang:
(3),X; +aX; + 0 +aEX, = b,
azlxl +322XE + ik +aznxn :bz

(1.1)

---------------------------------------------

[dn1 X +an2x2 s +annxn :bn

Ma tran hé s6 cua h¢ phuong trinh (1.1) 12 m6t ma tran vuéng
cap n:




Then gis hift vé€ ke phuene (“inh Cramer thi 'wa L3 A Khong
suy bién, tic a:

d=|A| 0.

1. PHUGONG PEAP MA TRAN

Heé phuong trish (113 ¢6 iné viér duu: dang phuong itrinh ma
tran:

=R (1.2)
treng do A la ma tran heé 36 dZ aé1 o trén. con X va B la cac aa
tran:

Xy | [b!
RS
X=|7! Bz

| g
| A {_Dn_‘,

G dang (1.2) cdc ma trdn A vi B 12 cdc ma tran cho tiuéc, con X
12 ma tran pha. tim. Ma uar. B dugc goi 1a ¢t s6 hang tu do, con
X duce goi 1a cor dn so.
Do d = |A| =0 nén mx tran A ¢6 ma tran nghich ddo A", Nhan
hai v€ cia phuoug trivh (1.2) vai A™' vé phia bén trdi ta dusc hé
thirc tuong durong:

X=A"B (1.3)
Nhu vay, hé shuonp rinh Cramer <6 mét nghiém duy nadt duge
xac dinh theo cong thuc (1.3).
Vi du: Giai hé phuong trinh:

X + 3%, — 2%; = -3
2)(1 + x‘? + 3,'*:.3 = 6. (14)
3x, — X, + 4%, = 11




Grai: Ma un hé s8 A va cot s6 hang tr do K cua hé phuong
rrinh nay la:

A=

PO T
|
i
H
s
A —

Do |A] =20 # 0 nén he phuong trinh (i 4) 1a hé Cramer. Ma
tran nghich dao cia ma tran A ia:

[ 7 ~10 11]
T o {6 =Y
A= — | -7,
20|
-5 10 -5
Ap dung cong thiic (1.3) ta ¢é:
X, 1’4 7 =16 ]3] 1 “a0] [ 2
(= =A"‘B:—-ﬂ' 1 10 -7 6{=—|-20}=|-1}].
3 20, 20
-5 10 =5} 11 |20 | 1
Nghiém duy nhit cta hé phuong trinh (1.4) la:
rxlz.?
4 Xy =]
Xy =1

IIl. QUY TAC CRAMER

Dinh 1y sau day duoc goi 12 quy tdc Cramer:

Pinh ly: Nghiém duy nhat clia moét hé phuong trinh Cramer n
in $6 X,, X, ..., X, duoc xdc dinh theo cong thuc:

el d,...,xn:-dl), (1.5)




éi_mm r*,ao ci{P CHO CAC NHA KINH TE

ity gt e N ame o gt

rong do d la dinh thdc cua ma tran hé 20, d, 3 =1, 2, ..., n) la
dinh thitc ¢4 cor thir j 1a cot 50 hang tr do v tat ca ¢dc ¢él cdn
lai nhuwr cua dinh thuc d. :

-e

Chimg anh: Xéuhé phuong trinh (1.1) ta co:

& A 4y
|
a"'i a'u'. e a'uqi
gd= »
i
a:l! al‘.2 ar‘.rl,l
| :
| al! fil!.]—i bI i)+ HI‘In.i
[ a5 a; 4 b, e Y a,,
d = |
J | i -—
| |
| |
| . anj— bn ’ln.pl rﬂnn‘
i T

Chii y rﬁng, vél moi j ¢6 dinh, phan bu dai sé cua phan tr b,
(1=1,2,...,n) cia dinh thuc d, ding bang phan bu dai so cia
phén t a; cua dinh thic d, boi vi hai dinh thic d va d, chi khdc
nhau O col thit j (cot bi xod di). Khai trién dinh thic d theo cot
thit j, ta co:

d,=bA;+b,A, +--+bA,, (1.6)
trong do A 1a phin bu dai s6 cua phén tir a, cua dinh thic d.
Nghiém duy nhat cua hé phuong trinh (1.1) duge xdc dinh theo
cong thuc (1.3). Ap dung cong thirc (1.3) va (1.6), ta co:

r'\': FAH gy A.liq(bl—‘
|
X‘I l AI\ A1‘5 Aﬂ" 3
X: :Aﬁ]B:-— & - 2
Lxﬁ_. _Aln AEn Ann N bn_




[ A,b, +A,b, + +A_ b | d,
1| A,b, + A,,b, +---+ A_,b, Lid;
aar . (R — ~
| A, b, + A, b, +--+ A_b_ ., 4
Tu day ta c6 cong thuc (1.5).
Vidu: Giai hé phuong trinh:
(—2x + y —3z= 1
3x -4y +2z2= 3
S5x +2y + z=-2
Gidi: Doi vl hé phuong trinh nay ta co:
=2 3§ =
d=| 3 -4 2|=-55,
§ 2 1
1 1 -3
d=| 3 ~4 2{=-9
-2 2 ]
-2 1 -3
d=| 3 3 2]|=56,
5 -2 1
-2 1 ]
d,=] 3 -4 3|=43.
5 2 =2

Theo quy tac Cramer ta tim dugc nghiém duy nhat cia hé
phuong trinh da cho:

(d, /d]
d, /d

d_/d]



- d 9 d, 56 d, 43

6= = YT TS P )
BAI TAP
1. Viét cic hé phuong trinh sau dudi dang phwong trinh ma tran
va gial phuong trinh dé o

3x+2y - 5z= -3 (2x— y+3z= 9

a) §2x+ y+ 3z= 11 b) {3x-5y+ z=-4
14x+3y——12z=—]5 4x—-Ty+2z= 5

2. Sk dung quy tac Cramer, hay gidi cdc hé phuong trinh sau
day:

5x+2y—-3z= 9
4x + 3y = 1

a) b) {2x+ y—-4z= 6
3x + 2y =—6

| 8x+3y—-5z=15

[ x+y+2z=-1 [ 3x+ y-2z= 6

c) {2x-y+2z=-4 d) ¢ 6x+3y-7z=16

dx+y+4z=-2 [15x+2y+ z=16

(2%, +2X, — X3+ X,= 4
4x, + 3%, = X;+2x,= 6
8x, +5x, —3x,+4x, =12

| 3%, +3%X, =2X;+2%,= 6

(2x, +3%, +11x, +5x, = 2

X+ Xab Xy 2%, = 1
f) <«

2X, + X, + 3x3+2x,=-3

L X+ X, + 3%y +4x,=-3




§2. HE PHUONG TRINH
TUYEN TINH TONG QUAT

. CAC DANG BIEU DIEN

a. Dang khai trién
Mot he phuong trink tuyén tinh n 4n s6 x,, X,, ..., X, thudng duoc
viét duéi dang nhu da trinh bay ¢ chuong 2:

;
“ (2.1)
Am1 X ta Xyt ot FAX, = bm

Ta goi dang bi€u dién (2.1) la dang khai trién dé phéan biét véi
c:ac dang dud day.
b. Dang ma tran

T'oan bo dir liéu cho trudc cua hé phuong trinh (2.1) duge tém
tiat trong ma trdn mo réng:

-
a d, o ap bl
_ a a T | b
21 22 2n 2
A=
L~ ml m2l U am.n bm__

Ma tran md& rong chia trong né ma tran hé s6 A va cot s6 hang
twr do B:

Fau a, 0 a, b,

a as a b

21 2 2n 2

A = 4 B: :
_am] aml an’u’l_ _bm_




=

thi hé phuong trinh (2.1) c6 thé viét dudi dang phuong trinh ma
tran

AX = B. (2.2)

Nguoc lai, phuong trinh ma tran (2.2), véi A 1a mét ma tran cip
mxn cho trudce va B 1a mot ma tran cdp mx1 cho trude, 1a mot hé
phuong trinh tuyén tinh n an s6. That vady, AX 12 m6t ma tran
cdp mx 1 khi va chi khi X 1a m6t ma tran cip nx1. Goi x,, X5, ...,
X, 1a cac phan tir cua X va thuc hién phép nhan AX, sau dé can
bang cdc phén tir cha hai ma tran AX va B ta duoc hé phuong
trinh dang (2.1).
c. Dang vecto
Hé phuong trinh (2.1) con viét duge dudi dang tuong duong:

XAl +XA5 + - +Xx,A7 =B, (2.3)

trong dé6 A7 (j=1,2, .., n)lacot thir)cua ma tran hé s6 vaB la

coOt s6 hang tu do:

al_] bl

ay, b

2} 2

AS =] B=| .
._ar“j_J _bITl_.

Nguoc lai, phuong trinh dang (2.3), vé1 A}, A5, ... A}, Blacic
vecto m chiéu cho trudc, 12 mot hé phuong trinh tuyén tinh n 4n




SG Xy, X3y s X,. T dang (2.3) ta thay rang hé phuong trinh tuyén
tinh c6 nghiém khi va hi khi c6t s6 hang w do bieu dién tuyén
tinh qua cac ¢t cua ma tran hé sé, tic la 16n tai cac so6 thuc a,,

Qs, ..., A, $a0 cho
o, Al +a,A; + - +a,A, =B

B6 hé s6 biéu dién tuyén tinh (a,, ¢, ..., &,) chinh Ia nghiém
ctia hé phuong trinh dé.

II. PIEU KIEN CO NGHIEM
Dinh ly sau day cho phép ta can cit vao hang cila ma tran hé s6
va hang cla ma tran mo réng dé nhan biét mot hé phuong trinh
tuyén tinh c6 nghiém hay khéng.
Pinh 1y Cronecker-Capelli: Diéu kién can va da dé moét hé
phuong trinh tuyén tinh ¢6 nghiém la: hang cua ma tran mo rong
bang hang ciia ma tran hé so.
Chimmg minh:
Xét hé phuong trinh tuyén tinh (2.1). Theo dinh nghia hang cua
ma tran thi hang ctua ma tran hé s6 A la hang cua hé vecto
I (2.4)

con hang clia ma tran mo rong A 1a hang cia hé vecto

Al oA s A 2 B {2.5)
Nhu da néi o trén, mot he phuong trinh tuyén tinh ¢é nghiém khi
va chi khi cot s6 hang tu do biéu dién tuyén tinh qua céc cot cua
ma tran hé so.
Néu hé phuong trinh (2.1) ¢6 nghiém thi vecto B biéu dién tuyén
tinh qua cdc vecto ctua hé (2.4), do d6 hang cta hé vecto (2.5)
bang hang cia hé vecto (2.4), tic lar( A ) = r(A).

Nguoc lai, gia sir r( A) = r(A) =r, tirc 1a ca hai hé vecto (2.4) va
(2.5) cuing ¢6 hang bang r. Ldy mot co s bat ky cua hé (2.4):




AE AL (2.6)

Je

Hé vecto {2.6) dong tho 1a oot hé con doc 1ap tuyén tinh cia hé
vecto (2.5). Do hang cia hé vecto (2.5) cing bang r nén hé (2.6)
la mot co sO cta nd. T day suy ra vecto B biéu dién tuyén tinh
qua céc vecto (2.6):

B=py Ay +D AL+ - 0 A (2.7)

T4 hop tuyén tinh & vé€ phai clia dang thic (2.7) c6 thé théc trién
thanh moét t6 hop tuyén tinh clia cic vecto ciia hé (2.4) bang
cach gan cho méi vecto con lai hé s6 bang 0. Nhu vay, ta da
chiing minh duoc ring khi r( A ) = r(A) thi cét s6 hang tu do clia
hé phuong trinh tuyén tinh (2.1) biéu dién tuyén tinh qua céc cot
cua ma tran hé sé cia nd, do do6 hé phuong trinh (2.1) cé
nghiém.

Dinh ly da duoc ching minh.

l. KHAO SAT TONG QUAT HE PHUONG TRINH
TUYEN TINH

St dung dinh ly vé diéu kién c¢6 nghiém va quy tac Cramer, sau
day ta s& xem xét mot cach téng quat hé phuong trinh tuyén tinh
dang (2.1) xudt phat tir viéc tim hang cia ma trn hé s6 A va ma
trdn mo rong A .

Theo dinh ly Cronecker- Capelli, néu r( A ) # r(A) thi hé phuong
trinh (2.1) v6 nghiém.

Xéttruong hopr(A) =r(A) =r.

Trong trudng hop nay hé phuong trinh (2.1) cé it nhat mot
nghiém. Dé giai hé phuong trinh dé ta chon mét dinh thiic con
co sd bt ky cia ma tran A. Khong 1am mat tinh téng quat ta gia
st rang dinh thic con cp r & géc trén bén trdi cia ma tran A 1a
mét dinh thiic con co s& cua no:




ldyp @12 =0 &y
|

2 -a?l_ Ay tor Ay
dg 4, o Ag

Do r{ A) = r nén dinh thiic D doéng thoi 1a dinh thic con co sg
cua ma trin md réng A . Tu day suy ra rang r dong dau ciia ma
t-dn A 1a moét co s0 cia hé vecto dong cia nd. Goi X, l1a dong
thit 1 cia ma trdn A (i =1, 2,..., m). Cic vecto X,, X,,..., X
doc 1ap tuyén tinh va tat ca cic vecto X ,,,..., X, (n€u r < m)
bi€u dién tuyén tinh qua X, X,,..., X.. Vdimbéik=r+ 1,...,m
ta co:

Xie = 0y X + 00X, +---+ o X (2.8)

Theo hé thic (2.8) ta ¢ thé bién d6i sao cho médi dong clia ma
tran mo réng, tr cong thi r + 1 tré xuéng (néu cg), thanh vecto
khéng n + 1 chiéu bang cich cong lan luot vao dong tha k
(k =r+1,...,n) tichchaméidong X, (i=1, 2,..., r) véi (—a,,).
Diéu nay chimg t6 hé phuong trinh (2.1) tuong duong véi hé r
phuong trinh diu cla né:

3. %, FlpXs + ~ R K. :b1
By X, X, + o $H. K. =Dy
< (2.9)
. .X, +3,%X, + - 2. X =b

Hé (2.9) dugc goi 1a hé phuong trinh co so cia hé phuong trinh
tuyén tinh (2.1). Chi y rang hé phuong trinh co s& cia mot hé
phuong trinh tuyén tinh dugc lua chon dua theo cdc dong cua
dinh thic con co s cia ma trian hé sé cta no.

Nhu vdy, viéc giai hé phuong trinh (2.1) quy vé viéc giai hé
phuong trinh co s (2.9).




i OTE

O

= i

TOAN G

Néu r = n thi hé phuong trinh (2.9) 12 mét hé Cramer. do dé no
c6 mot nghiém duy nhit va ta ¢6 thé tim nghiém dé theo quy tac
Cramer.

Néu r < n thi theo dinh thitc con co s¢ D = D2 7# 0 ta goi
X;.X5,..., X, 12 cdc dn chinh va cic 4n con lai 12 dn ne do.
Chuyén céc s6 hang chira cac 4n tr do ctia cdc phuong trinh cia
hé (2.9) sang vé phai va gan cho chiing gid tri tuy y:
xr+1 A I::('Hl! o xn = Ian!

ta dugc mot hé phuong trinh Cramer r 4n s6 X,, X,, ..., X, (VO
dinh thuc cia ma trdn hé s6 la dinh thic D). Theo quy tac
Cramer ta xac dinh duoc X, = o, X- = @, ..., X, = 0, va bd n s6
thuc (a, o, ..., @, &, ..., &) 1a nghiém cta hé (2.9). Nhu vay,
moi bo gia tri gdn cho cdc dn ne do cho niong ung mot nghiém
cua hé phuong trinh (2.9). Do b6 gia tri gan cho cdc n tu do ¢
thé 14y tuy y nén hé phuong trinh (2.9) ¢6 v6 s6 nghiém.
“Sau day la mot s6 két luan tém tat nit ra tir qua trinh khdo sat
tong quat hé phuong trinh tuyén tinh:

I. S6 nghiém clia mét hé phuong trinh tuyén tinh c6 thé xac
dinh duoc théng qua hang cua ma tran hé s6 A, hang cua ma
tran mo réng A va so 4n s6 cia hé:

e Néur(A)#1(A)thi hé phuong trinh tuyén tinh vé nghiém;

® Néur(A) =1(A)=n (nlasé an so) thi hé phuong trinh
tuyén tinh c6 mot nghiém duy nhat,

e Néur(A)=r1(A)=r<n thi hé phuong trinh tuyén tinh cé vo
s6 nghiém. Trong truong hop nay hé phuong trinh tuyén tinh co

n —r 4n tu do va méi boé n — r s6 thuc bt ky gan cho cac 4n ty
do cho tuong ing mot nghiém.

2. Khi r(A) = r(A) = r thi hé phuong trinh tuyén tinh tuong
duong véi hé phuong trinh co s cia né. Hé phuong trinh co so




gdm 1 phuong trinh doc lap tuyén tinh. Cac phuong trinh con lai
cua hé la phuong trinh hé qua cta cdc phuong trinh co so.

3. Dé xéc dinh hé phuong trinh co s& khi r(A) =r( A ) =r va dé
chi dinh cdc 4n chinh va an tu do ta phai chon mot dink thiic con
co sO ciia ma tran hé s6. Néu dinh thitc con co so ducc tao thanh
necdcdongi, i, ..., I, vacac cot j,, ,, ..., J, cua ma iran A thi hé
phuong trinh co sd gom r phiong trinh i, I, ..., i, va dn chinh la
cdc dn c6 chi s6'j,, j,. ..., J., cdc dn con lai (khi r < n) la cdc dn
1w do.

Sau day la mét s6 vi du minh hoa.
Vidu I: Xét hé phuong trinh
3x; + X, —-2x;+3X,=1
X, — X, +3x;+ x,=0
X, +3x, -8x,+3x, =3

Ma tran hé s6 va ma tran md rong ctia hé phuong trinh nay la:

'3 1 =2 5] % 122 8§ ¥
A=[1-1 3 1|:A=/1-1 3 1 0
1 3 -8 3] 1 3 -8 3 3

Ma tran A c6 hang bang 2 boi vi dinh thiic con cdp hai & géc
trén bén trdi khdc O va ca hai dinh thire con cdp ba bao quanh né
déu bing 0:

D; =4, D;; =Dy =0.
Ma tran A c6 hang bang 3, bdi vi né ¢6 moét dinh thitc con cip
ba (cap cao nhat) khac 0: D3 = -8.
Viy hé phuong trinh da cho vé nghiém.

Vidu 2: Xét hé phuong trinh




*Xt +5x2 +ZX3 ZO

k7XI+7x2 +4X3=2

Day 12 mot hé phuong trinh tuyén tinh 3 4n s6. Ma trén hé s6
ciia hé phuong trinh da cho cé hang bang 3, boi vi né chi c6 ba
cOt va c6 mot dinh thitc con cép ba khéc 0:

4 1 1
D3 =| 3-2-1|=12
-1 5 2

Ma trdn md réng cua hé 1a mét ma tran vudéng cdp bén c6 dinh
thitc bing O (ban hiy tu kiém tra) va c6 dinh thic con D};, = 12,
do dé6 hang clia n6 ciing bang 3. Vay hé di cho ¢6 mét nghiém
duy nhét. Dinh thic D}3; 1a m6t dinh thifc con co s& cia ma trén
hé s6, do d6 hé phuong trinh co s& cia hé da cho gébm ba
phuong trinh dau:

4x; + X, + x3 =1

3x; —2x, - x3 =0.

—X; +5%x, +2x3, =0

Day 1a mot hé Cramer 3 4n s6. Theo quy tic Cramer ta dé dang
tim duge nghiém duy nhét cta nd la:

1 5 13
X, =E,x2 :—Tz—,X:, =jl—2— ‘

Vidu 3: Xét hé phuong trinh




- —

[ X, +2X, + 3x;+ 4x, - x4= 3
13%, ~9x, +19x, - 13x, +17x,=-6
l X;— X3+ 5%x,—- X,+ 3x,= 0
Qua viéc tinh hang ta thdy ma tran hé s6 va ma tran mo rdng cua
hé phuong trink nay ciung ¢6 hang bang 2. Dé gidi hé da cho ta
chon mét dinh thitc con co s& cia ma tran hé s6, chang han:
2
=-3=0.
1 =1

12
D =

Hé phuong trinh co s6 gom phuong trinh thit nhat va phuong
trinh thi ba:

X; +2X, +3X; +4x, — %x4=3

X — Xa+5%X;— X, 4+ 3x,=0
Céc 4n chinh 1a x,, x, va céc 4n tu do 12 x;, X,, X5. Chuyén céc s6
hang chifa cic 4n tu do sang v€ phai va gdn cho ching gid tri tuy
y: X; =, X,= B, Xx; =7, ta duoc mot hé phuong trinh Cramer hai
81 S0 X,y %ot

X, +2x, =300 — 4 +7+3

X; — Xy = —=d0+p—3y

Theo quy tac Cramer ta tim duoc:

13 S O 2 5 4
X, = l~-§*a-—§[3—§y, X5 = 1+§(x—§[5+§'y.

Nghiém téng quat cta hé phuong trinh da cho la:

13 2. 5 2 Ao 4
(l_?a—BB———j—Y‘1+'§a“‘§B+§YaaaB:Y]’

trong dé o, B,y la ba so bat ky.




Vi du 4: Giai va bién luan hé phuong trinh:

X4+2y+ 3z= 5
73x—4y+ z=-1 (m la tham s0).
|2x~6y+mz= 2

Giai: Goi A 1a ma tran he s0. 1a co:

i] 5 ¥
d=h4h|3 -4 1| =-10(m +2).
52 -6 m

Khi m # — 2 thi d # C, do dé6 hé phuong trinh da cho la h¢
Cramer. Dé tim nghiém duy nhat theo quy tic Cramer ta tinh
cac dinh thuc:

5 2 3]
d=|-1 -4 1|=-20m-38),
2 -6 m |
11 5 3
d,={3 -1 1|=-16(m-2).
2 2 m
1 2 3
d,=|3 -4 -1!=-80.
2 «6 2

Nhu vay, khi m # -2 hé phuong trinh da cho ¢c6 mot nghiém duy
nhat:

Y= | = e

“Sm+2) T m+2)

(_Qm—% _ R(m —2) 8

5(m+2) "




Hr:phUbhg tnnh tu:gif‘en“ Hinh

.

Khim=-2tacoéd=2~C. dodér(A) < 3. Mat khic, do d; # 0
nén hang cta ma tran mo rong bang 3. Vay truong hop m = - 2
hé phuong trinh da cho vo nghiém.

BAI TAP

3. Giai cic hé phuong trinh sau bang cdch chi ra moét hé
phuong trinh co s& va giai hé phuong trinh co s& do:

(12x, + 9x, + 3x; + 10x, =13

4x, + 3x, + X3 + 2x, = 3

A7 8x, + 6Xx, + 2x5; + S5x, = 7

[16x, + 12x, + 4x; + 9x, =13

2% + Xo— Xg— Xg ¥+ X= 1

b) |
4%, + 5%, — 5x3 — 5%, + x5 =3

3x, + 3x, — 3x; —3x, +4x;, =2

4. S dung dinh ]y Cronecker-Capelli, hay tim k dé cédc hé
phuong trinh sau c6 nghiém

a) X, +2X, = X3 + 4x, =2
X, +7x, —4x; +11x, =k

" 8%, + 6X, + 3X; + 2X, =5

b) 12x, + 3x, + 3x; — 3x, =2
9
4%, + 5%, + 2x; + 3x, =3

L kx, +4x, + X3 +4x, =2

5. Cho hé phuong trinh




a) Tim haig ctz ma tran md& ong ciia hé phirong trinh de
chio.

b) V6i :thimg gia in nao cua m thi Le phuong trinh da cho
co nghiem?

)

t-,:

» Trong trudng hop hé ¢d ighiem hdy xdc dinh nghiem
cta hé theo quy tac Cramex.

6. Ching minh ring mot hé phuong trinh tayén tinh voi s6
phuong titnh bang % an ¢6 inGt nghiém duy ni at khi va chi kin
no6 la hé phuong triiin Cramer.

-

/

. Tim ménh d€ sa: mong cic inénh A€ sau:

a) Néu moét hé phuong trinh tuyén tinh v6i sO phueng trinh
nhd hon s6 &+ ¢é nghiéra thi né cé vo s& nghiém.

b) ioi hé yhwrong tinh tuyén tinh vdi s6 phuong trinh nho
hon 50 an dét c6 vo 56 nghiém.

¢} Moi hé phuong trinh tuyén tinh thaan nhat voi s6 phuceng
trinh nho hen s6 an déu c6 vo s6 nghiém

d) Moi hé phuong trinh tuyén tinh thuan nadt voi ma tran
hé s6 14 ma tran vuong suy bién (co dinh thitc bang 0) déu co
v6 ~0 nghiém

¢) Néu hé phuong trinh wuyén tinh c6 vo s6 nghiém thi khi
bd b6t mot phuong trinh né van ¢ vo s6 nghiém

8. Ching minh ring néu hé phuong trinh tuyén tinh ¢6 ma tran

InG rong la ma tran vuéng khong suy bién thi né vé nghiém.

9. Cho hé phuong trinh




jr ay + bx = ¢

cX +az=>b
l bz+cy =2
Hay tim diéu kién dé hé phuong trinh dé ¢6 mot nghiém duy
nhat va tim nghiém duy nhat do.
10. Tuy theo gid tr1 cua tham s6 (k, m, a, b), hdy giai cic hé
phuong trinh sau:
(kx + y+ z=1
a) ¢ x+ky+ z=k
| x+ y+ kz=k
mx + my + (m+1)z=m
b) < mx +my + (m-1)z=m

(m+Dx +my + C2m+3)z= 1

-

Jax + Qa+ 1)y + (a+ 1)z = a

@]
—

Ra-Dx+2a-l)y+(@a-2)z=a+1l

[ (4a - 1)x + lay + 282 = ]

[ (5b+ Dx + 2by + (4b+ 1)z =1+b

d) 4b-Dx +(b-i)y + 4b-1z = -1
12(3b+1):~; + 2by + (5b+2)z=2-Db

§3. HE PHUONG TRINH TUYEN TiNH
THUAN NHAT

I. PIEU KIEN CO NGHIEM KHONG TAM THUONG

Hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhét la hé phuong trinh tuyén
tinh véi tat ca cdc s6 hang tu do bang 0. Hé phuong trinh tuyén
tinh thuan nhét n 4n s6 x,,X,, ..., X, ¢6 dang tong qudt nhu sau:




x =0
A (3.1)

‘ Yioe

O I T T
| L}

i .

Lamlxi +ar:ﬂx‘2 ¥ -,H‘anmxn o O

Hé thuan nhat (3.1) cd 1t nhat mot nghié"m goi la nghiénm khéng,
hay nghiém tam thuong: Xy =X, = ... =X, = 0. Dir liéu vé hé
thuén nhat (3.1) duogc tém tat trong ma tran hé Q)

— -

a, an, 4y,
A = dy @yt dgy
,_arni aml o amn_

S nghiém clia m6t hé phuong trinh tuyén tinh thuan nidt n an
86 dugc xac dinh thong qua hang cua ma tran hé s6 ctua 16 va so
an:

® Néu r(A) = n thi hé thuian nhat ¢6 mot nghiém duy nhét 1a
nghiém tam thudng;

e Néur(A) < n thi hé thudn nhat cé vo s6 nghiém

Nhu vay, diéu kién cé nghiém khong tim thuong dong ahit voi
diéu kién dé hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat ¢6 vo s6
nghiém, do dé ta cé:

Pinh ly: Diéu kién cin va di dé moét hé phuong trinh tuyén tinh
thuan nhat cé nghiém khong tim thuong la: hang cua me tran hé
s6 cua n6 nho hon s6 an.

Tur dinh 1y nay suy ra cdc hé qua sau day:

Hé qua 1; Mot hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhét véi s6
phuong trinh béng s6 4n ¢6 nghiém khong tdm thudng khi va chi
khi dinh thic cia ma tran hé s6 bang 0.




Thét vay, khi m = n thi ma tran cua hé (3.1) la mot ma tran
vudng cap n. Hang clia mot ma trin vuong cap n nho hon n khi
va chi khi dinh thic ctia né bang 0.

Hé qua 2: Moi hé phuong trinh tuyén tinh thuin nhat véi s
phuong trinh nhé hon s6 an déu cé nghiém khong tim thudng.
That vay, hang cia ma trin hé s6 cta hé phuong trinh (3.1)
khéng thé vuot qua s6 phuong trinh ctia hé: r(A) < m. Do dé,
néum < n thi diéu kién r(A) < n dugc thoa min.

II. CAU TRUC CUA TAP HOP NGHIEM

Dé tién cho viéc phan tich ta viét hé phuong trinh tuyén tinh
thuin nhét (3.1) dudi dang phuong trinh ma tran:

AX =0, (3.2}
trong d6 A 12 ma tran hé s6, X la cot 4n s6 va O la ma tran
khong cap mx1 (cot so hang tu do ciia hé thuan nhat). Nghiém
ctia hé phuong trinh (3.1) 12 mot vecto n chiéu viét dudi dang ma
tran cap nx1

— —

g
£

[ &n

ma khi thay X = G vao (3.2) ta duoc dang thic ding: GX = O.
Ta ciing ¢6 thé xem méi nghiém cta hé phuong trinh (3.1) nhu
mot vecto n chiéu.

Dinh ly: Tap hop tat ca cic nghiém ciia mot hé phuong trinh
tuyén tinh thuan nhat n 4n s6 1a mot khong gian con ciia khong
gian R".

Chiing minh: Goi G va H la hai nghiém bat ky cta hé phuong
trinh tuyén tinh thuan nhat (3. 1), ta c6:




AG =0, AH=0.
Theo cdc tinh chat da biét cta phép nhan ma tran, tir day suy ra:
AG+H)=AG+AH=0+0z0,

A(G) = a(AG) = a0 =0 (a la mét séthuc bat ky).
Piéu nay chimg t06 G + H va oG la cdc nghiém ctia hé (3.1).
Nhur vay, ta da chimg minh dugc rang:
e Tong hai nghiém bat ky cia hé (3.1) 1a mot nghiém cta né.
@ Tich cua mot nghiém bat ky ctia hé (3.1) véi mot s6 o bat ky

la nghiém cia né.

Neéu xét tap hop tat ca cac nghiém cia hé phuong trinh tuyén
tinh thuan nhat (3.1) nhu mét tip hop vecto n chiéu thi diéu
ching minh trén day chung t6 tap hop dé la mét khong gian con
cia khong gian R".
binh nghia: Ta goi tap hop tat ca cac nghiém cia mot hé
phuong trinh tuyén tinh thuan nhat 1a khéng gian nghiém cua né.

I11. HE NGHIEM CO BAN

Xét khong gian nghiém cua hé phuong trinh tuyén tinh thuan
nhit khi né ¢6 vo6 s6 nghiém, tic 1a khi hang clia ma tran hé s¢
ctia n6 nho hon s6 4n.

Dinh nghia: M6i co s ciua khong gian nghiém cia mot hé
phuong trinh tuyén tinh thuan nhit dugc goi 1a moét hé nghiém
co ban cia né.

Nhu vdy, hé nghiém co ban clia hé phuong trinh tuyén tinh
thuin nhat (3.1) la tap hop céc nghiém P, P,, ... , P, (xem nhu
cac vecto n chiéu) thoa man hai diéu kién:

e P,P, ..., P doc lap tuyén tinh;

® Moi nghiém cua hé phuong trinh (3.1) biéu dién tuyén tinh
qua P, B, ., P

5"




Nhu ta da biét, hai co s bat ky cia mot khéng gian con cua
khong gian R" ¢6 s0 vecto bang nhau. Nhu vay, cdc hé nghiém
co ban cia mdt hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat cé so
nghiém nhu nhau. Pinh 1y sau day cho phép ta xdc dinh s6
nghiém ctia moi hé nghiém co ban thong qua hang cta ma tran
hé so va s6 an so.

Dinh ly: Khir(A) =r < n thi khéng gian nghiém cta hé phuong
trinh tuyén tinh thudn nhat (3.1) 1a mot khéng gian conn — r
chiéu cua khong gian R", tic 12 méi hé nghiém co ban clia hé
phuong trinh (3.1) ¢c6 n — r nghiém.

Chimg minh: Pinh 1y sé duoc ching minh néu ta chi ra mét hé
nghiém co ban gom n - r nghiém.

Khi r < n hé phuong trinh (3.1) c6 n — r an tu do. D€ cho xéc
dinh ta gid st x,,. ..., X, 12 c4c an tu do (X,, X, ... , X, ]2 c4c 4n
chinh). Khi dé, m6i bo n-rsé (a,,,, ..., @) bat ky gan cho cic
an tu do x,,,, ..., X, cho tuong ing moét nghiém cua hé phuong
trinh (3.1). Méi bo s6 dé cé thé xem nhur mot vecto n — r chiéu.
Néu dung cic vecto don vi n — r chiéu E|,E,,...,E___ lam cic
bo s6 gan cho cdc an tu do thi ta cé n—r nghiém sau:

1§ il 5
1 0 0
Pz [0, Baml L], o P | B

r+1

0 0 ]

L = = = =N -
-

Ta s€ chimg minh rang P, ,, P,,,, ... , P, 1a mot hé nghiém co ban
cua hé phuong trinh (3.1).

Trude hét ta thay rang cdc nghiém P, P,,,, ... , P, la cdc vecto
doc 1ap tuyén tinh. That vay, t6 hop tuyén tinh




T+1* r+d r+2

k P +kr+2P + '“+knpn:' kr+2

bang vectd khong n chiéu khi va chi khik,,,=k,,= - =k, =0.
Xét mot nghiém bat ky cua hé phuong trinh (3.1) tuong tng véi
BO SO (0,1 Oigsvees O0) glnichocde Sn tr do X i; X 50 <5 X2

T =
-

r+l
] '

_anJ

Goi Q 1a t6 hop tuyén tinh cha cic nghiém P, P.,,, .. , P, v6i
cdc hé s tvong ung a.,,, & ,5, ... , O, ta €O:

Qzaﬂlpwl e 5 ar+2Pr+2 ¢ +anPn

] [ ¢ ] 31 & & |
a’nl 0 C"lr-l
=l 0 [+|a,,|+-+|0]|=]a,,
0] | 0 ] &y ] L

Vi Q 1a mot t6 hop tuyén tinh clia cac vecto thudc khing gian
nghiém cua hé phuong trinh (3.1) nén Q 1a mét nghiém cia hé
phuong trinh d6. Hé thic trén cho thay Q la nghiém tvong img
véi chinh bo sd thue (a,, |, @, , 5 ... , &) gan cho cic an tr do




X s X, 420 - » X, d€ duoc nghi¢m G. Méi bo n —r $6 gan cho cdc
an wr do cho tuong img ding mot nghiém cua hé phuong trinh,
do dé Q chinh Ia nghiém G ndéi trén. Diéu nay chiing té nghiém
G clia hé phuong trinh (3.1) biéu dién tuyén tinh qua cdc nghiém

Pr-l.-l* r+2.!‘”*Pn'

Ta da chimg minh duoc rang hé n — r nghiém PP, ,...,P,
ctia hé phuong trinh (3.1) doc 1ap tuyén tinh va moi nghiém cua
hé phuong trinh d6 biéu dién tuyén tinh qua ching, do dé
P...P,,,...,P 1a mot hé nghiém co ban ciua hé phuong trinh
(3.1). Dinh ly da dugc ching minh.

Chit y: Qua trinh ching minh dinh ly trén day da chi ra cich
tim mot hé nghiém co ban cta hé phuong trinh tuyén tinh thuin
nhat. Khi hé phuong trinh tuyén tinh thudn nhit c6 vo so
nghiém, né cé vd s6 hé nghiém co ban. Viéc tim ra mot hé
nghiém co ban ndo dé phu thudc vao viéc chi dinh cdc 4n chinh
va viéc lua chon n — r vecto n — r chiéu lam cdc bo s6 thuc gan
cho cac 4n tu do. Ban doc can chi y:

e Viéc chi dinh cdc 4n chinh va cdc 4n tur do phai xudt phat tir
mot dinh thiic con co s& clia ma tran hé s6: cac 4n chinh 1a céc
4n tuong (ng véi cdc cOt cia ma tran hé s6 tao thanh dinh thitc
con co sd, cac 4n con lai 1a céic 4n tu do.

e D¢ cho don gian, trong phan chimg minh dinh ly trén day ta
ldy cdc vecto don vi E,, E,, ..., E _ cua khong gian R"™" lam
cdc bo s6 gan cho cdc an tr do dé duge n — r nghiém clia hé
nghiém co ban. Thay cho cic vecto don vi ta ¢6 thé chon n—r
vecto doc lap tuyén tinh bat ky cua khong gian R™". M6t céich
chon don gian la lay cdc dong (hoéc cac c6t) cia mdt dinh thic
khdac O cdpn —r.

Vidu: Tim hé nghiém co ban cua hé phuong trinh:




2%, = X, + 3x;-2x,+ x5=0

3, + Xo= .+ x, =2x.=0
H s K 4 5 (33\)
3x, —4x, +14x, -7x, +5x,=0

X; +2X, — 8X;+3Xx,—3x,=0

Giai: Theo phuong phdp tim hang ta dé dang xdc dinh dugc hang
clia ma tran hé s6 cua hé phuong trinh nay bing 2. Chon mot
dinh thic con co s& ciia ma trdn hé so, chang han:

1
=120
2 -3

o
14 —

Theo dinh thic con co s¢ da chon, hé phuong trinh co s& cha hé
da cho gobm phuong trinh thit nhat va phuong trinh thu tu:

Jin - Ry + IR, = 2X,+ X,=0

[ X, +2x, — 8x;+ 3x,— 3x,=0
Ciing theo dinh thiic con co s ndi trén, 4n chinh ctia hé phuong
trinh 12 X,, Xy, cdc an con lai 12 4n tr do. Xem céc an tu do
X,X3,X4 nhu cdc s6 bat ky va chuyén cic s6 hang chia ching
sang v€ phai ta duoc:

| -X, + X5 =-2x, —3x, +2x,
2X, — 3X, = — X, +8x, —3x,

Giai hé Cramer hai 4n s6 x,, X, ta duoc:

: (3.4)
Xs = 5%, ~2X; - X,

Néu chon cac vecto don vi 3 chiéu E, = (1, 0, 0), E, = (0, 1, 0),
E, = (0, 0, 1) l1am céc bo gia tri gan cho c4c 4n tu do X., X, X, ta
dugc mot hé nghiém co ban cua hé phuong trinh (3.3):




= =]

L] L. ok L -

(ic nghiém P, P,, P, dugc xdc dinh nhu sau:
=1L.x=0,x,=0 = x,=7, x,=5 =>P;

Néu chon cdc dong cua dinh thitc cdp 3:

p.
0o 2 Il 1=—4#0
0

lim cac bo s6 gin cho céic 4n tr do ta dugc mot hé nghiém co
bin khac cua hé phuong trinh (3.3):

[ 27 [ 0] [ 0
10 -1 3
le -1 |5 Q:g: v P Q3= £ 4.
] 1 =]
L11 -5 1

1v. MOI LIEN HE VOI HE KHONG THUAN NHAT
X3t mot hé phuong trinh tuyén tinh khong thuan nhat bat ky:




BHX] + aIEX2 +"' + alnxn = b;

ayX; + apX, +-- + a,x, = b,

X . - (3.5)

------------------------------------

ham]xl “}'amzxz + -+ 424 J(n - hl]'l

Cung véi hé (3.5) ta xét hé phuong trinh tuyén tinh thudn nhat
c6 cling ma trin hé so:

( HHXI + alzxz + L + alnxn - 0
azlxl + azzxz e o az X = 0

) n*"n (36)
) kamlxl 2 % amzxZ + LN + amnln = O

DPinh nghia: Hé (3.6) duoc goi 1a hé thudn nhdt lién kér cha hé
phuong trinh tuyén tinh (3.5).
Dé dé xem xét méi lién hé ta viét cac hé phuong trinh (3.5) va
(3.6) dudi dang ma tran:

AX =B, £5.5"}

AX =0. (3.6")
Dinh ly:
1. Hiéu hai nghiém bat ky cua hé phuong trinh tuyén tinh
khong thuan nhat (3.5) 1a mo6t nghiém cta hé thuin nhat lién két
cua nd.
2. Tong cua mot nghiém bat ky clia hé phuong trinh tuyén tinh
khong thuin nhat (3.5) va mét nghiém bat ky cta hé thuin nhat
lién két 1a nghiém cua hé (3.5).
Chimg minh:
1. Goi C,, G, 1a hai nghiém bat ky cua hé khong thuan nhat
(3.5), ta co:

AC, =B, AC,=B.

Tu day suy ra




A{C,-C)=AC,-AC,=B-B=0.
Diéu nay chimg 1o C, — C, 12 mét nghiém cta hé thudn nhat lién
két (3.6).
2. V&1 C la mot nghiém bat ky caa hé khéng thuan nhat (3.5)
va G la moét nghiém bit ky ctiia hé thuin nhat lién két (3.6), ta
co:

AC=B, AG=10).

Tur day suy ra: )
A(C+G)=AC+AG=B+0=B.
Diéu nay chimg t6 C + G 1a m6t nghiém cta hé phuong trinh
tuyén tinh khong thuin nhat (3.5).
Tir cdc két qua trén day suy ra duoc rang néu X 1a mot nghiém
riéng cua hé phuong trinh (3.5) va P, P,, ..., P.__ 1a mot he
nghiém co ban ciia hé thudn nhat lién két (3.6) thi nghiém téng
quat ctiia hé phuong trinh (3.5) ¢6 thé viét duéi dang:
X=X +o,P,+0,P,+ -+ a_P_

(ay, ay, ..., o, -, la cdc s6 thuc bat ky).

BAI TAP
11. Néu hé phuong trinh tuyén tinh thuin nhat cé hé vecto cét

cua ma trdn hé s6 doc lap tuyén tinh thi né cé nghiém khong
tam thuong hay khong? Tai sao?

12. Ching minh rang néu ma tran hé s6 cia moét hé phuong
trinh tuyén tinh thuan nhat cé hai c6t ty 1é thi hé phuong trinh dé
cé nghiém khong tim thuong.

13. Ma trdn hé s6 ciia mét hé phuong trinh tuyén tinh thuin
nhat 9 an s6 c6 ma tran chuyén vi bang ma tran déi cia né. Hé

4




phuong trinh d6 c6 nghiém khong tam thuong hay khoéag? Tai
sao?

14. Tim nghiém téng quit vd mot hé nghiém co ban cia hé
phuong trinh sau:

’

X; +2X5 +3x; +4x, =0
a) 2%, +3x, +4x5 +5x, =0
3x; +4X, +5%x5 +6x4, =0
(3%, + 4X, — 5x; + Tx, =0
2%, — 3%, + 3%x3 - 2x, =0
b) <
4x, +11x, —13x, +16x, =0
7X, — 2%, + X3+ 3x, =0
[ X, + Xy + X3+ X4 +X5=0
3x; +2X, + X3+ X4 +%x5=0
) <4x,+3x2+2x3+2x4+x5=0
| 5x, +4x, +3x; +3x, - x5 =0
[ X, = X, +X3— X, + X5 =0
d) <2x1+ Xs — X3 +2X, —3x5 =0
3X; —2X; — X3+ X, —2x5 =0
|2X) —3X5 + X3 —2X, +2%X5 =0

15. Tim nghiém téng quét ctia hé phuong trinh sau chi ramot hé
nghiém co ban cua hé phuong trinh thuan nhat lién két

L X~ K B~ 3 - X =72
ﬁ
5x; +4x, —4x, +9x, - 8x; =1




-

§4. MOT SO MO HINH TUYEN TiNH
TRONG PHAN TICH KINH TE

I. MO HINH CAN BANG THI TRUONG
a. Thi truong mot loai hang hod

Khi phén tich hoat déng cua thi truong hang hoa, cac nha kinh té
hoc sir dung ham cung va ham cdu dé biéu dién su phu thudc
cua luong cung va luong cau vao gia hang hoa (vdi gia thiét cac
yéu t6 khic khong thay doi). Dang tuyén tinh cua ham cung va
ham cadu nhu sau:

Ham cung: Q=-a,+a,p,

Ham cau: Q,=b,— b,p,
trong d6 Q, 1a luong cung, tic la lugng hang héa ma nguol ban
bang long ban; Q, la luong cau, tic 1a lugng hang hoa ma ngudi
mua bidng long mua; p la gia hang hod; a,, a,, by, b, 12 cdc hidng
s6 duong.

M6 hinh cén béang thi truong c6 dang:

Q, =-a,+ap {Qs = —a, +a,p

Q, =b,-bp < 1Q,=b,—-bp

Q, =Q, —a,+a,p=b,-bp

L

Giai hé phuong trinh nay ta tim duoc:

- s _ 3, +Db,
Gidcin bang: 3=~
a, +b,

! e me ~ b, —a,b
Luong can bang: Q =Q, =Q, . A0y iy L




b. Thi truong nhiéu hang hod

Trong thi trudng nhiéu hang hod lién quan gia cua hang hod nay
c6 thé anh huong dén lugng cung va luong cau cua cdc hang hod
khac. Dé xét mo hinh cin bang thi truomg n hang hoé lién quan
ta ky hiéu bién s6 nhu sau:

Q,; 1a lugng cung hang hed i

Q,; 1a luong cau doi vaéi hang hoa |,

p; 1a gida hang hoa 1.
Véi gia thiét cdc yéu t6 khdc khong thay déi, hAm cung vi ham
cau tuyén tinh ¢o daug:
Ham cung bang hoa &

Qi=2p+a,p, +ap,+ .. +a,p, (i=1,2, ... n)
Ham ciu déi véi hang hod 1

Qui=bo+byp, +byp,+...+bp,(i=1,2 ...,n
M6 hinh céan bang thi truong n hang hod c6 dang nhu sau:
Q; =a,+a,p +a,p,+ - +a,p,
Qs = by +b,p, +by,p, + - +b,p,

{
Q-,i = Qg
;i — % W A

Tir hé phuong trinh nay ta suy ra hé phuong trinh xac dinh gid
cAn bing:

a,+a,p; +a,p, +--+a,p,= b+ b,p +b,p; +:-+b,,p,

A0+ Ay Py +app, + o+ a5, p,= by + by p, +byypy + -+ by, P,

Bt APy TPy b F B D™ Ot By DDy i d P,




Pat ¢, =a, —b, vdimoii=1,2,...,n va k=0,1,2,...,nta
duoc hé phuong trinh:

ChPiy +CpaPa t+ o +C,Pn T ~Cyo

Cy Py +CpyPy + - +Cy P, = —C
< 2Py 2P2 2nPhn 20 (4.1)
\Cnlpl +Cn2p2 = R +Cnnpn = _Cnﬂ

Giai hé phuong trinh tuyén tinh (4.1) ta xdc dinh duoc gia céan
bang cua tat ca n hang hod, sau dé thay vao ham cung (hoac
ham cdu) ta xdc dinh dugc luong can bang.
Vi du 1: Gia st thi truong géom 2 mat hang: hang hod 1 va hang
ho4 2, véi ham cung va ham cau nhu sau:
Hanghod 1: Q,=-2+3p, ; Qu=10-2p,+ p,.
Hanghod 2: Q,=-1+2p, ; Qu=15 + p,—p»
Heé phuong trinh x4c dinh gid can bang:

~2+3p, =10-2p, + p, Sp, - p, =12
—
—1+2p, =15+ p, - p; -p, +3p, =16

Giai hé phuong trinh nay ta tim dugc gid can bang clia moi mat
hang:

46

T

Thay gi4 can bang viao cdc biéu thiic ham cung ta xéc dinh duoc
luong can bang:

Hang hod 1: p, = 27—6; Hang hoa 2: p, =

Hang hod 1:, Q,= -2+ 3 p, =%4i;
> ¢ Yo £ 8
Hang hod 2: Q, = -1+ 2p, ==

Vi du 2: Gia st thi truong gom 3 mat hang: hang hoa 1, hang
ho4 2 va hang ho4 3, véi ham cung va ham cau nhu sau:




Kpicho . ACNH KINH

Hang hoa i: Q,, =-10+ 2p,, Q,, =100 - 5p, + 3p.—p;
Hang hod 2: Q,=-20+ 5p,, Q.= 120+ 2p, - 8p2 ~ 2ps;
Hang hod 3: Q= 13p,, Q=300 - 10p, — 5p, -
Hay xic dinh gi4 cin bing va lugng can bang cliia moi mf_ﬂ hang.
Giai: Gia cin bang duoc x:ic dinh tir hé phuong trinh:
-10+ 2p, = 100 - 5p, +3p, - p;
30+ 5, = 1904 2p; — 86, —2p,
| 13p, = 300 - 10p, — 5p, — P,
7p, - 3p, + p;=110
& 4 2p, —13p, - 2p, = ~140
10p, + 5p, + 14p, = 300

Giai hé prrong trinh nay ta tim dirge gid can bang ciia méi mat
hang nhu sau:

_ 495

Hang hod 1: P, = -2~ 1

ang noa P 73
320

Hang hod 2: p, = "
ang hoa 2: p, ETR
25

Hang hod 3: p, ==
ang noa P3 23

Thay vao céc biéu thiic ham cung ta tinh dugc luoig can bang
ciia mo6i mat hang:

Hang hod !: Q, =-10+2p, =-10+2. 5232:7—;39

o ; — 20 1140
Hang hoa 2: Q, =-20+5p, = -20+5. = :
. Qe ==20430 = 2043 = 3

2o 325
Hang ho4 3: =13p, =13.—= = .




II. MO HINH CAN BANG KINH TE VI MO

O dang don gidn, ta xét mo hinh can bing ddi véi mot nén kinh
(€ déng (khong ¢6 quan hé kinh t€ v&i nude ngoai).
Goi Y la téng thu nhap quéc dan (Income) va E 1a téng chi tiéu
k€ hoach (Planned Ependiture) ctia nén kinh €, trang théi can
bang duoc biéu dién dudi dang phuong trinh:
Y=KE.

Trong mot nén kinh t€ déng, téng chi tiéu k€& hoach cua toan bo
nén kinh t€ goém céc thanh phan sau:

C: Tiéu dung (Consumption) cua cic ho gia dinh;

G: Chi tiéu cua chinh pht (Government);

I : Chi tiéu cho diu tu cia cic nha san xuit (Investment).
Phuong trinh can bang trong trudng hop nén kinh té€ déng la:

Y=C+G+L
Ta gia sir rang ddu tr theo k€ hoach 1a ¢@ dinh: I = I, va chinh
sach tai khod cta chinh pht ¢6 dinh: G = G, con tiéu dung ctua
cac ho gia dinh phu thuéc vao thu nhap dudi dang ham bac nhat
(goi la ham tiéu dung):
C=aY+b (O<a<l,b>0).
Hé s6 a biéu dién luong tiéu ding gia tang khi ngudi ta cé thém
$1 thu nhap, duoc goi 1a xu hudng tiéu ding cén bién (marginal
propensity to consume), con b 1a mitc tiéu dung téi thiéu, tic 1a
muc tiéu dung khi khéng ¢6 thu nhap.
M6 hinh can bang kinh t€ vi mé trong truong hop nay quy vé hé
phuong trinh tuyén tinh:
Y:C+ID+G0 Y_C:10+Go
s
CsaY +b -aY+C=Db

Giai hé phuong trinh nay ta xdc dinh duoc mic thu nhép can
bang va mic tiéu ding can bang clia nén kinh té:




bt g #43g e - b+ a(l, + Gy)

Y= Wk B TN

l-a ] -2
Trén day l1a mé hinh can bﬁng,_kinh t¢€ vi mo dang don gian. Do
phie tap cua mé hinh s& tang lén néu ta tinh dén cdc yéu 16
khde, chang han nhu thué, xuét nhap khau v.v... Néu tinh thué
thu nhp thi ham tiéu dung s& thay déi nhu sau:
C=aY,+b,

trong d6 Y, la thu nhip sau thu€, hay con goi l1a thu nhap kha
dung (disposable income):

Y, =Y - T (T la thu€ thu nhap).
Goi ty 1é thué thu nhip 1a t (biéu dién & dang thap phan), ta cé:

Y, =Y - tY=(1-1)Y, C=a(l-1)Y +b.

Miic thu nhap quéc dan va tiéu dung can bang la:
b+lp+Go = _ b+ald-t)do +Go)
| =all=1ty = =~ 1= a(l~1t) '
Vidu: Néu C =200 + 0,75Y ; I,= 300 ; G,= 400 (tinh bang triéu

USD) thi ta tinh dugc mic thu nhap can bang va mic tiéu dung
cén bang la:

Y =

13

— 200+ 300 + 400

Y - s 16 "
e 3600 (triéu USD):

_ 200+ 0,75(300 |

il 1 _(() . +499) _ 2900 (trieu USD).

Néu nha nudc thu thu€ thu nhap & mic 20% thi t = 0,2. Khi dé
muc can bang nhu sau:

- 200+ 300 + 400
¥ - — 1€ g
120,750 -0.2) 2250 (trieu USD);
= 20 - . :
& = 200+0.75(1-0,2)300 +400) _ o0 e USD).

} —0 75¢L—10,2)




ITi. MO HINH IS-LM

Trong kinh t¢ hoc vi mo, ngudi ta sirdung mo hinh IS-1LM dé
phan tich trang thai can bang cua nén kinh t€ trong ca hai thi
truong: thi truong hang hod va thi trugng tien té.
Trén day ta da xét mo hinh can bang kinh € vi mo (nén kinh t&
dong):

Y=C+1+G,

C=aY+b,I =1,G=G,

V@i su ¢6 mat cua thi truong tién té, mot bién s6 c6 y nghia
quan trong dugc xem x€t la 1ai suét, ky hiéu Ia r. Trong moé hinh
can bang kinh t&€ vi mo6 trén day ta gia thiét rang tong diu tu
khong doi: 1= 1, Dé xét anh hudng qua lai giira thi truomg hang
hod va thi truong tién té ta gid su rang tong ddu tu I phu thuéc
vao lai1 suat r theo quy luat: 131 suat cang cao thi dau tu cang
giam. Ham s6 biéu dién quan hé d6 duoc goi la ham dau .
Ham dau tu tuyén tinh c¢6 dang:

I =c—dr (c,dlacdc hang s6 duong).
Phuong trinh biéu dién diéu kién cin bang cua thi truong hang
hoa la:

Y = (aY + b) + (c — dr) + G,
< dr=b+c+G,—- (1 -a)Y (4.2)

Phuong trinh (4.2) biéu dién quan hé gira 1ai suét va thu nhap
khi thi truong hiang hod can bang (tdng cung bang tng ciu)
duoc goi 1a phuong trinh IS. Tu (4.2) ta thiy rang thu nhap Y
cang tang thi 14i suat r cang giam. Néu biéu dién quan hé (4.2)
trén mat phang véi truc hoanh la thu nhép va truc tung la a1 suat
thi ta duoc mot duong thang déc xuong. Putmg thang dé duoc
goi la duong IS.

Trong thi trudng tién té ngudi ta cho rang luong cau tién, ky
hiéu 14 L, ¢6 quan hé cung chiéu véi thu nhap va quan hé nguoc




chicu véi tai saat, idc la khi thu,nhdp tang nguoi ta dung nhiéu
tién mat hon va khi 131 suat rapg ‘hguoi ta diing tién mat it di
NEu bicu dién bang ham tuyén b ‘n# thi hami cau tien c6 dang.

L =Y - Pr,

trong d6 L 14 luong c4u tién mat, cwva P 1a cac hang s6 duong.
Gia st lugng cung tién, ky hiéu la M, dugc c6 dinh & mic M,
biéu kién can bing cuta thi truéng tién t&¢ (M = L) dugc biéu
dién dudi dang phuong trinh:

M, =Y - Br < Br=aY - M,. (4.3)
Phuong trinh (4.3) biéu dién diéu kién can bang cta thi truong
tién t& dugc goi 1a phuong rrinh LM va dudng biéu dién quan hé
dé trén mat phang toa d6 dugc goi 1a duong LM. Tt phuong
trinh (4.3) suy ra rang khi thu nhap Y tang thi 1ai suét tang, do
dé duong LM la duong déc lén.

Mé6 hinh IS-LM quy vé hé hai phuong trinh (4.2) va (4.3)
(phuong trinh IS va phuong trinh LM). Tir hé phuong trinh d6 ta
xdc dinh duoc mirc thu nhap va 1ai suat dam bao can bang trong
ca thi truong hang hoa va thi truong tién té:
B(b+c+G,)+dM, a(b+c+G,) - (1-a)M,

ad +B(1-a) ad + B(1-a) '
Diém can biang (Y,1) la giao diém clia duong IS va duong LM.

g &

?___

" LM




Trén day ching 61 dé cap dén mo hinh IS-LM dang don gian dé
ban doc budc dau lam quen vdi viéc st dung todn hoc trong
phan tich kinh té€. Trong kinh t€ hoc vi md, mé hinh IS-LM dugc
dé cdp & cic cdp do khac nhau, tuy theo cac yéu t6 va cic quan
hé duoc tinh dén trong moé hinh. Chang han, d6i véi nén kinh té
md, phuong trinh cdn bang cua thi truong hang hod (can bang
thu nhap quéc dan) duoc xét dudi dang:
Y=C+I+G+X,
trong d6 X 1a xuét khiu rong (xuét khau — nhap khdu). Néu tinh
dén thué thu nhap thi ham tiéu ding dugc thay bang:
C=aY,+b, Y,=Y - T (T la téng thué thu nhap).

Ngoai ra, céc thanh t6 G, X c6 thé duoc xét ¢c6 tinh dén quan he
véi thu nhap va mét sé yéu t6 khac.

Vi du : Cho biét cdc thong tin sau day vé moét nén kinh t€ dong,
véi lai sudt r tinh bang %, ty 1é thu€ thu nhép t yiét dudi dang
thap phén, cdc bién con lai tinh béang triéu USD:

C=08Y,+30,Y,={1~-DY;

I=20-5r;

t = 0,15 (ty 1é thué thu nhap), G = 200;

L=0,5Y - 2r, M =400.

a) Hay lap phuong trinh IS va phuong trinh LM.

b) Xac dinh miic thu nhhap can bang va 13i suit can bang.
Gidi: Day 12 mot vi du vé& nén kinh t& déng, c6 tinh dén thué thu
nhap T =tY.

a) Phuong trinh IS:

Y=C+I1+G

<Y =0,8(1 -0,15Y + 50 + 20 - 5r + 200
< 0,32Y + 5r = 270.




Phuong trinh LM: M=L & 0,5Y — 2r = 400

b) Thu nhap can bang va iai suit can bang dugc xdc dinh tir
hé phuong trinh (két hop phirong trinh IS va phuong trinh LM):

0,32Y +5r =270
0,5Y - 2r =400

Giai hé phuong trinh nay ta tim duoc:
Thu nhap can bang: Y = 808,92 (triéu USD),

Lai suat can bang: T=2,23 %.

IV. MO HINH INPUT-OUTPUT CUA LEONTIEF

Mo hinh Input-Output ctia gido su Leontief (con duoc goi la mo
hinh 1/0, hay mé hinh can doi lién nganh) dé cap dén viéc xdc
dinh téng cdu d6i v6i san phdm ciia méi nganh san xudt trong
t6ng thé nén kinh t€. Trong khuon khé cia mo hinh, khai niém
nganh dugc xem xét theo nghia thudn tuy san xuat. Cic gia thiét
duoc dat ra nhu sau:

1. Méi nganh san xuit mét loai san phdm hang hoa thuidn nhat
hodc san xuit mét bo hang hod theo mot ty 1é nhat dinh. Trong
truong hop thit hai ta coi méi t6 hop hang hod theo ty 1€ ¢6 dinh
do 1a mot mar hang.

2. Cic san phdm didu vio clia san xuét trong pham vi mot
nganh duogc sir dung theo mot ty 1é cé dinh.

Trong m6t nén kinh t€ hién dai, viéc san xuét mot loai san pham
hang hoa doi héi phai sit dung cdc loai san phdm khdc nhau
trong co ciu cic yéu t6 diu vao cla san xuat. Chang han, viéc
san xuat thép doi hdi phai sir dung quéang sat, dién, than, ... Do
dé, téng c4u d6i v6i san pham ctia méi nganh bao gom:

® (Cdu trung gian tir phia cic nha san xuit su dung loai san
pham dé cho qua trinh san xudt;




® (Cdu cuoi tx phia nhimg ngudi s dung san phim dé tiéu
dung hodc xudt khiu, bao gom cdc ho gia dinh, nha nudc, céc to
chic xuadt khau, ...

Xét mot nén kinh 1€ ¢é n nganh san xuit, goi quy udc la: nganh
1, nganh 2.... , nganh n. D€ thuan tién cho viéc tinh chi phi cho
cac y€u to san xuit, ta biéu dién lugng cdu cla tat ca cac loai
hang hod & dang gid tri, tic 12 do bang don vi tién té (véi gia
thiét gi4 thi trudng 6n dinh). Téng ciu d6i véi san phdm hang
hod cia méinganh i (i= 1, 2, ..., n) dugc tinh theo céng thiic:
X=Xy + Xpt+ - + X+ by,

trong dé x, 1a tdng cau d6i véi hang hod cia nganh i; x, 12 gi tri
hang hod cla nganh i ma nganh k can s dung cho viéc san xuat
(cdu trung gian doi véi sin phdm cta nganh i tir phia nganh k);
b, 1a gid tri hang hod clia nganh i can cho tiéu ding va xudt khiu
(cau cudi).

Cong thiic néu trén co thé viét lai dudi dang:

X. X. X.
xi=——”—x| +—2 Xy, + -o +i3“ln + b,
X X, X
i=1,2 ..,0)
bat:
ik o 4 "
g e — K2 12, s s 0 (4.4)
- xL

ta duoc hé phuong trinh:

rxl == a“xl !' ﬂ}zxZ '+ s _*'alnxn +bi

Xy =8y X, +a55Xs + *++ #25,X, + b,




"\ = nl
He phuong trinh (4.5) ¢6 thé viét dudi dang ma tran nhu sau:
(E - A)X =B, (4.6)

trong d6 E 1a ma tran don vi cap n va

~ - - - -

a;y 4y, 0 4y Xy b,

a1 dxp v A Xs b,
A= Tl X=| 0| s B=)

..anl an?. ann = L xn al _bn o

Ma tran A duoc goi 1a ma trdn hé sé ky thudt, hay ma trdn hé sé
chi phi dau vao; ma tran X 12 ma trdn téng cdu, con B 1a ma
trdn cau cuéi. Chiing ta hiy chi y dén y nghia cua cac phan tu
cia ma tran A. Trong cdng thic (4.4), x, la cau trung gian tu
phia nganh k d6i véi hang hoa clia nganh i, con x, 1a tong cau
d6i voi hang hoa clia nganh k. Véi gia thiét moi nganh san xuat
mét luong san phdm diing bang téng cu thi x, 1a tong gia tri san
phdm cua nganh k. Nhu vay, phan tir a, thudéc dong i va cét k
cua ma trdn hé s6 ky thuat A la ty phan chi phi ma nganh k tra
cho viéc mua san phdm ctia nganh i, tinh binh quan cho 1 don vi
gid tri hang hod cta nganh k (chi phi cho moét yéu té6 dau vao
cla san xuat). Chang han, a,= 0,2 c6 nghia la dé san xuit ra $1
gid tri1 hang hoda cia minh (tinh binh quéan), nganh k phai sur
dung $ 0,2 hang hod cia nganh i. Theo gia thiét 2 né1 & trén thi
céc phén tlr a, 1a khong doi. Ta goi ay la hé s6 chi phi truc 1iép
hay hé s6 ky thudtr. Theo y nghia néu trén thi 0 < a, < 1. Chu y
rang trong ma tran A, céc phdn tir cta dong i 1a hé s6 gid tri
hang hod clia nganh i ban cho méi nganh cua nén kinh t&€ dé 1am




hiang hod trung gian (ké ca chinh nganh 1), con cot k 1a cot hé s6
gid tri hang hoa ma nganh k mua cia méi nganh dé st dung cho
viéc san xudt hang hoa cha minh (ké ca cla chinh nganh k).
Téng tat ca cic phédn I cta cot k 1a ty phdn chi phi ma nganh k
phai tra cho viéc mua cdc hang hod trung gian tinh trén $1 gia tri
hang hod cua minh, do do:
il
Y ay =ay +ay + +ag <1,
i= 1
VK= L2 .1

Phuong trinh (4.6) cho phép ta x4c dinh téng cdu déi véi san
pham cula tat ca cdc nganh san xudt, diéu nay c6 ¥ nghia quan
trong do6i vai viéc 1ap ké hoach san xuit, dam bao cho nén kinh
t¢ van hanh troéi chay, trdnh tinh trang du thira hoac thi€u hut
hang hod. Ma tran téng ciau duogc xac dinh theo cong thiic:

X =(E-A)'B.

Ma tran E —A dugc goi 1a ma tran Leontief. Ma tran nghich dao
ctia ma tran E — A ¢6 thé tinh x4p xi theo cong thiic:

(E-A)'"=E+A+A%2+ ... + A"

Vi du I: Quan hé trao déi san phdm gilta 3 nganh san xuit va
cau hang hoa duoc cho ¢ bang sau (don vi tinh: triéu USD):

Nganh cung ing | Nganh sir dung san pham | Ciu cudi

san pham (Inputs)
(Output) 1 2 3
i | 20 60 10 50
2 50 10 80 10
3 40 30 20 40




Trong bang s6 licu trén, méi dong ding tén mot nganh san xudt
(Output); mbi cot & giita dimg tén mot nganh sit dung san pham
(Inputs). Hay tinh téng cau doi voi san phdm clia méi nganh va
1ap ma tran hé so ky thuat.

Giai: Theo bang s6 liéu trén ta co:
o =20, %55 =060, %4 = 10; b; = 50.
21 =50, x5, = 10, x,, = 80; b, = 10.
3 =40, x5, = 30, x,; = 20; b, = 40.

Téng cau:

D6i vai san phdm cta nganh 1: x, =20+ 60 + 10 + 50 = 140;
D61 véi san phdm cla nganh 2: x,=50+ 10 + 80 + 10 = 150;
Dai voi san phdm clia nganh 3: x,=40 + 30 + 20 + 40 = 130.
Ma tran hé s6 k¥ thuat:

(D 6 10

140 150 130 0,143 0,400 0,077

A= =& e 0,375 0,067 0,615 |.

140 150 130
0 30 20| L0.286 0,200 0,154

140 150 130

Vidu2:
Gia su trong mot nén kinh t€ c6 3 nganh san xuat: nganh 1,
nganh 2 va nganh 3. Cho biét ma tran hé so k¥ thuat:

02 63 02
A=104 01 02].
01 03 072




A

1

_ Chuong 4: H

a) Giat thich ¥ nghia cta con s6 0,4 trong ma trin A.

b) Cho biét ty phan gid tri gia tang (gia tri cua hoat dong san
xuat) ctia nganh 3 trong téng gia tri san pham cua nganh dé.

c) Cho biét lugng cdu cuoi dot véi hang hod cua cdc nganh
1.2, 3 lan luot 1a: 10; 5; 6 trieu USD. Hay xdc dinh mic tong
cau doi1 véi moi nganh.

Giar:

a) S6 0,4 & dong thir 2 va cot thir nhit cia ma tran hé so ky
thuat ¢6 nghia la: dé san xuit $1 hang hod cia minh, nganh 1
cin strdung $ 0. 4 hang hoa cua nganh 2.

b) Ty phan chi phi cho cic san phdm ddu vao tinh trén $1 gid
tri sain phdm cla nganh 3 bang tong cac phin tir & cot thi 3 cua
ma tran hé so chi phi:

0,2+0,2+0,2=0,6.
Vay ty phdn gid tri gia tang trong tong gid tri hang hod cua
nganh 3 1: 1 — 0, 6 = 0, 4, hay 40%.
¢) Taco
1 0 0 0,2 0,3 0,2
E-A=|{0 1 0|-{0,4 0,1 0,2
(00 1] 010302

08 ~0,3 -0,2
=1-0,4 09 -0,2]|.
-0,1 -0,3 0,8
Theo phuong phap tim ma trin nghich dao da biét ta tim dugc: -

0,66 0,30 0,24
I

(E-A)"' =——{0,34 0,62 0,24 |.
0,384

0,21 0,27 0,60




Ma tran téng cdu la:

(0,66 0,30 024]10] [24,84]
0,34 0,62 024} 5 |=]20,68]|.
021 027 060 6| |1836
Nhu vay, tong cdu déi véi hang hod clia nganh 1 1a 24,84; doi

vé1 hang hod ctia nganh 2 1a 20,68; déi voi hang hod cia nganh
3 1a 18,36 (triéu USD).

X=(E-A)'B=
( ) 0,384

BAI TAP
16. Hay xdc dinh gia va luong c4n bang cua thi truong hai hang
hod, cho bi€t ham cung va ham ciu cua méi mat hang nhu sau:

a) Hanghodl: Q,=-2+4p,, Q; =18 -3p,+ps;
Hang hod 2: Q,=-2 + 3p,, Q, =12 + p,— 2p..

b) Hanghoal: Q,=-1+2p,, Q4 =20-p,+psy
Hang hod 2: Q,=- 10+ 2p,, Q, =40 + p,— 2p,.

17. Hay xdc dinh gid va lugng can bang cta thi trudng ba hang
hod, cho biét ham cung va ham c4u cia méi mat hang nhu sau:

Hang hod 1: Q,, =3p,, Q, =120-p, +p, +2p;;
Hang hod 2: Q,=-10+2p,, Q=150+ p,—2p, + ps;
Hang hod 3: Q,;=-20+ 5p,, Qu =250+ 2p, +2p,— 3p,.

18. Xét m6 hinh kinh t€ vi mo trong trudng hop nén kinh t€
déng. Cho biét:

C=60+0,7Y; Y,=(1-1Y;
=90, G = 140 (trieu USD).




Hay xac dinh mic thu nhap quéc dan va miic ucu dung can
bang khi nha nudc khong thu thu€ thu nhap (t =0) va khi nha
nudc thu thué thu nhip theo ty & 40% (t =0,4).

19. Cho biét cic thong tin sau diay vé mot nén kinh t& doéng, voi
141 sudt r tinh bang % va céc bién con lai tinh bang trieu USD:

C=08Y,+ 15,
¥ =Y -=T(71lathat), T=0,25Y < 25;
I=65—-1,G=94;
L =5Y — 50r, M, = 1500.
Hay x4c dinh mic thu nhap can bang va l3i sudt can bang.

20. Gia st mét nén kinh t€ c6 4 nganh. Quan hé san pham gitta
cdc nganh va ciu cudi déi v6i san phadm clia méi nganh nhu sau:

Nganh Nganh sir dung san pham Ciu cudbi
cung C?p (Input)
san pham
(Out put) 1 2 3 4
1 80 20 | 110 | 230 160
2 200 | 50 90 | 120 140
3 220 | 110 | 30 40 0
4 60 140 | 160 | 240 400

Hay tinh téng clu d6i véi san pham cta méi nganh va lap ma
tran hé s6 ky thuat (tinh x4p xi dén 3 chir s6 thap phan).

21. Méi nganh trong nén kinh t& xdc dinh téng san phim cua
minh cin cif vao muc téng cau. Cho biét ma tran hé s6 ky thuat
A va ma tran cau cudi B:




lro,os 0.25 0.34 1800 ]
A=10,33 0,10 0,12 |,B=! 200
10,19 0,38 0 | 900

a) Giai thich y nghia kinh t€ ciia phin t 0, phén tir 0,25 cia
ma trin A vi phan tr 900 cda ma tran B

b) Tinh tdng céc phin tlr cha cot thi hai cia A va giai thich

y nghia kinh t€.

¢) Tinh 1éng cdc phdn tr cia dong thid nhdt cia A va giai

thich y nghia kinh té.

d) Xac dinh téng clu d6i véi san phdm clia méi nganh.

e) Tinh gid tri gia tang ca moéi nganh.
22. Cho biét ma trdn hé s6 ky thudt A va ma tran ciu cuéi B.
Hiy xéc dinh téng cZu d6i vai san phidm va tong chi phi truc ti€p
(chi phiivua céc san phdm d4u vio) ctia mdi nganh, khi téng san
phdm ctia m6i nganh diing bang téng cau:

(0.2 0,3 0.2 (150
a) A=| 0,4 0,1 03|, B=|200].
10,3 0,5 0,2 210 |
70,4 0,3 0,17 (140
b) A= 0,2 0,2 0,3, B=|220].
0,2 0,4 0,2 180 |




Chuong 5
DANG TOAN PHUONG

§1. CAC KHAI NIEM CO BAN

I. DANG TOAN PHUONG

Dinh nghia: Dang toan phuong cla n bién s6 x,, X,, ... , X, la

biéu thiic dang:

i=1 j=I
trong dé céc hé s6 ala cic hang s6 cho trudc.
Néu viét chi tiét (khéng dung ky hiéu téng) thi dang toan
phuong (1.1) c6 dang:
f=a, X +a,XX,+ -+ +28,, XX+ 25,X,X; + a5, X5 + -+
+ 2, X,X, + o0 A, X X, F AKX, + oA X

Khi cho mét dang toan phuong cu thé ta thudng gop cap s6 hang
dong dang a;xx; va a,x;x; thanh mot s6 hang (a; + a;)x;x;. Chang
han, dang toan phuong cuta hai bién sé x, y dugc viét gon nhu
sau:

f = ax® + bxy + cy’. (1.2)
Tuy nhién, dé c6 thé sir dung phuong phdp ma tran va dinh thiic
ta phai tach riéng cac hé s6 dé viét dang toan phuong dudi dang
(1.1). Viéc tich riéng hé s6 duogc thuc hién theo quy tac san
bang, tic la ta lu6n luén xem aj; = aj;. Chang han, dang toan

phuong (1.2) viét theo cach viét téng quat la:

2 b b 2
f= ax +§xy+-yx+cy ;

2




1I. LIEN HE VOI MA TRAN

a. Ma tran cua dang toan phuong

Dang toan phuong (1.1) cho tueng ing mot ma trdn vuodng:

V@i cdc phan ur a; Ia cic hé sO cua xx,. Ta goi ma tran A 1a ma
tran cua Jang toar phuong (1.1). Chi y rang ma trin A cua
dang toan phuong (1.1) ¢ tinh chit sau:

a;=4a; (Vi,j=1,2,...,n) & A= A" (1.3}
(A'la ma tran chuyén vi cia A)

Ma tran vuéng A thoa min tinh chit (1.3) duogc goi la ma tran
doi _m‘ﬂ?i‘g.

Nhu vay, moi dang toan phitong n bién sé cho tuong ung mot ma

tran vuéng doi xing cép n va nguoc lai, moi ma tran vuéng doi

xumg cdp n cho twong ing mot dang toan phuong n bién so.

. 2 . - -
b. Biéu dién dang ican phuonrg qua ma tran

Dang toan pirong (1.1) ¢6 the viét dudi dang ma trin nhu sau:
f=X"AX, (1.4)

trong dé X la cot bién s6 va X’ 12 me tran chuyén vi cia X:

Xy

|
X"J X'= [X; X3+ Xy 1.
|
|




Chu y rang v€ phai cua (1.4) la m6t ma tran vuéng cap 1. O day
ta dong nhdt ma trdan vuong cap | véi phan t duy nhdt cia no.

Vidy I: Ma tran caa dang toan phuong {1.2) la:
i a bf2]
a=|® "2
[b/2 ¢ |
Dang toan phuong (1.2) ¢6 thé viét nhu sau:
{ a  b/2][x
f= [x Y| RN
Lb/2 ¢ |y
Vidu 2: Ma tran ciia dang toan phuong

2 ) 2 -
f= x| —2%; 5% + 388~ 08X, F O X

la ma trdn vuodng:

. .
[ § -3

A= g_z
-3 4 5

Dang toan phuong (1.6) ¢6 thé viét nhu sau:

S '
1 3 -3 Ex,]
fZ[Xl Xi X_;] ‘73- —2 4 szi
-3 4 5 ‘x_;!

c. Hang cua dang toan phuong

(1.5)

(1.6)

(1.7,

Pinh nghia: Hang cua mot dang toan phuong 1a hang cia m:

tran cua dang toan phuong do.

Vidu I: Hang cua dang toan phuong (1.2) la hang ctia ma trar
(1.5). Vi gia thiét it nhat mot trong ba hé s6 a, b, ¢ khac O th
hang cta dang toan phuong dé bing 2 khi b’ — 4ac # 0, bang |

khi b®> — 4ac = 0.




Vi du 2: Hang cua dang toan phuong (1.6) la hang ctia ma tran
(1.7). Hang ctia ma triin ndly bang 3 (ban hay tur thuc hién viéc
tim hang dé ki€m tra), do d6 hang cua dang toan phuong (1.6)
bang 3.

IIT. DANG TOAN PHUONG CHINH TAC

Dinh nghia: Dang toan phuong chinh tdc 1a dang toan phuong
khuyét tit ca cac tich chéo: L

f=by’+by, +..+by?

Ma tran cua dang toan phuong chinh tac 1a mét ma tran dudng
chéo:

b, 0 0]
5ol 0 b 0
(0 0 b, |

De dang thdy rang hang clia ma tran duong chéo bang s6 phan tir
khéc O trén duong chéo chinh, do d6 s6 cdc hé s6 khdc 0 ciia
dang toan phwong chinh tdc bdang hang ciia dang toan phicong
do.

BAI TAP
1. Haiy viét ma tran clia cdc dang toan phuong sau:

a) f=3x*- 6xy + 2y’

2 2
b) f=x; +5x3 —x + x,%,~7x,x, +8X,X,

c) f=2x{ —3x3 +5x3 +x2 + 2x,X,—4x,X3 + 8x3X,

2. Viét dang toan phuong c6 ma tran nhu sau:




d)

-2 3 5 1
- } ] -3 1 4

3. Tim hang cla cdc dang toan phuong sau:
a) f=4x*-4xy +y~
b) f= x? +2x3 —3x3 + 4x,x,— 6X;X; + 8X,X;.
c) f=2x? +x2 +x3 —2x§ + 2x,x,—2X; X3

+4x,X4 —4X,X3 + 2X9X, + 6X3X,.

§2. CAC PHEP BIEN DOI TUYEN TiNH
TRONG KHONG GIAN R"

1. KHAI NIEM BIEN POI TUYEN TINH

Dinh nghia 1: Mot phép bién doéi ciia khong gian R" 1a mot
anh xa F dat tuong tmg moi vecto X cua khong gian R" véi mot
va chi mot vecto Y ctia chinh khéng gian dé:

X——-Y XvaXeR")

Vecto Y duoc goi 1a drh cia vecto X qua phép bién déi F va
duoc ky h:éu 1a FX.

Sau day tz xét mét loai phép bién d6i trong khoéng gian R", goi
la phép bién déi tuyén tinh.




Dinh nghia 2: Phép bién doi ¥ duoc goi 14 phép bién doi tuyén
tinh néu thoa man hai diéu kién:

» Anh cha téng hai vecto bang tong cdc anxla ching:
F(X,+X,) =FX, + FX,, V X, X.e R".

® Anh cua tich ctia mot vecto véi moét s6 o bang tich clia anh
cua vecto dé vdi s6

F(aX) = a(FX), véi mo1 Xe R" va vi moi s6 a .

Vidu: V61 T la mot ma tran vuéng cip n cho trude, néu viét
moi vecto n chiéu dudi dang ma tran cot (ma tran cdp nx1) thi
anh xa dat tuong tng moi vecto Xe R™ vgi vecto Y = TX 1a mot
phép bién doi tuyén tinh cla khong gian R". Su thod min hai
diéu kién néu trong dinh nghia 2 1a hién nhién theo tinh chat cla
phép nhan ma tran.

Tur dinh nghia phép bién déi tuyén tinh suy ra mot s6 tinh chat
co ban sau day:

1. Moi phép bi¢n déi tuyén tinh F déu bién vecto khong thanh
vecto khong:

FO =0

That vay, lay bat ky Xe R", ta c6:
FO, =F(0X)=0(FX)=0
2. Moi phép bién déi tuyén tinh F bién d6i méi t6 hop tuyén

tinh bat kjf cla cac vecto Xl, X,, .. , X,, thanh mot t6 hop tuyén
tinh (v61 cung cdc hé s6) cua céc vecto anh FX, FX,, ..., FX_:

F(k, X, + kX, +--+ kX)) = k,(FX,) + k(FX,) +--- + k_(FX_).

3. Moi phép bién déi tuyén tinh F bién mot hé vecto phu thuoc
tuyén tinh cia khong gian R" thanh mot hé vecto phu thuéc
tuyén tinh.




—

That vay, néu k X, + k. X, +---+ k X, = O, vdi it nhit mot hé s6
k; # O thi
F(k, X, +k,X, +- -+k X )=FO,
= k(FX,) + k,(FX,) +---+ k (FX) = O,.

Diéu nay chimg to néu hé vecto X, , X, , ... , X, phu thudc tuyén
tinh thi hé vecto FX,, FX, ,... , FX, cling phu thudc tuyén tinh.

4. Moi phép bién doi tuyén tinh F bién vecto doéi cua vecta X
bat ky thanh vecto déi ctia vecto anh FX:

F(-X) = F[(-DX]= (-1)(FX) = -FX.

II. LIEN HE VOI MA TRAN

a. Ma trdn ciia phép bién doi tuyén tinh
Dé biéu dién mai lién hé gita phép bi€n doi tuyén tinh véi ma
trin, ta viét méi vecto n chiéu dudi dang mot ma tran cot (ma
trdn cap nx1):

Trong khong gian R" ta xét co so don vi:

(o »
0 1 0
E=| |,E,=|.|,...,E,=|. |
0] 0] 1]

Véi F la mot phép bién déi tuyén tinh cho trude thi anh cia méi
vecto don vi la mot vecto nhét dinh:




t L2 tin

FE = || FE, = |2 FE =
' R ! i ’ ¥ e .
tnl J Ltan _tnn

Maéi phép bién d6i tuyén tinh F cla khong gian R" cho tuong
ing mot ma tran vudng T véi cot thir k 1a vecto FE;:

ty t2 - Yy
t t 15
T=[FE, FE, FE ]=| % # & ™%
th1 2 o0 Ugp |

Pinh nghia: Ma tran vuéng T, véi cidc c6t theo thi tu la cic
vecto anh ciia cic vecto don vi E,, E,, ..., E, qua phép bién déi
tuyén tinh F, duoc goi 1a ma trdn ciia phép bién doi tuyéntinh F.
Hang clia ma tran ctia mot phép bién déi tuyén tinh duoge goi 1a
hang ciia phép bién doi tuyén tinh dé.

b. Lién hé giita phép bién doi tuyén tinh va ma irdn

Maéi vecto Xe R" c6 thé biéu dién duéi dang

o | oF 0 v
X 0 1 0

Xe=1 k=% . 1 #%al . | Fooe® R ] s
. | 0 0 1

hay

X =%E,+ XE tek i,,En.
Cho F 12 m6t phép bién déi tuyén tinh bat ky cua khorg gian
R" . Phép bién déi tuyén tinh F bién vecto X thanh vecto:

FX = x,(FE,) + X,(FE,) +---+ X,(FE,)




(2.1)

& FX=[FE, FE, - FE,]

Xn |

Hé thuc (2.1) cho thdy moi phép bién déi tuyén tinh F cua
khong gian R" déu biéu dién duoc dudi dang: |

FX =TX, (2.2)
trong d6 T 1a ma tran cta phép bién doi tuyén tinh dé. Diéu nay
c6 nghia 1a dnh cua méi vecto X qua mot phép bién doi tuyén
tinh bang tich ciia ma trdn ciia phép bién doi dé vdi ma tran cot
biéu dién vecto X Nguoc lai, véi T 1a mot ma tran vuobng cip n
bat ky, cong thic (2.2) cho tuong ting mot phép bién d6i tuyén
tinh F cia khong gian R".
Nhu vay, giita tdt cd cdc phép bién doi tuyén tinh cia khong
gian R" va tdt cd cdc ma trén vuéng cdp n ¢é sy tuong ung 1-1.
Diéu nay cho phép ta biéu dién mdi phép bién déi tuyén tinh cia
khéng gian R" dudi dang:

Y=TX,
trong d6 T 1a ma tran cua phép bién déi tuyén tinh dé va Y la
anh cua vecto X.

c. Phép bién doi tuyén tinh khong suy bién va phép
bién doi nguoc
Pinh nghia: Mot phép bién déi tuyén tinh F duoc goi 1a phép
bién doi tuyén tinh khong suy bién néu ma tran cla né khong
suy bién (cé dinh thic khdac 0). Noi cach khdc, phép bién déi
tuyén tinh khong suy bién ctia khong gian R" 1a phép bién doi
tuyén tinh c6 hang bang n®

Nhu da néi & trén, mdi phép bién ddi tuyén tinh cta khong gian
R" ¢6 thé biéu dién dudi dang:




Y =1X (2.3)

vdi T 1a mot ma tran vuong cip n. Phép bién doi (2.3) bién mdi
vecto X thanh mot vecto Y (anh cua no) thong qua phép nhain
ma tran. Néu T 1a ma tran khong suy bién thi quan hé cia moéi
vecto X v4i anh Y cla né qua phép bién déi (2.3) c6 thé biéu
dién tuong duong dudi dang:

X =T, (2.4)
Hé thic (2.4) 1a mot phép bién déi tuyén tinh cta khong gian
R". Phép bién d6i nay bién vecto anh ctia méi vecta X qua phép
bién déi (2.3) thanh chinh vecto X.
bPinh nghia: Phép bién d6i tuyén tinh (2.4) dugc goi 1a phép
bién doi nguoc cla phép bién déi tuyén tinh (2.3).
Nhu vay, moi phép bién déi tuyén tinh khong suy bién déu cé
phép bién d6i ngugc. Ma trdn cia phép bién doi nguoc ctia mot
phép bién doi tuyén tinh khéng suy bién F la ma trdn nghich ddo
cua ma trdan cua F.

d. Tich cua cdc phép bién doi tuyén tinh
Cho F va G la hai phép bién déi bat ky. Goi FG 1a phép bién déi
sau:
x . F(GX),
tuc la
(FG)X = F(GX), VXe R".
Phép bién déi FG duoc got 1a tich ciia hai phép bién doi F va G.
Dé dang thdy ring tich cia cdc phép bién doi tuyén tinh la mot
phép bién doi tuyén tinh. That vay, néu F va G la cdc phép bién
d6i tuyén tinh thi véi X, Y I3 hai vecto n chiéu bat ky va a la
mot s6 bat ky ta luén cé:
e (FG)X+Y)=FGX+Y)] =FGX +GY)
: = F(GX) + F(GY) = (FG)X + (FO)Y;




o (FG)0X)=F[G(auX)] = Fla(GX)]

= a|FGX)] = «[(FG)X].
Goi T, va T, lan luot 1a ma tran cta cdc phép bién déi tuyén tinh
F va G. V&1 mot vecto X ta co:
FX=TX, GX=TX;

(FG)X = F(GX) = K(T,X) = T(T,X) = (T, T,)X (¥XeR").
Nhu vy, ma trdn cia tich hai phép bién doi tuyén tinh f va g
béing tich cua cdc ma tran cua ching. T day suy ra rang tich
ciia cdc phép bién doi tuyén tinh khéng suy bién la mét phép
bién doi tuyén tinh khong suy bién.

[IL. BIEN POI CO SO CUA KHONG GIAN R”

Trong chuong 2 chiing ta da chi ra rang néu cho truéc mot co sd
{P,,P,,...,P,} cta khong gian R" thi mdi vecto n chiéu
X = (Xy,X9,-..,X,) €6 toa do cua né 1a moét bd n s6 thuc co thit
tu duy nhat X, = (a,, d,,..., ;). Ban than vecto X 1a toa d6 cna
né trong co s don vi E,, E,,..., E.. Nhu vay, viéc bién ddi toa
do ctia vecto khi chuyén tir co s& don vi sang mot co s khac c6
thé xem nhu mot phép bién déi cia khong gian R". Sau day
chiing ta s&€ xem xét viéc bién doi co sd va chi ra rang phép bién
doi toa do khi doi co s¢ la mot phép bién ddi tuyén tinh trong
khong gian R".

a. Ma tran doi co so

Cho 2 co so ciia khong gian R":
P, Py ... B, (2.5)
Q). Qa5 Q. (2.6)

Goi (U, Uy, ..., U,) 12 toa do cha vecto Q, trong co so (2.5) tic
la:




Q. =u, P, +uyPy+---+u, P, (2.7)
(k= L, Z;..., )

Lap ma tran vudng cap n vdi cot thi k 1a toa do cua vecto Q,
trong co s& (2.5):

(Upy Upy "o Upp |
Dinh nghia: Ma tran U duoc goi 1a ma trdn doi co J ti so s&
(2.5) sang co s (2.6).

Mbéi co sG (2.5), (2.6) c6 thé viét dudi dang mot ma t-an vuong
cdp n, trong dé vecto thit k cia co so (k = 1, 2, ... , n) duoc x€p
thanh c6t thir k:

Cosé(2.5: P= [P P, - PJ;

Cosd (2.6): Q=[Q, Q, - Q,].

Chu y ring co sd ctia khong gian R" 12 mét hé gébm n vecto doc
l1ap tuyén tinh, do dé P va Q 1a cac ma tran vudng khong suy
bién.

Tur céc hé thuc (2.7) suy ra

[Ql Q; = Qn]= [P! E; = Pn]

---------

Nhu vay, ta cé:

Q=PU & U=P'Q. (2.8)




Tuong tu, néu goi V 1a ma tran déi co s& tir co s& (2.6) sang co
so (2.5) thi:

P=QV&V=Q'P. (2.9)
T (2.8) va (2.9) suy ra:
U"l - (P"IQ')—l - Q-—l(P-l)—l - Q--l P=V.

Diéu nay ching té cdc ma trdn déi co sé la cdc ma trdn vuéng
khong suy bién va ma trdn doi co sé ti (2.6) sang (2.5) la ma
tran nghich ddo cua ma trdn doi co so tix (2.5) sang (2.6):

V=U""
Vi du: Cho hai co s& ciia khong gian R*:
P,=(1, 2, 0), P,=(1,-1,2), P,=(0, 1, 1); (2.10)
Q=0,-11), Q,=(2,1,0,Q,=(-1,1,-2). (2.11)

Ta cé:
1 1 0 [ 0 2 -1
P=(2-1 1,,Q=1-1 1 1].
0 2 1 1 0 -2

Ma trian déi co s¢ tir (2.10) sang (2.11) 12 ma tran:

-3 -1 1] 0 2 -1
U=P“Q=—-;- B F=1ll-1 1 1
4 -2 -3 1 0 -2

[ 270 -2 1 0
- |2 — = 2 3 _
=3 2-3 5 £ 3 1
-1 6 0 1 _6 0
5 5




Ma tran doi co so tir (2.11) sang (2.10) 1a ma tréin:

S -4 8171 1 8] [-8 0 ~F
V=Q'P=|1 -1 -1{|2-1 1]=|-1 0 =2{=U""
1 -2 2|0 2 1] [-3 -1 -4

b. Bién doi toa do cuia vecto

Cho X 14 mot vecto n chiéu bat ky. Goi (o, &, ... , o) la toa do
cua X trong co sd (2.5) va (B,, B, --- , B,) 1a toa do clia né trong
co s& (2.6), ta co:

X=o,P,+ o,P,+---+a P =p,Q, + B,Q; +:--+ B,Q.-

Hé thic nay cé thé viét dudi dang:

I 6,
X=[P1 PZ Pn} 0:2 = [Ql Q2 Qn] Bz
|y | 85 |

a_l" B |

= p|*|=q B'z

QL B

Nhan hai v€ véi Q™' vé bén trdi va chi ¥ rang O P=11",
duoc cong thic bién déi toa do cna vecto khi doi tir co s& (2.5)
sang co so (2.6):

5, ] it
B,

=y (2.12)

{Bﬂ. aﬂ




Céng thitc (2.12) cho thiy phép bién doi toa do khi déi tr co so
nay sang co sd khdc la mor phép bién doi tuyén tinh.

Vidu: Goi X la vecto 3 chiéu c6 toa do trong co s¢ (2.10) la
(3, 4, -5). Viét toa d6 cua vecto X dudi dang cot va dp dung
cong thire (2.12) ta tim dugc toa do cua X trong co s (2.11):

B, ] [ 3] =<6 @ <91 3] (17
B,1=U"' 4|=1-1 0 =2|| 4|=
B, ~5| |=83 =1 =4|[=5]

Ban doc hay tu xac dinh vecto X = 3P, + 4P, — 5P, va tim toa do
cha X trong co s& (2.7) bing phuong phap truc tiép dé déi chiéu
két qua.

BAI TAP
4. Cho biét phép bién déi tuyén tinh F cua khong gian R* bién
cac vecto don vi thanh cac vecto:
FE,= (1.2, 3), FE,= (-2, 2,= 1), FE; =0, 1,=1).
a) Hay lap ma tran clia phép bién déi F.
b) Tim hang clia phép bién déi F.
¢ ) Xdc dinh vecto anh cua vecto X = (X,, X,, X;3).
5. Cho 2 co sd cua khong gian R*:
P=21,~-1LP=0, 35 2),P;=(1,2,2} (P)
Q=062 1) Q=(112, Q=214
a) Hay lap ma tran déi co so tir (P) sang (Q)
b) Lap cong thitc bién déi toa do khi déi co s0.
b) Tim toa do ctia vecto X trong co s (Q), cho biét

X = 2P, + 5P, - P,.




§3. BIEN DOl DANG TOAN PHUONG
VE DANGC CHINH TAC

I. BIE)N {)61 DANG TOAN PHUONG BANG CAC PHEP
BIEN POI TUYEN TINH

Cho dang toan phuong:

f= iia--x-x: X' 'AX. (3.1)

ecd & =)
1=1 =1

Ta sé bién ddi dang toan phuong (3.1) bing phép bi¢n ddituyén
tinh:

X =QY, (3.2)
trong dé:
’QU qi2 '“clm1 x-l- rYl]
e 921 922 " Yzn X X'z | Y_z _
9nt 952 *** Gon | 1 Xy | | ¥

Phép bi€n déi tuyén tinh (3.2) tuong dwong véi phép déi bin:

fxl =qnY: ¥9i2Y: + o +4q,,Y.,
; Xy, =qQ5Y, TqY, + - +4q,Y,

---------------------------------------

an =qn1Y1 +qn2y2 ol +qm1yn
Thay (3.2) vao (3.1) ta dwcee

f= X'AX = (QY) AQY) =(Y'Q)HAQY) = Y(Q'AQY.




Diéu nay c6 nghia 1a moi plép bién déi tuyén tink (3.2) bién mot

dang toan phuong cua cac bién sé Xy, X,, ... , X, thanh mot
dang toan phuong cua cdc bién s6' y,, y9, ..., ¥,
f=Y'BY. (3.3)

Ma tran cia dang toan phuong (3.3) lién hé v6i ma tran coa
dang toan phuong (3.1) theo céng thiic:

B=Q’AQ. (3.4)
Str dung dinh ly vé hang cua tich cdc ma tran ta dé dang ching
minh dinh ly sau day:
Pinh 1y: Moi phép bién ddi tuyén tinh khéng suy bién déu
khong 1am thay déi hang cla dang toan phuong.
Chimg minh:
Tu dfing thitc (3.4) suy ra r(B) < r(A). Mit khac, do Q 1a ma tran
khéng suy bién nén ma tran chuyén vi Q’ clia né ciing khong
suy bién. Ciing tir dang thic (3.4), ta c6:

A=(Q)'BQ™.

Tir day suy ra r(A) < r(B). Hai bat ding thiic néi trén chimg to
r(A) = r(B), titc la hai dang toan phuong (3.1) va (3.3) c6 hang
biang nhau.

II. PHUONG PHAP BIEN POI DANG TOAN PHUGNG
VE DANG CHINH TAC

Trudce hét ta < utng minh dinh ly sau day:

Pinh 1y: Moi dang toan phuong déu cé thé bién doi duoc vé
dang chinh tic ba» mot phép bién déi tuyén tinh khong suy
bién.

Chitmg minh: Ta s&é chimg minh dinh 1y nay bang phuong phép
quy nap theo s bi€n s6 cta dang toan phuong.




Dang toan phuong clia mot bién s6 x 1a dang toan phwong chinh
tac: f = a¥”. Gia sir moi dang toan phirong cua n — 1 bién s6 déu
dua duge vé dang chinh tic bang moét phép bién doi tuyén tinh
khong suy bién. ta sé chi ra rang diéu dé ciing sé ding d61 véi
moi dang toan phuong cua n bién s6.

Cho moét dang toan phuong bat ky cila n bién s6:

f= iiaﬂ-xixj. (3.5)

i=1 j=1

Truée hét ta xét truomg hop dang toan phuong (3.5) khéng
khuyét tat ca cac binh phuong, tdc 1a co it nhat moét hé s6 a,
khic 0. D¢ cho x4c dinh ta gia st a,, = 0. Dat:
1 2
¥
Dé dang .4y riang tat ca cic s6 hang chifa x, cia dang toan
phuong (3.5) déu c6 mat trong biéu thitc sau diu triy, do d6 g 1a
mot dang toar phuong cta n — 1 bién s6 x,, ..., X,.
Ta co:
1 ' \2
f= ;l—--(a“:l\:l +a15Xy + -0 +a, X, )+ 28Xy e, Xp).
11
Trude hét ta sir dung phép bién doi tuyén tinh:
r
I ¥, =duX, $8%; Fo-+a X
{ | ™ 1253 In"*n (3.6)
Y2 X3 75 Yo =X,

" Phép bién ddi nguoc cia phép bién déi tuyén tink (3.6) 1a

1 a d
o 12 1In
xl ._yl__y R T

Yn

aj dyy an < X=Q)Y, (3.7)

X2 =¥2s -+ Xy = Yo




vyl

In S T
— R i — x ]
a;; 4y ary ! 1
X -
Q=0 |1 0 |, x=|"2], y=|"?
h 0 0 p— I - F‘n {Yn

Ta co det(Q,) = — = 0, do d6 phép bién déi (3.7) 1a moét phép
a1
bién d6i tuyén tinh khéng suy bién. Sau phép bién déi (3.7) ta
duoc:
1
f= -——yf & B, o5 Vo) (3.8)
o
Theo gia thiét quy nap, dang toan phuong g c¢6 thé dua duoc vé
dang chinh tic
g=bz’"+ - +bz’
bing mot phép bién déi tuyén tinh khong suy bién:

Y2 = Q23 + -+ Q2p2,
(39)

Yn = Qn2?2 F ks o 9nnZn

Dang toan phuong (3.8) dua ducc vé dang chinh tac

1 "
f= —z! +b,22+ - +b,z,]
dy

bang phép bién d6i:
Y1 =2

-Y2 — q222Z; + ' + Q2,2 C:*Y-:sz, (310)

L ¥ = Un227 +"'+anzn




16 - 0 Fzpel
Q,= 0 Gy -+ day i‘ s iz:zli[."
Lo
0 Guz ** Qun | |z, |
Dé dang thdy rang
922 --- Y92n
det(Q,)=1|... ... ... : 3.1D
qn2 qnn

V@& phai cta (3.11) chinh l1a dinh thitc cua ma trin ciua phép bién
déi tuyén tinh khong suy bién (3.10), do dé det(Q,) # 0.

Nhu véy, dang toan phuong (3.5) dugec dua vé dang chinh tac
bang phép bién déi tuyén tinh khéng suy bién sau:

X = (Qle)Z-

Bay gio ta xét trudng hop dang toan phuong (3.5) khuyét tat ca
cac binh phuong, tirc la:

ay=a,=..=a,=0.

Treng truong hop nay ta cé thé bién déi lam xuat hién binh
phuong cua it nhdt mot trong cdc bién s6. That vay, gia su
8,, # 0, ta bién déi dang toan phuong (3.5) nhur sau:

.

A=Y Y
X2 =Y1TY,
9 X3 = Y3, o) X =QDY (3.12)

---------




Ma tran cta phép bién déi tuyén tinh (3.12) 1a ma tran khéng
suy bién:

T =1 o O
110

Q= ] (2= 2).
0 0 .. 1

Sau phép bi€n doi (3.12) dang toan phuang (3.5) trd thanh:
f=2a,(y, - y)(y, + y)) + --- =2a,yf —2a, g5 e (3.13)

Dang toan phuong (3.13) cé hé s6 cha y} 1a mét s6 khac 0, do
dé ta cé thé bién d6i vé dang chinh tac bing phép bién déi tuyén
tinh khong suy bién Y = PZ. Nhu vdy, trong truong hop nay
dang toan phuong (3.5) c6 thé dua dugc vé dang chinh tac bang
phép bién déi tuyén tinh khong suy bién X =(Q,P)Z.

Phép chimg minh bang quy nap trén day déng thai chi ra thu tuc
lap dé bién d6i dang toan phuong vé dang chinh tac. Chi y ring
dé bién d6i mot dang toan phuong vé dang chinh tac ta phai thuc
hién mot day ké tiép cac phép bién déi tuyén tinh khéong suy
bién. Phép bién déi tuyén tinh dua vé dang chinh tac 1a tich cla
cac phép bién déi tuyén tinh d6. Ma tran clia phép bién déi
tuyén tinh dua vé dang chinh tac 1a ma tran tich Q = Q,...Q,,
trong dé Q,, ..., Q.. 14 ma tran cha cic phép bién déi tuyén tinh
duoc thuc hién k€ tiép trong ca qua trinh bién déi.

Khi thuc hanh ban cén chi y dén viéc lua chon phép bién déi
(3.6). Véi gia thiét a,, = 0, ta dat y, bing biéu thiic bac nhat
cta cdc bién s6 X,, X, ... , X,,, VOi cdc hé s6 1a cdc phén tir thude
dong thi nhat cua ma trin clha dang toan phuong, y,= X, vOi
k # 1. Néi chung, néua;= 0thi ta ddr y, bang biéu thitc bac
nhdt cua cdc bién s6 x,, x,, ... , x,, v0i cdc hé sé la cdc phan ne
thugc dong thit i cua ma trdn cua dang toan phuong, y,= x, voi
k=i -




¥i S XKgysens Vo= X, WX, PR sy TR

Sau phép bién doi nguuc ctua phép bién d6i nay, trén dong thit i

va cOt thir 1 ciia ma tran cia dang toan phuong theo cac bién méi

chi con lai mot phan tir duy nhét khdc 0 1a b;;= 1/a;;. Diéu nay

c6 nghia a n€u xod di dong 1 va cot i ta (:ﬂ'rqc ma tran cua dang

toan phuong cua cac bién con lai. Hay"chon mot dong k véi

b, # 0 (k # 1) va ti€p tuc qué trinh bién d61 theo cich thitc twong

.

Vidu 1. Bién ddi dang toan phuong sau vé dang chinh tac:
f=2x,%+ X,X, — 2X,X5 + 6X,X,. (3.14)

Giai: Dang toan phuong (3.14) c6 thé viét dudi dang f = X'AX,
v

[ 2 3 1] Xy |
A=[3 0 3|, X=|x]|
-1 3 | X3

Do a,;, =2 # 0, theo dong thit nhat cia A ta dat:

1
Y, =2X, + Exz*xss Yo =Kn Ya =Ry

Dao nguge lai ta dugc phép bién déi:

(x 1 L]
1*2)’1 4)’2 2}’3
1¥s = Y2 < X=QY, (3.15)
A3 = Y3
von:
11 1 '
274 2 ¥
Q=0 1 0, Y=|y,




Sau phép bién déi (3.15) ta duoc f = Y'BY, véi:

r
0 0
B=QAQ =0 -g 2,
s X
¢ T B
tuc la:
i 5 A 1 13
f= i)’l-* '8‘)’22 . ‘j}'zz"‘ DRES (3.16)
Tiép theo, do b,, = —1/8 # 0, theo dong thit hai cua B ta dat:
TV By — L 4 e Py e
W=Ye L= 8Y2 4}'3: 3= Y
Do nguoc lai ta duoc phép bién déi:
Y1 =z
y, = —8z, +26z; < Y=Q,2Z, (3.17)
oy = Z3
VoI
(1 0 O Z; |
sz 0—8 26,2: Zz.
0 0 1, Zy |

Sau phép bién déi (3.17) ta dugc f = Z'CZ, véi:

]

1
200

C=Q)BQ,=(0 -8 0.
0 0 84




tuc la:

Fi= %zf ~ 823 + 842} (3.18)
Dang toan phuong (3.14) da dugc dua vé dang chinh tac (3.18)

bang phép bién déi tuyén tinh khong suy bién X = QZ, véi:

1/2 2 -6
Q=QQ,=| 0 -8 26|.
0 0 1]

Vi du 2: Bién d6i dang toan phuong sau vé dang chinh tac:
f = 3x3 + X3 +2X;X; — 4%, X3 + 6X,X;. (3.19)

Dang toan phuong (3.19) ¢6 thé viét dudi dang f = X'AX, véi:

0 1 -2 X,
A= 1 3 3‘ ,X= Xz 5
-2 3 1] BB

Do a,, = 3 # 0, theo dong thi hai cia A ta dat:
Y1 =X Y2 =X+ 3%, + 3X;, y3 = X,
Dao nguoc lai ta dugce phép bién déi:

B = ¥

1 1 i
1X2 :—§Y1+‘3‘)’2— y; & X=QY (3.20)

| X3 = ¥3

voi:




Sau phép bién déi (3.20) ta duoc f = Y'BY, véi:

-3 0 -3
B=QAQ,;=|0 + 0],
-3 0O 2
tuc la:
f:——ly12+ }-yzz— 2y,* = 6y,Y,.
3 3

Tiép theo,do b,, = —% # 0, theo dong thit nhét cua B, ta dat:

1

Z, = —§Y1 ~ 3y L =Y Z3=Ys
Pao nguoc lai ta dugc phép bién doi:
E -9z,
128 = Z; < Y =Q)7Z, (3.21)
i = Z3
vl
-3 0 -9 2 |
Q.= 0 1 0|, Z=}2z]|.
0 07 1] [ Z3 |
Sau phép bién déi (3.21) ta duoc f = Z'CZ, véi:
3 0 0]
C=Q;BQ, =l 0 1 o,
0 0 25




tuc la:

f=-3z7+ %z;f 4 5.1 (3.22)

Dang toan phuong (3.19) da dugc dira vé dang chinh tic (3.22)
bang phép bién déi tuyén tinh khong suy bién X = QZ, voi:

-3 0 =8
Q=QQ,=(1 § 2
00 1
Vidu 3: Bién d6i dang toan phuong sau vé dang chinh téc:
f = 2x;X, = 6X,X5 + 2X,X; . (3.23)
Trudc hét ta 4p dung phép bién déi 1am xuit hién binh ptuong:
B=%“Ys
X; =Yy +Y < X=QY (3.24)
X3 = y3
vol:
'1—1 0] %] §o
Q=[1 1 0}, X=|x,|, Y=yl
0 0 1 X3 | Y3

Sau phép bién déi (3.24) ta duge dang toan phuong f = Y'AY,
voi:

2 0 2] £
A=|0 -2 -4|,Y=ly,|
2 -4 0 ys |
tic 1a: | |
f =2y} —2y; —4y,y; - 8Y,Ys. (3.25)

Do a,, =2 # 0, theo dong thit nhat cia ma tran nay ta dat:




72, =2y, =2y, 2 =Y Z3 =Y.

Dao nguac lai ta duge phép bién doi:

e

Yi =324 +1Zy
e Z
V3: Zj
vOI:

1

) 0 1
Q,=10 1 0

0O O 1

’

& Y= Q2 (3.26).
'Zl .
Z-_— Z5 |.
| 23 |

Sau phép bién déi (3.26) ta duoc dang toan phuong f=Z'BZ, véi

10 0
B=0QjAQ;= |0 -2 -4|,
0 -4 -2
tuc la:
f= %zf ~ 272 ~27% —82,7.. (3.27)

Theo dong thir hai ctia B, véi b,, = 2 # 0, ta bién déi dang toan

phuong (3.27) bang cach dat:

tl =Zi,t2=— 22:)_"*42-3, t3 =23.

Dao nguoc lai ta duge phép bién déi:

12y -_-—‘%tz ‘—2l3 = Z=Q3T, (328)




vol:

1 0 O t,
Q=10 —3 -2, T=|t,
0O 0 1 t,
Sau phép bién déi (3.28) ta duoc dang toan phuong f=T'CT, véi:
--17 8 il
5 i
C=10 - 01,
0 0 6
tire la:
f=1g-Jg+6t3. (3.29)

Dang toan phuong (3.23) duoc dua vé dang chinh tic (3.29)
bang phép bién d6i tuyén tinh X = QT (Tich cua 3 phép bién déi
X =QY, Y =0Q,Z, Z=0.T), véi:

[1-1 0][f o 1]ft 0 O
Q=Q,0,Q;,=|1 1 0|0 1 010 —% =
00 1Jl0 0 1llo o 1

III. LUAT QUAN TINH

Mot dang toan phuong c6 thé dua vé dang chinh tic »dng cic
phép bién ddi tuyén tinh khong suy bién khic nhau va ban than
dang chinh tic thu dugc ciing c6 thé khic nhau. D€ 1am vi du ta
xét dang toan phuong:




f =2x* - 6xy - y°.

Ta co:

f=2(x - %y)3-- 5y =2u - ~2—v2,

né’udat:u=x~%y, vy < X=u+ %v, yEY
Mait khaéc,
f= 11x*— (y + 3x)* = 11u* = V%,

néudat: u=x,v=3x+y & x=u, y=-3u+v.
Dinh 1y sau day duoc goi 1a ludt quan tinh.
Pinh 1y: S6 hé s6 duong va s6 hé s6 am trong dang chinh tac
cha mot dang toan phuong khong phu thuéc vao phép bi€n déi
tuy€n tinh Khong suy bién dua dang toan phuong dé vé dang
chinh tac.
BAI TAP
6. Bién do6i vé dang chinh tac cic dang toan phuong sau:

a) f= 2x7 +x; —4x,X, — 4x,X,

b) f= x] +2x2 +3x; —4x,x, — 4X,X,

c) f=3x2 +4x2 +5x2 +4x.x, — 4x,x,

d) f=4x,x, —3x,x; +2X,X;

e) xI +4x2 +3x2 —x2 +2x,X; +4X,X; — X;X,

7. Mot dang toan phuong cta 10 bién s6 khi dua vé dang chinh
tac bang phep bién déi tuyén tinh khong suy bién chi con 7 bién
s6. Hay giai thich tai sao?

8. Cho biét ma tran cia dang toan phuong f :




2 1 11 %
1 0 4 -1
A= .
11 4 56 5
2 1 3 -6

Hiy viét dang toan phuong dé va cho biét & dang chinh “ac dang
toan phuong f khuyét mdy bién s6?

§4. DANG TOAN PHUONG XAC DINH

I. KHAI NIEM DANG TOAN PHUONG XAC DINH VA
LIEN HE VOI DANG CHINH TAC

a. Khdi niém dang toan phuong xdc dinh
Cho dang toan phuong:

f= iia--xAx-=X’AX. (4.1)

T
i=1 j=1

Dinh nghia:

e Dang toan phuong (4.1) dugc goi la dang toan phuong xac
dinh duong néu nd luén luén nhan gia tri duong véi moi bo s6
‘thue (X;, X5, ... , X,) khong dong thoi bang 0.

¢ Dang toan phuong (4.1) duoc goi la dang toan phurng xac
dinh dm néu né luén luén nhan gid tri Am véi moi bd s6 thuc
(Xy, X3, ... , X, ) khong déng thoi bang 0.

e Mot dang toan phuong nhin ca gia tri duong va gii tnn 4&m
dugc goi la dang toan phuong khéng xac dinh.

Vidu 1: Dang toan phuong f = 2:!:12 + X5 +3X5 +2X,X. — X, X5
1a mét dang toan phuong xac dinh duong. That vdy, véi moi bo
sO thuc (x,, X5, X;) ta luén cé:




5 o] i

Hon nita, f =0 khi va chi khi

Xi=X3=%, +X=X,-X;=0 & x,=x,=%,=0.

Vidu 2: Dang toan phuong f = x*+ 2xy — 3y* 1a mét dang toan
phuong khong xéc dinh vi f c6 thé nhén ca gia tri duong va gia
tri 4m, chang han f = 1 khi x =1, y=0va f=— 3 khi x = 0,
y=1

n n
Nhdn xér: D& dang thdy rang f =) ) a,x;x; la mot dang toan

i=1 j=I

phuong xac dinh am khi va chi khi —f = FZZaijxixj la dang

1=1 =1
toan phuong xac dinh duong, do dé tir cac dinh ly néi vé dang
toan phuong xédc dinh duong ta c6 thé suy ra cic dinh 1y tuong
ing vé dang toan phuong xdc dinh am.

b. Lién hé voi dang chinh tac

Pinh ly: Mot dang toan phuong n bién s6 la dang toan phuong
xédc dinh duong khi va chi khi tit ca n hé sé trong dang chinh tac
cua noé la céc s6 duong.

Chitmg minh:

Nhu ta da biét, dang toan phuong (4.1) ¢6 thé dua duge vé dang
chinh tic bing mét phép bién déi tuyén tinh khong suy bién:

X, =quY, vq,RYy, + - +q,Y,
X, =quY; tqY, + 0 +Q,,Y,




&> X =0Y, (4.2)

Dang chinb 4. thu dirge sau phép bién doi (4. 2) la
f=Y'BY aby’ + by + .. % byt (4.3)

Chi y rang trong phép bién doi (4.2), X va Y i cdc vecto n
chiéu vict dudn dang ma frin ¢t (ma tran cap nx1). Do Q la ma
tran khong suy bién nén X # O khi va chi khi Y # O (hé phuong
trinh tuycn tivh thudn nhat QY = O chi ¢6 mot nghiém duy nhat
[a nghigm Y = O). Diéu nay cd ngh:a la qua phu,p bién doi (4.2)
mol 20 $6 tivic (y,, ¥», ... , ¥, ) Va1 it nhit mot s6 khac U duoc
dat twong Jdng v61 mot bo s6 thuc (x,, X5, ..., X, ) cling va it
nhat mot <6 khac 0 va nguge lai:
=0Y 20 & Y=0"X 20,

INeu (4.1) 1a dang roan phuong xac dinh duong thi o dang chinh
tac (4.5) td: ¢a cic hé s6 b, phai dwong (1 =1, 2, ..., n). That
vay, gia sir ton tai mot s6 khéng duong, chang han b, < 0. Khi
dé véibo so thuc (y, = v, =..=y _,=0,y,=)tacé f=b, <0.
Nhu da néi & trén, qua phiér b'én d i tuyén tinh (4.2) ta co.tuong
img bo s6 thuc{x,. x., ..., X, ) véi it nhiat mot sé khac 0. V&
bd s8 d6 f < 0, diu nay méau thuin vaéi gia thiét rang 4.1) la
dang tean phuong xéc dinh duong.

Neguge lai, néu b, > 0 vai moi 1 = 1, 2, ... . n thi v8i moi bd so
thuc (x,, %, ..., Xx,) khong déng thoi bang O ta c6 twong g bo
$O thre{yy, 5. ..., v, ) khong déng thoi bang 0, do dé:

il n

T . ] _
‘?"’Z XX =by," +hy, by, >0
]J:

N

Ditu ndy cndng 6 (4.1 . dang toan phirong xdc dinb duong.
Dinh 'y da duogce ching iminh.




Sir dung moéi quan hé vé dau gilra hai dang toan phuong f va —f,
tir dinh ly vira chitng minh suy ra:

Dinh ly: Mot dang toan phuong n bién s6 1a dang toan phuong
xdc dinh am khi va chi khi tdt ca n hé s6 trong dang chinh tic
ctia nd la céc s6 am.

Ngoai ra, theo cach tuong tu nhu trén, ta dé dang chilmg minh
dugc rang mot dang toan phuong khéng xdc dinh khi va chi khi
trong sé cdc hé sé ¢ dang chinh tac ¢é ca hé sé duong va hé sé
am.

II. GIA TRI RIENG CUA MA TRAN
a. Da thicc dac trung

Cho mot ma tran vudng cap n:

.........

[Anp @pp "7 Ay |
Ma train AE — A, trong dé A 1a mét bién s6 duoc goi 1a ma trdn
déc trung cia ma trin A. Ma tran AE c6 cédc phén tir trén dudng
chéo chinh bang A va tit ca cdc phén tir con lai bang 0, do d6 ma
tran dic trung ciia ma trdn A c6 dang:

A=l ~—Bp v B

—8y; A—ay « —a,

AE-A= 2
| —ap Ay A—ay, ]

Dinh thitc cia ma tran dac trung cia ma tran A duoc goi la da
thitc ddc trung ciia ma tran d6. Dé dang thdy rang da thic dac
trung f(A ) = [AE - A| 1a mot da thitc bac n. That vay, dinh thiic




IAE — Al ¢6 mot thanh phan bac cao nhat 1a tich c@ia cic phén ti
thuoc duomg chéo chinh:

(A= a)(A—ap).(A—a,)
Moi thanh phan ¢dn lai ctia dinh thire ¢6 bac nho honn - 1 (méi
thanh phan dé chia it nhdr moét pian to & cong i va cot J Vo
t # j,do d6 né khoéng chida it nhat 2 phan «r phu thudc A la
A—a;va A—a;) Piéu nay ching t¢ da thiic dac tnmg clia ma
tran A 1& mét da thitc bac n voi:
e Hé s6 cna )" bang i;
o Hésctad" ' bing —(a, +a,+--+a),
e S&hang tudocta f(h)1a f(0) = |- Al =( 1)"A].

b. Gié tri riéng cua ma trén
Dinh nghia: Gid i riéng ci'a mot ma win vuong A la nghiém
cua da thitc dac trunig clia ma tran dé.
Theo dink nghia, s6 A, ia gid tri riéng cua ma trdn A khi va chi
khi
f(Ao) = |AE - A| =0.
Vidy I: Cho ma tran

1 2 -2
A=[0 2 0
T O =3

Pa thic dac trung ctia ma tran A di cho 12 da thic:
A-1 =2 3
fA)={ 0 A-2 0
-1 0 A+3




=

=(A=DA=2D(A+3) r3A=2)=(A—-2)(A*+2L).
Matrin Acé63 gidtririéngla: A= -2, =0, A =2,

Vi du 2: Hai ma tran vuong cung cdp A va B duoc goi la dong
dang khi va chi khi ton tar ma tran Q khéng suy bién sao cho:
B=0QAQ™".

Hay chimg mirh rang hai ma trdn déng dang cé cung da thirc
dac trung, va do dé chiing ¢6 cung tap hop gia tr riéng.

Gidi: Da thitc dac trung cia ma trAn A va ma tran B la cdc dinh
thic |AE — A|, |AE - B|. Néu B = QAQ "', trong d6 Q 12 mot
ma tran vuoéng khong suy bién thi:

/AE -B|={1QQ"" - QAQ™'|=|(AQ - QA)Q™"|

= IQME - A)Q"| = | Q| RE -~ AL| Q7| =]AE - A].

Khai niém gia tri riéng cia ma tran vuéng con ¢6 thé nhin nhan
dudi gidc do khac, nho c6 dinh 1y sau day:

Pinh ly: S6 A, la gia tr1 néng ctia ma tran vuéng A (cap n) khi
va chi khi ton tai vecto n chiéu X # O viét dudi dang ma tran cot
sao cho:

AX =1 X (4.4)
Chitmg minh: S6 A, 1a gia tri riéng cia ma tran A khi va chi khi
IAE — A|l = 0. Diéu nay twong duong v6i diéu kién dé he
phuong trinh tuyén tinh thuan nhat véi ma tran hé s6 (AE — A)
c6 nghiém khong tdm thudng, tic la ton tai vecto X # O sao cho

OME-A)X =0 AX =X

Ung véi méi gia tri riéng A, vecto X # O thod min hé thic (4.4)
duoc goi la vecto riéng cua ma tran A.




Tu dinh Iy vira chimg minh dé dang suy ra rang néu b6 sung
thém vecto O, thi tap hop tit ca cdc vecto riéng ciia ma tran A
img voi méi gid tri rieng A, la mot khong gian con n - r, chiéu
cua khong gian vecto n chiéu, véi r, = r(AE - A).

III. NHAN DIEN DANG TOAN PHUOI_\:R} XAC PINH

Sau day ta dé cap dén mot s6 dau hiéu.chb phép nhén biét dang
toan phuong xac dinh théng qua ma tran cua dang toan phuong
dé.

a. Su dung cdc dinh thitc con chinh

X€t mot ma tran vudng cip n bat ky:

A=|"2

---------

[4np Qp2 "7 Ay |
Ta goi méi dinh thitc con dugc thanh lap tir cac phén tir thudc k
dong dau va k cot ddu ctia ma tran A 1a céc dinh thitc con chinh
cua ma trdn d6 (k = 1, 2, ..., n). Ma tran A ¢6 n dinh thitc con
chinh duogc ky hiéu lan luet 1a:

D, =a,, D,= » Dy=ay ay ayl,..,D,=|Al

Dinh ly 1: Mot dang tean phuong la xdc dinh duong khi va chi
khi ma tran cta né ¢é tit ca cac dinh thic con chinh 1a cic s6
duong: D, >0, D,>0,...,D, > 0.

Ching minh: Truéc hét ta thay ring moi phép bién doi tuyén
tinh khong suy bién déu khong lam thay déi ddu cua dinh thite




clia ma tran cia mot dang ioar placong. That vay, néu bién doi
dang toan phuong f = X'AX bing phép bi€n doi tuyén tinh
khong suy bién X = QY thi ta duge { = Y'BY, véi B = Q"AQ.

Do \QI = iQi # (), ta c6.

B = Q] Al IQ| =]Q["1A].

T day suy hai ma tran A va B co dinh thize cing dau.

Ta sé chu‘ng minh dinh 1y bang phuong phédp quy nap theo s6
bién cua dang toan phuong.

Hién nhién 12 dinh ly ding doi voi dang toan phuong clia mot
bién x: f = ax” xac dinh duong khi va chi khi a > 0. Ta sé chimng
minh rang néu dinh ly diing doi véi moi dang toan phuong cua
n—1 bién s& thi no ciing diing déi véi moi dang toan phuong
cha n bién s6. Dé thuc hién viéc chimg minh ta viét dang toan
phuong cua n bién s6 dudi dang:

n-!

f-ZZa xx—(o+’72'1 B S e et (4.5)

i=1 =1

n-1n-1
trong do ¢ = ZZaqxixj la dang toan phuong cua n — | bién
=i j=1
sO Xy, ..., X,_, . Cdc dinh thitc con chinh clia ma trin A cua dang
toan phuong f la cac dinh thirc con chinh clia ma trin cua dang
toan phuong ¢ va dinh thitc ciia A.
Gia sir f 1a dang toan phuong xdc dinh duong. Khi dé ¢ cling 1a
dang toan phuong xac dinh duong, bdi vi néu @ < 0 véi mdt bo
Lo TR ) khong dong thoi bano khong thi f < 0 véi bo so

nl

(Xys .- » X,y » X, = 0) khong déng thai bang 0. Theo gia thiét quy
nap thi tat ca cac dinh thidc con chinh cia ma tran cua dang toan
phuong ¢ déu duong. Mat khac, diu cla dinh thidc cua A nhu
dau cta dinh thic clia ma tran cia dang toan phuong chinh tac




(dang toan phuong { bién doi dugce vé dang chinh iac bang mot
phép bién doi tuyén tinh khong suy bién X = QY):

f=by’+by,’+...+by> (4.6)

Do f 1a dang toan phuunb xdc dinh ducmg nén b, > 0 vér moi
1=1,2,....n. Dinh thiic cia ma tran cta daﬂg toan phuong (4.6)
laso b b_...bn > 0, do dé6 dinh thitc cua-A dling duong. Nhu vay,
néu f la dang toan phuong xdc dinh duong thi tit ca céc dinh
thiic con chinh ctia ma tran ctia né 1a cac s6 duong.

Nguoc lai, néu tit ca cdc dinh thdc con chinh ctia ma trAn A cha
dang toan phuong f déu duong thi tat ca ciac dinh thic con chinh
clla ma tran ciia dang toan phuong ¢ 1a cc s6 duong, do dé o 1a
mot dang toan phuong xdc dinh duong (theo gia thiét quy nap).
Dang toan phuong ¢ c6é thé bi€n déi vé dang chinh tic

> by?vsib, >0, .., b, >0 bing mot phép bién déi tuyén

tinh khong suy bién. Phép bién déi dé c6 thé thic trién thanh
phép bién doi tuyén tinh khong suy bién déi véi f bang céch
thém x, = y,. Sau khi bién déi ta duoc:

n-1| n-1
f= Zblyf + zzmeLYn+bnnYi (bl>09 "‘?bn"i>0)
i i=1-

b.
=Zb(v +2¢,y,y.)+b,y: [szb_m]

n-|

— Zb (y, +cmyn) -—-Z:blcmyn +bmyrl

= Zbi (y; +¢,y,) +ay; .
i=1

Thuc hién ti€p phép bién déi ngugc ctia phép bién déi tuyén tinh
khong suy bién:




z=Yyitcy,i=lyueyn=1),2,=Y,

ta dua durge f vé dang chinh tac:
n-1
f=> bz +az. (4.7)
il _

Do dinh thitc ciia A duong nén dinh thifc cia ma trén cia dang
toan phuong chinh tac (4.7) ciing duong:

0 TN o )

tir day suy ra o > 0 (do b, >0, ..., b,_, > 0). Nhu vay, tat ca n hé
s6 clia dang toan phuong chinh tac (4.6) cta f déu duong, do dé
f 12 dang toan phuong xédc dinh duong.

Pinh 1y da dugc chimg minh.
Vi du ]: Xét dang toan phuong:
f=2x2+3x; + 4%3 + 2x,X, ~ 2%, X5 + 4%, X;.

Ma tran cua dang toan phuong nay la:

2 1 -1
A= 1 3 2|
4 2 4

Ma tran nay co tét ca cac dinh thirc con chinh duong:

1
D.=2>0, D,= 3’=5>0, D, = |Al =550,

do dé f1a dang toan phuong xdc dinh duong, tirc 1a khi it nhét
mot trong 3 bién s6 nhan gid tri khdc O ta luén cé:

f=2x2 +3x2 +4x} +2x,x, —2X,X; +4x,x, >0.




Nhu da néi ¢ trén, dang toan phuong f = X'AX xac dinh am khi
va chi khi dang toan phuong —f = X'(-A)X xdc dinh duong. Chu
y rang néu D, la dinh thic con chinh cap k ctia A thi dinh thic
con chinh c4p k ctia —A bang (-1)'D, (k = 1, 2,.... n). Ap dung
dinh 1y trén cho dang toan phuong —f, ta dé dang suy ra:

Dinh ly 2: Dang toan phuong f 1a moét dang toan phuong xic
dinh 4m khi va chi khi ma tran cia né c6 tat ca cédc dinh thic
con chinh cép chan duong va tat ca cédc dinh thitc con chinh céap
1€ am: |

D.<0, D50, ., (1D, 50.
Vidu 2: Xét dang toan phuong:

. 2 2 2

Ma tran ctia dang toan phuong nay la:

—

-2 1 -1
A= 1-6 2/|.
|~ 2 =]
Ma tran nay co:
-2 1

D,=-2<0, Dzz’ =11>0, D, = |A| =-45<0.

1 -6
Vay dang toan phuong da cho la dang toan phuong xac dinh am,
tire 1a khi it nhat moét trong 3 bién s6 nhan gia tri khac 0 ta luén
cO: :

fr= o Ot il = Bxl 4 iy, < 2y X F R X <00,

Chu y: Néu céac dinh thic con chinh ciia mét dang toan phuong
f = X'AX khong tuan theo quy ludt néu trong cac dinh 1y 1 va
2 thi ta vin chua thé két luin rang f 1a dang toan phuong khong




xac dinh, bot vi con ton tai kha nang f > O (f < 0) vé1 moi
X=0,.

b. Surdung cdc gia tri riéng
Dinh ly sau day cho phép ta nhan dién dang toan phuong xéc
dinh hodc khéng xédc dinh thong qua cdc gid tri riéng ciia ma
tran cua nod.
Dinh ly 3:
e Moét dang toan phuong f la dang toan phuong xic dinh
duong khi va chi khi ma trin clia n6 cé tat ca cac gia tri riéng
duong.
e Mot dang toan phuong f l1a dang toan phuong xdc dinh 4m
khi va chi khi ma tran cia né c6 tit ca cdc gia tri riéng am.
e Mot dang toan phuong f la dang toan phuong khéng xac
dinh khi va chi khi ma tran ctia né c6 céc gia tri riéng trai dau.
Chii y: Ngudi ta ching minh duge ring, néu ma tran A 12 ma
tran d6i xing vaéi tat ca cac phan tu la s6 thuc thi tdt ca cac gid
tri riéng cua no la so thuc.

Vi du 3: Xét dang toan phuong: f= —2x3 —6x2 + 6x,X, .

Ma tran ctua dang toan phuong nay la:

-

0 4 3
A=(0 -2 0].
13 0 -6
Da thire dac trung:
. A 0 -3
fA)=AE-Al=]/0 A+2 0
-3 0 A+6

=AA+2)(A+6)—9A+2)=(A+2)(A*+6L-9).




c6 cic nghiém la:

Ay=—2<0,,=-3-+18<0,A,=-3+ 18 >9.

Theo dinh 1y 2 ta két luan dugce rang dang toan phuong dz cho la
dang toan phuong khong xac dinh.

Vi du 4: Xét dang toan phuong cta 2 bié€n s6 x,, X,

f=a; X + 22K, X, + 85 X3 ©(4.8)
Chiing minh rang, néu D = a,,a,, — a}, <0 thi dang toan phuong
(4.8) 1a mot dang toan phuong khong xéc dinh.
Giai: Ma tran cua dang toan phuong (4.8) la:

5 [311 a); jl
dj; Ay
Pa thiic dac trung ciua A la

f(A) =A% - (a,, + ap)h + |A| =2% - (a;, + 2,,)A + D.

Néu D < 0 thi tam thitc bac hai f(X) c6 2 nghiém trai ddu, tic la
ma tran A c6 hai gid tr1 riéng trdi dau, do d6 (4.8) la dang toan
phuong khéng xéc dinh.

BAI TAP
9. Tim cac gia tr1 riéng cva ma tran:
2 3 4
a) ; b) ] ;
1 2 g 32




1 1 1
3 1 o |

'1 1 -1 =1
1 -1 1 =1

e)'—4 —1 0l;
l ] =i =1 3

4 —§ =D

10. Cho A va B la hai ma tran vuéng ciing cdp. Chimg minh rang
néu A la ma trdn khong suy bién thi hai ma tran AB va BA c¢é
cung da thirc dic trung.

11. Cho A 12 ma tran vuong khong suy bién. Cho biét A, 1a mot
gid tri riéng cua A, hay chiing minh:

a) Ay #0

b) 1/A, 12 gid tri riéng clia ma tran A™ .
12. Chitng minh rang néu A, la gid tri riéng cia ma tran vuéng A
thi Aj 12 gia tri riéng clia ma tran A°.
13. Hay thlr téng quat hoia ménh dé & bai tap 12 va chimg minh
bang quy nap.

14. Ching minh rang mot dang toan phuong 1a khong xéc dinh
khi va chi khi dang chinh tic cla né ¢6 ca hé s6 duong va hé sé
am.

15. Cac dang toan phuong sau day la dang toan phuong xac dinh
duong, xac dinh 4m hay khong xdc dinh?

a) f=2x7+3x3 +5x3 —2x,X,+ 4X,X; + 2X,X,
b) f= —5x? —4x3 —2x] + 8x,X,+ 4x,X, —4x,X,

c) f=3x] +4x] +5x +4x,x,~ 4x,X,

d) f=2x] +x3 —4x,x,-4x,x,




e) f=x7 + X3 + X3 +XZ +2X,X,+ 2X,X,

+ 2%, X, = 2XX; — 2%:%; ~ 2K X,

g) f=0x°+3x +5x2 + X3 = 2x;X 3+ 4x X3

+ 2%, Xg + 2% X5 + 2K:%,




TRA LOI BAI TAP

Chuong 1

L3

9

.a) Khong phai  b) Phai ¢) Phat  d) Phai
;ayaZzevbsd b)a>cvab<d c)b<1hoaca>3

LAAUB=B, AnB=A, A\ B=U,B\ A={2,4,6,38)

b) AuUB=(-o0;8), AnB=(3; 5],
A\ B=(-0; 3], B\ A=(5;8)
ADAUB=[-2:9),AnB=(1;35],
A\ B=[-2; 1], B\ A=(5;9)

AwBe i 1), (2.4, 035 1), (3,9, (5, 1),45,4), (6, 1), €6, 4} ]

BxA = {(1,2),(4,2),(1,3), (4, 3),(1,5),(4,5),(1,6), (4,6)}
Cic quan hé a, ¢, d ¢d tinh chét bac cdu

Quan hé twong duong: b, d, e

Quan hé tha tu: a, ¢, f

a) Toan anh b) Song anh ¢) Pon anh d) Toan anh
e) Song anh

11.a)
: —

__._.."if 4 A B o = (.JA )
0 0 0 1 '
0 1 0 1

'.- el i
1 0 0 0
] 1 I . 1




(.JA B v (d = .';ﬂ)

(WvB)=>®

o = R

v

b)

dn B

d)

[(FAB) > ¥V (=¥

=¥

(HAB) @

A B

@

0

B

0




13.2) " x* >0, Yxe R "; Ménh dé phu dinh ding.

b) "Moi tam gidc cin déu c6 géc ¢ ddy Ia goc nhon”; Ménh
dé phi dinh diing.

¢) "Tén tai cdp sd thuc x, y sao cho x + y # xy"; Ménh dé
phu dinh ding.

¢) "Tén tai s6 thuc x sao cho x + y # 0 vdi moi s6 thuc y";
Ménh dé da cho diing.

Chuong 2
1. a) (2,-3,1)

2,

c
S.

b) (<10 -27c + 3B, 8+ 120 -3B, 3+2a—1B, a, B)
5, ~2) BEs P

’ 270 238 13a 9B
c) (18, =2, I d)(2+~é——T,— ——E—+—- aB)
11 7 8 3
e)(-——2a+--ﬂ- a ——~+——B, ) f) v6 nghiém
9 9 8 9

£(2,1,-3,1)

(139,-78,-11) 4. (-7 + 103, -Sa+7B,a, B)

a) 2X, +3X,=(7, 1,-12), 3X, - 2X,=(4, -5, 21)

b) (38, 3,-7)

a) (6, -13,29, 1) b) (2, &, %, I

a)lakg con b)lakgcon c¢)lakgconkhivachikhid=0
d) khong phai

a) XY =12 b)XY=-3 c)XYzmlO d) XY =2

136 Ac , 243
B = 229 Aj * 229 A2 229 A3 T
10- a)xz—x] +6X2 _2X3 b) X:3Xl "‘sz
) X = 2X, - 3X, + X,




11.k=16 12 a) DLTT h PITT o) LT
d) PTIT néuk=- & DLVi néuk=# - &
16. (&, 3%) 17. (-18,25.-6) 18. (36,-57, -15,74)

2. X, = 3%, 2% X = 3X, +X. 22 ¢ r=3 23 =2

28. Targ ldonvi 29.Guim 1 dem v

Chuong 3
1. Ménh dé ¢ s
s 0 4 4, -1 -2 2 -4
2. 2) A+B=|7 4 -4!,A-B={-5 3 0 -2
|3 B 3 =3 | 7 -8 1 4]
[19 21 2 { 3 -4 8 -4
2A+5B=131 13 14 -i1|, 3A-B=|-3 11 4 8|
| 646 9 -13] 17 1 5 GJ
[:-E g ] —":u-}
b;}{:j% 2 -4 1]
LY 3 3 8
7 -2 33
3.4A+3A = 2 28 17
130 25 56
[ 9 -28
. [54 29 28
4. 2A'-3B={20 2[,5A+3B'=
| 14 5 83
nE-

5.a)22 )6a c¢)1 d)cos2x e)sinfa-b) f)cos(a+b)




6. a)! b) 30 c)--29 d)2a*(a+x)

e) 2x’ —(@+b+c)x’ + abc 1) sin(a—b) + sin{b - ¢) + sin{c - a)
7. a) Ding b) Ding c¢) Sai d) Ding ¢) Ding ) Sai
8. a) A, b)j=5,k=1 c)+a;a,a32585, — 2;58:234243352
9. — 2585838356864, — 1581584385286, — 8582 A368438548¢)
11. 2x*,— x* 12. Da thitc bac 4 c6 hé s6 cia x* bang 40  13. 0

15. Goi y: Cong 1an luot va cot thir n tich cua cot thi n - 1 vai 10, tich

cia cot thit n — 2 véi 100,..., tich cta c6t thit nhét véi 10" ' ta duoc
mot dinh thic ¢6 phén tir thuéc dong thit i cua c6t thit n (cot cudi) la
s6 D..

17. Sai khdc thira s (1)~ *

18. GTLN =2, GTNN = -2

19. GTLN =4, GTNN = —4

20. Sai khac thira s6 -1/3

21. 2a+c+d 22. 5a—-3b-3c +4d

23.a)12 b)-9 ¢)18 d)17 e) 90 f)-18016
24. a) 394 b) 665 o) (x+DxX*=x+1)Y* d)5
25. a) (<1)""'(n—=1) b)n!

26. (n+ 1A+ )" 27. 1 28. (-1)""'n

28 3 9 43 -13

30. a) AB= , b) AA' = ,
~12 236 -13 21
3 13 -17 .

c) A'A=| 13 26 -11|, d) BA'=|-12 20
-17 -11 25 -17 36




'3t 22 8 177 15 § 11 121
z 6 =5 1} A8 alf wf 5
c) AB= , BA=
44 24 9 19 17 14 21 24
27 14 1 9] | 26 11 20 14

[125 -23 1477
32. ABC=| 0 -6 —16]
18 42 142 |

1 18 '3 -2
33. a) | | b,“-} -I
18 19| 4 8
[ 2 -3 -7] [1 1 -5
o |- - —7| dylo -1 =2
|37 33 o [0 0 1]
1 ot
" n nfcc-)snx csmmfl
0 1 [_smnx OS nX |
41.4" !

45. 4) D6i chd cot i va cot k
b) Cot i duge nhan véi 1/c., céc cot con lai khéng dbi
c) Conig vao cot Yhit k tich cia cot thit i v6i (—B)
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48.
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55. a) Ding b) Ding c¢) Sai d) Ding e) Sai f) Ding g) Sai
2. 4) r=2 b)i=3 e} r=3

i) r=3 e)r=3 Y r=2
§7. a) r=3khim#z1;r=1khim=1;r=2khim=-1

b r=3khim#z3; m=2khim=3

c) r=4khimeg{2,-6};r=3khim=-6;r=1khim=2

61. Goi y: Dua vao b dé trude dinh 1y vé lién hé gifta ma trdn A va
ma tran phu hgp A" hdy chimg minh rang néu det(A) = 0 thi méi c6t
cia A" 1a moOt nghiém ctia hé phuong trinh tuyén tinh thudn nhat véi
ma trdn hé s6 14 ma tran A. Sau dé hidy chimg minh ring, khi
r(A) = n—1 céc nghiém cia hé phuong trinh tuyén tinh thuin nhat dé
ty 1& v6i nhau (dua vé dang hinh thang cé mot 4n tu do).

62. Goi y: Khi r(A) = 1 ma tran A cé mot dong (c6t) khac khong va
cac dong con lai ty 1€ véi dong (cot) do.

63. a) Khong d6i b) Khéng déi  ¢) Tang thém 1 d) Giam di 1
64. a) bing b) Ding c)Diing d) Sai e) Ding f) Sai
65. a)r=2,PTIT b)r=4, DLTT
66. a) d =-38 DLTT b)d=0, PTTT
67.a) r=2; X,,X,1lamétcosd b) r=2; X,, X, 12 mét cosd
c) r=3; X,, X;, X, 1a mot co so
d) r=3; X,, X,, X;la mot co so
68. kK #16

d




Chiuong 4

i. a)(3,-1,2) b) (-17,-7,12)
2. a) (=20,27) b) (2,-2,-1) c)(l,2,-2)
d (1,1,-1) e {,1,-1.-1) (201, -1)
l+v 1+3a+43p-5
3. a) i, P, 1 -4a 3B, D b)( i A T, o, B, '}'}

f\ 3 - 3

4. a) k=35 b) Khong tén tai (hé vo nghiém vé moi k)
16m =17 4(5m-7) ~3 \\
3m-2)" 3m-2) m-2)

5. a) 3 bbm=2 ¢) (

7. Ménh dé b sai

9. abc # 0; nghiém duy nhat:

‘BPad - fia -1 P+ =
L 2bc ' | )

2ac 1 2ab

k +1 1 (k+1)°
10. a) Hé cé mot nghiém duy nhét: (—— ( : ) khi

k+2 k+2  k+2
ke {1,-2}; vo nghiém khi k = -2; v s6 nghiém khi k = |:

(1 rlIFB!”’#B)
b) Hé c6é mét nghiém duy nhét (1 — m, m, 0) khi m # 0; ¢6 vd s6
nghiém khi m = 0: (1, a, 0).

g 4a + 1 -7 -
¢) Hé ¢6 mot nghiém duy nhét ( sk )= ey ; > ) khi
(a=1)a+1) (a—1)a+1) a+1

2

3
a#’il;vésfinghiémkhia=l:[a, g—a, —g);

vo nghiém khia = 1.
d) Hé c6 moét nghiém duy nhat
( b(7b - 5) bBa-7) 5b°-2b-1 ]

T(b-Db+D (b-1)b+1) (b-I)b4+1)
khib#+1; vonghiémkhi b==l.




14. a) Nghiém 6ng quat: (o + 2B, ~2a - 33, a. P)
Mot hé nghiém co ban: {P,=(1,-2,1,0), P, = (2, -3, 0,1)}
b) Nghiém t6ng quat: [/ i 13{3, i ZDE
L\ 17 17
Mot hé nghiém co ban: {P, = (3, 19, 17,0), P, = (-13, -20, 0, 17)}
c) Nghiém téng quit: (a+B,-2a-2R e ,B,0)
Mot hé nghiém co ban: v
(P,=(1,-2.1,0,0),P,=(1,-2,0, 1,0)]

,a,B}

d) Nghiém I(‘Sng quat: [% 0, 0, STG a)
Mot hé nghiém coban: {P=(1,0,0,5,4) }

. g 3 ~3+3x~8
15. Nghiém tong quat: ( +B;4Y, a3 B+Y, ﬂ,ﬁ,}’];

M5t hé nghiém co ban cua hé thuan nhat lién két:
Py =40,3,3,0,0), P.=(1,-8,0,3,0), Ps=(4, 1.0, 0, 3).

AT s 194 59 _ 143
16.3 D, = I e . i —— e
) P 17 Q 17 T Q. 17
134 _ 257 {7 £ (e 32
b P, — I = — n = — 3 e —
) P 11 Q 11 P: 11 Q 11
265 _ 730 _ 1370 685 _— 3245
17' b= 1 =265; P el = — _3 ST g W
P, 3 Q P; 9 Qz 9 9 9
18. Khit=0: Y ~966,7: C=~736,7
Khit=04: Y =500: C =270.

19. Y =194trieu USD; T =14,8%

20. x, =600, x,=600,x,=400, x, = 1000;
(0,133 0,033 0,275 0,230 ]
0,333 0,083 0,225 0,120
0,367 0,183 0,075 0,040
| 0,100 0,233 0,400 0,240




21. a) Phén tir O ¢6 nghia la nganh 3 khong dung san phdm ctlia né
lam ddu vao cla san xuAt; Phén tir 0,25 c6 nghia la méi déla gid tri san
phim cta nganh 2 cé chira dung 0,25 dola gia tri san phdm cia nganh
1 da dugc sir dung dé san xudt; Phan tir 900 1a cdu cu6i déi véi san
pham cla nganh 3.
b) 0,25 + 0,10 + 0,38 = 0,73 ¢6 nghia 1a mbi déla gid tri san phdm cla
nganh 2 c6 chita dung 0,73 déla chi phi cho cdc san phdm ddu vao.
c) 0,05 + 0,25 + 0,34 = 0,64 c6 nghia la cdu trung gian d61 vdi san
phdm cua nganh 1 chi¥m 64% t6ng ciu.
d) Téng cdu: x, =3007,16 ; x, = 163111 ; x, = 2104, 48
e) Ty phén chi phi cho cdc san phdm ddu vao cia nganh 1 1a

0,05+ 0,33 +0,19=0,57, .
do dé6 ty phén gia tri gia ting cla n6 la 0,43. Téng gia tri gia ting cla
nganh 1 1a: 0,43.(3007,16) = 1293,08.
Gia tri gia tang cua nganh 2 la 440,40 va gid tn gia ting cua nganh 3
12 1136,42.
22. 4) Tong caw: %, = 879,50 ; x, =1023,89 ; %, =1232,22 .

Chi phi ddu vao: ¢, = 791,55; ¢, =921,465; c, =862,554.
b) Téng cdu: x, = 743,24 ; X, =756,76 ; x, =789,19 .
Chi phi ddu vao: ¢, =594,592; c, = 681,084 ; c; =473,514.

Chuong 5
h [ 2 1 -2 0]
3 ~3 [ . S _3'5] 1 -3 0 0
. - b)| 05 5 4! ¢
la)[—3 2}) ]L)-2054
| =35 4 =l]j
- L0 0 4 1,

2. a) f=2x} +6x,x,— X3¢
c) f=4x? +3x2 +4x,X,-2%,X; + 6X,X,4

5 ‘
d) f= x5 +5x% —4x3 +4%,X 3~ 4X; X3 + 2X; Xy

+ 6X9X3 — 60Xy X4 +2X3X4




J. a) r=l

4. a) |2

b) r=3 ©)r=3

—=2 0
3 i b) 3

27 4 12 1

7 7 7
2% 5. =15
7 d 7

6 2 5

b) Goi (a,, a,, o,) 12 10a d6 clia vecto X bat ky cia khéng gian

R’ wong co 58 (P). Toa do (B,, B., B,) clia X trong ¢o s (Q) dugce
xac dinh theo cong thic:

4
Bi=a,+ 'guzs

63
B,=Ta, + —a, + 3a,,
5

By =—4a,— 60, - a,

c) (6,74,-37)

6. Dip s6 khéng duy nhit

7. Do hang cua nd bang 7

8. f=2x] +56X5 - 6X3 + 2%, X+ 22X,X;

+4x,x, +8%,X; — 2X,X, +10x,X, -

Dang chinh tic khuy¢t 2 bién s6, do r(A) = 2.




9. a) f(AMY=A*—4A+3; A, =1,A,=3.
b) fA)=A*=5A-14; A, =-2,A, =T,
c) fA)==A2=A+ ;A ==, ,=1;
d) fA)=A+3A%+3 A+ 1;A=-1;

e) fA) =N =B =2 k=2 04=1;
) fA)=A" ~4) 3+ 16A - 16; A, =-2, A, = 2;

13. Ménh dé t6ng quét: Néu A, la gia tri riéng cia ma tran vudng A thi
Ay 14 gid tri riéng cua ma tran A"

15. a) Xac dinh duong b) Xdc dinh &m ¢) Xac dinh duong;
d) Khéng xac dinh  e) Khoéng xac dinh g) Xac dinh duong.
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I.  Céc khai niém co ban
lI. Cac phép toan tap hop
Bai tap

§2. Hé thong so thuc
l.  S6 thuc
. Biéu dién hinh hoc cac sé thuc
ll. Cac khoang s6 thuc
IV. Tap hogp bi chan

§3. Quan hé
l.  Tich Des Cartes
Il. Quan hé
I1l. Anh xa
Bai tap

§4. Pai cuong ve logic suy luan
I.  Ménh dé va cac phép lién két ménh dé
Il.  Ham ménh dé
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§1. Cac khai niém co ban ve hé phueng trinh tuyén tinh
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I.  Céc khai niém co ban vé hé phuong trinh tuyén tinh 47
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Cac dinn ly co ban vé hang
Cac phép bién déi khoéng lam thay ddi hang

Bai tap

Chuong 3. MA TRAN VA DINH THUC

§1. Ma tran va cac phép toan tuyen tinh déi v6i ma tran

|

I.
1

V.

Cac khai niém cd ban vé ma tran
Cac dang ma tran

Céac phép tean tuyén tinh

Cac phép bién d6i ma tran

Bai tap
§2. Pinh thic

l.
I1.
L.

V.

Hoan vi clia n s6 ty nhién dau

Dinh nghia dinh thc cap n

Minh hoa dinh nghia: Tinh cac dinh thitc cap 1. 2. 3
Cac tinh chat co ban cla dinh thic

Bail tap

§3. Cac phuong phap tinh dinh thuc

ki
I,

Phuong phap khai trién
Phuong phap bién déi vé dang tam giac

Bai tap

§4. Phép nhan ma tran va ma tran nghich dao
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Phép nhan ma tran vdi ma tran

Ma tran nghich dao
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Bai tap
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lll. Hang clia tdng va tich cac ma tran 179
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