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LOI GIGI THIEU

Trong khi tu tudng va phuadng phap t81 yu hoa tinh da duge giét thidu mat
cach ¢6 hé thang va duge iing dung vio viée phén tich kinh t& d nuéc ta, thi tu tucng
va phudng phap t6i wu hoa déng chua duge chi ¥ & miic cAn thiét. Trong hé thang
g1ao trinh cta Trudng Dai hoe Kinh t& qudc dan, gido trinh Quy hoach déng mdi chi
gi6i thigu mét trong nhiing 15i ngd t6i uu hoa nhiéu giai doan, dé 1a nguyén ly
Bellman, va cac phudng phap dua trén nguyén 1y nay,

O cde nude phat trién, thai gian gan ddy, trong phan tich kinh & va nghién
citu kinh t& cac phuong phap etia téi wu hoa déng da duoc st dung rat réng riii. Nhidy
bai bao kinh t& trén van dan da si dung cac mé hinh déng dé nghién citu cac van dé
nhit lam phat. that nghiép, hidu qué ciia cac chinh sdch kinh t€, v&n dé méi truing, lya
chon phuong an diu tu... Cac md hinh d6 duge giai nhd cic phuong phap efia t6i vu hoa
dong nhu: phép tinh bién phan, quy hoach ddng hodc Iy thuyét didu khién t5i wvu.

Cuén sach “Té wu hoa dong trong phén tich kinh t8" do Tién si Nguyén
Khac Minh bién soan nhim g1 thiéu nhing thanh tyu hién dai vé phuong phap
phén tich va xdy dung chuong trinh phat trién kinh té nhidy gial dogan. Van dé xay
dung chuong trinh nhu thé mét cdch t8t nhat duge dat ra dusi dang hai toan goi 1a
td1 wu hoa déng. Nén ting dé di dén phudng phip gidi bai toan Ia sy két hgp nhidu
tu tudng, trong dé g1ao trinh dugc bién soan néu bat ba hudng chi yéu 1a nguyén ly
Bellman treng quy hoach déng, phuong trinh Euler trong phép tinh bién phén ca
dién va nguyén ly cye dai Pontriagin trong ly thuyét didu khidn t&i wu.

Mac du né1 v& phuong phap dé giai bai toan dat ra dudi dang tong quat,
khéng phu thuge ndi dung cta qud trinh hién thue, cudn sach niy trong cach trinh
bay, da dua bai todn va phuong phap gidi vao khung canh ctia sy phan tich kinh t&,
d6 la vin dé k& hoach phat trién mdt cdng ty, mét nganh hoge ¢ nude, vin dé lam
phét, that nghiép, van d& 6 nhidm mai trudng, khai thac tai nguyén, hanh vi cia
déc quyén déng.... (d6 1a nhilng vin dé hét site cin ban caa kinh t& vi mé va kinh t&
vi mé) trong mét khoéng théi gian nao dé. Viéc trinh bay phugng phap toan theo
ngdn ngit kinh t& khién cho ddu hiéu nhan biét phudng an t3i uu cé thé trd nén gin
giit va su suy ludn c6 thé trd nén ty nhién déi vdi nhiing nguai Jam kinh t&.

Phan tich kinh t& c6 thé 1am theo hai goe dd khdc nhau: Tinh va déng. Theo
céch phan tich tinh, cac sy kién duge hidu ngdm 13 6 thé Xy ra trong khodng thdi gian
nhat dinh, va bd qua thoi didm xdy ra chiing, ciing nhu khéng dé § mét nguyén nhan
phai trai qua thdi gian bao lau mdi dua dén két qua mong mudn. Phan tich tinh khéng
c6 nghia la moi ci duge xem 1a khéng thay ddt, ma chi 1a bd qua yéu té thi gian. Nhu
vay, phén tich déng tro nén cin thist 461 véi nhitng van dé ma yéu t6 thdi gian déng vai
tré quan trong nhu vdn dé ting trudng va phat trién kinh té, hodc trong viée vach
ké hoach cu thé dé thize hién mot phudng 4an nio dé.

Tac gia da trinh bay viée gidi bai toan "T8i uu dbng” mét cach c6 hé théng,
céc phudng phap giai duge nhin nhan trén mét quan diém théng nhat. Theo cach
phin tich ddng, mbi bién s6 duge xét s& 1a ham cta thai gian. Tuy theo cach do théi
glan ma ta c6 bai toan déng réi rac hay lién tuc, ching han khi chon don vi do thai
gian 1 khodng ta sé cé bai toan rai rac. Trong phan tich kinh t& ngusi ta thudng



ding cach chia thdi gian ra ¢dc khodng va xem xét hai loai bién s8: kho va ludng.
Bién ¢ phu thuge vao thdi diém goi 1a kho: bidn s6 phu thudc vao khoang goi 12
ludng. Khi dé dai ciia khoang thdi gian duge rit ngén v han thi moi bién s¢ sé trd
thanh bién kho. Vi thé. dé nhin nhan mét cach théng nhat, ngay tit ddu, cudn sach
d& mé t4 bai toan téi u hoa ddng 1a bai toan nhidu bude (hoac nhiéu giai doan) ma
$0 bude c6 thé hitu han hodc v6 han. .

Tu tudng chung dé gidi bai todn duge néu § chuong I clia cudn sach 14 dua bai
toan nhiéu busc v& bai toan mt bue ma ta cé thé giai mdt cach don gidn. Bai todn
mft bude dude giai dya trén d&u higu cha 13 giai, titc 12 rhitng didu kién cin ma 18
gidi phai thod man va duge goi 1a didu kién t6t wu. O bai toan treng trudng hgp rai
rac, dudi dang Quy hoach déng, didu kién t6i uu 1a nguyén 1y Bellman. Trudng hop
bai tean lién tuc c6 dang bai todn tinh bién phan, digu kién t8i vu 1a phudng trinh
Euler. Truong hop bai toan lién tue ¢6 dang bai toan Didu khién t4i uu, diéu kidn t6i
uu la Nguyén 1y Cuc dai Pontriagin. Cac didu kién téi uu ¢6 duge giai thich 1a
nhitng dang khac nhau clla didu kién t&i uu chung.

Céc digu kién cin nay cé § nghia quan trong trong thuc hanh - & m3i lde
dang trong mdt qua trinh kinh t& naoc dé, ta cé thé dé dang thit xem cac diéu kién
cén ¢6 duge thod man hay khéng, néu khéng thod mén ta chée chin rdng qué trinh
chua tai vu.

V& méi lién hé gilta phuong phap phan tich déng va phudng phap phan tich
tinh, dang chd y 1a syt gidi thich ¥ nghia kinh t& cfia trudng hop bai toan suy bién.
Trong trudng hgp nhu thé, cich nhin déng khong dem lai k&t luan gi mdi hdn cach
nhin tinh.

Khing dinh vé sy tén tai con dudng lén trong phat trién kinh t& 13 mét thanh
tyu quan trong trong 1y thuyét kinh t& hién dai. Qua viée phan tich 18 gidi bai toan
t81 wu hod déng. tac gia chi ra sy tdn tai va cach tim con dudng lén, viée tim né rd
rang ¢6 § nghia ng dung thiyc hanh khéng nhd,

Dé vigt cudn sach nay, chiing téi nhan thay, tic giad dd tham khao rit nhidu
sach bao nude ngoai va ti€p thu nhiing k&t qua nghién citu méi nhat trong thai gian
gan day. _

C6 thé noi ring day 1A cudn sich vé phuong phap toan duge viét trén quan
diém kinh t€ mét cach thanh cong. Cudn sach 6 thé ding lam tai liéu gidng day,
cling nhu ding lam tai lidu tham khao cho sinh vién va nghién cfiu sinh kinh t&.
Dé nam vilng va img dung cac kién thiic trong gido trinh nay, ngudi doc cén c6 kién
thite vé phudng trinh vi phin tuyén tinh.

Cudn sach nay chang nhitng bé ich ma con 1a déc sée.

PGS.TS. Nguyén Vin Sinh
Khoa Todn Kinh té - Pai hoc KTQD



LOI NOI DAU

Nghién ciru, phan tich su van dong theo thoi gian, su phan ting véi cic tinh
hudng trong hanh vi clia cic thuc thé kinh t€ (hang, ho gia dinh, Nha nudc, nén
kinh (€ ...) d€ tir d6 tim hiéu cde quy luat chi phéi su van déng, x4c dinh cdch thite
hanh dong phit hop v6i quy Iuat nhim dat muc tieu la cong viéc hét stic quan trong
khong nhimg ciia cdc nha nghién ciru kinh t€ ma-con ciia ci nhimg ngudi lam cong
vi¢c quén 1y, diéu hanh kinh doanh trong diéu kién hién nay.

Muc tiéu ctia cudn sich nay 1a nhim gigi thieu phuong phdp phan tich dong
va iing dung cda n6 trong phan tich kinh t&, Vi vay noi dung todn hoc duoc trinh
bay trong cudn sach nay khong qud phic tap ma chi 12 trinh bay co sé todn hoc dé
phan tich dong cdc van dé kinh t& vi mo ciing nhu vi mo & mic do khéc nhau.
Nhiéu thi du kinh & dugc lap di lap lai chi nhim néu bat cic diém then chét cia
tng dung cic phuong phép trink bay.

Cudn sdch nay duoc bién soan dua trén co s& ta liu "T8i wu ho4 trong kinh
t€ " ma t6i dugc Khoa Todn kinh 1€ giao cho bién 502n va tap bai giang vé "TGi wu
déng wrong phan tich kinh t&" dé béj dudng cho gido vien kinh & hoc cha Pai hoc
kinh t€ quéc dan nam 2003 ciing nhu cic baj giang vé “Mo hinh todn kinh t&" cho
16p cao hoc thi diém cha Dai hoc kinh t& qudc dan. Tuy nhién cuén sich niy c6
muc tiéu réng hon, né bao gém viéc gidi thiéu phuong phap phan tich dong va
ing dung nén ca bai toan bién phdn, di¢u khién (8i wu va quy hoach dong trong
phan tich kinh & déu duoc gici thiéu,

Chuong I tap trung vao viéc mo ta ban chat cita 16i uu dong va gidi thiéu cic
mé hinh 161 uu dong thudng gap trong kinh € nhu : cic mo hinh tang truéng kinh
1€, mo hinh tiéu diing, mo hinh diu 1y thuyét cap ddu wr dong, mo hinh tiét
kiém xa hoi, mé hinh ngudi dai dien, cdc mo hinh vé phan tich chinh sdch tién te,
tai chinh, m6 hinh 16i uu dong cia doc quyén, mo hinh la chon giita lam phét vi
that nghiép, cic van dé vé moi trudng, khai thic i nguyén, chinh sich chéng o
nhiém, mo hinh can bing t6ng quat déng, tién bo cong nghé...

Trong chuong II chiing t6i gianh cho viéc gi6i thiéu phép tinh bién phan va
cdc ting dung clia né trong phan tich kinh té,



Chuong 111 gi6i thiéu vé diéu khién 15i wu va Gng dung clia né trong kinh t&
nham cung-cip mot cong cu hién dai hon phép tinh bién phan d€ ¢6 thé giai quyét
nhimg vin dé kinh 1€ phifc tap hon ¢6 lién quan . Chuong IV gi6i thiéu quy hoach
dong. Chuong niy ching 16i khong gidi thiéu lai cac phuong phdp ma trong cdc
cudn sich hién tai dang ¢6 ma tryc ti€p gidi thieu cdch thirc img dung nd trong
linh vue phan tich dong cac chinh sich kinh té.

Chung to1 da c6 gang rinh bay cdch ticp can dé phan tich dong thong qua
viéc gidi thi¢u phép tinh bién phan, diéu khién 161 uu va quy hoach dong, phuong
phap phan tich nhimg vin dé kinh € cy thé dugc trinh bay qua cdc mo hinh kinh
té. Tuy nhién can nhdn manh ring bin than 1y thuyét phép tinh bién phan, diéu
khién t6i uu vi quy hoach dong sau sic vi phitc tap, nhung vi muc dich cuén sach
[a nham giiip cho cdc nha kinh t& mot cong cu dé phan tich déng cho nén khong
doi hoi trinh bay phifc tap vé mat todn hoc ma c§ géng 1am sao cho d& doc va dé
hiéu va gan dugc véi cdc vin dé kinh 1€ cu thé.

Tol xin bay 10 long biét & sau sdc t¢i PGS, TS. Nguyén Van Sinh, Ngudi da
kién tri, bo cong ra doc toan bd ban thao, da sira chira va dong gdp nhiing ¥ Kién
v0 cung quy gid cho cudn sdch nay. T6i xin chan thanh cdm on PGS.TS. Hoang
Binh Tudn, PGS.TS. Nguyén Quang Dong Vi tét ci cdc thidy c6 & khoa Todn kinh
€, DHKTQD di déng gép nhiéu ¥ kién quy béu cho viée bién soan cuén sich
nay. Toi rdt cam on doi v6i cdc ban hoc vién cta 16p béi dudng kinh € hoc cla
khoa Kinh 1€ hoc va hoc vién cilia 16p cao hoc thi diém cia trudng PHKTQD vi
nhitng ¥ ki€n déng gdp quy bau cha céc ban.

Cugi cling t6i xin chan thanh cdm & cdc thdy cdc c6 & khoa Kinh t€ hoc, -
DHKTQD va tat ¢d ban bé di tao didu kién dé toi ¢ thé hoan thanh cong viéc ndy.

Day 1a cudn sdch dugc bién soan ldn ddu tién nén chin chén khéng khai cé
nhiéu thi€u s6t mong doc gia khong phai 13 théng cam, bd qua ma la dugc chi bao
va phé phdn./.

Téc gia
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CHUONG 1

GI0I THIEU TO1 UU PONG

Téi vu hoa 12 chii dé néi bat trong phén tich kinh t& Cac phuong
phap tinh ¢6 dién tim eyce tri tu do va c6 rang buée cang nhu cae k¥ thuat
etia quy hoach toén hoc chi®m mét vi tri quan trong trong cac edng cu hang
ngay cha cic nha kinh t&, Cac cong cu nhu vay 6 thé 4p dung chi cho cac
bai toan tol uu tinh. Loi giai tim dude trong cac bai toan nhu vay thuding la
gia tri t&1 uu don cua moi bién chon, nhu mie t6i wu cia dau ra ¢ mot thai
diém va gia t8i uu cho san pham. N6 khong néi dén mét ké hoach ciia chudi
hanh déng té1 uu.

Trong khi d6, mét bai todn t61 vu déng dat cau haéi vé gilé iri ti uu
ctia bién chon 12 gi tai méi giai doan cia thdi ky k& hoach (trudng hop thoi
gian réi rac) hodc tai mdi thdi diém trong mét khoang thsi gian da cho,
chang han [0, T (truéng hop thdi gian lién tuc). Tham chi ¢6 thé xéL mot
tam ké& hoach v6 han, do d6 khoang thdi gian tuong tng la [0, =). Loi gidi
cua mdt bai toan td uu dong nhu vay ¢é dang mét quy dao (duong di) theo
that gian t6i vu d61 v6i moi bién chon, chi tiét hoa cac gia tri tét nhat cua
bidn chon 6 ngay hém nay, ngay mai..., cho dén hét thi ky k& hoach.

Chuong nay s& gidi thiéu ban chat clia t61 vu ddng va mot s6 bat toan
t61 vu ddng thudng gap trong kinh t&.

A. BAN CHAT cUA TOI UU PONG
|. DAC TRUNG CUA CAC BAI TOAN TOI UU BONG

Mae du 161 vu dong hau hét duge dién ta theo thuat ngit cua mét day
thai gian, nhung né cang ¢é thé du tinh tAm k& hoach nhu mét day cac giai
doan trong mdt qua trinh kinh t&. Trong trudng hop dé, toi uu dong cd the

xem nhu mét bai toan ra quyét dinh nhiéu giai doan.
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1.1. Vi dy
1.1.1. Viéc ra quyét dinh nhiéu giai doan

Dic trung nhiéu giai doan cua t81 uu dgng co thé dugc minh hea bing
mét thi du rdi rac don gian. Gid st ring mot cong ty chuyén vé ché bién mét
chat nao 46 ti trang thdi ban ddu A (trang thai nguyén liéu} thanh trang
thdi cudi cing Z (trang thai thanh phim) qua mot qué trinh sin xuft co
nam giai doan. Trong mdi giai doan, cong ty ding trude bai toédn chon trong
$6 mét vai qua trinh con khéc nhau c6 thé cé, m8i qué trinh con doi héi chi
phi nhat dinh. Van dé 1a: céng ty nay chon diy cdc qué trinh con qua nam
giai doan nhu thé nao dé cuc tiéu hoa téng chi phi?

Trong Hinh 1.1, chiing ta minh hoa bai toan nhu vay bang viée vé db
thi cac giai doan trén truc hoadnh va cac trang thdi trén truc tung. Trang
thai khdi ddu A dudc chi ra bing diém cudi cing bén trai (tai ddu giai doan
1); trang thai cudi Z dude chi ra bing diém cudi ciing bén phai (tai cudi giai
doan 5). Cac diém khac B, C, ..., K chi ra céac trang thai trung gian ma chit
néi trén c6 thé dude bién d6i trong qua trinh ché bién. Cac diém nay (A, B,
..., 7) dudc goi 1a cac dinh. DE chi kha niéng bién d6i t trang thai A sang

“trang thai B, ta v& mdt cung tit diém A dén diém B. Cung khac AC chi ra
rang chat nay eling ¢6 thé bign ddi sang trang thai C thay cho trang thé B.
MB&i cung dude gan mét gid ¢ri dic bigt — d day 1a chi phi {(ndm trong vong
tron) trong Hinh 1.1. Quyét dinh & giai doan th{ nhat 1a bién d81 nguyén
lidu sang trang thai B (véi chi phi 2 don vi tién t&) hay trang thai C (vdi chi
phi 4 don vi tién té), nghia 13, chon cung AB hay cung AC. Mot kln quyét
dinh d4 dudc chon, sé nay sinh mdt bai toan lya chon khac & giai doan 2, qua
trinh dé ci tifp tuc nhu vay cho dén khi dat téi trang thai Z. Bai toan ¢ day
14 chon mdt diy cac cung néi nhau di tit trai sang phai, bt dAu tai A va két
thdc tai Z, sao cho téng cie gi4 tri cia cac cung thanh phén 14 eyc tiéu. Day
cac cung nhu vay sé tao thanh mdt quy dao téi vu.
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Trang thai

0 1 2 ; 5§ (iai doan
\——.\,__J

Trang thai | Trung thai 2 Trang thai 3 Trang thiid Trang thai

Hinh 1.1

Co thé chi ra ring nghiém t&i uu d&i véi thi du hién thdi 1a dudng di
ACEHJZ, v6i chi phi san xu#t cyc tiéu 1 14 don vi tién té.

1.1.2. Truong hop bién lién tuc,

Thi du trong Hinh 1.1 d4c trung bing bién giai doan rdi rac, chi 14y
céc gia tri nguyén. Bién trang thai cing duge gid dinh 18y cac gia tri thude
mét tap hitu han nho, {A, B, ..., Z}. N&u cic bién nay lién tue, ta ¢6 thé cé
mét tinh hudng nhu bigu dién trén Hinh 1.2, trong d6, dé minh hoa, ta chi
c6 thé vé nam dudng di ¢6 thé c6 tit A dén Z. M3i dudng di c6 thé co di qua
mét 8§ v4 han cac giai doan trong khodng [0, T]. Ciing ¢6 mét 86 vé han cac
trang théi trén moi duong di, méi trang thai 14 két qua ctta mét sy Iga chon
riéng trong mdot giai doan dic biét.

D31 voi hiau hét cAc bai todn ma ching ta sé dé cap dén sauniy, bién
giai doan s& bidu thi thii gian. Ching han, xét mot cng ty véi sd von ban
ddu bing A tai thdi diém 0, va s8 v&n muc tidu dinh trude bing Z tai thi
diém T. Nhiéu k& hoach ddu tu khac nhau trong khoang thi gian [0,T] c6
thé dat duge s8 v6n muc tidu tai thoi didm T, va, méi k& hoach diu tu bidu
thi bing mdt dudng di ciia von dic biét va din dén mat lgi nhuan tiém ning
dac biét d6i véi cong ty. Trong trudng hop nay ta cé thé didn gidi cac dudng
cong nhu nhitng dudng di cha von cé thé cb va cac gia tri ca dudng di nhu
lgi nhuén tuong ing. Bai toan cua cdng ty 14 xdc dinh k& hoach ddu tu - tit
dé xac dinh dudng di cita v6n — mang lai 16i nhusn ti8m néng cuc dai. Tat
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nhién, 16i giai cua bai toan sé phy thuge rat 16n vao viée lgi nhuan Uiém
ning ¢6 gquan hé véi va xace dinh bai cdu hinh cila dudng di cua vén nhu thé
Nnao.

Nhv vay, ré rang rang, bat k& cac bién 1a rdi rac hay lién tue, mot
dang bai todn & uu don glan gdm cac thanh phén co ban sau day:
1. Mot diém dau da cho va mot diém cudi da cho;

2. Mot tap hgp cac dusng di (quy dao) chap nhan duge ti didm dau
dén diém cudl;

3. Mot tap hgp cac gia tri ciza dudng di (quy dao) dung lam cie chi 8o
danh gia két qua thue hién (chi phi, 1gi nhuén, ...) gin véi cac dudng di khac

nhau:

4. M6t mue tidu duge chi dinh — hodc lam cuce dai hodc lam cue tiéu
gid tri cua dudng di, hay chi s§ danh gia két qua thyc hién, bang cach chon
dudng di (qu¥ dao) t81 wu.

Trang thal

Giai doan

Hinh 1,2

1.2, Khai niém phiém ham

Ma1 quan hé gita cic quy dao (dudng di) va cac gia tri quy dao dang
dé ching ta chi ¥, vi né biéu thi mét loai 4nh xa - khéng phai anh xa ti cae
50 thuc sang cac 56 thye nhu trong Agm s6'thdng thudng, ma anh xa td cac
dudng di (cac dudng cong) sang cac s8 thue (cic chi 56 danh gia két qua).

Chung ta hdy tudng tugng cac dudng di dang quan tam nhu 14 cic dudng di
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theo thdi gian, va ky hidu chung 1a yilth, yu(t), ... Khi dé 4nh xa nay nhiu ¢hi
ra trén Hinh 1.3, trong d6 V), V,; bidu thi cac gla tri cua dudng di lién thude,
Do d6, ky hiéu chung dai véi anh xa phai la VIy(t)]. Nhung phai nhian manh
rang ky hiéu nay khac vé& can ban véi ky hiéu ham hop g|f)]. Trong ham
hop, g 14 mét ham 8 cta f, va £ dén luot no 1a mol ham s& cua x; nhu vay, g
trong phin tich cudi cung la mot ham s6 eva x. Cai khace trong kv hiéu
V[y{t)], la 6 chd thanh phan y(U) trd thanh nhu mot don vi ¢6 tinh toan bhé -
dé¢ chi dudng di theo thai man — vi do d6 ta khéng nén cho V 14 ham s6 ciia

t. Thay vi nhu vay, V ¢An hiéu 12 mét ham cta Uyt

Dé phan biét ré su khac nhau dé, kiéu anh xa nay ta gol 1a: phiém
ham. Dé tranh 1am an, ¢6 thé viet phiém ham 14 V[y] hoc Viy!, bing cach
dé nhin manh sy kién la: chinh thay déi trong vi tri cua toan dudng di v —
thay déi trong dudng di y — chit khong phal thay déi trorig t, mang lai thav
déi trong gia tri ctia dudng di V. Ky higu ma ta st dung 1a V[y]. Luu ¥ ring
khi ky héu y dude dung dé chi mét trang thai nao do, né la du va thé hién
ra chang han nhu y{0) ( hoac y(t,) ) d6i véi trang thai ddu va y(T) (hoiac
vity)) déi véi trang thai cudi. Trai lai, theo nghia quy dao (duong 4, t
trong y(t) khong duge gan mdt gia tri dac bist. Sau diy, khi ta mudn nhin
manh khodng thai gian dac biét Kén quan téi mét duong di hay mdt doan
cua nd, ta sé don gidn dung ky hiéu ¥[0.T] hoac y[0,1). Tuy nhién, thuong
thi ching ta don gian dung ky hiéu y(t), hodc sit dung thudl ngt “duang di
y". Dudng di theo thai gian t8i wu khi dé duge ky hidu bt y*(t), hay quy
dao {(duong 41) v*.
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Tap hop cac gia tri quy dao
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Hinh 1.3

Il BAI TOAN VOI CAC DIEM CUGI BIEN BOI VA CAC BIEU KIEN HOANH

Trong phét biéu trude diy ca ta vé bai toan t&i uu déng, ching ta da
don gian hoa cic van dé€ bang viéc gid dinh mét diém ddu da cho [mot cap cé
thi-tu (0, A)] va mét diém cusi da cho [mdt cip 6 thit tu (T, Z)]. Gia thiét
vé mot di€m ddu da cho c6 thé khéng 1a gidi han qua mite, boi vi, trong bai
toan théng thudng, ké hoach t&i uu phai bat ddu tit mét vi tri xuit phat dic
biét nao d6, chéng han vi trf hién thdi. Do dé, ching ta s& gid lai gia thiét
nay trong hau hét cic phén sau. Mat khac, vi tri cudi rat c6 thé trd thanh
mét vin dé mém déo, ma khéng ¢ sy cin thidt ndo dé né phai duge xac
dinh trude. Thi du, ching ta c6 thé gap bai toan trong dé chi thoi gian cusi
cé dinh, nhung hoan toan tu do chon trang théi cuéi (ching han, von tai
théi diém cudi). Mat khéc, ching ta ciing c6 thé gan mot trang thai cudl da
duge chi dinh chat ché (chéng han, tdc d6 lam phat mue ti1éu), nhung tu do
chon thai gian cudl (thoi gian dat mue tidu). Trong trudng hgp nhu vay,
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diém cudi trd thanh mét phdn cia lda chon t61 wu. Trong muc nay ta sé
thao luan van tit v& mot vai kiéu diém cubi bién déi.

Chung ta sé cho bién giai doan la thai gian lidn tuc. Ta ciing & giit lai
cac ky méu 0 va T cho thai gian diu va thai gian cudl, vacac ky hieu Ava 2
cho ede trang thdi ddu va cudl. Khi khong cé su 14m 14n nao c6 thé nay sinh,
ta cing c6 thé ding A va Z dé ky hiéu cac diém dau va cudi (cap c6 thi tu),
diic biét trong cac bién dé.

2.1. Cac loai diém cudi bién déi

Loai diém cudi bign d6i thit nhat, ¢6 thé cho modt thdi gian cudi ¢6 dinh
T, nhung mot trang thal cudl t do. Trong Hinh 1.4 a, trong khi tdm ké&
hoach 12 ¢& dinh & thai gian T, bt ky diém nao trén dudng thing dimg t =T
déu c6 thé chdp nhaa nhu mét didém cudi, nhu Z,, Z, va Z,. Trong mét bai
toan nhu vay, nha k& hoach rd rang tu do hdn nhiéu trong viéc chon
dudng &i t61 wu, va do d6, sé ¢6 thé dat dude mot gid tri cha dudng di t61
wu V¥ t8t hon — hay it nhat khéng x4u hon — so v6i néu diém cudl dude
chi dinh chat ché.

Loai bai toan nay thuong dude goi la bai todn tdm thoi gian c6 dinh,
hay bai todn thoi gian ¢ dinh, nghia 13 thdi gian cudi cia bai toan 1a c¢é
dinh, khéng tu do. Mac di1 néi ré6 vé tAm thoi gian, tén goi nay khéng cho
mb ta diy dd clia bai toan, béi vi khéng néi g vé trang thai cusi. Chi bang
an ¥ ma ching ta hiu rdng trang thai cudt 1a tu do. Mot dic trung c6 nhidu
théng tin han cta bai todn nay 1a hinh anh tryc quan trong Hinh 1.4a. hé
cho phu hgp v8i hinh anh nay, ta s& goi bai toan thai gian ¢6 dinh 1a bai
todn duong théng cudi thing ditng.

Ta xét mét thi du kinh té cua bai toan nay, gia sit mdt c¢ong ty dée
quyén mudn thiét lap mot dudng di gia ca to1 uu (tron) trén mat thai ky ké
hoach 4a cho, chang han 12 thang, voi muc dich cuc dai lgi nhuan. Gia hién
thdi tham gia vao bai toan nhu trang thii ddu. Néu khong ¢6 han ché& bang
phap 1y nao vé gia ca dang cé hiéu lyc, gid cudi sé& hoan toan do cbng ty
quy8t dinh. Tuy nhién, vi g4 4m 1a khéng thé thita nhan, ta phai loai khéi
viée xem xét tit ca nhitng P < 0. K&t qud 1a ta c6 mot dudng cudi thing
ditng cut, @6 1a diéu ma Hinh 1.4a da chi ra. Ngoai ra, n&u ky vong mét gia
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tran chinh thic ¢6 hiéu luc tai théi gian cudi t = T thi mét su cit cut thém
d6i véi dudng thang ding nay 14 cAn thiét.

¥ ¥ y=Z
t=T
Z
Z,
Z,
A A
Z,
v T ¢ O T, T, T, ¢t
(a) (b)

Hinh 1.4

Kiéu bai toan di€m cudi bith ddi tha hai ddo nguge vai tro cua thdi
glan cud va trang thai cudy; bay gid trang thai cudi 1 cho trude nhung thot
gian cudl 1a tu do. Trong Hinh 1.4b, dudng nadm ngang y = Z tao thanh tap
cac diém cudi chdp nhan duge. Mai diém nay, tuy thuge vao dudng di duge
chon, ¢6 thé gan véi mét théi gian cudi khace nhau, thi du T, T, va T, La
mét lan nita, d6 ty do Iua chon lén hon so véi trudng hgp didm cudi 6 dinh.
Nhiém vu cua nha lap ké& hoach c¢6 thé 14, ching han, sin xuit mét hing
hod v&i dac trung chdt lugng riéng (thép véi sic bén di cho) véi chi phi thap

nhét, nhung lai hoan toan tuy ¥ vé d6 dai chia chu ky san xuit. Didu niy
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cho phép nay sinh mét phudng phap sdn xuit lau hen nhung it tén phi hon
mi nd khong thé duge chip nhan dudi mat ké hoach san xuat cip bach.

Kidu bai toan nay dude got chung & bai todn diém cudi cé dinh. T
tén goi nay cé thé nay sinh mét su JAm l?‘m. bdi vi tit “didm cudi cing” duge
stf dung & d4y chi dé chi trang thai cudi Z chit khéng phai toan b6 diém cudi
cuing theo nghia edp ¢6 thi ty (T, Z). P& tan dyng hinh anh tryc quan cua
bai toan trong Hinh 1.4b, ta s goi bai ton diém cudl ciing ¢d dinh mét cich

khic di 12 bai todn duding cudi ndm ngang.

Trong bai toan diém cudi bién déi tha hai thi col ham mue tiéu la eyce
tiéu thoi gian san xuat (chi khéng phai cye tiéu chi phi). Trong trudng hgp
d6, dudng di véi thoi gian cudi T, trd nén dang chon hon dudng di két thue
tai T, bat ké chi phi nao. Loai bai toin nay duge goi 1a bai toan thai gian
63 U

Vdi loai bai toan nay, cA trang thai cudi 1An thai gian cué déu khéng
duge dinh trude rieng ré, nhung chung bi rang buéc véi nhau théng qua mot
phuong trinh rang bude dang Z = ¢(T). Nhu trong Hinh 1.4c, phuong trinh
nhu vay biéu thi bing d6 thi nhu mjt duong cudi (hoac trong thit nguyén
cao hon, nhut mit mdt cusi) 1ién hé mot thoi gian cudi riéng {ching han, T))
v6i mét trang thai cudl tuong dng (Z,). Mic du bai toan dé cho cd T va Z
mém déo, nha k& hoach thuc sy chi ¢6 mot béc g do trong viée chon diem

cudi. Ta sé goi loai bai toan nay Ya bai todn dudng cudi (hay mdt cudl).
2.2, Piéu kién hoanh

Nét chung cia cac bai todn diém cudi bign d5i, ngudi 1ap k& hoach co
nhiéu han mat bac tu do so vdi trong trudng hdp diém cudi & dinh. Nhung
sy kién nay néi ring, trong viée rat ra loi gia td wu, ¢An thém modt diéu
kién phu dé xac dinh ré quy dao (dudng di} chinh xac duge chon. D& lam rd
didu nay, ta so sanh cac didu kién bién d6i véi dudng di 16 uu trong trudng
hop diém cué ed dinh tuong phan véi truong hap diém cudi bién déi. Trong
trudng hop diém cudi eb dinh, quy dao (duong di) t61 wu phai thoa mén cée

difu kién bién (dau va cud):

vi0)= A va y(T) =7 (T, A, v4 7 cho trude)
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Trong trudng hop diém cudi bién déi, diéu kién ddu y(0) = A vin phua
hdp véi gia thiét. Nhung vi T va/hoac Z biy gid bién déi, didu kién cusi y(T)
= Z khong thé chi r5 cho ta quy dao (duong di) t&1 vu nita. Nhu Hinh 1.4 chi
ra, tat cd cac dudng di chdp nhan duge két thic tai Zy, Z; hode clc vi tri cudi
khac cé thé c6, déu thoa min didu kién y(T). = 7. Do d6, ching ta cAn mét
diéu kién cudi c6 thé phan biét duge chic chdn quy dao {duong di) t81 uu v
cac quy dao (dudng di) ch&p nhan duge khae. Didu kién nhy vay duge goi 1a
diéu kién hoanh, bdi vi né thudng thé hién nhu mé ta vé quy dao (dudng di)
tot uu cdt ngang dutdng thing cusi hay dudng cong cudi nhu thé nia.

2.3. Piém d4iu bién déi

Mac di ta da gia dinh rding chi diém cudi cé thé bién déi, ndi dung da
thao luén & trén ciing co thé ciing dude st dung vao trudng hgp diém diu
bién déi. Nhu vay, c6 thé cé mét dudng cong dau biéu thi cac t8 hgp chap
nhan dude cua thdi gian khéi diu va trang thai khéi dau. Ho#c c6 thé ¢
mdt dudng thing khdi ddu thing ding t = 0, chi ra rdng thai gian khdi diu
0 1a cho trude, nhung trang thai khéi diu khéng han ché. Néu didm diu 1a
bign déi, dac trung cla dudng di 181 wu cing phai ¢6 mét didu kién hoanh
khae & vi tri cia phudng trinh v(0) = A d8 mé ta duong di t&1 uu cat ngang
cac dudng thing ddu hay duing cong dau nhu thé nao.

Ill. PHIEM HAM MUC TiEU
3.1. Dang tich phan ctia phi&m ham

Mbt quy dao (dudng di) téi vu theo dinh nghia la quy dao (dudng di)
lam cye dai hoac eye tidu gia trj cla quy dao (duong di) V[y]. Vi bat et quy
dao (duong di) y phai tat y&u di qua mét khoang thoi gian, gia tri tdng céng
cta né phai la mét tdng. Trong didu kién roi rac, gia trj cua dudng di 13 téng
cdc gia tri cua cic cung thanh phén cla né. Cai tuong xUng clla mét ting

nhu véy trong trudng hgp thdi gian lién tuc la mét tich phin x4e dinh
"

I (g14 tri cung) dt. Nhung ta bidu dién “gia tri cung” d6i véi trudng hgp
[

lién tuc nhu thé nao?

Dé tra 13i cau héi nay, trude hét ta phai nhan dang duge mot “cung”
trén quy dao (duong di) theo thdi gian lién tue. C6 ba kidu théng tin can



161 WU HOA BONG TRONG PHAN TICH KINH TE T

thiét d6i v6i viée nhan dang cung: (1) giai doan bét ddu (thoi gian), (2) trang
thai bit dAu, va (3) huéng ma cung do di theo. V4i thdi gian lién tuc, vi mbi
cung 14 v6 cung bé vé chidu dai, ba diém nay tuong dng dude thay bang: (1)
t, (2) y(t), va (3) y'(t) = dy/dt. Thi du, trén quy dao (dudng di) v, da cho, cung
gin vl mot thoi diém dic biét t, duge dic trung b6l mot gia tri duy nhat
v,(t) va mot d6 dde duy nhat y'y(t). Néu ton tai m¢t ham F ndo d6 gan gia
tri cung cho céac cung, thi gid tri cia cung néi trén cé thé dugc vist 1a Flt,,
vifto), vi(to)]. Tudng ty, trén mdt dudng di khéc, yy, 46 cao va do dde cua
cung tai t = t, 14n lugt 1& yylte) va yu(ty), va cdc gid tri cung la Flto, yulte),
vu(ty)]. Suy ra ring bifu thic tdng quat déi véi cac gid tri cung la Fit, y(b),
y'{)], vA phiém ham gia tri cua quy dao (dudng di) — téng cla cac gia tri
cung — c6 thé duge viét mot cach téng quat bang tich phan xac dinh

VIy)= [Fit v,y @ .

V{y] nhan manh rang chinh sy thay ddi trong quy dao (dudng d1) y (v
so v&i yy) 1am thay d6i 46 16n clia V. Méi quy dao (dudng di) y khéc nhau
gdm tap hop cac cung khéac nhau trong khoang thd: gian [0,T), ma thong
gua ham gan gia tri cung ma né nhan cac tap hgp gid tri cung khac nhau.
Tich phin x4c dinh ebng cac gia tri cung ndy trén mdi quy dao (dudng di) y
thanh mot gia tri cua quy dao (duong di).

Né&u ¢6 hai bién trang thai y va z trong bai toan, thi ta phai tinh dén
chc gia tri cung trén ca quy dao (dudng di) y 1&n z. Khi d6 ham muc tiéu
phai dude bidu dién la:

Viy,z] = fF{t,y(t),z(t).y'(t),z'(t)]dt‘ (1.2)

Mbt bai toan véi phiém ham muc tiéu nhu trong dang (1.1) hoac (1.2)
tao thanh bai toan chudn. D& don gidn, ta s& thuong bo dél sb thdi gian (1)
d& véi cac bign trang thai va viét ham dudi ddu tich phan ngin gon hon la
Ft, v, v hoac F(t, v, 2, v, 2. '

. . dy . - ey
! Trong cudn sach nay ta ki kifu y' = —— trong chuong vé phép tinh bidn phin va dé khoi
de

. d e .
nhdm. ta kf hidu ¥ = T trong 1y thuyét didu khién 18 vu,
ar

2- TUHD
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3.2. Cac dang phiém ham khac

Doi khi, tidu chudn t&i wu trong bai todn ¢d thé khéng phu thude vao
céc vi tri trung gian nao ma dudng di di qua, mi ¢6 thé chi phu thude vio vi
tri cia diém cudi dat tdi. Trong trudng hop 46, khéng c6 tich phan xéac dinh
nao nay sinh, vi khéng cdn 14y tong cac gia tri cung trén mdt khoang. Piing

hon, phiém ham mue tiéu la:
Viy] = GIT, y(T)] (1.3)
d day ham G phu thude vao nhiing gi xay ra d thei gian cudi T.

Ciing c6 thé xay ra la ca tich phan xac dinh trong (1.1) 1dn tiéu chuin
diém cudi trong (1.3) ddng thai dua vao trong phiém ham mue tidu. Khi d6
ta co:

VIl = [Flt. v,y Ot + GIT,y(D] (1.0

g day ham G goi 1a ham gia tri dé lai. Hon nia, cac phi€m ham trong (1.3)
va (1.4) lai 6 thé duge md rong dé dua vao nhidu hoen mdt bién trang thai.
Thi du, véi hai bién trang thai y va z, (1.3) trd thanh:

Vly,z] = G[T, y(T),z(T)] (1.5)

Mét bai toan véi kiéu phiém ham muc tiéu trong (1.3) dude goi la bai
toan Mayer. Vi chi ¢é vi tri cuds 1a ¢d ¥ nghia trong V, né ciing duge goi la
bai todn diéu khién cudi. Néu (1.4) i3 dang phi€m ham muc tiéu cua bai

toan, thi ta cd bai todn Bolza.

Mic dir bai toan Bolza c6 vé 1a biéu dién tdng quat hon, sy that la ba
loai bai toan — chuin, Mayer va Bolza — tit ca ¢6 thé chuyén déi duge véi
nhau.

IV. NHUNG CACH TIEP CAN KHAC NHAU BOI V&I TOI LU DONG

Dé giai quyét bai toan da phat bidu trén diy, ¢6 ba cach tiép can chix
yéu. O trén ching ta da néi dén phép linh bién phan va quy hoach dong.
Tuy nhién con mét cach tigp cin 1a téng quat hoa manh ciia phép tinh bién
phan, mang tén 1§ thuy6t diéu khién t6i wu. Ta s& gidi thidu van tit timg
phuong phap.
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4.1. Phép tinh bién phan

Bat ngudn t cudi thé ky 17, phép tinh bién phéan 14 cach ti&p can cf
dién déi véi bai toan 61 vu ddng. Bai toan sdm nhit 1a bai toan xéic dinh
hinh dang ctia mét bé miit xoay vong d8 gip luc ean it nhat kh; di qua mét
chat can nao dé (b& mat xoay véi dién tich cue tiéu). [ssac Newton d5 giai
bai todn nay va phat bidu cae két qua trong cic nguyén 1y cia Gng, cong b
nam 1687. Cac nha toan hoc khac cta linh vuc dé eting da nghién citu cac
bai todn c6 ban chat tuong ty. Cac bai toan nay ep théd duge bidu thi bdi
dang téng quat sau day:

Cuc dai (cyc tiéu) Viy] = L}*‘[t, y{u), y'(t))dt (1.6)

Vi ring bugc y(0)=A (A cho trude) 1.7
va y(TY=2Z (T, Z cho trudc) (1.8)

Bai todn (1.6)-(1.8), véi mét phiém ham tich phén theo mét bién trang
thai dan, véi cac di€m dau va cusi hoan todn xic dinh, va khéng c6 ring
budce nao, duge goi 13 bai todn cg bin (hay bai todn don gidn nhdt) eia phép
tinh bién phan.

Dé cac bai toan nhu vy ¢6 § nghia, cin thiét 1a phi€m ham phai kha
tich. Ching ta s& gia dinh diéu kién nay thoa man bat cit khi nao ta viat
mét tich phan dang téng quat nhu trong (1.6)-(1.8). Thém niia, ching ta sé
gia dinh ring t4t ca cic ham xuit hién trong bai toan la lién tuc va kha vi
lién tuc. Gia thiét nay la can thiét, bdi vi co sé phuong phéap luan ding sau
phép tinh bién phén rat gin v phuong phap luan clia phép tinh vi phan cd
dién. Su khac nhau chu yéu 13, thay vi lam viée véi vi phan dx thay déi gia
tri cha y = f(x), bay gid ta s lam viée véi “bién phan” cta toan bo dudng
cong y(t) tac dong lén gi4 tri cha phi€m ham Viy].

4.2. Ly thuyé&t diéu khién t5i wu

Nghién ctiu iép theo clia cac bai toan bién phan d5 dan t4i su phat
trién phuong phap hién dai hon 13 Iy thuyét didu khién t6i wy. Trong ly
thuyét di€u khién 51 wu, bai toan t&i vu déng duge xem nhu bao gém ba
(chit khéng phai hai) loai bién. Ngoai bi&n thdi gian t va bién trang thai
y(t), ta cdn xem xét bién didu khién u(t). Thye t&, chinh loai bigh sau da cho
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1y thuyét diéu khién t6i wu tén goi clia né va chiém vi tri trung tdm trong
cich tiép e4n méi déi véi 161 uu dong.

Viée tap trung su cht ¥ vao bién diéu khién lam cho bién trang thai bi
ha xudng hang thit hai. Diéu dé 1a chap nhan dugc chi néu quyét dinh déi
v6i dudng di didu khién u(t), mot khi di cho didu kién ddu déi vdi v, sé xac
dinh hoan toan dudng di cia bién trang thai y(t}) nhy mdt sdn phim kém
theo. Ta di dén dinh nghia sau:

4.2.1. Dinh nghia phuong trinh chuyén déng (hay phudng trinh
chuyén (iép hay phudng trinh trang thai)

Trong bai toan diéu khién tai wu, phuong trinh lién hé y vdi u dang

%‘;_ = fft, ¥(1),ut)] duge goi la phudng trinh chuyén déng (hay phuong trinh

chuyén tiép hay phudng trinh trang thai).

Phuong trinh nay néi ring: tai mot thai diém bat ky, khi da cho gia
tri cua bién trang thai, lya chon digu khién u cla nguoi lap ké hoach sé lai
bién trang thai y nhu thé nao qua thdi gian. Khi ta da tim duge duong di t6i

uu cua bién didu khién u*(t), tu phuong trinh chuyén déng c6 thé x4y dung
dudng di t61 uu cia bién trang thai lién quan v¥(t).

4.2.2. Bai todn diédu khién t6i uu

Bai todn di€u khién t8i uu (1.9)-(1.12) tudng ing véi bai toan cua
phép tinh bién phan (1.6)-(1.8) nhu sau:

Cuc dai (hay cue tidu) Vlu| = fF[t, y(t},u(t)]dt (1.9)
vO1 rang budge y(t) = f[t,y(t), uft)] (1.1
y(@) = A (A cho trude) (1.1
Vi y{T})=Z (T, Z cho trudc) (1.12)
. ) dy
tr d =
rong do v(t m

Latu ¥ rang, trong (1.9)-(1.12), ham muc tiéu khéng chi chiia u nhy
mét di s6 ma né cling thay déi tit V(y) thanh V(u). Diéu nay phan anh ring
u bay gio la ¢dng cu ¢d ban cda t8i vy hoa. Tuy nhién, bai toan diéu khién
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nay lién quan mat thiét véi bai toan cua phép tinh bign phan (1.6)-(1.8).
Thuc té, bing cach thay y(t)bing u(t) trong biéu thitc dusi d&u tich phan
trong (1.6)-(1.8), va 14y phuong trinh vi phin ¥ (t) = u(t) lam phudng trinh
chuyén dgng, ta thu dudc ngay (1.9)-(1.12).

Mot su phat trién c6 ¥ nghia nhat trong |y thuyvét diéu khién t6i vu la
nguyén ly cue dgi. Nguyén 1y nay thuong duge gin véi nha toan hoe Nga L.
S. Pontryagin. Sitc manh ctta nguyén 1y @6 1a 6 kha n#ing ma né giai quvét
tryc tiép nhiing rang buge nhat dinh déi véi bien didu khién. Dic biét, né
cho phép nghién citu céc bai Loan trong do6 cac gia tri chdp nhan duge cua
bién diéu khién u bi gidi han trong mét tip 161 déng, bi chin /¢ nao d6. Thi
du, tap hop 74 ¢6 thé 1a khoang déng [0, 1], néu d61 hdi 0 < u(t) < 1 qua sudt
ky k& hoach. N&u ching han khuynh huéng tiét kiém bién 1a hién diéu
khién thi mét rang buge nhu vay, 0 < s(t) < 1, ¢6 thé rat thich hgp. Tém lai,
bai todn cda ly thuyét diéu khién t&i vu nhu (1.9)-(1.12), ngoai trit 1a ¢é thé
thém vao né mdt rang bude nhu: '

uft) e Ht{vé1 0<t<T
4.3. Quy hoach déng

Nha toan hoc M# Richard Bellman coi quy hoach ddng 1a mét cach
ti€p can khac d&i véi bai toan didu khién phat biéu trong (1.9)-(1.12). Cac
tinh chit tiéu biéu quan trong nhat ctia cach tiép can nay la; Thi nhét, no
16ng ghép bal todn di€u khién da cho vao ho cic bai toan didy khién, véi hé
qua la trong viée giai bai toan da cho, ta thyc sit dang giai toan bd ho cac
bai todn nay. Thit hai, d6i véi méi thanh vién trong ho bai toAn nay, ta tap
trung sy chia y chu yéu vao gia tri t61 uu cta phidm ham V* chit khéng vao
cdc thude tinh cua duong di ctia trang thai t6i uu y*(t) (nhu trong phép tinh
bién phan) hodc quy dao didu khién t51 uu u*(t) (nhu trong ly thuyét diéu
khicn t81 wu). Thuc t& mét ham gid tri t6i 1 — gan mot gia tri t& wu cho
méi thanh vién ciia ho bai toan nay - duge st dung nhu mét dic trung cia
101 gian.

B. MOT SO MO HINH TOI UU BONG TRONG KINH TE

Trong muc nay chung ta dé cap dén mot s6 mé hinh ddng trong mot
s6 Iinh vyc cia nén kinh t& nhu: ddu tu, tiét kiém, tiéu ding, hanh vi cua
dde quyén, thudng mai va phat trién, van dé dinh gia tai san va tiéu ding;
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M3 hinh lao dong khéng thé phan chia dudc va chu ky kinh doanh; M6 hinh
xac dinh chinh sach chéng 6 nhiém; Can bing trong nén kinh t& phi tap
trung vé1 lam phat va thué; Kinh t& hoc vé cac tai nguyén cé thé can; Mé
hinh ngudi dai dién; Ly thuyét cip dau tu dong; Cac mé hinh ting trudng
hai khu vige; Van dé ddu tu ¢6 chi phf diéu chinh. Cac mé hinh nay duge trinh

bay mét cach viin tal nhim gidi thiéu tinh da dang ctia bai toan t& wu déng.

Trong cac chuong t1€p theo, chiing ta sé dua ra cach thie giai hau hét
¢ie mo hinh do,

l. MO HINH TANG TRUGNG KINH TE

1.1. M6 hinh tang trudng kinh té& phi ngau nhién cta Brock va
Mirman

Ta xét qua trinh ting trudng kinh t& trdi qua mét ddy vd han céac thoi
kyt=0,1,2,. Othdi kyt, ddu vac cta qud trinh la s8 tai san vén K, va sé
tao déng L, ddu ra cia qua trinh la Q, bao gém san pham lam ra trong thaot
ky Y, va s6'tai san von con lai ¢ cusi thoi ky (K, - Dy);

Q=Y +(K-D) (1.13)
d day D, 1a s6 tai san da thue sy duge dua vao san xuit,

Diu ra ctia théi ky t. Q, duge danh cho tidu dung C, va phén ¢on lai
duge dung lam vén sin xudt d thai ky t + 1, K.;1, nghia la:

Q =C + K, (1.14)
Gia thiét mdi lién hé giva diu ra va ddu vao cda qua trinh duge miéu
té bang ham san xu&t dang Cobb - Douglas:
Q=AKLY™ 0<g<1,A>0 (1.15)
T (1.14) va (1.15) ta ¢6 bidu thue:
C +K,, = AKL" (1.16}

Bit k, = K/L,, ¢, = CJ/L, 1a vén va tidu ding tinh trén mét don vi lao
dong, hé thue (1.16) c6 the bigu dién dusi dang:

¢, + ki, = Ak (1.17)
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Gia su lgi ich tidu ding & thai ky t dude do bang ham lgi ich ‘e =
Blne,, trong d6 B vdi 0 < B < 1 la h¢ s0 qui ddi vé& gia tri tucng dudng & thai
ky t =0, né cang duge goi 1a hé s8 chidt khau,

Brock va Mirman (1972) dit va xét bai toan ting trudng kinh t& sau-

Chon cic day {e} t =0, 1, 2,... 1am cute dai l6i ich tigu dung

ZB‘ Inc, (1.18)

0
vdi 86 vén k, cho trude va tuin theo rang bude:
ki +e = AkY, (1.19)
Trongd6 A>0,0<a<1, <p=<i.

Dé gidi bt toan trén ta xem k. 1a bién trang thai va (1.19) 1a phucng
trinh chuyén trang thai.

1.2. M6 hinh tang tru’&ng ngau nhién

Hiy xét mé hinh ctia Brock-Mirman dud; dang bail toan ting trudng
ngau nhién sau;

maxEﬂZBl Ine,, {1.20)
r=1)
thoa man e, +k,,; € Ak"G, (1.21)

(ia tri dau vén tait = 0 k, cho trude, A>0,0<ax<l,
¢ day {6,} 1a day cac bién ngdu nhién c6 phén phél déc 1ap va ddng nhat, vai
In B¢ tuan theo phan phéi chudn véi trung binh bang 0 va phuong sai khéng
d61 bang o%, E, 1a ky vong toan ¢6 didu kién trén tap théng tin da bidt ¢ diu
thesi ky 0.
1.3. M6 hinh tang truéng hai khu vue

Ta xét md hinh hai khu vuce. O thai gian t, khu vie 1 san xuflt ra hang
hod ¢, nhd viée st dung vin k,' ma duge san xuat trong khu vyc 2. Trong
thoi gian t, khu vue 2 san xudt lugng vén k,,, ma sé duge st dung trong thai
ky t + 1 cta 2 khu vuc. Dé san xudt ra k,,, khu vue 2 ¢dn moét luong kZ hang
hod v6n. Ngudi 1ap k& hoach hoz xi hél gidi bai toén sau ddy d thai ky 0:
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max Y~ B' Ule), b < [0,1] (1.22)
Véi cac rang bude:

vt.0se <8k (1.23)

0 <k, s £X(k* (1.24)

k'+ k2 <k, (1.25)

k'>0, k220 (1.26)

k, = 0 da cho.

Céac ham £, f* 14 cAc ham san xuét cia khu vuc san xuit hang tiéu
ding va khu vife san xust tu lidu san xudt, ching dudc gia thiét kha vi hai
lan, 16m ngit.

I1. MO HINH TIEU DUNG
2.1. M6 hinh tiéu dang vong ddi dudi diéu kién bit dinh ctia Hall

Ching ta xét mé hinh chu ky séng duéi difu kién bat dinh sau day:

T-t

maxE, S (1+8) UGC,.,)

1=0
Véi rang budéc:

Tt
Z(l + 1‘)-i(ct+i - Wi — At

i=1

trong dé:

E, 12 ky vong c6 diéu kién trén tap hgp cac thong tin c6 thé ¢6 & thoi
ky t,

U()1a ham lgi fch mét thdi ky véi gid thiét 1a 1om ngat, kha vi hai l4n,
5 14 suét phi ua thich tiéu dung cht quan,

r 12 ty 18 1gi tide thue duge gia thiét 13 hang s6 theo thoi gian,

T 1a d6 dai tudi tho kinh t&,

¢ 14 Gidu ding,

w, 12 thu nhap ngau nhién,

A, 14 tdl san ngoal vén con nguol.
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2.2. Tinh y clia théi quen trong tiéu dung 1

Xét bail toan chon day tiéu dung ¢, 1am cuc dai ham muc tiéu,
nghia la:

D Bllne +ylne,_), 0<B<l, y>0 (1.27)
t={]

véirang buje ¢, +k,, <Ak” (1.28)
A>0 (1.29)
O<a<l (1.30)

k0 >0, va ¢, cho trude

G day ¢, 1a tidu dung tai t, k, 1a hugng vén & ddu théi ky t. Ham Iai ich
hién thdi (In ¢, + v In ¢,) 14 d8 bidu thi tinh ¥ ctia théi quen trong tiéu ding.

2.3. Tinh ¥ cia théi quen trong tiéu ding 2

Xét dang téng quat han cia bai toan trén la-

maxiB['U(cr_,ct_,), 0<P<l (1.31)

1=0}

vdi rang bude: ¢, +k,,, <f(k,), ky> 0, ¢, cho trudc,

Ulc,, ¢,) kha vi lién tuc hai 14n, bi chin, ting theo ¢4 ¢, va 1, 10m
theo (c,, ¢.), v £(0) =+, £ >0, £ < 0.

2.4. Hoc cach hudng thu thdi gian réi

Gid sit ham l¢i ich ctia ngudi edng nhén c6 dang U() phu thude vao
lugng hang hod thi trudng san xudt duge tidu dung, ¢y, va cfing phu thuéc
lugng hang hod gia dinh san xuat, c,,. D& c6 duge cae hiang hoa thi trudng,
¢6ng nhén d6 phai gianh mét lugng thai gian nao dé, 1,,, cho cac hoat déng
thi trudng dé nhan tién cong w, {trén mot don vi thdi gian) do bing hang
tiéu dung. Céng nhan d6 coi tién cng 14 cho trude va ngoai su didu khién
cia cong nhéan. Khéng c6 sy vay muon hay cho vay. Bigt rang tién céng trén

thi truong phat trién theo luat chuyén déng w,,; = h(w,).
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Lagng hang hoa gia dinh san xuit phu thudc lugng “tinh théng” ma
cong nhan c6 6 dau ky ma ta gan nhin a,. Lugng “tinh théng” nay gidm vdi
téc dé & va c6 thé tang do viée gianh thdi gian cho cde hoat déng ngodi thi
trudng. Tém la: bi toan i nhu sau:

"

max ) U, ey ) 0<B<l {1.32)

1=
vét cae rang bude:
¢, < wily (rang budc ngén sach) (1.33)
ty = f{a)  ¢ham san xuit cua hang hoa gia dinh san xuat) (1.34)

A (1 - a, + 1, (Quat chuyén déng ctia luong tinh thong) (1.35)

Iy +1, 51 (g8 han vé st dung théi gian) (1.36)
Wi = h{w,) (luat chuyén déng d61 véi tién cong) (1.37)
a, >0 (cho trude) {1.38)

(na st rang u( ) va f() 16m ngat, kha vi hai lan.
(1. MO HINH DAU TU

3.1. M6 hinh Jorgenson

Trong 1y thuyét tin ¢d dién ctia Jorgenson v8 dau tu, gid thiét cong ty
st dung 2 dau vio la von K va lao déng L dé san xuit theo “ham san xuét
tin c6 dién” véi ddu ra @ = Q(K, L) cho phép thay thé gitia hal dau vao.
Diém nay phén biét né véi 1y thuyét gia tée vé diu tu trong d6 vén gin vdi
dau ra theo mét ty 18 ¢§ dinh. Ham san xu#t tan ¢6 dién thudng di kém véi
céc gia thigt vé san pham bién dudng nhung giam dan (Qg, Q. > 0; Quk, Q.
< 0) va hiéu qua khéng déi theo quy mé.

Doanh thu béng tién clia céng ty tai thoi diém bat ky 1a PQ, trong d6
P 14 gia san pham cho trudc. Tién chi ra c¢Ga né tai thoi diém bat ky gém
tién tra ¢éng, WL (W ky hiéu dinh mic tién cong), va ch tidu cia cong ty
cho von mdi, mlg (m ky hiéu gia ca cha “may mée”, I- tong ddu tu gom dau
tu rong K' cdng vé1 khau hao 8K ). Nhu vay doanh thu rong tai thai diém
bal ky la;

PQK.L) - WL - m(K' + &K)
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Ap dung thita sé chiét khau e™ vio bidu thie nay va ldy téng theo
sudt thai gian, ta ¢6 thé bidu difn lugng rong cla gia tri hign thoi N(K,L)
cua cong ty la:

N(K,L) = f (PQK, L)~ WL - m(K'+5K)Je ™ dt (1.39)

Muc tiéu cha céng ty 1a cuc dai hoa ligng gia tri rong N clla nd bang
vige chon mét duong di K t81 vu va mét dudng di L to1 uu.

3.2. M6 hinh Eisner-Strotz

Mo hinh Eisner- Strotz tap trung vao dau 4u rdng trong gui trinh mé
- rong quy mé nha may cua cong ty, do d6, khéng dé ¥ dén diu tu thay thé.
Gia thidt cong ty dd biét loi nhuan = gdn véi vén K, ta cé ham lgi nhuin
m(K). Viée mé rong nha may, phai chiu chi phi diéu chinh € ma d6 16n cua
né thay déi thuan chiéu véi téc d6 md ring K'(t). Do d6 ta c6 mét ham tang
C = C(K"), ma qua né nhiing khé khin bén trong cua cong ty trong viée ditu
chinth nha may ciing nhu nhiing trd ngai bén ngoai can trd ddu tu (nhu ap
luc 1&n viée cung cip cia nganh san xudt hang hod vén) c6 thé dude tinh
d&n mot cach tudng minh trong bai toan ti wu cia cong ty. Néu ham C
phan anh mét cach thich hgp nhiing khé khin nay trong diéu chinh, thi khi
44 tim duge dusng di K*(t), ta co thé 18y ngay dao ham cua né K*'(t) nhu la
dudng di 8 uu chia ddu tu rong ma khéng phai sit dung mét cich thae dac
biét ndo gidng nhu cd ché ting tde linh hoat.

Muc tidu ctia céng ty 12 chon mot quy dao K*(t) lam cyc dai tong gia
tri hién thoi clia lgi nhuéan rong caa né qua thdi gian:

Cye dai  TI[K] = E[R(K)—C(K')]e"" dt (1.40)

vdi rang bude K(0) = K, (K, cho trudc)
3.3. Diu tu ¢o chi phi diéu chinh

Mbt cong ty ctc dai gia tri hién tai cia dong tién, vdi nhiing khoan
thu tuong lai duge chiét khau véi ty 1¢ p. Thu nhép tai thdi gian t duge cho
bang ludng ban, p,q. & day p, 12 gia hang hod, q, 14 lugng san xudt ra. Cong
ty hoat ddng trong thi trudng canh tranh va do d6 col gia c& 1a da cho. Cong
ty bidt ring gia ca phat trién theo luat chuyén dong cho hdi p.., = f(py.
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Téng san xuit phu thudc vao luong von, k,, va lao dong, 1,, va vao hinh
phuong cia hidu s8 gitta ty 1& ban trén dau tu & hién thai, x, va ty 1& caa
thot ky trude. Diém sau cing nay bao ham ¢ tudng 1a nhing thay déi trong
ty 1¢ ban hang trén dau tu doi hoi m(}t,. su phan bé ndo d6 cic ngudn luc

trong noi bd céng ty va do dé lam giam mie hidu qua.

Gia su rang tién ludng 12 hing s va bing w, Vén hién vat gidm gia
vél toc do 8. Bal toan cta cdng ty la:

Itn:;\XZﬁt{pt(\;t -wh 1, 0<p<l (1.41)
1=03
v@i rang bube:
2
q: +xt ﬂg kt:lLs{QT _q{_l] (142)
X X
koo < (1-8Yk, +x, 0<d<l1 . (1.43)
p = f(p)) (1.44)
k, >0, %! >0 cho trude (1.45)
Xy

Ta gia st rang g( ) bi chin, tang theo hai déi s& dau va gidm theo dét
s thit ba.

3.4. Ly thuyé&t cap dau tu déng

Gid st mot ngudi tieu dung c6 thé ddu tu vao nhidu loai tai san nhu
c6 phidu hay cac tai san khéc... ma cac khoén ddu tu nay c6 thé dem lai loi
tite khac nhau. Nha diu tu c6 thé tinh toan xem nén dau tu téng tai sdn
ctia minh vio nhitng khodn nao, bao nhiéu dé thu duge Igi tdc 16n nhat.
Trong kinh t&, bai todn nay duge goi 1 bai toan lya chon danh mue dau tu
(portfolio) hay lua chon efip dau tu. Dudl day ta hay xét bai toan nhu vay
trén quan diém déng.

Gia thidt ¢6 n tai san ma nha diu tu cé thé ddu tu, trong d6 tai sin
thi i €6 ty 18 hoan vén tai thai gian t 1a R, O day R, duge gid dinh 13 mot
bién ngiu nhién dudng bi chin trén vél xac sudt 1. Ngudi tidu dung cyc dai
E, &2, B'Ulc,) bing cach chon cac s, véii=1,.,nvatz0, thoa man:
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ot Y sy = A, t=0 (1.46)
i=t
A= s Ry, 620, Ay cho trude (1.47)
=1
HmEB'A, =0 (1.48)
=

O day s, 1a luong tai sdn i mua trong thoi ky t, ¢, 14 tidu diing tai t, E
chi k¥ vong. Tai thai glant, A, va R, ,,i=1, .., n da biét, nhung R, 1 =1,
.., n chua biét trude khi bit ddu thai ky (t + 1). Ta gid st rang R, la qua
trinh Markov, véi xac suét chuyén cho béi:

piR =R | R, =R} =F®R'", R), 6 diay R" va R 14 céc véc t3 n chidu
IV. MO HINH TIET KIEM XA HOI
4.1. Hanh vi tiét kiém xa hi t6i wa - M6 hinh Ramsey

Mot trong nhitng tng dung du tién cua phép tinh bién phén vao kinh

t& hoc 12 mo hinh cia Frank Ramsey v& hanh vi tist kiém xa hét t6i wu.

Vin dé trung tdm ma Ramsey nhim vao 1a vin dé phan bo nguén
theo thai gian: 6 mét thoi diém bét ky, bao nhidu thu nhip cda modt nudc
nén danh cho tiéu dung hién tai dé mang lai phc lgi hién tai, va bao nhidu
nén tiét kiém (va d4u tu) dé md réng san xuét va tidu dung trong tudng lai,

va do dé mang lai phuc lgi tuong lai?

Gia st ddu ra (san lugng) dudc sian xudt nhd hai ddu vao 1a vén K
va lao déng L. Ham san xuat Q = Q(K, L) 12 bat bién déi véi thai gian, dao
gia thiét khong ¢6 tién b vé cong nghé. Nhiing gid thist khac nhim lam
dan gian mé hinh gém khéng ¢6 hao mon v6n va khong c6 thay d6i dan s&
(diing). Tuy nhién, lugng dich vu lao déng cung cap van c6 thé thay déi.
Dau ra Q ¢6 thé hoiic dé tiéu dang C hoic dé tidt kiém S, nhung phan tiét
kig¢m luén luén dan dén diu tu va tich luy vén. Khi d6 ta cé Q=C+5=
C+ K, hay:

C=QK L)-K (1.49)
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Trong dé K' 1a dau tu rong. Ti¢u ding C déng gép vao phic Igi xa hoi
dude md ta bai (chi s6) loi ich xa hai U(C), véi mite 1¢i ich bién khong ting,
U™C)< 0. Ham U(C) dap ing doi hoi nay ¢6 dang nhu duge cho trong Hinh
1.5 Gia thiél c6 mét cin trén déi véi mite lgi ich U va dat dudc tai mdt mue
tiéu dung hitu han C nhu trong Hinh1.5a va b, hodc c6 thé chi tiém can
dén U nhu trong Hinh 1.5.c.

s
<

vco i v) |
} |
I I
| L
g c 0 ¢ ¢
a) 5)
.
7 2
v)
¢
¢
&
Hinh 1.5

D& san xuat hang hoa, xa héi phai vit va ton site lao ddng. Trong kinh
t& hoc ngudi ta danh gid su khé nhoc nay bing ham goi 14 ham khé nhoc
cua lao déng (chi phi site Iue) D(L), véi mite khé nhoc bién khéng giam,
D*(L) 2 0. Do d6, mitc 161 ich xa hgi rong 1a U(C) - D(L), & diy C va L — nhu
K va Q - 1a cac ham s8 cha thai gian. Bai toan cha ngudi 1ap k& hoach kinh
t& 12 cue dai tdng mitc 1gi ich xa hoi cho thé h hién tai ciing nhu tat ca cac
thé hé tuong lai:
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Cue dai JT[U(C)—D(L)]dt (1.50)

Ham 14y tich phan, U chi phu thuge C, va theo (1.19), C phu thudc K,
L va K, ¢én D chi phu thude L.. Nhu vay, b1 toan nay c6 hai bién trang
thai, K va L. Tuy nhién, bdi vi khéng cé s6 hang 1.’ nao trong ham dudi dau
tich phan, bai toin suy bién theo L va néi chung chi dat mot didu kién dau
mit dé1 véi L 1a khéng i thich hgp.

Vin dé hi tu

Khong g16ng nhu phiém ham trong mé hinh Eisner-Strotz, ham duéi
dau tich phin suy réng trong (1.50) khéng chiza thita s chidt khiu. Su bo
qua nay khéng phai la do khong chi ¥; né xuit phat tif quan diém ena
Ramsey cho rang nha ké hoach (th& hé hién tai) chiét khiu miic lgi ich ecua
céc thé hé tuong lai 14 “khéng chinh dang vé mat dao ly”. D& xac lap tinh
hél tu, ngay ca néu ham lay tich phan bi chan trén. Thyc té&, vi mde lgi ich
rong A dudng khi L ra v6 han, tich phan ndy c6 thé phan ky.

D& vugt qua khé khin nay, Ramsey thay (1.50) bing bai toan sau day:

Cute tidu - f[B~ U(C)+ D(L))dL (1.51)

vdi rang bude K(0) =K, (K, cho trudc). (1.52)

O day B 1a mue hanh-phic nhat- mic 1¢i ich rong cye dai cho trude. Vi
phiém ham méi do khoang cach giita 1di ich dang c6 so vdi miic hanh phiic
nhat, né phai duge eye tidu chiy khéng cge dai. N6i mét cach trye quan, mot
ké hoach phan bg t&i wu sin phim phai hoée dua xa héi dén mite hanh phic
nhAt hodc dua né tiém can téi mite hanh phiic nh&t. N&u vay, ham 14y tich
phén trong (1.51) phai khéng ngiing giam tdi 0, hodc tién téi 0 khi t—w. D&
volL Ramsey, bang cach d6 van & hoi tu dude giai quyét. Viée thay (1.50)
bang (1.51), duge goi 1a “céng cu Ramsey”, duge chdp nhan réng rai nhu
didu kién di ctia héi ty.

4.2. Tiét kiém ca nhan trong diéu kién chic chin

Xét bai toan ctia mét ngudi tidu dung trong mdi trusng khéng ngiu
nhién. Ngudi tiéu ding muén chon day tiéu ding e, lam cue dai 1gi ich tiéu
dung, nghia la:
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max Z;B‘U(ct), O<p<i (1.53)
thod méan: A =R(A +y, - ¢,
va1 A, cho truée,
Oday R, t =0, 1, ..., 14 day da bigt va cho trudc cha 131 suit eta odi

tich lug trong mét thai ky: ¢, 1a titu dang v& Ufe,) 12 1di ich tidy dung: A, 14
cua cai tich lug ¢ ddu thai ky t, va ¥: 14 thu nhap lao déng tai t. Thu nhap
lao dong duge gid dinh 1 ngoai tAm diéu khién ciia ngudi tiéu dung. R, = R
>0vdimol t=0.

Ta dinh nghia trang thai ctia hé théng 1a (A, y,, R.)) va dinh nghia
diéu khién tai t, 1a u, = R'A,, = A, + ¥: —¢.. Ro rang bién didu khién la
téng tiet kiem. Phuong trinh chuyén tiép dai véi A, tré thanh A, =R, q,,
do d6 khong chiia bién trang thai tai t,

V. MO HINH NGUSI DAl DIEN
5.1. M6 hinh ngudi dai dién

Ngudi dai dién duge gia thiét la cé tim k& hoach vé han, trong diéu
kién thi trudng von hoan hio va c6 du dodn hoan hao. Trong méi truong
nhu vay, ngudi tiéu ding dai dién phai chon ty 18 tiéu dung c, cung lao dong
1, khéi lugng vén k, trai phiéu chinh phu b, d€ cuc dai 16i ich, nghia la:

maxIU(c,l,g)e'B‘dt U:>0,U.<0, Uj<0, Uy<0, U,>0, U,<0 (1.54)
0

Vi cAc rang bude sau:
¢+ k+b=F(k, 1y +rb - T (1.55)
Diéu kién dau:
b(0)=b,, k(0)=k, (1.56)
trong dé:
g 14 chi tiéu, tiéu diing thue cia chinh ph,
T 1a thué thuye ca géi,

B la ty 1& ua thich thdi gian ctia ngudi tidu dung, dude gia thiét 1a
khéng dai.
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r 12 1gi tic thye ngdn han,

AL b db
dt dt
Gia thist:
Dau ra dude sin xuat bing cong nghé c6 tinh chét 14 nang suat hién
vat bién duong nhung gidm dén theo ¢ hai y&u t& d&u vao vén va lao dong,
nghia la

y = F(k, l), Fk > 0, Fkk< 0, F] > O, F“ <, Dé ddn gién ta g]é thlé‘t fon
khong ¢6 khiu hao.

F 1a ham san xuét thudn nh&t tuyén tinh theo cic nhan t§ vén va lao
dong, nghia la F F, - F\?= 0, F, > 0. T4t ca dau tu xay ra lién tuc va khong
¢d chi phi diéu chinh.

9.2. M6 hinh c6 tién trong ham 1¢i ich - M6 hinh Sidrauskj

Ta xét mét phuong phap dé c6 thé dua tidn vao mé hinh cin bing, d6
1a dua tién vao trong ham lgi ich. Ngudi tiéu dung dai dién duge gid dinh
cue dai g ich, nghia la:

max IU(c,I,g,m)e‘B‘ dt (1.57)
4]
Véi rang bude:
Pe+ Pk+M+B=PF(k, ) +iB - PT (1.58)
Diéu kién d4u:
k(0) = ko, M(0) = My, B(0) = By (1.59)

trong doé:
Ule, 1, g, m) la ham lgi ich,
F(k, 1) 14 s4n lugng sdn xu4t cia vén k va lao déng 1,
m = M/P la can d8éi tién thyc té,
M la hugng tién danh nghia,
P la miic gia,
B la lugng trai phi€u danh nghia ctia chinh pha,

3-TUHD
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B la ty 1& ua thich thdi gian eua ngudi Licu dung,

(o g dB
dt dt. dt

11a lgi tite danh nghia.
V], MO HINH THUONG MAI
6.1. M hinh thuong mai va phat trién

Dua trén tu tudng cua Bevan, Collier & Gunmng, mé hinh nay dude
xay dung nhim miéu ta vin dé dat ra cua cac nude dang phat trién phai
didu chinh et sée thuong mai duong tam thdi, sy bing né vé hang hoa.
Pham vi d&i véi viée Jam tron tiéu dung la bi gidi han vi nude dé khéng ¢d
thi trudng vén hoan hao.

Xét bat toan sau:

max IU(c)e' Mt (1.60)
¢ ¥]

Va1 rang buge:

k ~g(k)-c+b (1.61)
trong doé:

¢ 1a tiéu ding,

p 1 suflt phi va thich thai gian,

g(k) = (k) - 8k, vé1 g(k) la san lugng rong, 3 1a ty 1é khau hao, {{k) 1a
ham sdn xudl,

b 13 bung nd thu nhap va gia thiét 1a hang s§ dusng trong thai ky t,
con trong thoi ky khac bang khéng.

(3ia thiét: f() va U() 1A ham 16m ngat.

|tic dAu nén kinh t& ¢ trang thai can bing bén viing véi lugng von l1a
. de . dk
k* trong do (k¥ =p, gtk = —: k=—.
gdo el o8 dk dt
Van dé 1a d thai gian t = 0, phai chon quy dao tiéu dung &1 wu dé giai
thich cho su bung né trén khoang thoi gian T,
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VIi. BAI TOAN CUA CONG TY
7.1. Cong ty cue dai gia tri hién thoi ky vong cta 1ai 4n chia

Hay xét mét céng ty cue dal gid tri hién thei ky vong cia 1ai &n chia,
Gia st rang gi4 ca cta hang hoa do céng ty san xuat 1a hing s8 va chuin
hoa bing 1. San xuat doi héi si dung mét don vi ddu vao: mét loal v&n dac
biét cho cong ty, Téng san xudt, f(k}, duge phan chia gita phdn ban ra qis
va phan danh cho d4u tu, x.. Doanh thu tit ban hang chiu thué véi thug
sudt t,. Tai théi gian t, 7, va 7, da biét — ¢ day z, 14 mét bién quan hé véi 1,,,
qua ham 1., = g(z, ¢,,)), véi g, 1a mot bién ngiu nhién c6 phan phai doc lap
va ddng nhat, khéong quan sat duoge tai t nhung phan phéi cia né duge cong
ty biét. Luu y rang, khi da cho z, ham g cam sinh mét phan phél ¢6 didu
kién cia 1,,, ma ta ky higu 1a F(x,,, z). Qua trinh ngau nhién {z} la qua
trinh Markov véi ham chuyén H(z\2) = p{z,, <2'|2, = z} (1.62). Ludng vén

hién vat giam gia véi toe d6 t. Bai toan ctia cong ty la:

maxEq > B'(1-1,)q, O<p<1 (1.63)
t=0
Véi rang buge q, + x, < ftk) . (1.64)

ki <(1- 8k, +x,, ki cho trude, 0 < § < 1 (1.65)
Gia st ring f(k) ting. 16m va bi chin.
7.2. M6 hinh t6i wvu ddng ctia déc quyén

Ta sé xem xét md hinh c8 dién ctia Evans vé mét cong ty dée quyén,
mét trong nhiing dng dung sém nhit cia phép tinh bién phan vao kinh t&
hoc.

7.2.1. Ham lgi nhudn dong

Xét mét cong ty doc quyén san xuit mét san pham don nh#t véi ham
téng chi phi ¢o dang bac hai:

C=oQ+BQ+y (o, B,y>0) (1.66)

Vi khéng xét dén tén kho, diu ra (san lugng) Q ludn ludn dude gan
bang lugng ciu, Vi vay, ta s& su dung mét ky hidu Q(t) dé ky higu ca lugng
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cung va cau. Lugng cAu duge gia dinh la khong chi phu thude vao gia P{t)
ma con vao tée do thay déi gia P(t):
Q=a~bP(t) +hP'(t) (a,b>0; h=0) (1.687)
Nhu vay, l¢i nhuan clia cong ty 1a: -
n=Pg~C
=P(a-bP+hP)-a(a-bP+hP). Ba-bP+bP)- ¥ (1.68)

D6 1a mét ham cua P va P'. Khai trién biéu thite trén va nhém cae sé
hang, ta ¢d ham l¢gi nhuan déng:

TP, P) =-b(1+ab)P?+ (a+ 20ab + b)P

- 0th*P” — h(2aa + B)P’ + h(l + 20b)PP’

(@a?+Pa+7y) (hamlginhuan) (1,69)
7.2.2. Mé hinh

Muc tiéu cua cong ty 1a tim quy dao tdi wu ctia gia P lam cuc dai tong

J¢i nhuan IT trén mot thoi ky hiu han [0,T). Théi ky nay duge gia dinh la
d4 ngén dé 1y gidi cho gia thidt vé cac ham ciu va chi phi ed dinh, ¢fing nhu
sy v&ng mit nhén t§ chiét khau. Ngoai ra, nhu cach tip can thit nhit 461
-v61 bai toén, ca gia ban ddu P, va gia cudi Py dude gia dinh 1 da cho.

Do d6 muc tidu cua céng ty ddc quyén la:

T
Cuc dai [[P]= J;n(P,P')dt (1.70)
vdi rang buée P(0) = P, (P, cho trudc) (1.7D
va P(T) = P; (T, Py cho trude) (1.72)

VIIL. MO HINH LA CHON GIUA LAM PHAT VA THAT NGHIEP

Ching bénh kinh t& cua ca lam phat 1in that nghiép déu gy ra
nhitng tén that xa hoi. Khi tén tal mét sy lya chon Phillips giita hai chiing
bénh nay, t5 hgp t6t nhat cila lam phat va thét nghiép theo thdi gian 4 gi?
Co6 thé tim cau trd 16i cho cau hoi nay khéng. Trong muc nay, ta trinh bay
mot su biéu dién don gidn cfia bai toan nhu viy. Trong biéu din nay, bién
that nghiép khong duge dua vao; dé thay thé, no dude xap xi bdi (Y, - Y) tdc
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la sy thigu hut cia thy nhap quée dan hién thei v $0 vOi mic toan dung -
nhin eéng Y, cha né,

8.1. Ham t8n thit x3 héi

- Gia st nén kinh t& ¢ tinp trang 1y tudng bao gém mic thy nhap Y,
gan lién voi muc lam phat 0. Bat en st chéch nao, duong hoic am, caa thuy
nhiap thue Y khsi Y, déu coi 13 khong mong muén, va bat e su léch nao cua

tde d6 lam phat thue p khdi mae 0 cling the€. Khi d6 ta c6 thé vigt ham tén
that xa héi nhu sau:

A=Y, -Y)? 4+ qp? (a>0) (1.73)
Tuy nhién, cac d6 lach Y va cdc d6 léch p tham gia vaio ham ton that

vl cac trong s8 khic nhau, theo ty 18 1/q, phan anh mitc ds khéng thich
khac nhau d6i véi hai loai d§ léch nay.

Su lua chon Phillips, duge bd sung thém cac ky vong, gitta (Y;- Y) va
p dugc cho trong phuong trinh:

P=-B(Y, -V +x B>0 (1.74)
o day 7 la tac d6 lam phat ky vong. Su tao thanh cée ky vong lam phat duge
gid dinh tuan theo luat sau:

R'(E%J:_j(p-—?‘[) (0<j<1) (1.75)

Neéu t5c do lam phat thuc p vugt qué tée d§ lam phat ky vong w
(ching té 7 12 mét ude lugng thigu), thi 7 > 0, va 1 s& duge didu chinh lén;
Nguge lai, toe d6 lam phat thye p roi xudng thap hon tae dé ky vong 7, thi
T <0va T duge didu chinh xudng.

Hai phuong trinh cug; cung hop lai cho ta:

= Bi(Y,-Y) (1.76)

Co thé sdp x€p (1.76) lai thanh:

Yf—Yz-‘ﬁ_’jl (1.77)

Tu (1.75) ta cé:
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p=-r+n (1.78)

T do ta co thé biéu thi ham tén that hoan toan theo T va T nhu sau:

- 2

M) :(H +o{“—,+nJ (ham t6n that) (1.79)
b J/ J

8.2. M6 hinh

Bai toan dat ra d6i vdi chinh phi I tim quy dao (dudng di) té1 uu caa
7 lam cyc tiéu tdng ton that xa hoi trén khoang théi gian [0,T]. Gia tri hién
thoi cia T duge cho tai 7, va gid tri cudi ella T, mot muc tidu chinh sach,
duge gia dinh la bang 0. Thita nhan tdm quan trong ca hién th&i so vdi
tudng lai, tat ca cac ton that duge chiét khau vé gia tri hién tai cia né qua
hé sd chiét khau p duong.

Khi dé, muc tiéu cua nha hoach dinh chinh sach 14 giai bai toan sau:

Cuc tiéu Ajn)= f Alm, e ™™ dr (1.80)

vé rang buge TO) =7, (7, > 0 cho trudc) (1.81)
va (T =0 (T cho trudce) (1.82)
IX . VAN BE MOI TRUONG

9.1. Kinh t&€ hoc vé cac tai nguyén cé thé can kiét

Khi ban vé cac ham san xuét, cdc ddu vao thudng khéng duge xem 1a
c6 thé can kiét. Trén thye t&, mdt 6 tai nguyén nhit dinh - nhu ddu va
khoang san lai khéng phai nhu thé, Khi st dung mét tai nguyén nhu vay,
néu khéng kham pha ra nhiing mé méi hoic cac ngudn thay thé, cAn phai
tinh dén kha nang can kiét. Viée lam thé nao dé khai thac tai nguyén mét

cach tot nhat qua thai gian 1d mét vAn dé ¢6 tinh xa hai quan trong.

9.2. M6 hinh Hotelling vé khai thac t6i wu trén giac 46 x4 hai
Harold Hotelling d& néu ra khai niém “gia tri x4 héi” clla mét tai

nguyén c6 thé can kiét dudge st dung dé danh gia mét chuong trinh khai

thac no. Néu gia P clia tai nguyén 1a quan hé ngude véi lugng cau, nhu
minh hoa trong Hinh 1.6 thi téng gia tri x& hoi caa mét ddu ra Q, dude do



TOI YU HOA BONG TRONG PHAN TICHKINHTE 3

e Cn . S . . . N J}u . -
bai dién tich mién t6 dam duwsi duing cong, hay tich phan J( P(QYIQ. O
]

day PIQ) Ia don gia ma xa hol san sing tra cho mot don vi 10 nguyén khi
lugng cau cua no 14 (.

IJ

. P)
[ re

0 Q. Q

Hinh 1.6

Dé tim gia tri xa hoi réng, ta rd tong gia tri xa hdi cho chi phi khai
thace C(Q). Cho mute san lugng @ bt ky, gia tri xa hdi rong cha né 1a:

N - [ PQuaQ-cQ (1.83)

Gia su rang tong dif trd thi nguyén co thé can kiét dé 13 S, ta ¢ bai
toAn tim qua trinh khai thac Q(t) dé

Cuce dui V= [ NQe ™adt (1.84)
vil rang budg I l: Gt =5, (1.85)

Ro rang, day Ta mot bad toan diing chu. Bdi vi gia thidt ham gia trf x4
hot rong bi chan trén 1 ed 19, nén tich phan suy rong trong phiém ham muc
tiéu phal hoi tu.

9.3. M6 hinh cho chinh sach chéng 6 nhiém

Trong md hinh Forster vé su dung ning lugng va chit luong moi
truidng. 6 nhiém duge 18y 1a mot bién luong. Bién nay duge minh hoa biang
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thi du khi thai 6 t6, ma né gay hai cho mai truong vao lic hién thoi, nhung
tan bién nhanh va khéng tich luy thanh mét trit lugng tén tai lau dai.
Trong khi d6 cac loai 6 nhidm khac, nhu chét thai phéng xa va lam 46 dau
lia, cac chat giy 6 nhidm tén tai nhu mot trlt lugng va san sinh nhiing anh
hudng kéo dai. Viec mo hinh hoa 6 nhidm nhu mét bién kho ciing duge
Forster xem xét. Mo hinh nay chita hai bién trang thai va hai bién digu
khién.

9.3.1. Lugng é nhiém

Ta su dung ky hiéu E dé bidu thi lugng khai thac nhién liéu va sit
dung ning lugng. Nhung P sé ky hiéu trit lugng (chit khéng phai ludng) 6
nhiém, véi P 1a luéng. Viée su dung nang lugng sinh ra mot ludng 6 nhidm.
Néu khéi lugng ctia ludng 6 nhidm ty 1& thuin véi lugng nang luong si
dung, thi ta ¢6 thé viét P =aE, (u > 0). Cho A tuong trung cho mue hoat
déng chong 6 nhiém, va gia st ring A c6 thé lam giam trit lugng 6 nhiém
theo ty 1¢. Khi do, ta cd P =-BA, (B > 0). Thém nita, néu tr lugng 6 nhiém
chiu sy gidam theo ham mi véi téc d6 8 > 0, thi ta c6 P/P=-5, do d6
P = -5P. K&t hgp cac nhan t§ Anh hudng 1én P, ta c6 thé vist

P=uE—BA-5P (,B>00<8<1) (1.86)
9.3.2. Triz lugng nguén ndng luong
Viée trién khai cac hoat dong chdng 6 nhiém A bén than né doi héi sit
dung nang lugng, Nghia 1a A gdy nén mét lugng giam, trit lugng S nguon
néng lugng. Khi gia dinh mét quan heé ty 1é gidta A va, bang cach chon don
vi thich hgp cho A, va vi S caing giam do si dung nang lugng trong cac hoat
dong kinh t& khac, ching ta ciing s& c6 thé két hop cac xem xét nay dé di
dén diéu kién
S=-A-E (1.87)
9.3.3. Bai todn diéu khién

Vi cac quan hé trong (1.86) va (1.87) tuong Ung moé t4 nhiing thay déi
dong cua P va 8, cac phudng trinh nay ré rang ¢6 thé ding nhu cac phuong
trinh chuyén déng trong mo hinh nay. Khi d6, mé hinh nay coi P {trit lugng
6 nhiém) va S (trit lugng nhién lidu) nhu cac bidn trang thai. (1.86) va (1.87)
cing cho théy rang E (st dung nang lugng) va A (cac hoat déng chéng &
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nhiém) phai déng vai trd cac bign diéu khién trong phan tich hién tai.
Ham loi ich 1a:
U=UIC(E), P] (U.>o0, Up<0, Ui <0, Upp < 0, C' > 0,C"<0)(1.88)

thi bai toan t8i vu dong c¢6 thé phat biéy 14

Cucdai [ UIQE),P) dt (1.89).

Vi rang buéce P=aE-BA-5p (1.90,
S=-A_FR (1.91),

POY=P, >0 PTy =0 tu do (T cho trude) (1.923,
S0)=8,>0 S(M=20 tudo (1.93),

vi E0<A<A (1.94).

Cé hai khia canh ctia bai toan nay dang binh luan. Thi nhit, trong
khi cac gif tri ddu clia P va S 13 cd dinh va thai gian cudl T cling ¢6 dinh,
cac gia tri cubi clia cd triy lugng 6 nhiém P 1an tri lugng nguén nang lugng
S dé tu do, chi chiu rang buse khong am. Didu d6 c6 nghia la ¢6 mét duong
cudl thing ding cut déi véi P va mot dudng cudi thing ditng cut khac déi
voi 5. Thi hai, ca hai bién didu khién K va A bi giéi han trong cac midn
diéu khién tuong ung cia ching. D&i véi E, mién didu khién 1a [0.c). Va d61
vl A. mién diéu khién 1 [0, A J. & day A ky hiéu mite chap nhan duge cuc
dai cua cac hoat déng chéng 6 nhidm. Vi nhing cén nhac vé ngan sach va
cac nhin td khace ¢6 thé ngan khéng cho theo dusi vise lam sach méi trudng
mot cach khéng 6 gigi han, gia thiét v& mot can trén A khéng phai 13

khong ¢6 1y va né phu hap véi thuc té cua mdi nén kinh té,

X. CAC VAN DE CHUNG

10.1. Mé hinh can bing téng quat dong trong nén kinh té& phi tip
trung véi nhiéu thu& va lam phat

10.1.1. Khu vue ho gia dinh

Chung ta gia thigt cac hd gia dinh co thé g0p thinh mét gia dinh lén
{don vi phitc hgp). Muc tiéu cita don vi phite hgp nay la chon cau tiéu dung,
cung lao déng va lugng tién & d6 hé gia dinh cuc dai ham lg1 ich gitta cac
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thoi ky:
J' Ute.m’, gye™ dt. U0, U<0. U,>0 (1.95)
!
Véi rang buoe
e+ bl +m b s =Wl b, b pF (b, b e m S ELT, (1.96)
Diéu kien dau
B =15, MiOy=M,,, BAO=DB.,. E=14, (1.97)
trong do ¢ la ké hogeh tiéu diung thue caa ho gia dinh,
I" T cung lao dong du kién ctia ho gia dinh.
m" = MYp 1a ciu ein déi tién danh nghia.
M 1a lugng tién danh nghia,
P lagid danh nghia cla ddu ra,
g la chi tiéu thue cua chinh phu. duge coi 14 ngoai sinh.,
h,1a cau thye trai phiéu cia chinh phi.
B, la lugng trai phiéu danh nghia ciia chinh phu,
b, " b cau thue cia trai phidu eia cong ty.
B, la lugng triai phiéu danh nghid cla céng ty,
E 1a 8 cac ¢ phan chua tra.
s la gid tuong dol cta ¢ phidu thuding theo ddu ra hién thai,
1= Disk = suat thu ot ob e,
1) 14 ¢6 tie thue, ¢b phian thuc,
sECTaccau thye ob phidu thuéng,
w la tién lugng the,
r, oty 1é Lo tde danh nghia trén teat phigu chinh phu,
r, Lty 1¢ I¢i tie danh nghia trén trai phiéu cong ty,

p* i ty 1 lam phat nhat thoi du doan dude,
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T 1a thué thu nhip trén diu ngwsi
B 1a hé s6 chiét khau theo théi gian.

10.1.2. Khu vie céng ty

Lwu ¥ rang khu vue cong ty "duge rut” va hdi cac ho gia dinh theo

nghia {a quyét dinh téi wu cia cace ho gia dinh xdc dinh chi phi thich hap

cua ¥von cun cae edng ty.

Nhu vay trude khi bad toan téi wu ctia ebng ty co thé thanh lap dudi

dang hign va gidi, cAn phai gidi bid toan t6 wu cho hd gia dinh,

Cac rang bude d6i véi cong tv ¢é Lthé tém tAt nhu saw:

vk 1)
I=ywlt
H=r,b "+ D+ RE+T,
F=RIGHSE® + b7+ pHle,
k(0) =k, E(0)=F,, B,(0)=B,
trong do:
I" 14 cdu thye vé lac dong ctia cong tv.
k' 1a caw thye cho von hién vat etia eong ty,
¥ 1a cung diu ra thue,
I11a tong lgi nhuan thuc,

b, la cung thye cda trai phidu cia cong ty.,

5 1a s& ¢6 phiéu thudng durc edng ty phat hanh,

RE 14 1gi nhuan gitt lad,.

T\ 12 thué loi nhuan (prafit tax) eta efng ty.

{1.98),
(1.99),
(1.100),
(1.1013,

(1.102),

Phuong trinh (1.98) mitu ta ham san xuat tin o8 didn Phudng trinh

(1.99) cho dinh nghin tong lgi nhuan theo s& hang thue. Phuong trinh

(1.100)- miéu ta phan phdi tong i nhuan. Sau khi tra thué thu nhap céng

ty, nd ¢ thé s dung dé tra ¢i tite cho ngudi gilr trai phiéu cong tv, duge su

dung dé tra lgi tic ed phan hoc lam igi nhuan gig lai cho eéng ty. Phudng
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trinh (1.101) biéu thi rang bude tai chinh cta clng ty.

p*b," la doanh doanh thu trén trai phifu tu nhan &6 véi hang. Cudi
cung, phudng trinh (1.102) chi dinh diéu kién ddu trén lugng vén, sé cac ¢b
phiéu do céc <6 déng ndm giti va luong trai phisu cong ty.

Ta dinh nghia gia tri cda ching khoan ciia cong ty do 6 déng ndm gia
6 thoi diém t 1a

V(t) = b, (t) +s(t) (L) (1.103).

Ta cling gia thiét rang muc tiéu cia céng tv 1a cuc dai gia thi truong
thue ban dau clia chimg khoan V(0) véi rang bude (1.98)-(1,102) va céc didu
kién té1 vu cho cic ho gia dinh.

10.1.3. Khu vue chinh phu

Gia su Chinh phi1 cung cip hang hoa va dich vu thyc g ti ngan sach la
thué thyc nhan duge hoac phat hanh mot sd trai phi€u. Rang bude ngan
sach duge miéu td theo s& hang thuc nhu sau:

m"+ b: =g+r, b, T, -T-(m"b,)p* (1.104),

trong dé s la cung 6 k& hoach cta chinh phit. Phuong trinh trén dinh nghia
thiéu hut thye rong ma duge tal trg hodc bdi tang trong cung tién hoac hdi
tang trong khéi lugng trai phidu thyc t& clia chinh pha.

Su lua chon gitia 2 kha nang nay hoidc cac kha ning khéc biéu thi
quyét dinh chinh sach ma ta phai chi dinh dé déng mé hinh.
Cudi ciing ching ta chi dinh han thué T, T, nhu sau:
Ti= t(wh+rb e b s BN+ 1 {5 +sp™E (1.105)
T= 1" wllrb)  0Ost.<1;0<1,€1: 0 <1, < 1 (1.106)

trong dé, tat ca cac ciu tric thué duge gia dinh 1a tuyén tinh. Theo (1.105)
thu nhap trén dau ngudi tu luong, 1¢i tdc trai phifu (trai tie) va cd tic dugc
danh thué d cung ty 16 t,. Vén danh nghia thu dugc trén ¢d phiéu thusong
duge gia dinh 1& duge danh thué & ty 18 t. ma néi chung khéng bang ..
Trong hau hét cic nén kinh té 1, <t,, va di nhién, nhiéu khi 1,=0.

Quay lai thué thu nhap céng ty, tdng Igi nhuan duoe giad dinh duge
danh thué€ dty 1é .
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10.2. M6 hinh véi céng nghé khdng 16i - M6 hinh lao dong khéng thé
phan chia duge va chu ky kinh doanh (Hansen, G.D)

Trong mé hinh nay ta xét hai nén kinh t&:

10.2.1. M6 hinh tdng trudng ngdu nhién mit khu vie véi lao déng cé
thé phén chia

Nén kinh t& dang nghién cdu duge gid thi€t gém vo s§ chHng dan
thude khoang [0,1], ¢ tudi tho vé han. Mé hinh c6 moét hidng v6i cong nghé
san xuét duge biéu thi bang ham san xuit dang Cobb-Douglass

f(.k,, h)= 2.k h, (1.107)

trong do:

h i lao dong.

k, lavdn tich luy,

A la stic nghu nhién ma tuan theo qua trinh ngau nhién s& duge mé ta
o dudi.

Cac cdng dén duge gia thit 12 quan sat A trude khi ra quyét dinh &
thai ky t.

Gia thiét vé cong ty duge dua ra sao cho don gian. Cong nghé biéu thi
higu qua khong déi theo quy mé.

San lugng ctia céng ty san xust dude dem ban cho hé gia dinh dé tieu
dung

(c) hoiic dau tu (1). sao cho cae rang bugce sau day phai duge thoa man:
c+i=f(h, k. h) {1.108),

Luat chuyén déng cia vén duge cho béi
k,, =(1-8)k,+1, , 0<8<1 {1.109),

trong d6 & la ty {¢ khdu hao von. Khéi lugng vén do hé gia dinh sd hitu va
chuyén cho céng ty st dung.

Séc eong nghé duge gia dinh la tuan theo qua trinh Markov béc nhat,
déc biét A tudn theo luat sau:

hent= YhHo, (1.110),
¥
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trong do &, 1 cac bién ngau nhién dée lap déng nhit véi ham phan phéi xice
suat Ta Fovic vél mot s§ doi hél nhit dinh nhu trung binh 14 %, trung hinh

khong diéu kién cun 2 la 1.
Hé gia dinh trong nén kinh t& nay mudn cue dat gia tri ky vong

max Z;_“LV Cle, 1) el (1.111),

f Ta thita «8 chiét khiw e, va ], 1a t1éu ding vi nghi ngoi tuong tug trong
thai ky t. Diu vio san ¢6 duge chuan hoA bang 1 do 461, =1-h,. Lai ich & thdi
ky t duge cho hdi ham:

Ule, 1 )=loge, +Alogl, A>D (1.112).

Ching ta da ¢6 chi dinh day da sy ua thich, ¢dng nghé, cdu trie ngau

nhién cua nén kinh té& don gian.

Trong nén kinh t& niy, mdi thaoi ky ¢6 3 hang hoa dudge trao doi: hang
hod phuc hgp dau ra: lao ddng, dich va v vdn ma ¢é thé xem chi ¢6 didy cac

thi trudng giao ngav, Cic hd gia dinh giai bad toan sau
maxk " Ue, 1-h)) (1.113).
val rang budo
o, gw h +r kg {1.114),
cho trude k, va 4.

Cac ho gia dinh duge @1a thiét dua ra quvét dinh ¢ thd ky t dua trén
tat ca cac théng tin cd thé ed ¢ thai ky dé. Chang ta ciing gia thiet ky vong
i hop 1y, Vi gia thiét khong ¢6 anh hudng bén ngoai nén téi vu Pareto ciing
la can bang canh tranh trong nén kinh t& nayv. Vi cic hd gia dinh dudge gia
thiét la thuin nhit nén té1 uu Pareto ¢o trong 8 bing nhau la 161 giai 461
vdi b todan cue dai phie 16 xa hol cua ngudci dai dién véi rang bude cdng

nehé, Bal toan nay 1a nhu saw:

maxk> " B0, 1 h) (1.115),

i

V61 rang bude 1.114 va cae nhiéu ngau nhién dée lap ddng nhat. Trang
thai caa nén kinh t& & thdat k¥  dudge midu t4 bai k, va 2,. Bign quyét dinh la
h.. ¢, vit i,cho trude k, vi A, bai toan nay duge giai bang k¥ thuat quy hoach

dong.
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10.2.2. Nen kinh t¢'véi lao dong hhéng phén chia duge

Bav g0 ta gia thiét lao dong khong phan chia duge va bé sung gia
thiét nay vao moé hinh trén. Lac dong khong thé phan chia duge, duge méd
hinh ho& bang rang bude ctia tap khd ning tieu ding sao cho mdi ngudi
hodc lam viée hét thai gian, k¢ hig¢u h,. hoic khang phai lam viée hét thai
gian, Diéu nay dan dén tap kha nang tiéu dang khéng 161, Hansen da su
mét dung phuong phap ma éng gol la "lottery” dé bién bai toan vai cong
nghé khéng 16i thiinh edng nghé 15i sao cho ¢o thé ap dung phuong phip cia

quy hoach dong.
XI. TIEN BO CONG NGHE NGOAI SINH VA NOI SINH

Mo hinh tang tradng téi wu tin ¢o dién da thao luan cho mot trang
thai on dinh mé trong do tiéu ding trén dau ngtidi, ¢. gitd khong doi 6 mc
¢ . khong dé lai hy vong nao vé su cit thién thém trong muc séng trung
binh. Nguyén nhan dan dén viée dn dinh cliing miue tiéu dune diu ngusi 1a
ban chit tinh caa ham san xudt Y = Y(K.L). trong d6 K 1a von.L 12 Jao déng,
con Y la diu ra (san lugng) duge san xudt. Vi cling mét edng nghé sin xuit
duge giit nguvén vdi mol t. khéng c¢é su dich chuyén theo thai giun nao 1én
phia trén cé thé xay ra. Tuy nhién. khi cho phép ¢d tién b vé eong nghé, ta

i thé de dang gd bo gidi han ticu dang trén dau ngudl,
11,1, Cac ham san xudt déng
Dl dang tong quat ham san xuat dong. ¢d thé vidt
Y = YK, |.t) (Y. =y (1.116)

Dau dusng cua Y, chi ra ring co xdy ra tién bo vé cong nghé, nhung né
khong dua ra mét giai thich ndwo vé tién bo dé dién ra thé nao. Nhu vay.
biéu dién nay cé thé duge dung chi déi véi tién bd ednyg nghé ngoai sinh. Mot
cich khae dé viét mot ham sin xuat dong L dua vito ham san xuét sau:

Y = YK LAY (Y,>0) (1.117)
trong do A = Alt) bidu thi trang thai ky xdo. véi dasdt > 0.

Uu diém cua (1.117) s0 voi (1.116) 13 & chd, vai mdt bien A dudi dung

hién, bay gid ta ¢ thé hoae dé A nhu mét bién neoai sinh hose lam cho nd

tré thanh ndi sinh bing cach quv dinh A duge xae dinh trong mé hinh nhu
thé nao.
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11.2. Tién b c6éng nghé ngoai sinh trung tinh

Tién bd ky thuat duge goi 1a “trung tinh” khi né dé cho mét bién kinh
té& nao d6 khong bi danh hudng trong mot hoan canh sé dudge quy dinh. Néi
riéng, tién bd céng nghé 14 trung tinh kiél Hicks néu noé dé cho ty 1é thay
thé ky thuat bién (MRTS = MPP,;/MPPy) khéng thay ddi tai ciing mét ty 1é
K/L. Nghia la, néu giit cho K/, khong déi va xem xét MRTS trudc va sau
tién bd cong nghé, thi hai MRTS tring nhau, Dé ndm bat tinh chat nay, ta
c6 thé sit dung dang dac biét sau day cua (1.117):

Y = Aft) Y(K,L) [trung tinh kiéu Hicks] (1.118)

¢ day Y(K.I) 1a thuan nhat tuyén tinh. Ly do dé bién A khéng anh hudng
dén 1y 1& cla cac san pham bién cta K va L ld né nidm ngoai bidu thie
Y(K.L).

Trai lai, tién bd cong nghé 1a trung tink kiéu Harrod néu né dé cho ty
1& d4u ra -vén (Y/K) khéng thay ddi tai ciing mot MPP,.. Dang dic biét cia
(1.117) thé hién tinh chat nay la
Y = Y[K, A(t)L] [trung tinh kiéu Harrod] (1.119),
O day Y 12 tuyén tinh thudn nhAt theo K va A(t)L. Vi At) chi duge gén
vao L. Khi xem xét cach ma At} v L két hgp véi nhau, ta cé thé coi céng
nghé va lac dgng 1a nhitng cai hoan toan thay th&€ duge cho nhau trong qua
trinh san xu#t. Chinh viéc A hodn toan tach vdi bién K giai thich vi sao ty
56 Y/K khéng bi anh huéng tai cing mét mize MPPy khi tién bo céng nghé
xay ra.
Kiéu trung tinh thit ba, {rung tinh kiéu Solow, 1a anh phan chiéu cua

trung tinh kiéu Harrod, véi vai tro K va L thay d6i cho nhau. Khi d6 ham c6
thé duge viét 1a

Y =Y (ALK, L] [trung tinh kiéu Solow] (1.120)
¢ day, Y 1a thuan nhat tuyén tinh theo AK va L.
11.3. Tang trudng toi wu tan co dién vdi tién bd cong nghé trung
tinh kiéu Harrod

Trong cic mé hinh tdng trudng vai tién bd céng nghé ngoai sinh,
thuong gia dinh kidu trung tinh Harrod. Ly do chinh cho st phé théng caa
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kiéu trung tinh Harrod 13 né phit hop mét cach hoan hao véi khai niém
trang thai én dinh; né c6 thé mang lai mét cén bang déng trong do Y va K
c6 thé tang an nhip v6i nhau. Thém nita. tién bé céng nghé kiéu Harrod
khéng d&n dén mat sy phic tap thém nao khi phén tich so véi truang hop |
su dung ham san xuat tinh, '

Ta hay dinh nghia lao dgng hidu qua, 1, 1a

n=AaL (1.121)
Khi do ham san xuat (1.119) trd thanh '
Y = Y(K,m) (1.122)

Gia st ta col lao dong hiéu qua n (chi khéng phai lao déng tu nhién
L) nhut 1a bién ddu vao lao dong lién quan thi (1.122) 6 thé duge xii 1y toan
hoe dung nhu mét ham san xudt tinh, mac da gdc gac cua n6 — (1.119) — vé
ban chat thuc sy 1a déng. Véi gia thist thudn nhat tuyén tinh, ta 6 thé viét
lai (1.122) nhu sau:

v, =dlk,)
¢ day Yy = X va k= X (1.122)
n n

Phuong trinh chuyén déng d6i vai ky, bién trang thai méi, ta c6

k"] =¢(k|1)_c|1“(a+n""6)kl; (1]23)

o day c,izg, a
n

vVins

Ml
5 -

""I: .

Do dé, bai toan diéu khién t5i vu 1a

Cuye dai | L" Ulc, )e™ dt (1.124)
Véirangbuse  k, = ¢(k,}~¢, ~(a+n+8k, (1.125)

' k,(0) =k, (1.126)

va | {}gcnscb[kn] (1.127)

11.4. Ti&n bd cong nghé néi sinh

Tién bj eéng nghé ngoai sinh c6 gia tr1 16n do tinh don gian, tuy nhién
né khéng giai thich cin nguyén ctia tiéh bg ¢6ng nghé. D& khic phuc nhuge

4-TUHD
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diém nay, c¢An ndi sinh hoa tién bd céng nghé. Vao nhing nam 1960, cic
nha kinh t& da nghién cttu 1y luin cha sy tao thanh kién thic. Thi du, mé
hinh “hoc théng qua lam” ndi tiéng cha Kenneth Arrow coi téng ddu tu nhu
thude do cua khéi lugng “lam”, ma né mang lai két qua “hoc” (tién bo cdng
nghé). Mot thi du khée, mét mé hinh cta Karl Shell, ma bay gi¢ ta sé thao
luan vén tat, cho tich Iuy kién thie phu thudc mét cach h_ién vao lugng
ngudn lge danh cho hoat dong sang ché.

Ham san xudt trong mo hinh Shell,
Y(t) = YK, 140). Alt)] (1.128)

giong nhu (1.117). nhung bay gio bién A@) ( ky hiéu lueng kién thite tich

luy). 1a miu thay déi ey thé da cho

Al) su(O)Y() BAL) O<a<l.0<azlpz0) (1.129)

trong do o 1a hé =4 thanh cong trong nghién cau, aft) ky hidu ty 1& diu ra
dua vao hoat déng sang ché a1 thai gian t. va B 14 tée dé mai mét ctia kién
thie k§ thuiat. Trong nhiing nguén Ide con lai, mét phan s& duge tiét kiém

(viv dude dau tu). Nhu viy. bién K(t) thay déi qua thai gian theo

Kty — s(Of1 - alt)]YiL) - Kit) (1.130).

trong do s ky hiégu khuynh hudng tiét kiém va 8 ky higu ty 1& hao mon. Dé
tap trung chu y vio tich luy kién thiie vi von. La gia dinh rang L 1a hang s6.

va (bing cach chon don vi) dat no biing 1.

Trong nén kinh t& phi tap trung hoa, dong lue hoe tich luy ¢6 thé tim
duge tit hé phuong trinh (1.129) vy (1.130) cta hai bién A va K. Mat khac.
néu chinh quvén mudn cde dai loi ich xa hol thi nay sinh bai toan diéu

khién ot uu

Cue dai [ Ul =s)i1 =a)Ye ™ dt (1.131),
Véi rimg bude A = ca YK, A) - BA (1.132),
Ko« YK A) 8K (1.133).

Vil Al = A Ki) = K, (1.134).
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Ham ldy tich phan trong phi€ém ham muec tiéu cé thé tréng khiong
quen, nhung né chi 14 mét cach khac dé biéu thi U(C)ePt. béi vi C la phan
con lai cita Y sau khi triy d; phan dua vio hoat dong sang ché va tich luy
von:

CZY-aY-S(l-a)Y:(l-s)(]-a)Y (1.135),

Bai toan nay chita hai bién trang thai A va K va hai bién didu khién «
va s.
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Chuong Il. Phép tinh bién phén va ung dung trong kinh té

CHUONG If

PHEP TiNH BIEN PHAN Vd
(UNG DUNG TRONG KINH TE

A. BAI TOAN CGO BAN CUA PHEP TiNH BIEN PHAN

Chiing ta s¢ bit dAu nghién citu phép tinh bién phan véi bai toan
¢g ban:

Cuc dai hay cue tidu V[y]:fp[t,y(t),y'(t)]dt 2.1)

vl rang budc y(0) =A (A chotruée) (2.2)
va y(T)=2Z (T, Z cho trude) (2.3)
. dy
trong dé Pty —.
g y'(t) 1

Céc bai toan cyc dai va cye tiéu khéc nhau & cac didu kién cip hai,
nhung ching ¢6 chung diéu kién cdp mot.

Nhiém vu caa phép tinh bi€n phan 1A tit mét tap hop cac dudng di
(hay quy dao) chdp nhan duge y, chon mét dudng di mang lai euc tri cho
Vl[y]. Vi phép tinh bién phan dya trén cac phudng phap cd dién st dung cac
dao ham c&p mét va cfp hai, La sé gi6i han tap hop cac dudng di chidp nhan
dude trong céc dudng lién tuc véi cadc dao ham lién tue. Mot dudng di v tron
mang lal eyc tri (cyc dai hodce cuc tidu) cta V[y] duge goi 1a dudng cuc tri
hoac quy dao cuc tri. Ching ta cling s& gia dinh rang ham dudi du tich
phin F 14 kha vi hai 14n.

Cuc tri cia V[y] c6 thé 1a tuyét d6i (toan cuc) hofic tusng déi (dia
phuong). Phép tinh bién phan dua trén phuong phap ¢8 dién, c6 thé giai
truc tiép chi vdi dudng cye tri tudng déi, nghia 1a né chi déng vai tro cue tri
$0 vl cae dudng di y ngay “6 1an can” cua né.
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vy =yt depty s Z

’F’.-

Minh 2.1

. PHUONG TRINH EULER

Diéu kién cdn c&p mét ¢ ban trong phép tinh bidh phan la phuong
trinh Euler. Phudng trinh nay duge phat hién ra tit nam 1744, dén nay né
vAn cdn 13 két qua quan trong nhat trong nganh toan hoc. Trén Hinh 2.1,
cho dudng di lién nét y*(t) 1a mét dudng cuc tri 4 bist. Ta hiy tim tinh chat
cua né ma cac dudng lan can (khéng cuc tri) khang c6. Tinh chit nhu vay sé
1a mét diéu kién cén d61 véi dudng cyc tri. D& 1am viée d6, ta cAn mét ho cac
duong di l4n c4n d€ so sanh, ma theo chi dinh trong (2.1)-(2.3), phéi di qua
cac diém mut (0,A) va (T,2) da cho. Mot cach don gian dé sin sinh ra ho
dudng di 1an cin nhu vay 1a sit dung mét dudng cong p(t) goi & dudng xao
dong, dugc chon tuy y véi di€u kién 13 né tran va di qua cac diém 0 va T
trén truc hoanh trong Hinh 2.1, dé cho:

p(0) =p(T) =0 (2.4)

Ta chon dé minh hoa mét dudng cong véi cac gia tri p tuong d6i nho
vé cac d8 dde nho. Bang cdch thém €p(t) vao y*(t), § day € 1a mét s6 nhd, va
thay déi dé 16n cta €, ta ¢6 thé lam xao déng dudng d&i v*(t), chuyén né téi
cac vi trf lan can khae nhau, bing cich d6 tao ra cac dudng di 1an can mong

mudn. Céc dudng di nay cé thé ky hiéu mét cach téng quat 1a:

y(t) = y*(t) + £p(t) (kéo theo y'(t) = y¥'(t) + €p’(t)) (2.5)
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vé1 tinh chat la: khi € — 0, y(t) — y*(t). D& tranh phic tap, trong Hinh 2.1
chi vé mét trong cac dudng di 1an cin niy.

Sy kién ca y*(t) 1an p(t) 1a cac dudng cong di cho c6 nghia 1a méi gia
tri cua € sé xic dinh mot quy dao (duong di) y ¢ 1an can, va mét gia tri Vly].
Do dé, thay vi co1 V 12 méL phiém ham cia dudng di y, bay gid ta ¢6 thé col
né nhu mit ham s6 ctia bién £V(g). Su thay ¢6i trong cach nhin nay tao
diéu kién cho ta ap dung cac phusng phip tim cye tri ¢6 dién quen thuée
doi v8i ham V = V(g). Vi dudng cong y*(t) tudnging véi€ =0, ta phai cé:

dVv

i 0 (2.6}
£,

"
Vay dV/de = 0 1 diéu kién can d61 véi dudng eye tri y*(t).
Tuy nhién, diéu kién (2.6) khong thuan tién cho tinh toan.
1.1. Phuwong phap tim phuong trinh Euler
Thu tuc tim phuong trinh Euler trii qua mdt s8 bude sau;

Bude 1. Biéu didn V theo € ré; 18y dao ham ctia né. Thé y(t) trong
(2.1) bing y* +ep ta co:

V(e) = fF 6Y ¥ (8) + ep(8),y* (£) + £p' (1) |dt 2.7
?{vt} ¥it)

Theo quy tdc Leibniz, 14y dac ham qua d4u tich phén ta duge?:

WL f[Eay iy
de e I\ o0y de &y de

)
= [IF, pity+ T, prev]ae 2.8)

Tach tich phan cuéi cung thanh hai tich phan riéng ré, va dat
dV/de = 0, ta thu duge didu kién can a3 vai dudng cuc tri y* nhi sau:

[ Foptdes [Fopwidt=0 (2.9)

* Céc phép tinh dao ham, tich phan ciia tich phan phu thude tham s& xem phuy luc
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[p 13

Diéu ki¢n can nay khéng con bién tuy § € nhung van con duong cong
xao dong p(t) va dae ham p'(t) cia né. DE lam cho didu kién cn hoan toan
tién loi, ta con phai khi p(t) va p'(t).

Budgec IL. Lay tich phan tiung phdn tich phan thi hai trong (2.9), bing
cach su dung ebng thie:

-h 1l =h
f 'v'du:\!uL::I - _r _ udu (2.1
Dat v = Fy* va u = plt), ta cd:

; 1F..
dv= g g, 2.11)

dt dt

. du .
va du =.5Tdt:p'(l.) dt (2.12)
0

Thé céc biéu thite nay vio (2. 10), vdia = 0 va b = T ta dudce:
yT e o d o, _ d . o 1
Jrop@ac=[r _\.'p(t)‘o [ po) o Fodi= | te) ThAt 213)

Bdi vi, theo gia thiét, s& hang tha nhit & v& phai dau bang thi nhat
phai bing khang. Thé (2.9) vao (2.13) ta di dén:

. _
1 p(t,)!LF_\. —é—lt F‘ldt:{} (2.14)

Bugc III. Mic du p(t) khong ¢6 mat trong (2.14) nila, nhung p(t) tuy
¥ thi van con. Tuy nhién, chinh béi vi p(t) 1a tuy ¥, ta c6 thé két luan ring
diéu kién (2.14) c6 thé thod man chi néu bidu thiie trong ngofc vuéng [Fy-
dFy’Idt] triét tiéu vdi moi gia tri cua t trén cye tri; néu khéng, tich phan nay
cé thé khang bing 0 d6i vai mét dudng cong xao ding p(t) chap nhan duge
nio dé. Do do, diéu kién cin ddi véi cue tri la:

d

F -—F,
B dt R

=0 vémort € [0, T] (phudng trinh Euler) (2.15)

Buu § ring phudng trinh Kuler hoan toan khong chita cac biéu thie
tuy ¥, v nhu vay c6 thé ap dung ngav khi cho ham Ft,v,¥) kha vi.

Phudng trinh Euler déi khi cing duge bidu didn dudi dang:

[F, dt-F,. (2.16)
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d6 1a két'qué ctia phép tich phan {2.15) theo t.
. Budce IV, C6 thé 1am r5 hon Ban chft cha phuong trinh Euler (2.15)
" khi ta khai trién dao ham dFyv'dt thanh dang hién. Vi F 13 ham cta ba d6i
58 (t,y,y"), dao ham riéng Fy ciing phéi 12 mét ham cla cung ba déi <6 dé.
Do d6, dao ham toan phin dFy/dt gom ba s6 hang:

dF, OF, Fydy o, dy

= —=F_, YO+ F Lyt 2.17

Thé biéu thitc nay vao (2.15), nhan t&t ca véi -1 va sép xép lai ta thu
dude dang hién ctia phuong trinh Euler: '

Fyyy" ()4 Fyy (1) +F,p, - F, =0 véi moit & [0,T]

(phuong trinh Euler) (2.18)

Dang khai trién nay té rd ring phuong trinh Euler néi chung 1a mét
phuong trinh vi phan phi tuyén cép hai, Nghiém t8ng quat cta né do 36 s&
chita hai hing s§ tuy ¥. Vi bai toan cla chung ta trong (2.1}-(2.3) c6 hai diédu
kién bién (mét ddu va mét cudl), ta 6 da théng tin dé xac dinh hai hang s&
tuy ¥ va thu duge 131 gidi xac dinh.

1.2. Thi dy

Thi du 1: Tim eye tri cla phidm ham:
'I.‘ -,
VIy] = min Iy'z (t)at
o

Véi diéu kién y(0) = 0, v(T) =B

Trong bai toan nay, ham dudi diu tich phan la F(t, y, ¥} = y'2 Nhu
vay, F,. =2y F,.=2, F,= 0 va cac dao ham c&p hai khéc déu bang khong.

Theo phuong trinh Euler (2.18) F,.y"+ F y' + Fo—F,=0 ta dugc:

0= 2y" (t), tuong duong véi ¥"(t) = 0. Tich phan sinh ra y'(t) = ¢, trong
do ¢, 12 hdng s6 tich phan. Tich phin lai mét l4n nita ta 6 y(t) = cit + ¢y,
trong d6 ¢, cing 1 hing s8 tich phan. Héng s§ tich phan thit hai dude xac
dinh tit diéu kién bién véit = 0 va t = T, cho ta digu kién ma ¢, va ¢, phai
thoa méan.
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y(0) =0 =, y(M=B=¢,T+c,

Giai cac phuong trinh trén ta thu duge ¢, = B/T, ¢, =
cta phuong trinh Euler véi didu kién b1en la:

y(t) = BYT, 0<t<T

= 0; do d6 131 giai

Thi du 2: Tim cyc trj ctita phiém ham:
I D
Visi= flly OF + 10ty (e
0

vdi rang bude y(0) = 1, y(1) =

ViF(t, y, y) =y + 10 ty, ching ta ¢6 F, = 10t, F, =2y vadF,/dt =
2yn_

Nhu viy phuong trinh Euler 1a 10t = 2y" hoac:
y"(t) = 5t. L&y tich phan phudng trinh vi phan nay ta duge:
y'(t) = 5t%2 + ¢,
y{t) =5t76 + ¢t + ¢,
trong d6 ¢, va c, 14 cac hing s8 tich phan ma ¢é thé tim duge nho sit dung
diéu kién bién:
yO)=1=c,;, y(1)=2=5/6+ ¢ +e,
Giai hé phuong trinh nay ta tim dude ¢c,=1; ¢,=1/6. Vay ta cé:
y{t) = 5t36 + t/6 + 1

Thi du 3: Tim cyc tri ctia phiém ham:

ty

VIl = floy (0 () Jae

by
Véi ditu kign  y(t) = 0; y(t,) = y,,
trong do to, t;, yo, va v, 12 cac tham s6 di cho.

Ham s6 dudi dau tich phan ¢é dang F(t, vy, ¥) =t y' + y? suy ra F,=0va
F.=t+2y, dF, /dt = 0, diéu nay ¢6 nghia la t + 2 y'{t) = ¢, véic,

1a hing
0. Tich phan phUdng trinh nay ta duge y(t) = ¢, + ¢,t/2 — t¥4.
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Hang s8 tich phin phai thoa man cap phudng trinh sau:.
ylte) = yo=cu teytyf2 - t2 /4
vt =y, =t otf2 -t /4,

Thi du 4: Tim eue tri ca phiém ham:

V{Y]: J‘:(L-FV"{ ﬂ:j\,r)dt

vdi cac dicu kién bién y(0) = 0 va v(5) = 3.
ViF=t+y?+ 3y, ta cé:
By =2y va F,=3
Theo (2,18) ta c6 thé viét phuong trinh Ruler la 2y =0, véi nghiém:
y*(t)=0
Tuy nhién, liu ¥ rng mic dit nghiém nay hop véi didu kién diu
y(0} =0, né vi pham diéu kién cudi y(5) = 3. Nhu vay, ta phai két luan rang

trong tap cdc ducng cong lién tuc ma ta coi 1a chap nhan duge, khong ton
tai cye tri n&o.

Thi du nay kha 1y thi bdi vi né ding dé minh hoa ring mot s& bai
todn bién phén véi di€m cudi da cho ¢ thé khong ¢6 nghiém. Dac biét hon,
n6 goi sy chu ¥ vao mét trong hai két qua khac thudng c6 thé nay sinh khi
ham dudi ddu tich phén 1a tuyén tinh theo y'. Mét két qua, nhu minh hoa
trong Thi du 4, 12 khong ton tai nghiém nao. Mot kha nang khac, dude chi
ra trong Thidu 5, 1a truong hgp phuong trinh Euler 1a mét déng nhat thic,
va vi nd tut déng thoa min, bit ¢ quy dao (dudng di) chadp nhin dugde nao
cang la toi wu. '

Thi du 5: Tim cyc tri cha phiém ham:

VIyl= [ v at

vdi cac diéu kign bién y(0) = o va y(t) = p.

Vé1 F=v, ta co:

Fy:() F,=1 va —F, =0
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Suy ra ring phudng trinh Euler {2.18) tudn luén thoa man. Trong thi
du nay, rd rang la tit phép tich phin trie tigp ta duge:

VIYI=Iy ) = y(T)-y(0) = B-a

Gid tri cua V chi phu thuée vio cac trang thai dau va cudi, khong phu
thude duong di néi hai diém diu miit da cho.

Ly do la khi T tuyén tinh theo v, Fola mot hf‘mé $6, va Fo =0, nén s¢
hang thi nhat trong phuong trinh Euler (2.18) triét tidu. Khi dé phugng
trinh Euler khéng con 1a phudng trinh vi phan ¢ap hai, va 8 khéng cho hai
hang s6 tuy y trong nghiém téng quat clia né dé ta cé dudng di (quy dao)
theo théi gian vio cac didu kién bién di cho. Do do, trir phi dudng di nghiém
di qua cac diém miit nha s trang khép ngdu nhién, né khéng thé 1a mot
cue tri. Hoan canh duy nhat ma mot bai todn nhu vay c6 thé dam bao co
mét nghiém (vé1 F tuyén tinh theo ¥ va véi cac diem dAu mat o8 dinh) ciing
la khi F, =0, ma né, cung vdi sy kién ia F, = hang 58 (ham y dFy’Idt =10), s&
bién phuong trinh Euler (2.1 8) thanh ddng nhit thie.
Il. MOT SO TRUONG HOP DAC BIET

Ching ta da viét phiém ham myuc tiéu ¢ dang téng quat

x . . L .

VIv] =J; Fit,y,¥") dt, trong d6 ham 18y tich phan F c6 ba d6i s6 t, vy, vay’,
d6i v6i moét s8 bai toan, ham 18y tich phan c¢6 thé khong chua t4t ¢4 ba déi
s6. Dé1 véi cac truong hop dic bidt nhy vay, ta ¢6 thé rit ra cac dang dic
bigt cua phuong trinh Euler ma né thudng (mac du khéng luén ludn) té ra
la dé giai hon.
2.1. Truong hgp 1: F = F(t, y)

Trong truong hop dac biét nay, ham F khong chda bién v, kéo theo
Fy =0 (2.19).

Vi vay, phuang trinh Euler c6 dang dF/dt = 0, v6i nghigm:
Iy = hing s& (2.20}

Thi du 1: Tim eyc trj cia phiém ham:

Viyl= _l:(t_v'+y'2 ydt
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Véi cac difu kién bién y(0) = y(1) = 1.
Vi F=ty +y2 va Fy’ =t+ 2y
(2.20) cho ta t + 2y°(t) = hang 6, hedc:

1
y'i(t)=- fz1:+c1

L4y tich phan triyc tiép, ta thu duge:

1 . o ,
y*(t)=- . t2 +c,t+cy, (nghiém téng quat)

Véi cac didu kién bién y(0) = y(1) = 1, d& dang thit lai ring ¢, :31 va

¢y =1 . Do d6, cue tri 1a dudng béc hat
* 1., 1 A 3 via
y¥{t)=~ s 17+ . t+1 (nghiém déc biét)

2.2. Trudng hop 2: F = F(y, y)

Vi F trong trudng hdp nay khéng phu thudc vao t, ta c¢6 Fi, = 0, nén
phudng trinh Euler (2.18) don gian la:
Fopy " {(t)+F,,y{t)-F, =0
Giai phuong trinh nay khéng dé&, nhung néu ta nhan ca hai vé véi y,

biéu thitc bén v& trai trong phudng trinh méi thu duge sé la d¥'F, - F)/dt,

vi:
d d d
'‘F.-F) = 'F Oy~ 7 Fly, ¢
LOF P = LR - R
ZF_V-Y"’r yl(FyY'yf_'_waryrl)_(pyy!_{_F}”yn)

= y‘ (F_\,r_v' y‘ + F_v"‘,r‘yr ‘_Fy )
Do dé, phudng trinh Euler 1la d(y'F, -F)/dt=0, vé1 nghiém
y'F,.—F = héng s6, hay cing vay:
F-y'F,. = hing sd 2.21)
K&t qua nay — phudng trinh Euler don gian da tich phin mét lan ~ 1a

mét phuong trinh vi phan cdp mét ma trong mét s6 trudng hap co thé dé
gial hon so v6i phudng trinh Euler nguyén géc .
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2.3. Truong hop 3: F = F(y")

Khi ham F ¢hi phu thude ¥, nhiéu dao ham trong (2.18) sé bign mat,
ké ca F,, F,» va F,. Thye t&, chi con lai s§ hang thit nhit, do dé phuong
trinh Euler trg thanh: '

Fj\«"_\«" y”(t) = 0 (222)
D& thoa man phuong trinh nay, ta phai 6 hodc y’(t) = 0 hodc F,,. = 0.
Néu y*(t) = 0, thi rd rang y'(t) = ¢, v y{t) = ¢,t + ¢y, tic 12 nghiém téng quét
1a mét ho cac duding thdng hai tham s8. Mit khéc, néu F,.. = 0 thi F, khong
phu thude vao y', ma F chi phu thude vao v', F 13 mét ham cia chi riéng v,
nghiém cta F,, = 0 phai thé hién nhu mdt gia tri ddc biét ctia y'. Gia st cd
mdt nghiém thuc trd 1én vy’ = k,, ta c6 thé suy ra rang y = kit + ¢, biéu thic
nay ciing biéu thi mdt ho dudng thing. Do 46, khi cho ham dudi d&u tich
phan chi phu thude riéng ¥, ta ludn lubn co thé 18y cue tri cha né 1a dudng
thing.
Thi du 1: Tim cyc tri cuia phiém ham:
V[y]= J'(1+y'2 Y2t (2.23)
véi cac didu kién bidn y(0) = A va y(T) = Z. (2.24)

Ham duéi d&u tich phin F = (1 + y'%'2 chi phu thude riéng y'. Do dé ta
c6 thé k&t luan ngay rang cuc tri 1a dudng thing. Nhung néu ta mudn xem
xét trlu'c‘ing hop riéng nay mot cach tudng minh bing phuong trinh Euler, ta
c6 thé st dung (2.18). Véi Fy = 0, phuong trinh Euler don gian la dF,/dt = 0,
va nghiém cta né 1a Fy = hing s6. Tit sy kién F, = y/(1 + y2)'%, ta c6 thé
vigt (sau khi 1y binh phuang)

2
y '
CZ

l+y'2*

Tu d6 ta c6 thé bidu didn v’ qua ¢ 14 y? = ¢¥1 - ¢& Tuong duong véi:

¢ N -
y' = = hang 0

(1—(:2)“2

Vi y'(t), d6 dée ctia y(t), 14 hing s8, cue tri mong mudn y*(t) phai la
duong thing.
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N61 mét cach chit ché, ta méi chi tim thay mét “cuc tri” ma né cé thé
12 cuc dai hoae eye tidu phiém ham da cho. Tuy nhién, mét cach trife quan
day la bat toan tim khoang cach giita 2 diém di cho nén ta thdy ré rang
ring khoang cach gitia hai diém da cho qua thyc duge cue tidu chi khong
cdc dai, boi vi khéng thé nao c6 “khoang cach dai nhat” gitta hai diém da
cho,

2.4, Truong hop 4: F = F(t, v}

Trong trusng hop dic biét nay, déi s6 y’ khéng e trong ham F. Vi
bay gid ta c6 F, = 0, phuong trinh Euler rit, gon don gian vé F, = 0, hay:

Ftyy=0

Su kién dao ham y’ khéng xuit hién trong phuung trinh nay nghia 1a
phudng trinh Euler khéng phai 1a mét phuong trinh vi phin. Bai toan suy
bién. Vi trong nghiém ctia né khong ¢6 hang s6 tuy ¢ nao phai xac dinh theo
cae diéu kién bién da cho, cuc tri c6 thé khong thod min cic diéu kién bién
trw truong hop do triing hop ngiu nhién.

Tinh huéng nay rat gin gai v trudng hop trong d6 ham F 1a tuyén
tinh theo ddi s y'. Ly do 14 ham F(t,y) c6 thé xem nhu mét truong hgp dac
bigt caa F(t,y.y) véi v’ tham gla vao qua sé hang céng Oy'vdi hé sd bing 0.
Nhu vay, F(t,y) la “tuyén tinh” theo y’ theo mét nghia dic biat.

2.5. Truong hgp 5 F tuyén tinh theo y:F =A@, y) + B(t, )y (2.25)
Phudng trinh Euler 1a A, +By' =B+ B,y', nghia 1a A(t, y) = B(t, ),

khdng 6 phudng trinh vi phan. Phuong trinh nay ¢6 thé xem 14 ham &n clia
¥ theo t. N&u nghiém y(t) clia né thod man diéu kién bién thi né c6 thé 1x 13
g1ai t61 vu.
Trudng hgp nay la thi du vé phudng trinh Euler 12 déng nhit, thoa
man d6i véi tap hop bat ky dgiatrit,y, v, y". Ta hay xét mét 8 thi du sau:
Thidu 3 : Tim cyc tri clia phiém ham:

Viy] = f’y'(t)dt.

]

vdirang bude  y(t)) =y, yt) =y,
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ViF=y' nén F,=0vaF,=1, phuong trinh Eulerla 0= 0, ludn fuén
thoa min, Biéu thee duéi diu tich phén 14 vi phan toan phan, do dé:

_ryl(t)dt = Y(Ll )._ Y(tu) =YY

ol

v6r ham kha vi bat ky. Gia tri cia tich phan chi phy thude vao diéu kién
cudi va khéng phu thude vao quy dao néi cac diém cusi.

Thi du 4: Gia st chi phi etia cong ty la tuyén tinh (biéu thic dusi dau
tich phan). Tim cuc tiéu cia phiém ham:

min ﬂc, y'(t)+ czy(t)]dt

vii rang bude y(0) =0, y(T)=B
Trong dé:
B 12 cdu vé lugng san phim ctia cong ty trong thai ky T,
¥{t) 1a lugng hang tén kho & thdj gian t,
y' = dy/dt 1a ty 18 thay d8i hang tén kho theo the gian,
¢, 1a chi phi luu kho cfia mét don vi hang tén kho,
¢, 1 chi phi san xudt mét don vi san phéim,
Téng chi phi cia cbng ty ¢ thoi gian t bat ky La ¢,(L)y'(t) + cuy(t).

R6 rang rang: F, = ¢, v K. = ¢, phuong trinh Euler 13 c; = 0. Didu
nay nghia 1a khéng ¢6 k& hoach san xuat t&i uu néu cé chi phi thyc hién
duong (e, > 0) vi mét ké hoach chap nhan duge bat ky 12 t81 wu néu chi phi
thue hién bing khong. Cu thé la:

Né&u chi phi san xuit mat don vi1a hiing s& thi tdng chi phi san xuit B
donvi 1a ¢,B bat chap bidu thoi gian:

I}:‘I v (t)dt =c, [y (T)_ y({})]__: c,B

Néu chi phi thyc hién hang ton kho 1a khéng thi tal 4 cac ke hoach
san xuit c6 thé ¢6 tét nhu nhau. N&y chi phi thyc hién ton kho 1a duong, thi
ngung san xuét d thoi didm cudi dé giam téng chi phf tich trit,

Thi du 5: Tim cyc trj phi€m ham:
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oy
l; tyy'dt

varrang buge  v(0) = 0, y(T) = B.
Tacéo Fy=ty, F,=ty.

Phuong trinh Euler 12 t y'=y + ty' hofic 0 =y, ma c6 thé thod man chi

B=0.
Dé chiing minh ring bai toan khéng cé nghiém, tich phan timg phin
bing cach dat yy' dt = du va t = u, do dé y42 = v va dt = du. Thi:

ftyy‘dt: ;[B2T—£y2dt]gB2TI2.

Can trén cia B?T/2 c6 thé thue hién duge chi bang cach dat y(t) = 0,
0=t<T. Ham nay thod man phudng trinh Euler nhung khéng thoi man

diéu kién bién (ngoai trit khi B = 0). Hién nhién, khéng ¢6 cuc tiéu; tich
phén cé thé lam cho nhé tuy .

Thi du 6: Tim cuc dat 1gi nhuén cé chigt khau:
max J;Te"”[p(t)f(K(t))—c(t)(K'+bK)]dt

vl rang bude K@) = K, K(Th=K;,
Trong do:
c(t) 1a chi phi don vi ciia téng diu tu,
p(t) 12 g14 trén mét don vi ddu ra (ham di cho cha thdi gian),
K(t) 1a khéi lugng von san xuit,
f(K) 1a d4u ra, va:
K'+ bK = I 1a tdng d4u tu (d4u tu rong cdng véi khau hao).
Tinh Fy = e [pf(K) - cb] va F. = -e™ ¢.
Phuong trinh Euler 1a:
d [-e™ ()] / dt = e™[p(t) £ (K(t)) —c(t)b}

D& giai thich difu nay , tich phan trén mét khodng thdi gian nho:
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eTe(t) — e N ot 4 A ) = fmeh"’[D(S)f'(K(S))*C(S)th

thoi ky [t, t + Al

Thye hién dao ham da chi ra trong phudng trinh Euler sinh ra dgj hoi
tudng duong

e™ [pf (K) - cb] = em [re - €], do 46 quy téc ad lda chon mue vén t4 uu
K* (t) 1a

trinh vi phan déi véi K').
lll. HAI TONG QUAT HOA cOA PHUONG TRINH EULER

Thao luan trén day vé& phuong trinh Euler dua trén mét phiém ham
tich phan véi ham dus; d&u tich phan F(t,y,y). Tuy nhién, cé thé c¢ nhing
tdng quat hoa don glan sang trudng hop mdt vai bién trang thaj va trudng
hdp trong d6 cac dao ham bac a0 hon xudt hidn nhu cac 44 s3 trong
ham F,

3.1. Trudmg hop cé mét vai bién trang thai

Voi n >1 biégn trang thai trong mét bai toan di cho, phiém ham trg
thanh:

Vly, S fF(t, FYiveo ¥us ¥, ¥, ) dt (2.26)

va s€ cd mét cip didu kién diu va didy kién cudi d8i véi mai bién trong n
bién trang thai.

Mbt cuc tri bat ky Y50, G =1,.., n), theo dinh nghia, phaj mang lai
g14 tri clta dudng di dat cyc tri so véi tat cd cac quy dao (dudng di) Ian can.
Mbst kiéu dudng di lan can phéat sinh tir vige méi I4n thay d6t chi mdt ham
¥i(t), chéng han y,(t), trong khi tat ¢a cac ham yy(t) khac giit ¢§ dinh. Khi ds
phi€ém ham chi phy thuée vao s bign thian trong y,(t) nhu thé ta dang giai

" quyét trudng hep bién trang thai don. Do d¢, phuong trinh Euler (2.15) van
phai duge thod man nhuy mét diéu kién cdn, véi didy kién la ta thay ky hisy

5 TUHD
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y thanh y, dé phan 4nh bai toan méi. Hon nita, thi tuc nay cé thé dude st
dung mét cach tudng tu dé thay d6i cac ham y, khac, méi 1dn mot ham, dé
tao ra cac phuong trinh Euler khac. Nhu vay, d6i véi truong hgp n bién
trang thai, phuong trinh Euler don (2.15) phai duge thay bing tap hop n
phuong trinh Euler ddng thai: '

d

Fy, - o Fy, =0 voimoite [0,T] G=1.2..,m) (2:27)

(cac phudng trinh Euler)

n phudng trinh nay cung v6i cac diéu kién bién sé cho ta xac dinh cac
nghlém y*l(t’))"-ly*n(t’)‘

Mic di (2.27) 1a mét sy tdng quat hod tryc tifp cua phuong trinh
Euler (2.15) — bing vide thay ky hiéu y bdi y; — thi tuc nay khéng thé ap
dung dé téng quat hoa (2.18). Dé thdy tal sao khéng, ta hily gid st trong bai
toan mdi cla chiing ta chi c6 hai bién trang thai y va z. Khi d6 ham F sé 1a
ham c6 5 d6i 8, F(t,y,z,y",7), v cac dao ham riéng Fy’ va Fp cing vay. Do
d6, dao ham toan phén cta Fy(t,y,z,y",2) theo t sé chia 5 s6 hang:

d

it F,(t,y,2.y",2")=F + Fo .y (1) + Fz' (t) + Fyp. 9" (1) + F,,Z"(t)
v6i mot biéu thite 5 s6 hang tuong ty déi véi dF,/dt. Nhu vay, dang mad rong

ctia cAc phuong trinh Euler déng thdi tuong tng véi (2.18) trong phitc tap
hon nhidu so véi (2.18)

Fooy" () + F.2"(t) + Fo,oy )+ F,,z )+ Fy - F, =0 (2.28.1)
F, "' (t)+ Fpz" 0+ F oy () + Fp' (1) + Fp - F, =0 (2.28.2)
vl moi te [0, T]
Thi du 1: Tim cye tri caa:
V[y,zl= '[;T(y rz4y?az?)dt
Tit ham dudi d&u tich phan ta thiy rang:
F,=1 Fy =2y F,=1 F, =22

Nhu vay, theo (2.27) ta ¢6 hai phudng trinh Euler déng thoi:
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1-2y"=0  hay yrol
2

m o 1
1-22"=0  hay 2=

Cting c6 thé thu duge cing k&t qua nay tir (2.28),
Ldy tich phan, phudng trinh thi nhat che ta y'= ;t +Cy, va vi vay,
cudc tri cda y 1a;

1 .

Tuong tu, cue trj ctia z 14

1
z"’(t)=4 t2 +cat+e,

Bén hing s8 tuy ¥ (€15, ¢4) 6 thé xac dinh qua bén didy kién bién
lién quan véi ¥{(0), z(0), y(T), 2(T).

3.2, Trudng hop céc dao ham bic cao hon

Hay xét mét phiém ham chita cic dao ham bar cao cita y(t). Mét cach
tng quat, didu nay cé thé vit

d ' " (o)
V[Y]=L Ft,y,y,y",..,y'"™)dt (2.29)

Vi ¢6 mat nhidu dao ham, trong trudng hgp nay cac didy kién bién
phai quy dinh cac gia tri ddu va cusi khong nhiing cia y ma c2 clia céc dao
ham v, y*, ..., cho d€n va bao gdm cd dao ham y™ " tao nén téng céng 2n
diéu kién bién. '

Dé giai quyét trudng hgp nay, ddu tién ta nhan xét ring ham F vdi
bién trang thai don v va cac dao ham cla y dén c&p n c6 thé bisn dai thanh
mét dang tuong duong chita n bidn trang thai va chi cic dao ham cip mot
cua né. Néi cach khéc, phiém ham trong (2.29) ¢6 thé bién &8i thanh dang
trong (2.26). Do d6, cac phudng trinh Euler (2.27) hoic (2.28) lai €6 thé ap
dung. Hon niia, phép bién ddi néi trén c6 thé cing ty déng tinh cho cac didy
kién bién,

Thi du 2: Bién déi phiém ham:
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Viy]l= f(ty2 +yy'+y'? ) dt

v6i cac diéu kién bidn y(0) = a, y(T) =Z, y'(0) = o, y'(T) = B, hay bién déi
phiém ham nay thanh dang (2.26).

Dé thuc hién duge nhiém vu nay, ta chi phai dua vao mét bién mdi:

bl

ZEY (kéo theo 2’ = y")
Khi d6 ta c6 thé viét lai ham dudi d&u tich phan la:
F=ty'+yy +y“=ty?+ yz + 2”

Ham nay bay gid chiza hai bién trang thai y va z, khéng c6 dao ham
cao hon edp mét. Thay F méi vao phiém ham sé bién phi€m ham trén vé
dang (2.26).

Con cée diéu kién bién thi sao? Déi véi bisn trang thai y, cdc diéu kién
¥(0) = A va y(T) = Z c6 thé gid nguyén, Hai diéu kién kia déi véi y' c6 thé

truc tiép viét lai nhu cac difu kién d&1 véi bign trang thai méi z: z(0) = ot va
#(T) = B. Diéu nay da hoan tat phép bidn déi.

Khi d4 cho phi&m ham (2.29), cling c6 thé gidi quyét né mét cach trye
tiép thay vi bién d6i né thanh dang (2.26). Bing mét thi tuc tuong tu nhy
thi tue st dung trong din xuit ra phudng trinh Euler, mét di€u kién cdn
d61 véi cye tri c6 thé duge tim thay déi véi (2.29). Didu kién nay, goi la
phuong trinh Euler-Poisson, 1a:

2 1t
F, - d F,+ d F,.o-t (-1 d F.=0 (230
Todt T gp? de? ¥
vii moi t € [0,T] (phuong trinh Euler-Poisson)

Phuong trinh nay néi chung la mot phudng trinh vi phan ¢dp 2n. Nhu
viy nghiém cua né sé chita 2n hang s& tuy ¥ c6 thé duge xac dinh théng qua
2n didu kién bién®.

Thi du 3 : Tim cyc trj cta phiém ham trong Thi du 2.
Vi ta ¢o:
Fy =2ty + v Fy’ =y Fy” =2y" (2.31)

* Xem phu lue
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phuong trinh Euler ]a:

, 2 ?I!
dy +d 2y

Aty +v'—
v dt  di?

=0 hay 2ty+2y¥ =0 (2.32)

d6 la mdt phuong trinh vi phan c&p bén’,
V. MOT SO UNG DUNG KINH TE CUA PHUONG TRINH EULER

Bay gi¢ ta hay xem xét cac ung dung kinh t& ciia phuong trinh Fuler
d8i vét mot s8 mé hinh kinh t& ma ta da trinh by § chuong 1.

4.1. M6 hinh t6i wu déng cia cdng ty déc quyén - md hinh ciia
Evans

Xét bai toan téi vu déng cua céng ty doc quyén da trinh bay & chugng
I. Bai todn dé cé dang sau:

4.1.1. Mé hinh

o
Cuc dai T[P]= _En(P,P‘ )dt (2.33)
vil rang buge P(0) =P, (P, cho trude) (2.34)
v P(T) 'p ( T, PT cho Lrlifjc)

4.1.2. Quy dao t6i uu ctia gid
Dé tim phudng trinh Euler chiing ta phai thay thé 7t cho F, va P cho
y. Tt ham 1gi nhuan da x6t & chuong T & dang thay rang:
=-2b(1+0tb)P+(a+2aab+Bb)+h(l_+2cxb)P’
Ty = - 20h*P"- h (20 + B)+h(1+2ab) P
va Tpp = - 20th* My, =h (1 + 2ab) T =0
Biéu thitc nay bien €2, 19) — sau khi chudn ho4 - thanh dang dic biét:

b(l + ab) _a+20ab+8b
ah?® 20h?

{phuong trinh Euler) (2.35)

Plr

* Cach giai xem phin phu luc
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Day 1a mét phuong trinh vi phdn tuydn tinh c&p hai vdi cac hé s&
hang s6 va mét s& hang hing 6, & dang téng quat:

Vta y+a,y=a,
Nghiém téng quat ctia ng o dang 1a:

yt)=Ae™ +Ae™ 4y

O day, cic nghiém dae trung r, va ry 14y céc gi4 tri:

1
r,r, :2(—31 i\/af -4a2J

va tich phan dic biét (tich phén riéng) yla:
_ a
y=-2

2

Nhu vay d6i véi phuong trinh Euler ca mé hinh hign thoi (¢ day a, =
0), ta co:

P*(t)=Ae™ +Ae™ +P (2.36)
trong dé r,ry, =+ b ;be (cac nghiém dic trung)
x
H_a+2aab +pb . . 1
a P=——""""" nghiém dic bist
Y (1 + ob) (og )

Luu ¢ ring hai nghiém dac trung 13 thye v phén biét dudi nhitng chi
dinh d&u cta ching ta. Hon nita, chiing chinh xac chi khéc nhau vé d&u. Do
d6 ta ¢6 thé ky hieu r 13 gia tri tuyét doi chung ctia hai nghiém va vidt lai
loi gidi la:

P*(t)=Ae™ +A,e™+P (nghidm téng quat) (2.36")

Hai hing s§ tuy y A, va A, trong (2.36") c6 thé duge xdc dinh théng
qua cdc di€u kién bhién P(0) = Py va P(T) = Py, Khi ta dat lan lugt t = 0 va
t =T trong (2.36), ta nhan duge hai phuong trinh d8ng thai ctia hai bién A,
va A,

Py=A,+A,+P

Pr=AeT +A,e™™ 4P
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Véi cac gia tri nghiém:
Py -P-(Py -P)e”"

A 1-e”"

(2.37.1)

P,-P-(P, -P)e ™" :
A,==0 (Fy —Pe (2.37.2)
].—e 21T

Viée xac dinb hai hiing s nay hoan tat viéc giai bai toan, dé1 véi toan
bé dudng di cia gia, P*(t) bay gi¢ dude ¢hi dinh qua cic tham s§ da biét T,
Py, Py, @, B, v, a, b va h. Trong cac tham s6 niy, tit ca trit h déu da chi dinh
ddu. Nhung vi tham s& h tham gia vae Ldi gidi (2.36") chi qua r, va chi dudi
dang s hang binh phudng h? ta c6 thé thay rang d&u dai s8 ciia né sé khéng
anh hudng 1én két qua cia chiang ta, mac di gia tri bang s6 ca no sé ¢b
anh hudng.

Tai lde nay, ta chua thé thdo luan lidu quy dao (dudng di) 161 giai cb
thuc st lam cde dai 1¢i nhuan (hay ding hon la cue tién). Khi gia dinh né
qua la cue dai, thi mét cdu hoi thich hop la: Ta cb thé néi gi vé cdu hinh
tdng quat clia dudng di cha gid (2.36")? Khong may thay, khéng thé c6 ¢6
ciu tra 181 don gidn nao. N&u Pp > Py, gi4 clia ¢éng ty d8c quyén cé thé tang
t61 uu mét cach 8n dinh trong khoang [0, T] tit P, &&n Py hodc né ¢é thé phai
hai ha xufng trude khi ting dén mic Pr § cudi ky, tuy thude cic gia tri
tham s&. Trong trudng hgp nguge lai Py > Py, dudng di gia t61 wu duge dic
trung bdi tinh khéng xac dinh tudng tu.

4.1.3. Mét quan diém téng qudt hon ciia bdi todn

M5 hinh ctia Evans chi dinh m6t ham chi phi bac hai va mdt ham cau
tuyén tinh. Trong mdt nghién citu téng quét hon vé bai todn doc quyén déng
cia Tintner, cic ham nay khong duge chi dinh. Nhut vAy, ham Igi nhuan don
gian duge viét 1a n(P,P). Trong trinh bay t6ng quat nhu vay, la céng thie
(2.21) (461 véi trudng hop diac biét 2) c6 thé dude sit dung. N6 tric ti€p mang
lai mét diéu kién can don gian:

o (2.38)
ap'

va c6 thé cho mét gidi thich kinh t& 15 rang.
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D& thdy diéu nay, du tién hiy xét § nghia kinh t& ctia hing s6 ¢. Néu
lgi nhuén P khéng phy thude vao téc do thay ddi cia gia P’ - nghia 14, néu
ta xét bai todn ddc quyén tinh nhu mét trudng hop dic biét ciia mé hinh
dong — thi 6n/aP’ = 0, va (2.38) rit gon vé & = ¢ (ky hiéu 1a n,. Vay, hing 5
bigu thi lgi nhudn déc quyén tinh. Do d6 ta hay ky hidu né l1a m, (chi s8 s
tugng trung cho tinh ). Ti€p theo, ta nhan xét ring, néu chia (2.38) cho T, 56
hang tht hai ¢ v& trai sé la;

on P

aP' ©ap

N6 biéu thi d co gian riéng ctia n theo P Qua thuc, sau khi thyc
hién phép chia dé néu, phuong trinh cé thé duge sap x&p lai thanh quy tic
61 uu:

£p =1~ 2 (2.38)
n

Quy téc nay néi ring cong ty dée quyén phai luén luén chon gia theo
cach sao cho d4 co gifin ciia 1gi nhuén theo téc d6 thay di gia bing 1 - m/n.

Két qud hét site thu vi la: Néu ta so sdnh quy tée dé co gidn nay vdi
quy tde dé co gign dét vdi cong ty déc quyén tinh. Vi trong truong hop déc
quyén tinh, lgi nhudn chi phu thuge vao P, didu kién cdp mot d6i vdi cuc
dat Igi nhudgn don giciri la dn/dP = 0. Néu ta nhén hai vé'vdi P/, quy tdc
duge dién dat theo ngon ngit dg co gidn nhu sau: £p = 0. Nhu vdy, trong
khi cbng ty déc quyén tinh phdi theo d6i dé co gidn cia loi nhudn theo gid

ca va dét né bang 0, cong ty déc quyén dong phdi theo déi dé co gidn cia lgi
nhudn theo téc d6 thay déi gid va ddt né bang l-m/m

4.1.4. Vén dé gid cd cudi

Ta gia thiét ring gia ca cudi P(T) 1a cho trude. Tuy nhién, trong thue
t&, ¢dng ty c6 thé kiém soat P(T) theo ¥ minh mic du thdi gian cudi T da
duge dinh trude. N&u vay céng ty sé gap tinh hudng diém cudi bién déi,
trong dé di€u kién bién P(T) = P, phai dude thay bing mét didu kién hoanh
thich hap.

4.2. M6 hinh lya chon giita lam phat va that nghiép

Trong muc nay ta sé xem xét viée tim didu kién cAn cho 131 giai cha
bai toan Iua chon giita lam phAat va that nghiép d4 trinh bay ¢ chuong I,
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4.2.1. M6 hinh
M hinh ctia bai toan d6 1a nhu sau:
Muc tiéu cia nha hoach dinh chinh sach 1a:
Cuc tidu Aln]= J;T M e ™ g (2.39)

vl rang bude n(0) = T, (m, cho trude) (2.40)

_ va n{T)=0 (T cho trude) (2.41)
4.2.2. Quy dao nghiém
Trén co sd ham tén that d

 cho, ham duéi dau tich phin A{r,m)e® ¢
cac dao ham cap mét;

F, = 2[0_" n'+an}e"°'
J

(2.42)
2
F.- 2[1;20_‘5 ms & n]e"” (2.43)
] ]
va vt cac dao ham cap hai:
2
FK'F(' = 2{1 +2?E ]e"pt Fmt' = 20’ e—Dt (2'44)
5% J
. R
va F._ = 2[;)r ! +or,B T+ c.x n\e_pt (2.45)
tr L [33]2 ] J

Do d6, cong thitc (2.18) cho ta (sau khi don gian hoa) diéu kién can:

-pn-Qu=0 {phuong trinh Euler) (2.48)

2. .
.0 day Q= of }(pZJ))O
1+ap

Vi phuong trinh vi phan nay 1a thuan nhét, nghiém dic biét cia né
bang 0, va nghiém téng quat etia 16 dan gian 14 ham bu cda né:

T*(t)=Ae"" +Ae™ (nghiém tong quat) (2.47)

sday r,r, :;(pt‘/pz +4Q)
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Cac nghiém dic trung 12 thuc va phén biét. Hon niia, vi ¢én béc hai ¢6
gla tri bdng s& 16n hon P, ta biét rang: r, > 1 va r, <0 (2.48)

ht
Ae

Hinh 2.2 '
Dé xé4c dinh cac hang sd tuy ¥ A, va A,, ta lin lugt dat t=0vat=T,
va su dung céc difu kién bién d€ thu dudge cip quan hé:
A] +A2 =T|:n

AenT +A2er9T =

Néu gidi déng thdi, chc quan hé nay cho ta:
- mge®’ nt

Aisorogr Mt oE oo (2.49)

Do céc d&u cla r, v& r, trong (2.48), nén ta cé:
A <0 A, >0 (2.50)
Tu thoéng tin v& ddu trong (2.50) va (2.48), ta c6 thé suy ra rang dudng
di 7*(t) phai theo c&u hinh téng quat trong Hinh 2.2. Véi A, Am va r, duong,
thanh phan Ae™ clia dudng di ndy néi 1én nhu hinh anh qua guong (qua
truc hoanh) cua dudng cong ting theo ham mi. Mat khac, thanh phin
Aye™ , vdi A, duong va r, Am, 1a dudng cong giam theo ham mi. Duong di
T*, tdng ctia hai dudng cong thanh phéin, bit ddu ti didm (0,my) — 6 day T, =
A, + A, ~ vA giam 6n dinh v& phia diém (T,0), 1a didm cAch hai dudng cong
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thanh phan theo phudng thdng ditng nhu nhau. Su kién dudng di n* thé
hién mét su bién déng én dinh cing c6 thé duge kiém chiing tit dac ham

' (t)=r, A e +r2A3er‘*" <0

Khi da tim dude *(t) va (), ta cling ¢6 thé rit ra mét s6 két luan

vé Pva(Y,-Y).

B. CAC DIEU KIEN HOANH BOI VOl CAC BAI TOAN BIEM
PAU MUT BIEN poI

Phuong trinh Euler - diéu kién cAn co ban trong phép tinh bién phan
— thudng 1a mét phudng trinh vi phan cdp hai chita hai hing s§ tuy v. Do
véi céc bai todn véi cac di8m ddu va cudi c§ dinh, hai di€u kién bién cung
cdp di théng tin dé xac dinh hai hing 8 tuy ¥. Nhung néu diém ddu hosc
diém cudi bign dbi (chiu su lga chon tuy ¥), thi mot diéu kién bién sé ving
mdt. Truong hgp nhu vay sé xay ra, chéng han néu céng ty déc quyén déng
néu trong muc trén khéng chiu mét quy dinh nao vé gia tu bén ngoii tai
thoi diém T, va c6 thé giai quyét bang cach lua chon Py nhu mét phan trong
ca bai toan téi uu. Trong trueng hgp nay, diéu kién bién P(T) = Py sé dudge
thay bing diéu kién goi 1a diéu kién hoanh. Trong muc nay, ta sé dua ra cac
diéu kién hoanh thich hgp cho cac kidu diém cusi bidn déi khac nhau.

I DIEU KIEN HOANH TONG QUAT

D& tién trinh bay, ta s& gia thiét rdng chi diém cuéi 13 bign ddi. Khi ta
bigt cach gidi quyét véi né, k¥ thuat nay d& ding mé réng cho trudng hap
diém ddu bign ddi.

1.1. Bai toan diém cudi bién déi

Mnuc tidu la:

Cuc dai (hay eye tidu) V[y]= fF(t, vy, ydt (2.51)
v6l rang bude y(0)=A  {A cho trudc) (2.51"
va’ yT)=yr (T, Yrtudo) (251

Béi todn nay khae véi bai toan trude & chd thoi gian cusi T va trang
thai cudi yr bay gid 1a “ty do” theo nghia ching trd thanh mét phén clia qua
trinh lya chon t6i vu, Tuy nhién T chi nhan nhitng gia tri ty do duong.



76 Chuong Il. Phép tinh bién phén va ung dung trong kinh té

Dé di dén cac dibu kién cin déi véi quy dao (dudng) cuc tri, cing nhu
trude ddy, ta sé dung dudng cong xao déng p(t), va bién & dé sinh ra nhiing
duong (quy dao) 1an cin nham so sanh vdi dusng cue tri. Dau tién, gia su
rang T* 1a thdi gian cudl t8i uu da bist. Khi d6 bat ky gia tri ndocua T &
ngay lan cin ctia T* ¢6 thé bibu thila

T=T*+¢gAT (2.52)

0 ddy & la mét s6 nhd va AT biéu thi mét thay déi nhod chon tuy ¥ (va cd
dinh) caa T. Luu ¥ réng, vi T* d3 biét va AT dudc chon trude, T xem nhu
mét ham cua g, T(g), véi dao ham:
AT (2.53)
de
Cing & d6 duge st dung ciing véi dudng cong xao déng p(t) dé sinh ra
cAc quy dao (duong) lan can clia eue tri y*(t):
y(t) = y*(t) + € p(t) (suy ra y'(t) = y*'(t) + & p'(t)) (2.54)
Bay gi6 dudng cong p(t) van phai thoid min didu kién p(0) = 0, &€ buac
cdc quy dao (dudng) 1an cin di qua diém ddu & dinh, diéu kién kia — p(t) =
0 - by gid cAn bd di, bdi vi yq 1a tu do. Bing cach thay (2.54) vaoc phi&m
ham VJy], ta dugec ham V{g) ¢6 dang:

Ve = [Floy @ a0y wrmmld (255

¥} ¥i(t]

" Bai toan cua chiing ta la t61 uu ham V theo &.
1.2, Phwong phap xay dung diéu kién hoanh téng quat
Biéu kién cdn béc nhat d61 v6i mét cue tri cia ham s6 V(g) don gian la
dV/de = 0. Dao ham nay la dao ham toan phdn tinh dén ¢4 anh hudng truc
tiép cua € 1én V, ciing nhu Anh hudng gian tiép cta € 1én V qua gisi han trén
cua tich phan T.

Budc I. Ldy dao him cta tich phan (2.55) theo & : dV/de

® Xem phu lue
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dyv SHF "F T
- d (2.56)
il

—-=| Z—dt+F|T,v(T),v(T
T e ot [T, vy(T), ¥ (T} i

Tich phan ¢ vé phai rit gidhg véi tich phin 44 gap trong phin ban vé

phuong trinh Euler. Trén thue t&, nhidu phan trong qué trinh suy didn dan
dén (2.14) vin thich hop & day, véi mot ngoai 16 Bidu thic [F,.pt)]" trong
) Q

(2.13) khéng triét tisu trong bar toan hién tai, ma 18y gia tri
[Fep(t)] gy =[F.] o p(T), vi ta da gia dinh rang p(0) = 0 nhung p(T) = 0. V&i

s sta d6i nay dai vai két qua trude day trong (2.14) ta c6:

88 hang thit nhat trong (2.56) = f p(t)[F_‘, —%F_vldt+ [F“ p(T)
T

t=

Theo (2.53) ta cling c6 thé viét s¢ hang thit hai trong (2.56) = [FlcaT

Thay cac biéu thite nay vio (2.56) , va dat dV/de = 0, ta thu duge diéu
kién méi:

"
J; p(t)[F_v - % F,. ] dt+[F, ] p(M+[F]_naT=0  (©57)

Trong ba s hang trong v& trai elia (2.57), méi s6 hang chita phéin ti
tuy ¥ doc 1ap riéng cha né: p(t) (toan bj dudng cong xao dong) trong s6 hang
thit nhat, p(T) (gia tri cudi trén dusng cong xao dong) trong s6 hang thi hai,
va AT (thay déi chon tuy ¥ theo T) trong s6 hang thi ba. Nhu vay ta khong
thé dinh trudgc mét su bu trir hay ude luge nao gitia cac s6 hang. Do &4, dé

thod mén diéu kién (2.57), mdi mét trong ba s6 hang phai 4t bing 0.

Khi s6 hang thi nhét trong (2.57) duge dat béng 0 ta duge phuong
trinh Kuler quen thu@c nhu trong (2.15). Didu nay néi 18n rdng phuong
trinh Euler van ¢6 hidu lue nhu mat didu kién c&n trong bai toan diém diu
mut bién déi. Hai s6 hang kia, chi lién quan dén thdi gian cuéi T, 1a noi dé

chiing ta tim diéu kién hoanh.
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—_—  _Chtmong il P} g aung q

Hinh 2.3

Budc IL DE lam vife d6, trude hét ta tim cach thay bién tuy y p(T)
bing cach bish déi né thanh cc s6 hang cha AT va Ay, — nhiing thay dé: hai
bién gdc trong bai toan didm cus; bién d8i T va y,. Pidu nay 6 thé lam duge
nho sy g¢i ¢ tit Hinh 2.3 Buong cong AZ bidu didn mét dudng di lan cin
thu duge bing cach 1am xao déng dudng di AZ ho; ep(t), vdi e duge dat bing
1 cho thuan tién, Luu ¥ rang, trong khi hai dudng cong ¢6 cing mét diém
ddu bdi vi p(0) = 0, chiing ¢6 chiu cao khac nhay talt = T vi p(T) = 0 theo
cach xdy dung dudng cong xao doéng. D§ 16n caa p(T), biéu thi bang khoang
cach thing ding Z7’, do ludng sy thay doi trdc tiép trong y, do xao déng
mang lai. Nhung vi T cling ¢6 thé thay d6i bing mot lugng eAT (= AT vie =
1); duong cong AZ’ phii mé réng dén Z”, néu AT > 0. Vg mét AT nhd, thay
doi thi hai nay trong yp ¢6 thé Xap x1 bdi y'(DIAT. Vi vay, tong thay dé;
trong yy tir diém 7 dén didm 77 1a:

Ayy = p(T) + y'(T) AT.
Sap xép lai quan hé nay, ta bidy thi p(T) theo Ay, va AT
p(T) = Ayy - y'(T) AT (2.58)
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Bude 1IL. St dung (2.58) dé khu p(T) trong (2.57), va bd s§ hang thu
nhat trong (2.57), cudi cung ta di tdi didy kién hoanh téng quat mong mudn:

[F-y'F.]_ AT+]F, | (2.59)

Diéu kién nay, khong giéng nhi phudng trinh Euler, chj dat ra véi
mét diém thai glan T. Tuy thuge dang cu thé cha dudng thing hay dudng
cong cudi, diéu kién téng quat (2.59)-¢6 thé vist dudi nhiing dang dic biét
khic nhau,

II. CAC DIEU KIEN HOANH DBAC BIET

Trong Muc nay, ta xét 5 loai dim cuéi bign ddi: dudng cudi thing
ding, dudng thing cudi nim ngang, dudng cong cuéh, dudng cudi thing
dimg cut, v dudng thing cusi nim ngang cut.

2.1. Dudng cudi thang ditng (Bai toan tim thoi gian ¢6 dinh)

Truong hop dudng cusi thang ding, nhu minh hoa trong Hinh 1.4a
chuong I, thi T ¢& dinh, AT = 0, va 88 hang d4u tién trong (2.59) bi loai bd.
Nhung vi Ay 12 tuy ¥ va c6 thé 1ay gia tri khac khéng, cach duy nhat dé
lam cho s§ hang thit hai trong (2.59) chde chin trigt tidu 1a o6 Fy =0 tai
t = T. Diéu nay 1am nay sinh didu kién hoanh:

[F,] =0 (2.60)
ma déi khi né duge goi 1a didy kién bién tu nhién.

2.2, DPudng cudi nim ngang (Bai toan diém cudi cung (mut cudi)
¢6 dinh) '

Bé1 véi trudng hop dudng cudi ndm ngang, nhy minh hoa trong Hinh
1.4b chuong I, sy kién hoan toin ngude lai; bay gid ta ¢6 Ay, =0 nhung AT
la tuy y. Do dé, s& hang thi hai trong (2.59) tu dong bién mat, nhing s&
hang thi nhat thi khéng. Vi AT 1a tuy ¥, cach duy nhit d s8 hang thi nhit
chic chan trigt ticu 1a bidu thic trong ngodc vudng bing 0. Nhuy vay, difu
kién hoanh la:

[F-yE,] . <0 (2.61)
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C6 1 la ¢6 ich néu ta cho (2.60) va (2.61) mét y nghia kink t& Ta hdy
xem F(tyy') nhi ham loi nhudn ctia mdt cong ty, trong d6 y bidu thi luong
vén va y' biéu thi ddu tu rong. Pau tu rbng ldy di ede nguon luc tic cde hoat
déng kinh doanh mang lai phdn loi nhudn dé tao vén nhdm tang loi nhudn
tuwong lai. Vi vdy, ton tai mét sy lva chon giita lgi nhudn hién tai va loi
nhudn tuong lai. Tai thii gian t bat ky, véi mot luong vén y déa cho, mot
quyét dinh ddu tu cu thé biéu thi boi y', - s& mang lai lgi nhudn hién tai
F(t,y,y'y). Anh hudng ctia quyét dinh dau tu lén lgi nhudn tuong lai, the hién
qua vai tro trung gian cta vén. Tée di tich luy vén la y'y néu ta c6 thé
chuyén doi dnh hudng dé thanh mét thudc do gid tri, thi ta ¢6 thé céng né
vao ham ldi nhudn hién tai Fity,y's) dé c6 hiéu qud téng hgp vé lgi nhudn
(hién tai cing nhu tuong lai) clia quyét dinh ddu tw. Gid tri quy doi (gid
bong) ciia mét don vi vén déi véi cong ty co thé do bdi dao ham F,. Diéu do
6 nghia la néu ta quyét dinh d¢ lai thém (khong chia) mét don vi lgi nhudn
& thati didm t, né sé lam giam loi nhudn dn chia hién tai mét lugng bang F,
mé tuong lai phdi duge bi lai. Do d6, quyét dink dau tw la y' = y'o thi hiéu
qud tuong lai quy déi vé loi nhudn dn chic hign tei phdi la: y', Fy'd vdi chiz
¥ réng F, < 0. Nhut thé, 6 méi thoi diém ¢t hidu qud tong hop gom loi nhudn
hién tai va twong lai quy dét cta quyét dinh chon téc d¢ dau tw y'y la
Fltyy'o) -y'oFy

Diéu kién hoanh (2.61) cho bai todn diém cudi T tuw do néi rang cong ty
phdi chon quy dao tich luy vén y(t) vao thai diém cudi T sao cho quyét dinh
déu tu tait =T, thi loi nhudn téng hop (hién tai va tuong lai) bang khong.

Bay gio ta xét ¥ nghia cua diéu kién hoanh (2.60) cho bai todn trang
thdi cudi yp tu do. N6 c6 thé viét:

[’Fy'_}m?‘ =0

va 6 nghia la hidu qud ddu tu tai t = T khdng mang lai hidu qud. Diéu kién
(2.60) sé dudc thod man, chang han néu dlan cant =T, ta ¢6 y'(t) =0, khi
dé ham F sé khing phu thudc y'(t), nghia la & gan thoi diém cudi thi khong
déu tu.
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2.3. Pudng cong cudi

Véi mét dudng cong cusl y, = ®(T), nhu minh hoa trong Hinh 1.4c
chuong [, ca Ayy 1an AT déu khong dugc-gan gia tri 0, nén khong s§ hang
nao trong (2.59) bi loai ra. Tuy nhién, véi mot AT nhé tuy ¥, dudng cong cuéi
mudn n6i rang Ayr = ¢'AT. Do d6 ¢6 thé khit Ayy trong (2.59) va két hap hai
s0 hang cta né thanh dang:

[F-y'Fy +F.¢'],_pAT= 0.
ViAT a tuy 3, ta c6 thé suy ra didu kién hoanh:

[F+@-y)F,.] =0 (2.62)
Khéng gidng hai trudng hdp trén bac ham mét &n s6 tai didm cudi

thodc y; hogic T), trudng hap duong cong cudi doi héi ta xac dinh ca y; 14n T,
Nhu vay, cdn hai méi quan hé cho muc dich dé.

Diéu kién hoanh (2.62) ¢hi cho ta mot quan hé; quan hé thtt hai duge
cho bdi phuong trinh yp = &(T).

2.4. Dudng cuéi thing ditng cut

Dudng cudi ding cut dude mé t4 bai rang buge: t =T, yg >y, trong
d6 Ymin 14 miic cho phép thap nhat cha y. Cung nhu trudng hdp dudng cudi
thing didng, trong trudng hgp dudng cudi thang ding cut, ta c6 AT = 0. Khi
dé ti diéu kién téng quat (2.59) ta di dén:

[F, ] _payy =0 (2.63)
trong d6 Ayr = yr- yr*, véi yr bat ky thoa min y, > Yimin,
Lai giai t81 uu y* chi ¢6 thé e hai trudng hgp la:
Y1¥ > Yin hodic . (2.64)
I = Yonine {(2.65)

Do d6 ta suy ra cach gidi bai toan bién phin dudng cusi ding cut.
Trudc hét tam bd didu kien Y7 2 Ymin V& gidi bai toan véi dudng cusi thiang
ding, tic 1a tim dudng cue tri y*(t) thoa mén diéu kién:

[F,.] ;=0 (2.66)

& TUHD
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Néu yr* 2 V. thi rdé rang y*(t) eiing chinh 1 nghiém trong trudng
hgp duong cud ding cut, vi né thoa mén (2.63).
Néu y+*< y,_.., thi yp t61 du nim & phia dudi khoang cho phép va
F_‘,.LT khong thé dat gia tri 0 trén dudng cudi bi cit cut. Nhung khi bai
todn véi dudng cudi ditng cut cé nghiém ¥ *(t), ta chic chin ring ¥*(T) =
Yo, ta €6 thé tim ¥ *(t) biing cach gidi bai toan bién phan véi diém cudi &
dinh (T,YT = Ymin)'
Do diém cudi c8 dinh, Ayp= 0, didu kién (2.63) duge thoa mén.
K&t hop su phan tich trén theo diéu kién Kuhn-Tucker lai thi diéu
kién hoanh cho bai toan cuc da s la:
[F, ], <0, %7* 2 Yoo %1 Y [F] =0 (2.67)
2.5. Pudng thing cudi nim ngang cut
Puédng thang cufi nim ngang coé thé bi cat cut bdi rang bude T < T,
& day T, biéu thi mét thdi gian cho phép t5i da dé hoan thanh nhiém vu -
thdi han chét. Viée phan tich tinh hudng nay rit gidng véi dudng cudi thang
dding cut vita thao luan. Bang 1y luin tuong ty, ta cd thé rut ra diéu kién
hoanh sau day dé1 vdi bai toan cuc dai:

[F -y F},.LT >0 T* < T (2.68)
(T-TF - y'F, | =0 (48 véi cuc dai V)
N&u bai toan 13 cuc tidu V, bit ding thitc thit nhat trong (2.68) phai
thay ddi, va diéu kién hoanh la:
[F-yF,] . <0 T*<Thpa (2.68)
(T-ToulF -y F, ] =0 (461 véi cuc tidu V)
Thi du 1. Tim dudng cong véi khoang cach ngin nhét gita diém (0,1)
va dudng y = 2-t.

Tit Hinh 2.4 ta thiy ring ddy 12 mét bai toan véi dudng cong cudi
y(D) = 2-T, nhung mit khic né gidng nhu bai todn kheang cach ngin nhat.
Bai toan c6 thé phat biéu nhu sau:
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Cuc dai Vliyl= f(l +y? 1;2{1!;

Viirangbube y(@)=1vay(T)=2-T

y)=t+1 y=2-t

Hinh 2.4

Truge day ta d3 chi ra ring véi ham 1y tich phin da cho, phuong
trinh Euler mang lai mét cuc tri la dudng thing, ching han:

y*=at+b
ava bla hai hing s§ tuy .
Tit diéu kién ddu y(0) = 1 ta c6 thé xac dinh ngay rang b = 1. Dé xac
dinh hing s4 a ta dua vao diéu kién hoanh (2.62). Vi ta cé:
F-= (1 + y'zL)”2 ¢'=-1 F,=y (1 + y'z)_”2
diéu kién hoanh c6 thé duge viét 1a:
(1 + y‘z)m +(-1-y' )y'(l + y'z)'”g =0 (tait="T)
Nhin ca hai v& véi (1 + y'z)hr2 va don gian hoa, ta ¢ thé rit gon

phuong trinh nay vé dang vy’ = 1 (tai t = T). Nhung cuc tri thue sy cé dé déc
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khéong 461, y*' = a, tai moi gia tri cua t. Nhu vay, ta phai c6 a = 1. Va do d6
cuc tri la;
Rt =t + 1
Nhu chi ra trong Hinh 2.4, cuc tri 12 mot dudng thing gap duong cudi
. .22 1 -, - x - - AT * - P x

tal diém [%IEJ Hon nia, ta luu y ring, cac do doc clia dudng cubi va cuc
tri tuong Gng la -1 va +1. Nhu vay hai dudng thing 1a trie giao (vubng goéc)

vdi nhau. Trong truong hgp nay didu kién hoanh doi héi cue tri truc giaoc vdi
dudng thang cudi. '

Thi du 2: Tim cue tri cia phiém ham:
T .
Viyl= '[ (tyry? Jat

vii cac difu kién bién y(0) =1, y; = 10 va T tut do.

G day ta c6 mdt bai toan dudng thang cudi nim ngang nhu biéu thij
trén Hinh 2.5.

Nghiém tong quat cha phudng trinh Euler d&i véi bai toan nay la mot
dudng di bae hai:

y*(t)zm%tz +etve,
Viy(0)=1, ta ¢6 ¢, = 1. Nhung hing 8 ¢, phai dude xac dinh nha diéu
kién hoanh. Vi F =ty + v nén Fy =t + 2y, diéu kién d6 trd thanh:

b4y -yt + 2y') = 0 (tait=T)

10 640

Yy = (142 +8t+ 1

Hinh 2.5
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Diéu kién nay rit gon thanh —y? = 0 hay y'= 0 tai t = T. Nghia 13, cuc
tri doi hoi ¢6 d6 ddc bing 0 tai thai gian cusi. D& dap dng didu kién nay, ta
18y vi phén nghiém téng quat dé duge y*'(t) réi dit t = T, va cho y*(T) = 0.
K&t qua 1a phudng trinh —T/2 + ¢, = 0: suy ra rang ¢, = T/2. Tuy nhién, ta
véin khéng thé xac dinh gia tri cu thé ciia ¢, ma khéng bidt gia tricua T.

Dé tim T, ta tan dung théng tin 1a y; = 10 (dudng thdng cudi nim
ngang). Thé ¢, = T/2 va ¢, = 1 vao nghiém téng quat, dit t = T, va cho bidu
thie két qua 14y gi4 tri da cho bang 10, ta thu dude phuodng trinh:

—lT:z +1T2+1:10
4 2

Cac g4 tri nghiém cta T 12 +6. Loai bd gia trj am, ta k&t thac vai T*
= 6. Khi d6 suy ra ring ¢, = 3, va cue trj la;

y*(t):—%tz +3t+1

Budng & nay dugc chi ra trong Hinh 2.5. Nhu déi hoi bai didu kién
hoanh, cyc tri qua thyc cé d§ dsc 0 tai diém cudi (6,10), Khéng gidng nhu
trong thi du 1, trong d6 diéu kién hoanh chuyén thanh doi héi truc giao,
trong thi du nay, didu kién hoanh bat budc nghiém cyc tri cé cung 4o dée
v6i voi duong cudl nim ngang da cho tait = T.

2.6. Ung dung kinh t& cta diéu kién hoanh
26.1.Ung dung vdo mé hinh déc quyén déng

Hay xét md hinh Evans v& mét cong ty doc quyén dong nhy mét bai
todn voi théi gian cusi ¢ dinh T, nhung trang thai cudi bién ddi Pr > P
Véi dudng thing cudi thing ding cit cut nhu vay, diéu kién hoanh thich
hgp 12 (2.67). D& don gian, trong thao luén nay, ta sé gan cac gia tri bang s6
cu thé cho cac tham s8, vi néu khéng céc biéu thiic nghiém s trd nén qua
cong kénh.

Cho ham chi phi va ham ciu la:

szng +1000 (nghia 13, o = %,BZU,}/: 1000)

Q=160 8P+ 100 P’ (nghiala, a =160, b= 8, h = 100)

Khi d6 ham lgt nhuén trd thanh:
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n=PQ-C=416P - 14,4P% + 260PP" - 1000P"2 - 3200P’ - 3560
suy ra rang:
e = 260P - 2000F° - 3200 (2.69)
Diy 12 dao ham cdn thiét trong diu kién hoanh.

Vi cac gia tri tham sd da dat ra mang lai cac nghiém déc trung va
nghiém dac bidt:

4

r,ry =+ 0,12 P=14—

9

nghiém tong quat elia phuong trinh Euler la:
P*(t) = A,e®® + A e 0% +14% (2.70)

Né&u ta gid dinh thém ring cac didu kién bién la:

P14  pom152 v T=2
9 9

thi theo (2.37.1) va (2.87.2), cac hing s6 A, va A, trong bai toan diém cuél ¢
dinh phai c6 céc gia tri (sau khi lam tron):

A, =693 Aq=-9,93
C6 thé kiém tra lai bing cach thay th& hai hing s6 nay vao (2.70)
mang lai gi4 cudi P¥(2) = 15 % nhu @51 héi.
Bay gid chip nhan mot trang thai cudi bién d6i Pp 2 10. 8it dung diéu

kién hoanh (2.87), ddu tién ta dat bidu thic n, trong (2.69) baing O tait =T
= 92, Sau khi chuén hoa, né dan téi didu kién:

P(T) - 0,13P(T) = -1,6 (2.71)

S6 hang P(T) & day chi nghiém tdng quéat P*(t) trong (2.70) 14y gia tri
tait=T = 2. Va P(T) 12 dao ham cua (2.70) 14y gia tri tal cing thdi diém do.
Nghia 12, '

P(T)=A e + Ao 4142
P'(T)=0,12A ™" - 0,124 ,e "

Nhu vay, (2.71) c6 thé duge viét lai 1a:
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-0,01A e —0,25A "% =0,2778
D& gidi 461 vdi A, va A, ta cdn kém diéu kién nay véi didu kién gin
véi diém dau,
A +A,=-3
thu duge £ (2.70) bing cach dat t = 0 va dit ket qua bing P, = 1153-‘ Cac

g1a tri nghiém cta A, va A, thanh ra la:
A, =472 Ay =-7.72

cho ta nghiém xac dinh:

1

P*(t) = 4,716e%* — 7 716¢ 012 +14% (2.72)

Cén phai kiém tra nghiém nay c6 thod man diéu chi dinh cudi Py = 10
hay khéng. Dat t = T = 2 trong (2.72), ta thay ring P*(2) = 14,37. Vi g14 tri
nay thoa man giéi han da dat ra, bai toan di giai xong,

2.6.2. Sy lua chon giita lam phdt va thit nghiép

Bai todn lam phat - that nghiép da trinh bay c6 mét diém cudi ¢8 dinh
ddi hot tée db lam phat ky vong n dat gia tri O tai théi gian cudi T da cho:
n(T) = 0. Cé thé dat cau héi: Didu gi s& xay ra néu didu kién cudi trd thanh
mdt dudng thing cuéi thing ditng?

Tl (2.47), nghiém téng quat ctia phudng trinh Euler la:

(L) = Aje™ + A e™ (2.73)

Diéu kién d4u, vAn gia dinh 14 2(0) = n, > 0, 401 hdi (béng cach datt =
0 trong nghiém téng quét) ring:

Al + A2 =Ty (2.74)

Tuy nhién, véi mét dudng thang cudi thing diing tai T da cho, bay gid
ta phai sit dung didu kién hoanh [F‘ LT = 0. Trong mé hinh nay, diéu kién

nay c6 dang:

2
F. = 2[5;%_n'+3n}e-Pt =0 (tait=T) (2.75)
) ]
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Diéu kién nay cé thé thod min néu vi chj néu biéu thie trong diu
' ngoic bang 0. Nhu vay, diéu kién hoanh cé thé viét {sau khi don gian) la:

' (T)+on(T)=0 : (2.75%
2 .
6 day c= »EB—J—,
1+ap?

Tét rhién, cac bidu thite ©(T) va ©(T) thu duge tit nghiém téng quat
n*(t) va dao ham clia né, ca hai 14y gia tri tai t = T. 84 dung (2.73), ta 6 thé
cho diéu kién (2.75") dang cu thé:
(1, +0)A1er1T +(r, + G)AgerzT =0 (2.75"
Giai dong thdi (2.74) va (2.75"), ta tim dude cdc gia tri xac dinh cia
cac hing s6 A, va A,
A - -y (r, +o)e™!
! {(r, +o)e"T — (ry + g)e™T

(2.76)
To(r, + o)ttt

A, =
: (r, + o) —(r, + o)e™T

Cac gia tri nay c6 thé diung dé bién nghiém téng quat thanh nghidm
- dac biét.

Bay gio véi trang thai cusi duge x4c dinh noi sinh, it nghiém nay néi
1én gia tri nao cia n*(T)? D théy didu nay, ta thé (2.76) vao nghiém téng
quat (2.73), va xée dinh gi4 tri cla két qud tai t = T. Cau tra 15 1a:

(T)=0

Tit ham t8n that da cho, déi héi ndy - dua tdc d§ lam phat ky vong
xudng 0 tai thoi gian cudi — khéng ¢6 gi ngac nhién. Va, vi dang trudc cla
bai toédn dd ¢ gia tri mue tiéu cua n dit bing n; = 0, viée chuyén sang
trudng hop dudng thing cusi thdng ding khéng lam thay ddi két qua.

IIl. BA HUONG TONG QUAT HOA

Nhiing gi ta da bist vé diém cusi bisn déi 6 thd duge téng quat hoa
theo ba hudng.
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3.1. Diém diu bién 46i

Né&u diém diu cé thé bién dai, thi diu kién bién y(0) = A khong con
ding nita, va cdn mot difu kién hoanh ddu dé 18p chd trong 6. Vi cac diéu
kién hoanh phat trién treng muc trude ¢6 thé ap dung cho trudng hdp cac
didm dau bign d8i, ta khong cdn thao luan xa thém. N&u bai toan cé cd diém
d4u va cudi bign d&i thi hai didu kién hoanh phai duge st dung dé xac dinh
hai hang s8 tuy ¥ nay sinh tit phuong trinh Euler,

3.2. Trudng hop nhiéu bién trang thai
Khi trong phi#m ham muc tiéu cé vai bién trang théi, do d6 ham dudi
dau tich phan la:
Ft.y1,¥nd 100
thi didu kién hoanh (tai diém cudi) téng quat (2.59) phai thay déi la:
[F-(yF, +..+,Fp ) pAT

R& rang rang (2.59) 1a mdt trudng hgp riéng cua (2.77) véin = 1.

Khi diém cudi ¢6 dinh, s6 hang thd nhdt trong (2.77) triét tiéu, boi vi
AT = 0. Tudng tu, néu bién y; bat ky ¢6 mét gia tri cudi ¢§ dinh thi Ay;y = 0
va s8 hang thit j trong (2.77) triét tidu. Tuy nhién, d6i véi cac s8 hang con
lai, ta c6 thé ky vong tat cd cac biéu thitc A biu thi cac lugng tuy § duge xac
dinh déc lap. Nhu vay, khéng cé bat ky mét rang budc gia dinh trude nao
khién cac s hang trong (2.77) ¢6 thé triét tidu nhau. Do ¢6, méi sé hang con
lai s& sinh ra mét difu kién hoanh riéng ré.

Céc thi du sau day minh hoa Gng dung cua (2.77) khi n = 2, v6i
céc bifn trang thai ky hidu boi y va z. Diéu kién hoanh tdng quat 481 véi
n=21la:

[F-(y'F, +2'F,}],.0 AT+ [F,, Yooy Ay +[F, ]op Az =0 2.77)

Thi du 1: Gia stt rAing T 1a ¢& dinh, nhung ca yg va z; tu do. Khi dé ta
¢6 AT = 0, nhung Ayr va Az 13 tuy ¥. Loai bd 56 hang thit nhat trong (2.77)
va dat tiing s& hang trong hai s§ hang con lai bing 0, ta thu dude cac diéu
kién hoanh:

[Fyler=0  va (Fylr =0
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Hiy so sanh véi (2.60).

Thi du 2: Gia sd rdng cAc gia tri cubl cia y va z ddi héi thod man cac

rang bude:

yr = o(T) va zp = y(T)
Khi d6 ta ¢6 mét cap dudng cong cudi. Véi AT nhd, ta c6 thé ky vong
biéu thite sau day 1a ding:
Ayp = §’AT va Azp = AT
St dung cac biéu thite nay dé khit Ayq va Az, trong (2.77), ta thu
durge:
[F+ @'y, +(y'—2)F,],_yAT=0

Vi AT la tuy ¥, diéu kién hoanh trd thanh:
[F+(@-y)F, + (y'-2")F, ] =0

Hay s0 sanh véi (2.62).

Véi diéu kién hoanh nay, cac dudng cong cudi yr = ¢(T) va zp = w(T),
va cac didu kién ddu v(0) = y, va z(0) = z,, bay gid ta ¢é 5 phudng trinh dé
xac dinh T* cling nhu 4 hing s8 tuy ¥ trong hai phuong trinh Euler.

3.3. Truing hgp cac dao ham cip cao hon

- Khi phiém ham V[y] c6 him duéi dau tich phan F(t,y,y,..., v, diéu
kién hoanh (tai diém cudi) lai doi héi cai bién. Do hiém khi s dung cac dao
ham bAc cao trong cac ing dung kinh t€, ta s& néu ra d ddy diéu kién hoanh
téng quat chi d6i véi trudng hop Fit,y,v,v"):

[F -y'F, —y"F. + y'iFy.} AT
dt T

(2.78)
F - S8,  Ayp +[F] . Ayp=0
t=T
Ky hiéu mé Ay'p trong diéu kién nay biu thi su thay déi d6 déc tai
diém cudi cia dudng di y khi né bi xao dong. Theo biéu didn cia Hinh 2.5,
Ay'r chi sy khac nhau gita d9 ddc cha dudng di AZ” tai Z" va d¢ doc cha
dudng di AZ tai Z. Néu trong bai toin ta chi dinh d8 doc & cudi phai vin
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khéng d6i thi Ay;’ = 0, va s6 hang cusi cing trong (2.78) khong con. Néu do
déc tai diém cudi bidn d8i tu do thi s hang cudi cing s& din dén diéu kién
F,.=0tait="T.

IV. UNG DUNG KINH TE CUA DIEU KIEN HOANH TONG QUAT - Bléu CHINH
TOI WU CAU LAO DONG

Xét mot cong ty, cdng ty nay di quyét dinh tdng diu vio lao dong caa
né tu Ly 1én mét mc chua xac dinh Ly sau khi ¢é sy giam tién coéng taj t =
0. Gia dinh 1a vige diéu chinh déu véo lao déng cin c6 mét chi phi C thay
déi theo tde 46 thay déi L'(t) caa L. Nhu vay, cdong ty phai quyét dinh vé tac’
dd diéu chinh t6t nhat vé Ly ciing nhu chinh 6 16n caa Ly Pay 1a cét 16i
cua bai toan diéu chinh lac dong ciia Hamermesh.

4.1. Bai toan

Dé don gidn, gid sit lgi nhuén caa cong ty dugc cho bang ham lgi
nhuén x(L), véi 7°(L) < 0, nhu minh hoa trong Hinh 2.6. Bau vao lao déng
duge coi la yéu t6 duy nhat quyét dinh 1gi nhuan bdi vi chiing ta da gop tat
cd chc khia canh clia sdn xudt va ciu trong ham lgi nhuén. Chi phi dé diéu
chinh L duge gid dinh 1a

CLY=bL2+k (b>0, va k>0khiL'#0) (2.79)
Nhu vay l¢i nhuén rong tai thai gian bat ky 1a n(L) — C.).

Bai toén caa cong ty 12 cyc dai tong lgi nhuan rong I1 trong qué trinh
thay déi d4u vao lao dong. Vi cong ty phai chon khong chi mite t81 vu Ly ma
cd thoi gian t&i vu T* d€ hoan thanh viéc didu chinh, ta ¢6 ca trang thai
cudi lan thdi gian cudi ty do. Mat diém khac cén luu § vé bai toan 1 lgi
nhuén phéi bao gém khéng nhiing 1gi nhuén réng tit t = 0 d&n t = T* (mdt
tich phén xac dinh), ma ca gia tri vén hoa cta 1¢i nhuan trong thdi ky sau
T*, ma gi4 tri nay clng bi anh hudng viéc chon Ly va T. Vi mic Igi nhuan
tai thai gian T 1a n(Ly), gia tri qui d&i v& thoi didm hién tai t = 0 gl nhuan
ctia né 1a n(Lpe”, & ddy p 1a hé s6 chidt khau cho trude va T = T*.
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(L}

Hinh 2.6
Vay gia tri von hod quy d6i vé& gid tri hién tai cta 19i nhuan n(L,) 1a:

rt(LT)e'pT,"p (theo céng thite v6n hoa chudn). Do d6, bai toan cé thé phat biéu
nhu sau:

Cute dai M[L] = f L) —bL? kpat + Le e (2.80.1)
p

véirangbude LO)=L, (Lo cho trude) (2.80.2)

va LM =L,  (Lp> L tudo, T tit do) (2.80.3)

Né&u s§ hang cudi ciing trong phi€m ham Ia mét hing sd, ta c6 thé bé
qua né trong qué trinh t81 uu hoa. Nhung vi s6 hang d6 - héay goi né la z(T)
— thay d8i theo lya chon t& uu Ly va T, ta phai xét dén né dudi dang hién.
Nhu thao luan trude day cia chiing ta vé bai todn Mayer va bai toan Bolza
gia tri von hoa z(T) c6 thé xem nhu dugc tich luy trong sudt khodng thai
gian (0,T):

HN
2(T) = J;z’(t)dt, + 2(0) (2.81)

(Gi4 tri von hoa quy d&i clia 16i nhuan & thdi diém t la:

2(t) = LaLje™  vithé
p

() = [— (L) + 1 7 (L)L‘}e“"
P
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nén ta e6 thé viét s8 hang “say T+ trong (2.80) nhu sau:

ln(L,i.)e"’T = f[— a{L}+ -l—n'(L)L']e_p"dt + lﬂ(LU) (2.81%
p p p

Thay thé& (2.81") vio phiém ham trong (2.80), sau khi két hdp hai tich
phén, cho ta him méi nhung tusng duong:

T V2 ]' ] ] —-pt 1
nL) = J; [— bL'% -k o (L)L j!e Prdt + En(LD} (2.82)

Trong khi phiém ham nay van chia mét s6 hang phu thém ngoai tich
phén, s8 hang d6 1a mét héng 6. Cho nén né chi anh hudng 18n gia tri IT téi
uu, ma khéng dnh hudng dudng di t5i wu L va cing khéng anh hudng lén
gilatri téivu Ly va T.

4.2, Loi giai
Dé tim phudng trinh Euler, ti (2.82) ta thay ring:

F= {— bL'¥ -k + 1 n'(L)L'}e"’L
p

F, = n'(L)L'e®; F, - [— 2bL" + 1n'(L)Je““
p p

Nhu vay, tir cong thie (2.15), ta thu duge diéu kién:
7' (L)

L"-pL'+
P35

=0  (phuong trinh Euler) (2.83)

Diéu kién hoanh trong bai toin nay nhiéu gip d6i. C3 Lr1an T 14 tu

do, ta phai thod man ci cac didu kién hoanh (2.60) 1an (2.61). Didu kién
[F.. L:T =0 c6 nghia la:

LT

50b =0 (tait=T) (2.84)

Va diéu kién [F ~-L'F, LT =0c6 nghia la (sau khi don g1an hoa):

% hay 1;:% (tait=T)  (2.85)

L2 =

4 diy ta lay cin bac hai duong béi vi L duge gia dinh 12 tang ti L, lén L.
Hai diéu kién hoanh, cung véi didu kién ddu L(0) = Lo, ¢6 thé cung cap
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théng tin cin thiét cho vige xac dinh cac hing s6 tuy ¥ trong ducng di 1o
giai, cling nhu dé xac dinh Ly va T t&i vu. Trong (2.84) va (2.85), ta ky hiéu
L' 1a dao ham cla nghiém tdng quat cia phuong trinh Euler 14y gl tri tai
t="T.

Dé thu duge mét nghiém dinh lugng cu thé, cin chi dinh dang cua
ham 1gi nhuan =(L). Vi muc dich ban déu cia ching ta trong viée dua vao
thi dy nay 1a d€ minh hoa mét trudng hgp véi ca trang thai cusdi va thdi gian
cudl tu do, vd d& minh hoa bai toin Bolza, ta sé& khéng di sdu vao lgi giai
dinh lugng cu thé.

C. CAC PIEU KIEN CAP HAI VA PIEU KIEN p0 VE TiNH
LOI LOM

Thao ludn cha ching ta cho dén lic nay da tap trung vao nhan dién
dudng cyc tri cia mdt bai toin, ma chua chid § dén viée né lam cye dai hodc
cue tiéu hod phidm ham V[y]. Trong muc niy ta sé xem xét khia canh nay
cta bai toan, bao gdm vige kidm tra cic didu kién cap hai. Chiing ta ciing sé
théo luan m¢t diéu kién da dua trén khii niém tinh 16m va tinh 16i. Mét
kiém dinh don gian nhung hitu ich dude goi 12 didu kién cin Legendre cho
cuc dai va cyc tiéu cling sé duge gidi thidu dudi day.

. CAC PIEU KIEN CAP HAI

Biing cach coi phi€m ham V[y] nhu mdt ham V{g) va cho dao ham bac
nhit dV/de bing khong, ching ta da rat ra phuong trinh Euler va nhiing
diéu kién hoanh nhu nhitng didu kién cin cip mét d&i véi mét dudng cuc
tri. D biét méi dudng cuc tri 13 cyc dai hay cuc tiéu , ching ta cé thé lay
dao ham cdp hai d*°V/de?, vd sit dung nhiing diéu kién cdp hai, cac tidu
chufn sau day trong tinh toan:

Nhiing diéu kién cin cip hai:

2

(:1 \: <0 (d61 véi cuc dai V),
£

d*v

>0 (d6i véi cuc tidu V).
de?
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Nhiing di€u kién di cip hai:

2z

‘3 V<o (d6i véi cuc dai V),
£
2

‘; Y >0 (di véi cue tidu V).
. |

1.1. Pao ham cip hai cia V

D& tim d2v/de?, chiing ta 18y vi phén biéu thitc dV/de trong (2.8) theo &,
chii ¥ ring
- (1) tat ca cac dao ham rleng cua F(t,y,y"), cing nhu chinh ham F, 1a

cac him sécua t,y vay, va

(2) y vay’, dén lugt né, déu la ham cha g, véi cac dao ham:

d L dy
df:’ —p(t) va d’; —p'(t) (2.86)
nhu vay chung ta cé:
d2v  d (dV] a
- - F p(t)+ F..p'(t)]dt
de? delde ) de ![ yPIT Sy

. (2.87)
d o d
- 0jno(t) g B PO L Fylat

(theo quy tic Leibniz)

d d
de F F}’Y di: F}' 'y dy Fyyp(t') + Fy'ypl(t) . (theo (286))
va:
d

4o B = PP+ Fypp ().

Pao ham edp hai (2.87) trd thanh (sau khi don gian hoa):

da*v

T
o " J‘[Fﬂ,pz(t)+ZFw.p(t)p'(t)+F_v.y.p'2 ()t (2.87)
4]
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1.2. Kiém dinh dang toan phudng

Dao ham cdp hai trong (2.87) la mét tich phan xac dinh vé ham lay
tich phén la dang toan phuong. T4t nhién, vi t trai ra trén khoang [0,T], ta
6, khéng chi mét ma 1a mét s& vé6 han cac dang toan phuong trong tich
phén nay. Tuy nhién, néu ¢6 thé ching minh duge ring dang toan phudng
do - vai F,,, Fy va F.., duge 14y gia tri tai cyc tr - 13 xéc dinh 4m véi moi t,
thi d*V/de® < 0, va cue tri cyc dai V. Cang vay, tinh xéac dinh dudng caa
dang toan phuong véi moi t 1a diéu kién du 461 véi cuc tidu V. Ngay ca néu
chiing ta chi c6 thé thiét lap tinh niza xde dink v& d&u thi it nhit ching ta
¢6 thé da kiém tra cac didu kién cAn c&p hai.

Tinh 16m/16i ctia ham 14y tich phan F dude sit dung trong diéu kién
du. Trong khi tinh 16m/18i ban than n6 khéng déi hoi tinh kha vi, chéc chén
néu ham F ¢6 dao ham c&p hai Lién tuc, thi tinh 16m/16i cha nd ¢ thé duge
kiém tra bang tinh nita xac dinh v& d&u clia vi phén toan phan c&p hat cua
F. Vi vay viéc kiém tra dang toan phuong 8 rang déng mot vai tré trong
phép tinh bién phan (xem phu luc).

II. BIEU KIEN BU VE TINH LOM /LG
2.1. Binh 1y d4 véi nhiing bai toan diém ddu mat ¢6 dinh

Giéng nhu trudng hgp ham muc tiéu 16m (16i) trong bai toan tai uu
hod tinh 1A da dé xac dinh mdt cye tri la mét cye dai (cue tidu) tuyét da, ta
c6 mot dinh ly sau day vé didu kién dil trong phép tinh bign phan:

Vi bai todn diém miit c6' dinh (2.1) - (2.3), néu ham IGy tich phén
Fit,y, y') la lom theo ede bién (y, y'), thi phuong trink Euler la diéu kién du
d6i vdi mét cye dai tuyét déi cia Viy]. Cang véy, néu Fity,y") la 16i theo cde
bién (y, y'), thi phuong trinh Euler la didu kién dt d6i véi mét cuc tieu tuyét
déi cua Viy].

Dé y rang tinh 15m/13i theo (v,7) ¢6 nghia 1a tinh 16m/8i theo déng
tho: hai bién y va y', chit khéng phai chi theo mét bign riéng ré.

Chiing ta s& ching minh dinh 1y nay cho truing hop ham 16m.
Chiing minh nay dya trén dinh nghia ham 16m kha vi: HAm F(t,v,y) 1a 16m
theo (y,y") néu va chi néu véi mét cap diém phan biét bat ky trong mién xic
dinh cia ham s8, (t,y*,y*) va (,y,y), ta cé:
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F(t.y,y) - Flt,y*,y*)
< Fy(ty™y*)(y-y*) + Fplt.y* y*)(y-y*)
= Fy(t,y*,y*’)sp(t) + Fy!(t,y*,y*’)ep’(t) (theo(2.5)) (2.88)
0 day, y*(t) bidu thi dudng di t&i uu, va y{t) biéu thi mot dudng di bat
ky khéc. Tich phan c hai v& (2.88) theo t trong khoang [0,T], ta duge:

T
Vivl-Viy*i <e f [Fy (&, y*, y*)p(t) + F. (¢, y*, y* )p'(t)]dt
LH]

T
=g j‘p(t)[F}, (t, y*, y* )p(t) - (;it Fo .t y*, y* )Jdt
1] .

{tich phén titng phén cda 6 hang Fy(t,y*,y*)p'(t) nhu trong (2.13))

=0 (vi y*(t) thod man phuong trinh Euler (2.15)) (2.89)

Néi cach khae, V[y] < V[y*], véi méi dudng di chdp nhan duge y(t).
Nhu vay, ching ta da nhan dang y*(t) 1a mot dusng di lam cue dai V, va
dong thoi dd chitng minh duge rang phuong trinh Euler 1a mot didu kién
du, véi gid thigt ham F 16m. Trudng hdp nguge lai, ham F 13i d8i vai cye tidu
V, chiing minh tuong ty.

Chd ¥ rdng néu ham F 13 lom ngdt (chdt) theo (y,y"), thi bat ding
thitc yéu < trong (2.88) va (2.89) s& trd thanh bat dang thitc manh (chat) <,
Két qu, V[y] < V[y*), khi &6 VIy*] la mot cue dai tuyét d6i duy nhdt ctia V.
Ciing viy, mét ham F 16} chdit thi s& lam cho V[y*] 1a mét cye tidu tuyét d&i
duy nhat.

2.2. Téng quat hoa didm cuéi bién di

Ta da chiétng minh dinh 1y v& diéu kién ¢t dua trén gid thidt cée diém
dau mit ¢§ dinh. Nhung c6 thé da dang khai quat hoa cho cac bai toan vdi
dudng cufi théng ditng hoic dudng cusi thing diing cut.

DE thay diéu nay, ta nhé lai rdng qua trinh 14y tich phan ting phin
trong (2.13) dwa dén su ¢6 mat s6 hang [F,.p(t)]; ma sau dé bién mat vi vé;
cic diém dAu mut cf dinh, dudng cong xao déng p(t) cé dic diém 1a p(0) =
p(T) = 0. Khi' chuyén sang bai toan véi mét didm cubi bign d8i, v6i T c6 dinh
con y(T) sy do, p(T) hic nay khéng doi hai bang 0 nita. Bdi Iy do nay, chiing
ta phdi nhan thém mét s& hang:

7- TUHD
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e[Fpp)] .y ={Fy(y ~y*)].¢r (theo (2.5))

Sau khi sap xép laj, (2.89) trd thanh:
VIy] < VIy*1 + [Fy -y Neer
¢ day, Fy sé duge 13y gia tri doc theo dudng di téi vu, va (y-y*) bidu

thi dg chéch cha dudng di y(t) bat ky chap nhan duge nao & lidn cin so véi
dudng di t61 vu y*(t).

Néu s& hang cudi cung trong bat dang thite cuéi cang bing 0, thi rd
rang két luin ban dau — rang V[y*] 12 mét cuc dai tuyét déi — vin ding.
Hon nita, néu s& hang d6 4m, ching ta cing chéc chan ring V[y*] 1a mét
cye dai tuyét doi. Chi khi [F,(y - y*)l,_.; dudng thi ching ta khéng dam
chic, Néi tém lai, trong trudng hop hién tai, ngoai didu kién vé tinh 16m dai
vl F(t, y, ¥)) trong diu kién du chi cin thém diéu kién nita 1a biéu thie
[F_\_. (v — y9I, ¢ khong duong.

Piéu kién thém nay sé tu déng duge thoa man khi diéu kién hoanh
duge thod min ddi v6i bai toan dudng cudi thang ding, tic ka (F,ler =
0. Trudng hop dudng cudi thing ding cut, difu kién hoanh eiing cho
[F,.],.y = 0 (kb khi y* > y_,.}, hodc bai toan dude dua vé trudng hgp dau
mut cudi cd dinh, tiic y* =y, tai t = T (khi v* = y,..). Bing cach nio thi
diéu kién bé sung ciing duge dap tng. Do d6, néu ham 14y tich phan F la
1om (161) theo cac bién (y,y) trong mot bai todn véi dudng cudi thing ding
hodc dudng cudi thing ding cut, thi phuong trinh Euler cdng véi difu kién
hoanh la didu kién dd d6i véi mot cue dai (cuc tidu) tuydt d6i cia V[y).

2.3. Kiém tra tinh 16mv/16i
Véi ham f bat ky, dit ¢6 kha vi hay khéng, thi tinh 16m vén cé thé dugc
kiém tra bing dinh nghia nhu sau: vdi hai diém phéan biét u va v trong
mién dang xét, va véi 0 <@ < 1, F ki 16m néu va chi néu:
8F () + (1 - 9)F(v) < F[ou + (1 - 8)v]

Vdi truong hgp 161, dau < chuyén thanh 2. Tuy nhién viéc kiém tra
tinh chi't ndy rat ric réi va dai dong. Véi mue dich cla ching ta, vi F(t,y,y)

da duge gia st 12 ¢6 dao ham cdp hai lién tue, nén ching ta ¢6 cach don gian



TOI UV HOA DONG TRONG PHAN TiCH KINH TE 99

hon dé kiém tra tinh 131 , 16m dya trén sy xéc dinh ho#ic nita xac dinh dau
caa dang toan phuong:

q = F,, dy” + 2F _dydy + F,,. dy®? (2.90)
¥y ¥a ¥

Hoic:

q = Fyydy* + 2F | dy'dy + F, dy* (2.90%)

Mat khi dau cia dang toan phudng duge khing dinh, chiing ta c6 thé
dé dang rit ra két luan vé tinh 18m / 18i nhu sauv: Ham F(t,y, v} 1a 16m (161
theo (y, y)) néu va chi néu dang toan phudng q nita xac dinh am (duong)
khép moi ndi; va ham F 12 16m hén (chat) (181 h&n (chit)) néu (nhung khong
chi néu) q luén xac dinh am (duong).

Cén luu y rdng, khai niém tinh 16m /14 14 mét khai nidm toan cuc.
bay la 1y do tai sao né lién quan tdi cuc tri tuyét déi, va cing 1a 1§ do tai sao
dang toan phutong q doi hdi nia xic dinh 4m (dudng) khap moi ndi véi ham
F 1om (181), c6 nghia 1a sy nilia x4c dinh d4u cia q dting véi moi diém trong
mién dang xét (trong khéng gian yy") véi moi t. Day la mot diéu kién manh
hon tiéu chuan dang toan phueng da duge dé cip lién quan té1 (2.87), bai vi
trong tiéu chuin d6, dao ham cap hai cla F chi 14y gi tri tai cuc tri. Tuy
nhién, nhin 6 géc db khéc, tinh 1dm / 15i 1a diéu kién di yéu hon; né chi cdn
tinh nia x4c dinh d4u, trong khi, véi (2.87), mét didu kién dd doi héi mot.
ddu xac dinh.

Su xac dinh va nda xéc dinh didu cia mét dang toan phuong co thé
duge kiém tra vdi nhitng kiém dinh bing dinh thic va nghiém d#c trung
(xem phy luc). Béi vi nhitng kiém dinh nay khéng nhiing c6 thé ap dung
dugc trong pham vi phép tinh bién phédn hién tai ma cdn ¢6 thé ap dung
dugc trong 1y thuyét diéu khién t8i wu vé sau.

I1l. BIEU KIEN CAN LEGENDRE

Nét diic trung 16m mo ta trong (2.88) 1a mét khai niém toan cuc. Khi
nét dic trung dé ¢6 mat trong ham 14y tich phan F, thi cuc tri duge bao
dam lam cyc dai V[y]. Nhung khi F khong 16m toan cuc, nhu c6 thé thudng
xay ra (chang han trong bai toan doc quyén dong), ta phai tim mét so difu
kign yéu hon. Di€u nay ctng ding d8i véi tinh 18i. Trong muc nay, ta giéi
thidu mét diéu kién cin cdp hai dude goi 1a didu kign Legendre, dua trén
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tinh 16m/161 dia phuong. Mac da khéng manh nhu diéu kién d, né rat hiu
ich va thue su duge sit dung thuong xuyén.

3.1. Diéu kién Legendre
3.1.1. Diéu kién

Diéu kién Legendre mang ¥ nghia 1n & tinh cuc ky don gian cua nd,
vi né khong ddi hot gi ngodi ddu cua F,.. Nha toan hoc Legendre, c6 luc
nghi ring 6ng da kham phé ra mét diéu kién du kha tinh xao: F,, < 0 461
vdi cue dai hoa V va F., > 0 d61 véi cuc tiéu hoa V. Nhung ong da 1am. Tuy
nhién, dang bt ding thic yéu cha difu kién nay qua thuc ding la mét didu
kién can:

Cuc dai V[y] = F,. <0 d8i v6i moi te[0,T]
Cuc tiéu V[y] = F,,>0 d6ivdimoit e [0,T] (2.9
(diéu kién can Legendre)

Pao ham F,., duge 18y gia tri tai dudng cuc tri.

Ly giai:

D& hiéu Iy 1& ddng sau (2.91), d4u tién ta bién ddi s6 hang § gilta trong
ham 14y tich phan cia (2.87") thanh mét sd hang binh phudng bing cach 14y
tich phan ting phan. Pat v=F,, v u=p¥t), thi:

dF '

dv= d’;-‘" dt va du = 2p(t) p'(t)dt

Do &6 86 hang gifta trong {2.87) ¢6 thé duge viét lai la:

rvdu =uv§ - fl:ld\f
j]

, T A dF
Foop’) - [ p*®)
Q +

d

yy' dt
t

T dF}.y. o a
-0-[»’® o dt @asitpO=pM=0) (292
Thay biéu thite nay vao (2.87) ta dudc:

dZy @ dF..
T ‘[HF“ - dz” ]pz(t)+Fy.},.p'2 (t)]dt_ (2.93)
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Ham 1ay tich phan bdy gis chita hai s& hang binh phuong p(t) va
p(t).

Néu dusng cyc tri la eye daj thi phai c6 (:;/ <0 véi moi dudng p(t),

£

ta suy ra rang phai co Foo < 0trén [0, T). Thuc vay | gia si Fop> 0 trén
khoang (g;,e,) trong [0, T), ta ¢6 thé xdy dyng duong xao ddng p(t) dic biét
sao cho p(t) > 0 véi t €(8, £) VA p(t) = 0 vdi t g {e1,€2) , chang han pt) = (t -
et - e)e™ véi ¢ 1a 86 kh4 16n. Khi d6, do d¢ao ham p"(t) 16n hon nhiéu so vdi

P¥(®), biéu thic dudi dau tich phan trong (2.93) s& 1 duong trén(e,,e,) | v4 ta
2

.o dV i, s s T
sé phat ¢o , >0.Vay phai e6 Fo.. <0 vané dung 1a diéu kién cin cipa
de? '

duong cuc trj.

Luu y rang, dé dat tdi k&t qua trong (2.93), ta da gid dinh rdng p(0) =
p(T) = 0 trén dudng cong xao déng. Diéu gi sé xay ra néu didm cudt bign déi
va p(T) khong déi héi bing 07 Cau tra 161 14 8 hang 0 trong dong cudi cung
cia (2,92) khi d6 sé dudge thay bing bidu thie méi (Fyyp?(t)],r. Nhung véi
cach chon ham xao dong dic bidt 6 p(T) = 0 trong chiing minh cho truong
hgp ddu mit e§ dinh thi bidy thie (F,,p4t) = 0, do d6 chiing minh cho
truong hop diém cudi bign déi.

Vay, diéu kién can Legendre 1a ding da diém cusi 14 ¢ dinh hay
bién déi.
3.1.2. Cdc thi dy

Thi du 1: Trong bai toan khoang cach ngin nhat (thi dy 1 6 phu luc A,
ta da thay rang:

| :(1 + y'2]_3f2 >0

Nhu vay, theo (2.91), digu kién cin Legendre d6i véi mdt cue ti€u thod
mén. Didu nay ding nhuy ky vong, vi bai toan d6 truge day da dugc chi ra 1a
thod man diéu kién dg c&p hai d6i véi cuc tidu.

Thi du 2: D81 véi bai toan dée quyén dbng, ching ta da thdy rang
ham l4y tich phan (P, P’) 1a khéng 16m, nén khéng thoa man didu kién du.
Tuy nhién, vi:
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n, =—2ah’ <0
Diéu kién cin Legendre déi véi mot eue dai thuc su thoa mén.
3.2. Piéu kién Legendre cho trudng hgp n bién

Diéu kién cin Legendre, v& cdj bién thich hgp, cling ¢6 thé ap dung

cho bai toan véi n bién trang thai (y,,....y,). Nhung thay vi kiém tra F,..<0
hodic F,.. 2 0, bay gid ta phai kiém tra ma tran [F},J._\,,.J cdp nxn - hodc néi

mot cach khae, dang toan phudng ma cac hé s6 cia nd 1a F, v, - 1a niia xac

dinh am (dé&i vdi cuc da1 V) holic nita xac dinh dudng (d61 véi cuc tidu V). Véi
muc dich d6, dau tién hay dinh nghia:

& — S11 ¥1¥n (294)

¥a'¥ T T v

d ddy cae dao ham c&p hai dude 14y gia tri theo céc cue tri. Sau do, vist tat
ca cac dinh thidc con chinh cap 1x1 1a A, , tit ¢ cie dinh thdc con chinh

cdp 2x21a A, , ... Diéu kién cin cAp hai Legendre 1a;
Ciuc da1 V = A, <0, A, 20, .., (D A, 20
vé moi t € [0,7T] (2.95)
Cuctibu V. = A, 20, A, 20, .., A, 20

vdi moit € [0,T)
(difu kién can Legendre)

Luu y rang diéu kién Legendre trong (2.95), mac di bé ngoai gidng
nhu kiém dinh dinh thide d6i véi tinh nta xac dinh dduy, nhung né khac ¢
hai khia canh can ban. Thi nhat, kiém dinh tinh nia xac dinh dau lién
quan véi cac dao ham loai Fyy va Fyy cling nhu Fyy, nhung diéu kién
Legendre chi dua trén dac ham loali Fyy. D6 1a ly do ta st dung ky higu
A trong (2.94) va (2.95), d€ phan biét né vdi ky hidu D thudng sit dung cho
kiém dinh didu kién di. Thit hai, khéng giéng nhu tinh chat 16m/181 toan
cuc, diéu kién Legendre v& ban chat 13 cuc bg; do d6, cac dao ham cép hai
trong {2.94) chi duge 14y gia tri theo cue tri.
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Thi du 3: Kiém tra diéu kién cén Legendre cho bai toan sau:
b
Vyal = [+ 27+ ya)at

C6 hai bi€n trang thai trong ham 14y tich phan va F =y + 2% + vz
VI F =2y + 2 va Fp=272"+y

ta thdy rang:

F vy T 2 F_v’z' = Fz'.v' =1 Fz'z' =2
RPT PPN 2 1
Thé cac hiéu thie nay vao (2.94) cho ta} A I = ‘ L 9
Trong trudng hop nay ta thay ring:
— . - 2 1
!AI [ =2 va [52 ‘ = =
1 2

Nhu vay, theo (2.95), didy kién Legendre déi véi mdt cue tiéu thed man.
V. CAC BIEN PHAN CAP MOT VA CAP Hal

Thao luan cta ta vé cac didy kién cip mot va c&p hai cho dén nay
dua trén khii niém dao ham cdp mét dV/de va dao ham cip hai d?V/d%.
Cé6 cach khac dé xem xét bai todn t&p trung quanh céc khaj niém bién
phan cdp mét va bién phan cdp hai gin tryc tiép véi chinh tén goi phép tinh
bién phén. '

Phép tinh bign phan bac ham mot syt so sanh cic gia tr1 dudng di V[y]
va V[y*]. D6 lach cia V[y] so véi Viyv* la:

I T
AV = V[y] - V[y*] = LF(t,y,ywdt—J;Fa,y*,y*wdt (2.96)

Khi ham duéi dau tich phan cua tich phan thi nhat duge khai trién
thanh chudi Taylor xung quanh diém (t,y*,5*), né chita s6 hang F(t,y* y*)
va cho phép ta bé tich phan thi hai trong (2.96). Chudi Taylor d6 la:

Hty,v) = Rt y* y*) + [Ft-D+F&-v) + By — y)

# 2 P +Eyly -y*F + By -y
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+ 2F (t-t)(y-y*) +2E,(t - ) -y*)
+2F,(y-v)¢ -y +... + Ry (2.97)

g day, tit ca cac dao ham riéng cua F duge 18y gia tri tai (t,y*,y"), R, l1a
phéan du. D& ¢6 bifu dién ddy du, ta d& dua vaoe (t - t), nhung t4t nhién, tat
ca cac dai lugng nay triét tiéu. Nhd lai (2.5), ta 6 thé thay y-y* = ep, va y-
y* = gp’ vi thu dude:

F(t,y,y') = F(t,y*,y*")+ F,ep + F, ep'

1 ‘
+o7 By (€p)? + Fyp (ep')* + 2F, (ep)(ep")]

+..+R, (2.97)
Thay két qua nay vao (2.96), ta c6 thé bién déi (2.96) thanh:

T
AV =¢ [ (F.p+F,p)dt
¥ ¥

g2 | o
+~E f(Fy_\,p"‘ +F},.:,,.p'2 +2F, pp')dt

+ (céc s6 hang béc cao han)} {2.98)

Trong ly thuyét vé phép tinh bign phén, tich phin thi nhét trong
(2.98) dude goi 1a bién phén cip 1, k¥ hidu 1a §V:

5V = f(F}.p+Fy-p')dt - d% (theo (2.8))  (2.99)

Tudng tu tich phan thit hai trong (2.98) dude goi 14 bién phan cip hai,

ky hidu ka 82V:
2
31V = E(pr"’ +F,op'* +2F,, pp')dt = d’V

de?

(theo 2.87) (2.100)

D6 véi bai toan cyc dai, diéu kién AV < 0, thi tit (2.98) rd rang ring
¢dn c6 8V = 0, vi € c6 thd 14y dau bat ky tai moi diém thdi gian. Didu nay
tuong duong véi diéu kién cdp mét dV/de = 0 ma trong thao ludn trude day
ctia ta dd din téi phudng trinh Euler. Mt khi diéu kién 8V = 0 thod min,

cAn thist phai ¢6 thém 8%V < 0, vi hé 6 €2 1a khong 4m tai moi diém thoi
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glan. Diéu kién nay tuong duong véi d*V/de? < 0, diduy kién can cdp hai cia
Legendre.

Ly giai tuong tu chi ra rang, déi vai mét bai toan cye tiéu, cAn cé 8V =
0 va 8"V > 0. N6i tém lai, cae didu kién cin cap mot va cdp hai cé thé rit ra
hodc tlt con dudng dao ham hodc tit con dudng bién phén. Chiing ta da chon
di theo con dudng dao ham bdi vi né cho ta ndm bt duge mét cach truc
quan hon qua trinh ly gidi ding sau.

D. TAM KE HOACH VO HAN

Déi véi mét ca nhan, dat ke hoach cho mét khoang théi gian hity han
[0,T] néi chung 14 thich hgp, ngay ca ngudi nhin xa tréng rong nhat co lé
cung khong dat ké& hoach qua xa tudi tho mong dgi clia minh. Nhung d6i véi
xa ho1 nhu mét téng thé, hodc tham chi véi mét edng ty 16n, c6 da 1y do dé
mong ddi hode gid dinh sy tén tai ciia né 1 1au dai Do d6 c¢6 thé mong
mudn mé rong tdm k& hoach cta né vé han vé tuong lai, va thay d6i khoang
18y tich phén trong phiém ham muyc tiéu tix [0, T] thanh [0, «]. Sy md rong
tAm nhin nhu vay ¢6 uu diém lam che khuén khd t31 vu bao quat hon. Tuy
nhién né lai ¢6 nhuge diém do sy thoa hiép v6i gid thiét 12 tit ca chc gia tri
tham s8 trong mé hinh sé& giw khong dai sudt thdi ky k& hoach. Hon nita,
tdm k& hoach v6 han doi héi mot vai sy phite tap hon vé phuong phap luan.

. NHONG VAN BE PHUONG PHAP LUAN VE TAM THOY GIAN VO HAN

T&m nhin v6 han déi héi thao g3 it nhét hai von dé phuong phap
luan. Mgt 1a sy hdi tu cha phi€m ham muc tiéu, va hai 1a v&n dé cac disu
kién hoanh.

L1. Sy hdi tu ctia phi€m ham muc tiéu

Van d€ hoi tu ndy sinh bdi i phi€ém ham muc tiéu, bay gid ¢6 dang
_[’F(t, 7:¥")dt (2.101), 1a mét tich phan suy rong, c6 thé cs hotic khong 6 gia
tri hitu han. Trong trudng hop tich phan nay phan ky, ¢6 thé tén tai nhiéu
hon mét duding di y(t) mang lai mét gi4 tri v6 han cia phiém ham muc tisu
va s khé ma xac dinh duong di nao trong s6 cac dudng di nay la t6i wu.

Bung 12 ngay ca trong tinh hudng phén ky, ngudi ta da dua ra nhiéu cach
khéc nhau dé chon mét quy dao di t51 wu trong s& t4t ca cac duong di véi gia
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tri tich phin vé han. Nhung dé tai nay phiic tap, va ngoai ra, n6 khong Lén
quan véi phép tinh bién phan hiéu theo cach théng thuong, nén ching ta
khong di sdu d day. Thay vao 46, nhu budec mé dau ban vé cac dng dung
kinh té& trong phdan sau, ta sé c6 mdt vai nhian xél vé cic diéu kién la (hay
duge cho 1a) di d81 vdi tinh chat hoi tu (chi tiét xem phidn phu luc), Tuy

nhién ta ciing nhic lai didu kién héi tu ctia moét s& tich phan thudng dung:
- Cho tich phan phu thudc tham sé& rF(l;,y,y')dt (2.102), néu ham

ldy tich phan F 13 hitu han qua sudt khoang 14y tich phén, va F dat gia tri 0
tai mét diém hitu han nao 46, ching han ty, va gitt bing 0 d&i véi moi t > t,,
thi tich phan (2.102) héi tu.

- Trong tich phan [:F(t,y, y)dt , néu ham 14y tich phan ¢ dang G(t, v,

ye™, trong d6 p la hé s& chiét khdu duong, va G 14 ham bi chan, thi tich
phén hé1 tu.

Nét phén biét etla tich phan nay la su ¢6 méit thita s§ chiét khau e™
ma, véi nhiing nhan t§ khac khéng déi, né cho mot lue dé ham 1&y tich phan
giam xudng 0 lién tuc theo thdi gian véi mét tée @6 da 1én. Khi thanh phan
G(t, y, v’} cia ham 14y tich phan la duong (nhu trong hau hét cic ing dung
kinh t&) v ¢6 mdt gidi han trén, ching han G, thi luc 141 xudng e 1a du dé
lam cho tich phan héi tu. Néi mot cach hinh thiic hdn, vi gia tri cua ham G

khéng bao gid c6 thé vugt qua gia tri ciia hing 86 G, ta c6 thé viét:

fG(t,y.y')ejP‘dt < f(}e-f"dt -G (2.103)
o

1.2. Cac diéu kién hoanh

Cac diéu kién hoanh tham gia vao bite tranh khi ho#e thoi gian cudi,
hofic trang thai cudi, hodc ca hai, bién ddi. Khi tdm k&€ hoach 14 vé han,
khéng cd mot gia tri T cudi cu thé cho ching ta bAm vao nita. Va trang thai
cudi ciing 6 thé duge dé ngd. Nhu vay, cdn c6 cac didu kién hoanh.

P& phat trién céc didu kién hoanh, ta c6 thé st dung ciung thi tuc
nhu trong bai toian tim hitu han. V& cin ban, cac difu kién nay néi 1én mét

cach tu nhién nhu san pham cda qua trinh di 4&€n phudng trinh Euler, nhu



TOI UU HOA BONG TRONG PHAN TiCH KINH TE 107

trong (2.59), bat ngudn tir (2.57). Trong béi canh hign tai, (2.59) phai duge
cai bién thanh:

F—y'F_\,. t nnA'I‘+ F, - Ay =0 (2.104)

3 day, timg s6 hang phai triét tidu.

Vi trong b&i canh hién tai, khéng ¢6 T ¢& dinh nio, AT tat véu khac 0,
va diéu nay doi hdi didu kién

Im(F - y'F..)=0 (diéu kién hoanh déi véi tAm vé han} (2.105)

I —»m

Diéu kién nay c6 ciing ¥ nghia kinh t& nhu didu kién hoanh (2.61)
trong khuén khé tdm hitu han. Thi du, néu bai toan lién quan dén mét céng
ty muén cyc dai hoa 1gi nhuan, diéu kién nay d6i héi cong ty d6 tin dung
tat ca che co hol kiém loi nhuan.

Con vé s6 hang thit hai trong (2.104), néu c6 mat trang thai cudi tiém
cin dude chi dinh trong bai toan:

lim y(t) = y_=mjt hé‘mg s& cho trude {2.1086)

t =

Tudng ty nhu trong trudng hgp tdm v han cta y(T) = Z trong bai
todn tdm hitu han, thi s& hang th hai trong (2.104) sé ty triét tidu (Ay, = 0}
va khdng can diéu kién hoanh naoc. Nhung néu trang thai cuéi la tu do, thi
ta phai dua vao thém diéu kién

lim ¥y =0 (diéu kién hoanh d3i véi trang thai cusi tu do) (2.107)
T

Cé thé cho didu kién nay cling y nghia kinh t& nhu diéu kién hoanh
{2.60) doi v6i bai todn tdm hitu han. N&u bai to4n 1a bai toan ciia mét céng
ty mudn cyc dai lgi nhuan véi bién trang thai y bidu thi lugng vén, (2.107
néi ring céng ty phai st dung hét vén cta né khi t — o,

Néi thém rang, néu trang thai cusi tu do chiu mét rang bude nhu y,, 2
Yumine chting ta ludn luén 6 thé ap dung (2.107) trude. Néu nghiém thod min
rang bude y. = yn, thi ta da gidi duge bai toan. Néu ngude lai ta phai su
dung y,,;, nhu mét trang thai cudi cho trude.

Mac di2 cac diéu kién hoanh nay vé truc quan la hop 1y, su ding dan
ctia n6 d6i khi con dé ngd.
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Mot cach thoat khdi thé khé xit 14 tranh cae didu kién hoanh va s
dung 1§ luan kinh t& don gidn d€ x4c dinh trang thai cué phaila gi khit —»
. Cach tiép can nhu vay 13 dic biét khé thi trong cac bai toan ma & d6 ham
1&y tich phan F hodc khéng chita d6i s§ t dudi dang hién (bai toan dude got
la 6téndm treng toan hoc) hoidc chi chia d6i 5 t trong thira s chiét khiu
e® (bai toan duge goi la 6tondm trong kinh & hoc). Trong bai toan loai nay,
thudng 6 mét trang thai cudi &n v,, ~ mot trang thai 6n dinh — ma hé théng
bi hat vé€ dé dé thyc hién muc tidu ctia bai toan. Néu chiing ta c6 thé xéac
dinh y,, thi ta c6 thé don gian st dung didu kién cudi (2.106) thay cho didu
kién hoanh.

Il MOT SO UNG DUNG KINH TE CUA BAI TOAN TAM KE HOACH VO HAN
2.1. Quy dao dau tu t6i wu cho mét cong ty

Téng diu tu ciia mét cong ty, I,, c6 hai thanh phan: d4u tu réng nhim
md rong von san xudt ddu tu phat trién, I = dK/dt, va d4u tu thay thé nham
b d&p cho v6n bi hao man, gia thiét bing 3K, § ddy 8 14 hé s6 hao mon clia
von K. Vi ca hai thanh phén cia ddu tu gin b mat thidt véi von, cé thé
hidu duge 1a vide xac dinh duong di t81 vu ctha du tu, L*(t), tuy thudc vao
viéc xac dinh quy dao t8i uu caa vén, K*(t). Gia st ring cée k& hoach diu tu
14 Judn ludn c6 thé thuc hién duge, khi da tim duge K*(t), dudng di t61 vu
cua dau tu don gian la:

L, *(t) = K*(t) +SK * (t) (2.108)

Nhung néu vi mét 1y do nao d6 tén tai nhiing trd ngai cho viée thuc
hién k& hoach dau tu, thi phai sit dung mét s§ tidu chudn khac d& xac dinh
.*(t) tit K(t). Trong muc nay, ta trinh bay hai mé hinh ddu tu minh hoa cho
ca hai tinh hudng nay.

2.1.1. Mé hinh Jorgenson

Xét md hinh Jorgenson v& d4u tu da trinh bay § chuong 1 va di' dén
viéce cong ty cuc dai lugng gia trj rong N clia nd bing viée chon mot dudng di
K va L t81 uu, sao cho:

NIK,L] = f[PQ(K,L)A WL-m(K'+3K)le ™ dt (2.109)
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Phi€m ham muc tidu trong (2.109) la mét tich phan suy rong. Su cd
mat thita 56 chiét ™ dam bao cho tich phian nay hé: tu, néu bidu thic
doanh thu rong trong ngoie vudng khéng dm va bi chan trén.

Cé hai bién trang thai K va L trong phi€m ham muec tidu; céc ky hiéu
khac d& ky hiéu cic tham s5, S& ¢6 hal phudng trinh Euler mang lai hai
dudng di ta1 uu, K*{(t) va L*(t), va duong di K*(t) sau dé c6 thé dua dén dudng
dil g*(t). Tacé thé gia thist ¢dng ty €6 von ban ddu da cho, K,;, nhwng vén
cudi dé ngd.

Vén t6i uu

Trong viéc ap dung cac phudng trinh Euler:
d d
Fo- Ty =0 F,-_ F.=0
K™ gt 'K L7 g L
vao md hinh hién tai, trudc hét ta thay rang ham dudi d&u tich phén trong
(2.109) la tuyén tinh theo ca K’ va L. (S§ hang 1’ véing mat; nghia 1a né cé
he s6 0). Nhu vay, theo thao luan trude day, cie phuong trinh Euler trd
thanh cac phuong trinh dai s6. Cac dao ham riéng ctia ham 14y tich phén la:

FK = (PQK ’—mB)e-—pt FKI = = me_pt
F. = (PQ, - W)e® Fo. =0
Cac phudng trinh Euler cho ta:
Qy = m(ﬁp’“p)‘ va Q = ‘}T véimoi t20 (2.110)

Céac diéu kién nay néi rdng “san phdm hién vt bién phai bing chi phi
thue t€ bién vé ngudn luc cin ding”. 86 sdn phim bién Qy la két qua cla
hoat déng san xuit thu duge khi chi dung thém mét don vi vén K va giit o8
lac dong L khéng thay d6i. Viec ding mét don vi vén K d6 phai chiu mét
lugng chi phi 1a m(3 + p), chi phi niy gom tién kh&u hao md va chi phi co
hé1 mp. Su dung mét don vi khéi lugng vén d6 khi xét dén siic mua cua
ddng tién ta cé 86 chi phi thuc t&€ m + p)/P. Y nghia kinh t& eta diéu kién
461 véi lao dong L trong (2.110) ciing tuong ty.

Luu ¥ réing diéu kién (2.1 10) efing duing 1a diéu kién chuin cho 15t giai
cua bai toan té1 uu véi cung ndi dung nhung trén quan diém phén tich tinh.
Khac véi phan tich déng , trohg phin tich tinh, ngudi ta chi quan tim dén



110 Chuong Hl. Phép tinh bién phan v ting dung trong kinh té

gia tri cia cic bi€n ma khdng xét gia tri dé c6 & thai didm nao ho#c phai bao
lau méi c6 duge né. Chinh vi th& ma trong (2.110) didu kién t5i uu phai duge
thoda man véi mei thdi diém t cho bai toan phén tich ddng,con trong bai toin
phdn tich tinh thi diéu kién nay khéng dong cham dén thdi gian. Tuy nhién
Wk va Q la nhiing ham s6 chi chita cac bién K va L, cho nén (2.110) 1a
nhiing phudng trinh dai s§ théng thudng, nghiém cla ching sé phai 1a
nhiing hing s&:

K*{t) = k*; L*{t) =1*,
trong d6 cac hiing s6 k va | phu thude cic tham s8 etia mé hinh. N&u cho
trude bat ky nhing diéu kién ban diu tait = t,
K(0) = k, ; L(0) = L,
thi rd rang, néi chung:
Qlko,lo) # Qk* 1%) = Q*.
Rot cude, bai toan diu tu nhu di d4t ra, mic da duge phin tich trén
quan diém déng, dua dén 16t gidi khong khac gi két qua phan tich tinh.
Thi dg, khi lay ham san xuit ¢é dang Cobb-Douglas Q = KaLp, (e + B
= 1), ta ¢6 Qg = aK*! LF va Q; = pK* LP-L. Thay cac biéu thiic niy vao
(2.110), ta thu duge (sau khi khii L)

K* = {m(ﬁ + p)](ﬁ-lml-u_m (-W

~PHl-a-B)
= hangsd (2.111
4P BP] ang so | )

Gia t6c linh hoat (mém)

Vin dé diéu chinh dat ra khi K, = K*, chang han K, < K*. Néu ting
d6t ngdt trong bién trang thai tit K, lén K* s khéng kha thi, mét kha
ning khae la bién @61 t tir 1én K*. Jorgenson chip nhin cai dude goi 1a co
ché gia toc linh hoat dé diéu chinh tit tit trong dAu tu rong nhim loai bd mot
cach h¢ théng khoang cach gifta vén mue tiéu K va vén K(t) dang ¢6 tat
thoi gian' t:

1) = jK-K(b) (0<j<1) 2.112)

Von muc tidu K ¢6 thé 1a mét ham theo t cho trude trong hé thiic tong
qual cua Jorgenson; § day ta xét K =K*.
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Cach diéu chinh vén tir tit c6 thé g1ap cho cdng Ly giam bét khé khan
gay ra boi su thay déi vén dot ngdt va ca khéi. Lic dau cac nha kinh t& nhin
nhan hé thie (2.112) chi nhu mot cach thuin tién, nhung Eisner va Strotz
dé giai thich né vé mat ly thuyét.

2.1.2 M6 hinh Eisner-Strotz

Xét md hinh Eisner - Strotz da trinh bay & chuong I va ta di dén bai
toan sau: '

Cdng ty chon mot dudng di K*(t) lam eye dai téng gia tri hién tai cia
I¢i nhuén rong:

Cue dai K] = f [7(K) - C(K)le™ dt  (2.113)

Vdi rang buge K(O)=K, (K, cho trude)

Phiém ham nay lai 1a mét tich phan suy rong, nhung vi hy vong rang
11 rong khéng 4m bj chin trén, nén su hgi tu cua né khéng la van dé. Luu v
rang, mic di ta da chi dinh mite vén ban diu cd dinh, me vén cusi cing
con dé ngd, va bai toan nay la 6toném kinh té, tite 1a bidu thie trong ngoidic
vudng ving mit bién t.

Truong hop bac hai

C6 thé viét phuong trinh Euler cho him dudi ddu tich phan dang téng
quat trong (2.113), nhung, dé c6 nhiing k&t qua cu thé hon, ta hay gla si
rdng cd hai ham 7 va C 1a bac hai, nhu bi€u dién bing dé thi trong
Hinh 2.7,

t=aK-gK? {(a,B>0) (2.114)

C=aK' +bK' (a, b>0) (2.115)

Ham l¢i nhuén ¢6 mét cuc dai, dat dude tai K: a/2p. Puong cong C

duge vé chi trong géc phan tu thit nhat, trong d6 K’ > 0, boi vi ta ¢4 gidi han
chi y cua ching ta vao trudng hgp md réng nha may. Déng thdi hai ducng

cong nay phai cho mét gidi han trén d6i véi 14 rong (n - C) dé ddm bdo su
hé1 ty eha tich phan suy rong trong (2.113).
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C=aK?%+h
M=uaK - pBK?

" (a) . (h)

Hinh 2.7
Trong mé hinh bac hai nay, ta cé:
F = (aK-BK?*-aK'2 ~bK")e™
v01 cac dao ham:
Fy = (@ - 2pK)e™ Fr = —(2aK + bye™
Feg = —2ae™ Fep =0 Fp = -28e™ (2.116)
Figs = p(2aK + ble™

Vay, ta ¢6 phuong trinh Euler:

K-pK'- Py - bo-a 2.117)
a 2a
véi nghigém téng quat:
K*(t) = Aje™ +Ae™ +K (2.118)
6 day: r .1, =l(pt1fp2+4—ﬁ]
2 o
;‘r-‘;-r'. 7 i ﬁ

Cac nghiém diic trung r, va r, déu 1a thue, vi bidu thite dudi d&u cin
bic hai 12 duong. Hon nita, vi ban than can bac hai nay 16n hon p, suy ra

rang r, > p > 0 nhung r, < 0. Cén nghiém ridng K , khong chéc chdn vé dau
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cia né. Tuy nhién nhitng 1y do kinh t& ma ta s& xem xét dudi day khing
dinh réng né dusng. Do d6, d€ bai toan ¢6 nghia, ta gia thiét ring:

a>bp . (2.119)
Nghiém dic biét
Dé thu dude nghiém dic biét, trude hét ta s dung diéu kién diu K(0)
= K,. Dat t = 0 trong (2.118) cho phép ta viét:

Ky=A, +4A,+K (2.120)

Ta sé& xét xem lidu ¢6 thé ap dung duge difu kién cusi (2.108) hay
khong. Mac da treng mé hinh khéng cho mét trang thai cudi duéi dang hién
ndo, ban chat 6t6ndm ctia bai toan ggi ¥ ring né c6 mot trang thai cudi 4n —
quy md nha my (vn} cué ciing ma céng ty sé md réng t6i. Nhu Hinh 2.7a
dé chi ra, 10i nhuan cao nhit dat duge § quy mé K = o/2p. Theo dé, ta
khéng mong dgi cong ty mudn md réng vugt qua quy mé nay. Hon nia, khi
xét dén chi phi C, cong ty ¢6 thé chon mét quy md cudi cung tham chi nho
hon. Thue vay, tit kién thic cia ching ta \:é‘ phuong trinh vi phan, nghiém
riéng K c6 thé 1a mét lua chon hdp logic d&i véi quy md nha may cudi cung
K... Tuy nhién, d5i chiéu vdi (2.118) ta thdy riing, trong khi s6 hang ma thu
hai (trong d6 r, < 0) tién t3i 0 khi t ~» , 6 hang ma thi nhat (trong d6 r, >
0) ti€n téi £ néu A, /0. Vi trén thyc t& qui mé nha may khong thé la +ex
hodc oo, 151 thoat duy nhit 1a ddt A, = 0. Gén théng tin nay vdi (2.120), ta
cd Ay =K, - K, do d6 quy dao K t6i vu la:

K*(t) = (K, -K)e™ + K (2.121)

C6 thé huu ¥ vai didu vé két qua nay. Thit nhit, vi r, < 0, K*(t) héi ty
‘dén nghiém riéng K; nhu vay K thuc sy 1a quy mé nha may tol uu cudi
cung K... Hon nia, khi da cho rang b va p 1a duong, K = {(« - bp)/2PB nhd hon
a/2B. Nhu véy, sau khi tinh dén chi phi diéu chinh, ¢éng ty qua thuc dithg
lai & quy mé t&i uu nhd hon quy mé lam cye dai lg1 nhuén 7 chi ra trong
Hinh 2.7a. Cusi cung, chénh léch gita quy mé ddu va cudi, K, - K gidm
theo ham mi. Do d6 dudng di K*(t) phai ¢6 hinh dang téng quat minh hoa
trong Hinh 2.8, -

& TUHD.



114 Chuong Il. Phép tinh bién phdn va ting dung trong kinh té

K

Hinh 2.8
Cac diéu kién hoanh
Mac du ta c6 thé xac dinh cac hiing s tuy ¥ ma khong st dung cac
diéu kién hoanh, cting dang quan tam xem diéu kién hoanh (2.105) sé din
ta téi ddu. Su dung théng tin trong (2.116) ta biét ring:

F-K'Fy = (aK-BK? +aK'? }e (2.122)
D41 véi cac s6 hang chita K va K, ta s& st dung K* trong (2.118) va
dao ham cua né, tic la:
K*=Ae" +Ae” +K
K*= Are" +A,re™
Thay cac biéu thite nay vao (2.122), ta thu dugc:
F*—K*Fy.

= A (o~ ZBK) etn o A12 (3.1'12 -B) elen—pi
+ AA,(2ann, — 2B)eM P ¢ A (o - 2BK)e "
+ A" (an’ - Pe® P + (K -pR?) e (2.122)

Diéu kién hoanh la (2.122") triét tiéu khi t — . Vi r, Am, ba s& hang
cubl cing khong giy khé khin gi. Nhung ham mi trong s6 hang thi ba rit
gon vé e’ = 1, vir, + 1, = p, vA 56 hang d6 sé& khong tién tdi 0. Xau hon, hai

6 hang d4u biing nd vi r, > p. D& bugce ba s6 hang ddu nay trd thanh 0, cach
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duy nhét la dat A, = 0. Nhu vay, diéu kién hoanh dua ta té diing nhiing gi
ta d4 di dén tir nhan xét kinh t&.

Diéu kién hoanh (2.107) khéng thue su cAn thiét trong bai toan nay.
Nhung néu ta thi 4p dung né, né ciing sé bio ching ta dit A, = 0 dé bd di
mét bifu thic mi bung né.

Quy dao dau tu t8i wu véi co ché gia t6c linh hoat

Néu ham chi phi diéu chinh C = C(K’) tinh dén ddy di nhiing khé
khén bén trong va bén ngoai eha viée diéu chinh thi quy dao diu tu t6i vu
don gidn 14 dao hiam ctia nghidm x4c dinh (2.12 1):

T*(t) = K*(t) = r, (K, - K)e™* (2.123)
Nhung tir {2.121) ta cé;
(K -K)e™ = K*(t)- K

Quy dao dau tu (2.123) c6 thé don gian hoa thanh:
I*(t) = —r,{K-K* ()] (2.124)

Diéu dang chd ¢ v& (2.124) 12 né bidu thi chinh x4c cd ché gia tdc linh
hoat trong (2.112). Chénh léch giita K (quy mé muc tiéu ciia nha may) va
K*(t) (quy mé t61 wu taj thdi diém t cla nha may), bi loai trir mot cAch hé
thong théng qua hé s§ duong -r,. Chi con mdt vdn dé chua giai quyst 13,
trong co ché gia tée linh hoat, -r, phai nhé hon 1. Déi héi nay thod min néu
ta dat rang buse bé sung sau day déi véi mé hinh:

E<1+p (2.125)
a

Diéu khién cho co ché gia téc linh hoat trong (2.124) khac cian ban
trong (2.112) 12 § ché bay gis khéng con 1a mét miu hanh vi dinh truéc niia
ma la mdt quy tac t&i un ndi 1&n tir thi tuc gidi. M6 hinh Eisner-Strotz,
trong dang bac hai cia né, da ddng gbp cin ci 1y thuyét cho co ché gia tée
linh hoat thudng duge st dung.

2.2. Hanh vi ti€t kiém x4 héi t6i wu

Ta xét 161 gidi cha mé hinh cta Frank Ramsey duge trinh bay &
chuong I. Tit 46 ta ¢4 di dén ma hinh sau:
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2.2.1. M3 hinh

Cuc tidu f[B - U(C) + D(L)]dt (2.126)

vO1 rang bude K(0) = K, {K; cho trusée), (2.126™
2.2.2. Giai mé hinh

Bai toan nhu phat biéu trong (2.126") c6 cc bidn trang thaila Kva L.
T ham 14y tich phan:
F=B-U(C)+D(L) trongdsC=QEKL)-K

L&y dao ham riéng theo L va 1’ ta dugc:
F, = —U'<c>§§+D'(L> = -MQ, +D'(L) [M=U'(C))
F, =0

O day dé don gian, ta st dung M dé ky hiéu miic lgi ich bién. Gidng
nhu U(C), M 1a mét ham cia C va vi vay gian ti€p 1a ham cha K, [, va K.
Tuong tu ddi voi K, ta 6 thé thu duge cac dao ham:

oC
Fx =-U0) <= MQy,

, aC . '
Fp.=-U (C)‘(,“E:—U O(-1)=U"(C)=M

Céc dao ham nay gidp ta ap dung céc phuong trinh Euler (2.127),
Trude hét ta luu y riing vi Fy. = 0, phuong trinh Euler d&i v4i bién L,
FL-dFp/dt =0, rit gon v& FL = 0, do d6
D'(L) = MQ, véi moi t > 0 2.127)
Mt khé nhoc bién ctia lao déng, tai méi thai diém, phai dat bing tich
cua mic lgi ich bién eiia tidu ding nhan véi s8 san pham bién ctta lao
déng. D81 véi K, phuong trinh Euler Fy- dFyp/dt = 0 cho ta di6u kién -MQy ~
dM/dt = 0, hay:

dML;dt ~-Qy véi moi t > 0 (2.128)
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Két qua nay cho mét quy téc vé tidu dung: M, mic lgi ich bién cha
tiéu diing, tai moi thdi diém, phai ¢6 téc d6 tang bang gia tri m san phim
bién cua vén. Theo quy tic nay, ta c6 thé vé dé thi dudng di t6i wu déi véi M.
Khi d3 tim duge dudng di t6i wu M, c6 thé sit dung (2.127) dé xac dinh
dudng di t&i wu L. Tuy nhién, nhu d& néi trén day, bai toan suy bién theo L,
nén chi riéng diéu kién ban déu L(0) 1a khéng thich hop.

2.2.3. Nhitng quy dgo vén vé déu tu t6i vu

M#61 quan tdm 16n hon déi véi ching ta 1a dudng di K t81 uu va duong
di déu tuf (va ti6t kiém) lién quan véi no la K. Thay vi suy ra cac dudng di
nay tul cac két qua trude, ta hay tim théng tin nay bling cach tan dung su
kién la bai toan hién tai rei vio Trudng hop dic bidt IT § trén. Khéng c6 t

nhu mét d&1 s6 dudi dang hién trong ham ldy tich phén, phudng trinh Euler
déi v6i K, 14 F - KF = hing s6, hay:

B-U(C)+D(@)- KM =hingsé véimoit20 (2.129)

Ta luu y ring hing s8 nay gid nguyén véi moi t, ké ca t—scc. Muc tiéu

kinh t& ctia m6 hinh 14 ¢6 U(C)-D(L) tién téi mue hanh phic nhédt. Diéu &6

cd nghia 12 U phai tiéh téi U va M phai tign t6i 0 khi t tién ra v6 cyc. Vay
hang s& tuy ¥ trong (2.129) phai 12 0. Néu vay, dudng di t61 vu ciaa K’ la:

_ B-U(0)+D(L)

K* 2.130
M { )
hay, viét dudi dang hién cla déi s& thdi gian:

M(t)

Két qua nay dugc goi 1a quy tdc Ramsey. N6 ddi héi rang, dé to1 uu,
toc d tich luy vén tai méi thdi diém phai bing ty s6 khoang cach tit mite lgi
‘ich rong dén mic hanh phic nhit chia cho maec 1di ich bién cia tibu dang.
BE ngoai, quy tde nay déc lap hoan toan véi ham san xuét. Va didu d6 khién
Ramsey dén ket luan sai l4m ring ham sin xuat khong gy anh hudng téi
viéc xae dinh midc hanh phitc nhat. Theo (2.128); M phai dude chon t8i wu
khi déi chigu véi Q. Didu d6 ¢6 nghia 1a miu s6 ctia (2.130" phu thude chl

yéu vao ham san xudt véi tu cich la sy bidu thi cong nghé san xut.
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2.2.4. Xem xét cdc diéu kién hoanh

Béy 10 ta s& chi ra rang di€u kién hodnh tim v6 han ciing sé bt
buge ring hiing s& trong (2.129) phai bang 0. Khi didu kién (2.105) ap dung
v&o hai bién trang thai trong bai toan hién tai, né dai héi ring

im(F-L'F,.)=0 va im(F-K'Fp)=0.
t—m

1-rn

Tu sy kién 1a Fy» = 0, diéu kién thi nhét trong cc didu kién nay rat
gon thanh diéu kién F — 0 khi t — ». Difu d6 ¢6 nghia 1a mec lgi ich rong
U(C)-D(L} phai tién téi méc hanh phuc nhit. Luu ¥ rang ban than didu
kién nay vin dé lai hing s6 trong (2.129) chua chéc chdn. Tuy nhién, didu
kién kia sé cd dinh héing s6 nay tai 0 bdi vi F - K'Fy khong 14 cai gi khac
ngoai bidu thitc vé trai trong (2.129),

Bai toan hién tai ngim chi dinh trang thai cudi 1a miic hanh phic
nhdt. Do d6, khéng cdn diéu kién hoanh (2.107).

Tt quy tac Ramsey, ¢6 thé di xa thém mft bude d8 tim dudng di K*(t)
béing cach 18y tich phan (2.130"). Tuy nhién, dé 1am viée 86, ta cdn cac dang
cu thé ca cac ham U(C) va D(L). Ldi gidi t6ng quat cda (2.130") sé chita mét
héng s6 tuy ¥ ma né ¢6 thé duge x4c dinh béi didu kién ddu K(0) = K,. Va
diéu d6 hoan t4t viéc gidi mé hinh. Ta sé khéng ¢& gang minh hoa mé hinh
béng nhitng ham cu thé; nhung s& chi ra cach phin tich d6 thi pha 461 véi
né ¢ muc sau.

lIl. PHAN TICH DO THI PHA

Trong cac md hinh t61 uu déng, cic db thi pha hai bién dudc sit dung
phd bién dé thu dude cac két quéd phéan tich dinh tinh. Diéu nay dic bigt
diing khi trong mé hinh sit dung cac ham tdng quat, va tdm thdi gian v
han. Dgi véi mét bai toan phép tinh bién phan véi mét bién trang thai don,
phuong trinh Euler 1a mét phuong trinh vi phéan cdp hai. Nhung chuyén ddi
phuong trinh d6 thanh mét hé hai phuong trinh c4p mdt ddng thdi theo hai
bién thudng 12 mét van € don gidn. Khi dé d6 thi pha hai bién ¢6 thé ap
dung vao bai toan nay mét cach khéng khé khin. Trong muc nay ta s& minh
hoa ky thuat véi mé hinh Eisner-Strotz va md hinh Ramsey. Sau d6 ta sé
ap dung dé thi pha vao trudng hop tdm hitu han.
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3.1. D6 thi pha cha mé hinh Eisner-Strotz

Trong mé hinh v& diu tu t8i wu cia mét nha may, Eisner va Strotz
gia thiét cac ham 1¢9i nhuén = va chi phi didu chinh 14 cie ham bac hai:

n=oK-pK* (ct,B>0) [t (2.114)]
C=aK' +bK' (a,b>0) [tir (2.115)]
T phuong trinh Euler:
K_pK-Pg . PP {tit (2.117)) (2.131)
a 2a

(p 1& hé s8 chiét khau duong),
rat ra loi giai dinh lugng la:

K*(t)= (Ky-Ke™ + K (1, <0) (ti (2.121)) (2.132)

trong do: K = “ ;Bbp

Ching ta thdy ring vdn K (quy mé nha may) phai tién din mét cach
to1 wu téi gia tri mue tiéu K theo mét quy dao 6n dinh 1dm gidm theo ham
mi syt chénh léch gifa gia tri ddu va gia tri muc tidu cia K.

Bay gid ta sé chi ra phudng trinh Euler c6 thé phan tich nhd dé thi
pha nhu thé nac. Ta bit ddu bing viée dua vao mét bién I (d4u tu rong):

Iy =K@t  (kéo theo I't) = K (1)) (2.133)
Né tao diéu kién cho chiing ta viét lai phudng trinh Euler (2.131) nhu

mét hé hai phuong trinh vi phan c&p mét:

I'=pl+PK+ bg‘“ mghialaT=fI K)  (2.134)
a a

K=1I ’ (nghia la K'=g(I, K)).
Day la hé thong don gidn, vi cd hai ham fvagla tuyé'n tinh theo hai
bién T va K, va trén thye t& K tham chi véing mat trong ham g.
3.1.1. D6 thi pha
Gid st I=1I(t), K = K(t) la nghiém cfia hé phuong trinh (2.134). Véi
mdi thoi diém t ta vé cap gia tri (I, K) d6 bing mot didm trén mit phéng toa
d6 IK goi 1 khang gian pha. Khi t = t,, ta xem hé théng dang nghién ciu &
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ché duge dde trung bdi diém (I, Ko (I, = I(t,). Ky = K(ty)) trong khong gian
pha. Khi thdi gian trdi qua, tic 1a khi t thay d6i hé théng c6 thé & yén ché
d6 hodie dai chd, Didm trong khéng gian pha ma hé théng 6 yén dé khi thoi
glan trdi qua dudge goi 1a diém dimg hogc dude goi 1A diém hay trang thai
cin bang (qua thdi gian). Trudng hop ngude lai, hé théng sé ddi chd ti (Lo,
K,) duge md ta béi mot quy dao di qua diém d6 ma ta s& gol la mot luéng,
Hudng ctia lubng cho bdi hudng ctia ti€p tuyén véi né tai diém nay. Huéng
cua tiép tuyén véi ludng duge xac dinh bdj cac dao ham (I';, K’), mdi dao
ham cho ta mét thanh phan cta vée tg tiép tuyén. Duéi day, ¢ Hinh 2.9 t4
ding mili tén d€ néu lén hudng cda timg thanh phin tiép tuyén tai méi
diém (I, K) ma ludng di qua. Miii tén huéng vé dong biéu thi ' > 0, mii tén
hudng vé tay bi€u thi I' < 0. Tuong ty, mai tén hudng 1én phia bic K’ > 0,
huéng nam K’ < 0. Hai mii tén nay gidp ta hinh dung duge hudng cla
ludng 12 véc td tdng cdia ching.

DE v& a8 thi pha, trudc hét ta hiy v& cac dudng I = 0, va K’ = 0 trén
mit phing toa 46 IK. Giac diém cua ching s& cho ta diém diing cta
hé théng.

Trong (2.134) dat ' = 0 va giai d6s véi K ta dudc:

K = “;ﬂbp - ""BPI (phuong trinh 5 véi dudng cong I’ = 0) (2.135)

Tuong ty, bdng cach dat K = 0, ta duge:
[=0 (phuong trinh d&i véi K’ = 0] (2.136)

Ca hai phuong trinh nay 1a nhiing dudng thrflnlg trong khéong gian pha,
nht chi ra trong Hinh 2.9, vi duong I' = 0 déc xudng, va dudng K’ =
trang voi truc tung. Diém cin bing duy nhat cQa ca hé théng duge x4c dinh
bdi giao diém cla tryc tung véi dudng I' = 0, ma theo (2.185) 1a K = (o -
bp)/2B, theo (2.119) K > 0. Ta mong dg¢i rang diém cin bang nay trang v
nghiém riéng K (quy ms nha may muc tiéu) tim dugc trong (2.118).

Theo dinh nghia, tat ca cdc didm trén dudng I' = 0 1a ditng theo bién 1.
Do d6 ta da ké mot cip “duong khung” thing ddng trén dudng nay dé chi
ra rang ludng qua né phai theo hudng thing ding. Tudng tu, “cac duong
khung” ndm ngang duge gén cho dudng K’ = 0 d€ chi ra ring ludng qua ng
phai theo phuong nim ngang.
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f

Nhanh én din

0 I‘(] ‘l - I
Nhénh 8n dinh

Hinh 2.9
Mat khéc, cac duong I' = 0, K’ = 0 d6ng vai trod 1 nhiing dudng ranh
gi6l. Do tinh lién tuc cha dao ham I = dI/dt, dudng I’ = 0 s& chia mit phing
IK 1am hai mién c6 I' < 0, va mién kia I' > 0. Dudng K’ = 0 cing tuong tu. T
(2.134) ta thiydao ham theo I la:

ll =p>0 va %:1>0 (2.137)
él al

Déu duong caa % noi 1én ring I' 1a ham ting, do d6 khi I bién thién
theo chidu ti tdy sang déng qua dudng ranh giéi I' = 0 thi né phai ti mién
c6 I' < 0 sang mién ¢6 I’ > 0. Ta clng ¢6 thé nhén xét nhu sau tif hé phuong

trinh (2124), chol=0vaK=0ta thé:y 4 dlém gé'c toa dﬁ thil' = o "[]:p < (} ’
[#3

vay mién d phia chita géc toa d8, ma dudng ranh gidi I’ = 0 chia ra, 1a mién
¢6 T' < 0. Dé ky hiéu ta ghi d&u (-) & bén trai dudng I' = 0 va d#u (+) bén phéi
cia né trén Hinh (2.9). Tuong ty, dusng K = 0 chia mit phing IK lam hai
mién, do K' =1 ta ¢6 K’ < 0 ¢ mién bén trai duong K’ =0, va K’ > 0 4 mién

bén phai né.
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Theo nhiing rang buée vé hudng quy dinh bdi cic ddu mai tén vé trén
mat phng IK vA cac dudng khung, ta ¢6 thé v& mot ho cac ludng, hay cac
quy dao, dé biéu dién sy van dong cla hé théng tir bat ky mot diém ban dau
ma da cho trude. Méi diéni phai § trén mot ludng nao d6, va phai ¢6 mot s
v6 han cac ludng. Nhung thudng ching ta chi vé mot s8. Ta cdn kiém tra
trén Hinh 2.9 rdng cac ludng nay theo cic mai tén 461 véi IK, va néi riéng,
ching tuong hop véi cac dudng khung bude chiing di qua dudng I' = 0 véi d6
déc v6 han va di qua dudng K' = ¢ véi do doce 0.

3.1.2. Diém cdn biang kiéu yén ngua

Trang thai cin bing qua thdi gian cta hé thing xay ra tai di€m E 14
giao diém clia hai dudng ranh gidi. Theo ciu tric cia cac ludng, ta thay hai
nhanh dn dinh hudng téi E (mét t huéng déng nam vi mdt ti hudng tay
b4c), hai nhanh khong én dinh (mét hudng ti dong bac va mét hudng téi
tdy nam), va cac ludng khac ddu tién hudng tdi E nhung rdi ddi hudng ra xa
né. Trang thai cAn bang nhu thé goi 1a diém cén bang kiéu yén ngua.

R& rang ring cach duy nhat dé dat t6i mic muc tidu tai E cia dudng
von K(t) 12 di duge vao nhanh én dinh, Thi du, khi cho 8 von ban diu K,
bét buée ta phai chon I*, lam mtc ddu tu ban ddu, vi chi lua chon d6 méi
dat ching ta 1én “con dudng lat gach vang” di téi cAn bing. T4t nhién mét
s vOn ban dau khac cin c¢é mot [*, khac. Su rang bude lua chon I*, nhu thé

dai dién cho diéu kién hoanh.

Trong tat ca cic ludng, thod man phuong trinh Euler , chi ¢6 ludng

thoa man diéu kién &6 méi dua dén mue tidu.

Khi di trén nhanh 8n dinh hudng tay béc trong Hinh 2.9, ta th&y mic
von K khéng ngiing ting, kéo theo sy thu hep khdng nging khoang chénh
léch giita K, va mic von muye tiéu K. Day dtng 13 di€u ma (2.132) néi cho
chung ta. Kém theo su ting K 1a sy gidm mite ddu tu I, Lai mdt 14n nita,
diéu nay phu hgp véi nghiém da tim dude trude day, vi bing cach 18y vi
phéan (2.132) hai lan theo t, ta tim dugc:

Dty = K*'(t) = rf (K, —K)e™ < 0

va trong thi du hién tai, K, < K.
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3.2. D6 thi pha ctia mé hinh Ramsey don gian

Dé don gian cho viéc phén tich mé hirh Ramsey d& néu, ta gia dinh

ring d4u vio lao déng la hang s6, do dé rit gon ham san xuit thanh Q(K)
va md hinh ¢4 dang don gian la:

Cuc dai fU(C) de,

vl tiéu ding C =Q(K) - K,
dau tu I =K’ = dK/dt, U(C) 12 ham 1¢i ich.

Viét phuong trinh Euler cho ham dusi dau tich phan U[QK) - K,
ta co:

U(C)Qx - dU(C)/dt =0.

Dit M = U’(C) phuong trinh nay ¢6 dang la:

_MQy —idl\ti S0 (tir (5.28)) (2.138)

hodc bidu dién dudi dang hién su phu thudc cla sdn pham bién vao K,
-M@(K)-M'=0 (2,138)
Vit dudi dang (2.138), ta ¢6 thé xem né la phuong trinh chita hai
bién K va M. Dé xac dinh hai bién ta cin mét phuong trinh nita. Muén
thé trude hét ta nhan xét M = U'(C) 1a ham 1gi ich bién ma ta c6 thé gia

thiét 1a ham don diéu giam theo C vi thé c6 ham nguge C = C(M). Ta da gia

thiét tidu diang C = Q(X, L) - K, thay C = C(M) ta cd phugng trinh thi hai
cAn tim.

= Q(K) - C(M) (2.139)
Két hgp (2.138") va (2.139). ta duge hé hai phuong trinh:
K' = Q(K)-C(M) (nghia la K’ = f(K, My (2.140)
M=-MQ®X) (nghialaM = g(K, M)
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Hinh 2.10

Truéc khi ti€p tuc, cAn dit mét s6 rang budc dinh tinh nhat dinh 463
v0i hinh dang cac ham nay. Gia thiét rang ham U(C) c¢6 dang nhu trong &8
thi trén cting cua Hinh 2.10, v6i B la mitc loi ich hanh phiic nhit va Cy la
mitc tiéu ding hanh phic tuong iing. Trang thai bdo hoa tiéu dung xay ra
tai Cg, va nhiing tiéu ding thém vugt qua mite d6 din dén su giam U. Tu
ham nay, ta cé thé rat ra ham lgi ich bidn M(C) cho bdi dé thi ngay & dudi,
vii M = 0 tai C = Cp. Vi M(C) 1a don diéu, tén tai ham nguge CM), véi
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C'(M) < 0. Mt khéac, gia thist QK ) ¢6 dang nhu d6 thi ¢ goc trai bén duéi,
& day Q lay mia tri trén truc hoanh cha khéng trén truc tung. San phém
bién cua vén Q(K) > 0 va Q'(K) < 0 véimpi K > 0.

3.2.1. D6 thi pha

Dé xay dung 4 thi pha, ta vé cac dudng K= 0va M' =0 trong khéng
gian KM. Tir {2.140) dat K' = 0, M’ = 0 ta c6:

Q(K) = C(M} (phuong trinh 481 véi dudng cong K’ =0) (2.141)
M =0 (phuong trinh déi véi dudng cong M’ = 0) (2.142)

Phuong trinh thit hai duge riit ra tir gia thist Q(K) = 0.

Dé ve dudng K’ = 0 trong khéng gian pha KM, ta c¢6 thé theo cach
duge néu lén trong hinh (2. 105). Trude hét tir gia tri M ta di dén didm (1)
trén dusng M = M(C), theo chidu mii tén di xubng ta gip dudng Q = Q(K) &
diém (2) ma dé thi da duge vé sao cho Q(K) = C(M), do d6 diém (2) sé cho ta
gia tri K thoa man phuong trinh. Piém (3) gitip ta chuyén gia tri K nay
sang khong gian pha. Cap gi4 tri (K.M) tim duge sé cho ta diém (4) trén
dudng K’ = 0 trong khéng gian pha.

3.2.2. Diém cén bing kiéu yén ngua

Bay gio ta v& lai duong K’ = 0 trong Hinh 2.11, va thém vao d6 duong
M' =0, ma theo (2.142) né phai tring véi true K. Giao diém ctia hai dudng
nay 14 diém can bang duy nhat E, ddc trung béi K = Kz va M = 0, va do d6
tudng iing vdi mie tidu dung hanh phiic nhit.

Duong khung d6i véi duing K’ = 0 1a théng dimg. Duing khung d8i
v6i dudng M’ =013 nim ngang vi nim hoan toan doc theo n6. Vi cac dudng
khung triing khit véi dudng M’ = 0, dudng M’ = 0 & khéng chi 1a ranh gidi
ma ciing la quy tich cia mot vai ludng.

Day dau cia K’ va M’ ¢6 thé duge xac dinh tif cac dao ham riéng

K' oM .
K =QEK)>0 va ™M Q(K) <0 (tix(2.140)) (2.143)
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M K'=0 Nhanh én dinh

Nhanh 8n dinh

Hinh 2.11

Cac dao ham niy mang lai day dau (-, 0, +) theo hudng tit trai sang
phai d61 véi K’ va diy dau (+, 0, -) theo huéng tir dudi 1én déi véi M. Do do,
cac dau miti tén d61 vdi K chi sang d6ng trong mién bén phai ctia dudng K' =
0 va chi sang tay trong mién bén trai nd, con cac ddu miii tén 463 véi M chi
v€ phia nam trong mién phfa trén dudng M’ = 0 va chi vé phia béc trong
mién phia dudi né.

Cac ludng thu duge lal sinh ra mét diém yén ngua. Khi cho bat ky vén
ban dau K,, ta can chon mec 1gi ich bién ban diu M, sao cho hé théng duge
dét [&n mdt trong cdc nhanh én dinh dwa dén diém yén ngya. Thi du, vdi
Ko < Kp, duge chi ra trong Hinh 2.11, trong d6 chi c6 M*,, c6 thé dua ta 1én
“con dudng lat gach vang” din tdi E. T4t c3 cac ludng khac cudi cing sé
mang lai hodc (1) tich luy vén qua miec va khong thé dat dudge miic hanh
phic nhét, hoic (2) gidm tich luy vén lién tue “an vao vén” va lai khéng thé
dat duge mitc hanh phidc nhat. Nhu trong mé hinh Eisner-Strotz, ta c6 thé
giai thich doi héi phai chen ding gia tri d4u M nhu didu kién tuong duong
vGi diéu kién hoanh.
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: Cd mé hinh Eisner-Strotz ldn mé hink Ramsey déu dua dén diém cén
bing yén ngua, déy khéong phdi lg sy trang khdp ngdu nhien. Doi hii phai
ddt hé thong vao nhdnh dita dén dudng can bang la mot quy tdc 161 wu hod,
ciing nhw mét cong ty muén cuc dai loi nhudin, trong bdi todn 61 wu hod
tinh doi hoi, phai chon mic ddu ra ciia né theo quy tic MC = MR. Néy
diém cén béng ctia hé la mot nut 6n dinh hay mot tiéu diém én dinh giéng
nhu tinh huéng ma “moi con duorng déu dén tdi Rome" thi sé khong can
quy tdc liwa chon bét budc nao nita va bai todn t6i wu khong ddgt ra. Mt
khie, néu can bing la mot nit hay tiéu diém khong 6n dinh thi sé, khong ¢

con duong nao dua dén mife muc tidu ciia bich trang thai,

IV. TAM KE HOACH HOU HAN VA HANH VI BUONG BAI LO (KIEU BUONG LON)

Mé hinh Ramsey nhin trude mét tdm ké hoach v6 han. Nhung con déi
véi tdm k& hoach hitu han, ching han 100 nim hofic 200 nam thi sas? C6
thé vAn ap dung dudc ky thuat d8 thi pha hay khong? CAu tra 13i 13 ¢6. Dic
biét, d6 thi pha rat ¢6 ich trong viée giai thich cai goi l1a “dudng cao toe” khi

xem xét nhitng tam k& hoach dai nhung hitu han.

Trong tam hitu han, ta cdn ching nhitng cho trude vén ban diu K,
nhu trong trudng hop tim vé han, ma cdn cin cho trude vén lie cudi K. dé
nghiém trd thanh xac dinh. K: 14 86 von ma ta chon dé lai cho cac the hé
song sau ky k& hoach. Viéc chon né la hoan toan tuy y. Tuy nhién, néu ta
tranh su lua chon nhu vay va dua v& bai toan véi dudng cudi thing diing
cut, Kr >0 thi quy dao t8i wu d6i véi K & chic chin Kr =0, bdi vi muc tidu
cue dai téng lgi ich trong tAm ké hoach hitu han d6i héi dén théi gian T ta
phai stt dung hét von. Hgp 1y hon, ta s& chon mét Kr tuy ¥ nhung duong.
Trong Hinh 2.12, ta gia sit ring K; > K,

Vige cho trude K, va Kq khéng dd dé xac dinh mét nghiém t61 vu duy
nht. Ching han ¢6 thé xay ra tinh hudng trong khéng gian pha nhu néu ra
d Hinh 2.12a, cac lubng S,,...,8, (ciing nhu cac ludng khong vé ra khéac),
déu bt diu tir K, va cudi ciing dua ta t6i mie vén K. Théng tin eon thidu
dé cé thé xac dinh 161 gidi 1a d6 dai thai ky k& hoach T.

Cho dudng cong T, 14 quy tich cac didm ma céc ludng di dén sau ding
T, nam k8 tit t = 0. Duong cong nhu vay, dude goi 1a dudng ding thoi (duong
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cong vOi thoi gian bing nhau), duong nay cé dd déc ducng vi 1y do sau:
Luéng 8,, xa nhit ti dudng K’ = 0 va vi vay ¢6 gia tri K’ 16n nhét trong s§
bén luéng, phai tich lu§ duge s6 vén 16n nhéit qua T, nam (& day 1a Kp), con
lubng S, & thai cde nguge lai, phai két thic tai théi gian T, v6i s6 vén it
nhit (¢ day khong nhiéu hon K;). N&u thdi ky ké hoach 1a T, nam thi ludng
S| rd rang sé 1a lya chon tdt nhit, vi trong khi tit ca cac luong thod man
phudng trinh Euler, chi ¢6 S, thoa man thém diéu kién bién K(0) = K, va
K(T)) = Ky, vdi dudng di trai qua ding T, nam.

M

(a)

0 K, K Ky K
o °
T, :: """""""" i
b) |
% S :
P, E P,

v

Hinh 2.12
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bon luong dude minh hoa trong Hinh 2.12b, trong d6 ¢é sip x&p truc K nhuy
d Hinh2.12a, ta vé& trac thoi gian thing ding huéng xudng chy khéng ndm
ngang hudng sang phai, Dé rut ra cac dudng &i theo tho; gian nay, ta diang
cdc dudng déng thoi, Khi & xudng theo mai ludng trong Hinh 2.12a, ta ghi
lai cde mue K thu duge tai cic thoi didm khic nhau (nghia 13 tai giao diém
véi cic dudng ding thoi khac nhau). Khi cac théng tin nhu viy dude vé
thanh d6 thi trén Hinh 2.12b, ta thu dude cae dudng di thai gian P, P
trong dé P, tuong ting véi Iubng S,

4

Véi bai toan c6 tdm ké hoach hitu han T, dudng di thdi gian t8i wu d6;
vai K chi gdm doan K,G trén P,. Dudng di thoi gian P, 14 thich hgp d6i véi
bai toan nay, bdi vi S, di duge biét 1a luéng thich hdp; ta ditng ¢ didm G
trén P, vi d6 1a noi ta dat mite von Kz trong thdi han T,. Tuy nhién, néu tim
k& hoach duge ddy vé phia T, thi ta phai tit b luéng S, va Idy luéng 8,
Dudng di théi gian téi wu tuodng Ung d6i véi K khi d6 sé 13 P, hay diing han, _
doan KyJ ctia né. Cac g1 tri khac caa T cing c6 thé duge phéan tich theo
cach tudng tw. Trong méi trudng hgp, gia tri T khéc nhau sé& mang lai dudng
di theo thdi gian t8i uu khae nhau d6i véi K. Vi, néi tém lai, tat cd edc
dudng di thét gian 8 wa tAm hity han d6i véi K 13 khae vdi dudng di K tsi
wu tdm vo han P, — dudng di Ramsey ~ gan véi ludng 8, nhanh én dinh cia
diém yéen nguya.

Véi nén tang nay, ta c6 thé thao ludn v& hank vi kisy duong dai 15
(duong cao téc) ciia cac quy dao t61 uu tdm hitu han. Truge hét, hay tudng
tuong mot ngusi di bing xe 6t8 con gilta hai thanh phd c¢é nhidu con dudng
ndi ching. Néu khoang cach phai d khéng qua dai, ¢6 15 don gidn nhat 1a
chon mét dudng nhé nhung gin dé &, Nhung néu khodng cach nay da dai
thi ¢6 thé thuan loi hon néu chon mét con dudng dé di vao mdt dudng caoc
tde va di trén d6, cho dén mdt 16i ra thich hgp gdn thanh phé mugn dén.
Nhu vay hanh vi tudng ty cting die trung cho céc duong di thoi gian 6} wy
tdm hitu han trong Hinh 2.192b.

9-Tunp
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Khi da che K, 12 mic ban ddu va Ky 1a miic musn dat téi cha vén,
néu ta md rong lién tiép tAm ké hoach dt xa vé tudng lai thi dudng & thoi
gian t61 uu c6 thé udn cong, véi mite db tuy ¢, vé phia dudng di Ramsey P,
hoic vé phia dudng Ky — “dudng cao toe” trong bidu dé nay. D& thdy 16 hon
diéu nay, ta hay so sanh cic diém M va N. N&u tAm ké hoach 14 T, thi
duong di t61 uu 1a doan KM trén P,, dua ta téi mite vén Ky (diém M) tai
thoi gian T,. Tuy nhién, néu tim k& hoach duge md rong t6i T, ta phai chon
doan K,N trén P, dé thay thé, dua ta téi mite vén Ky (diém N) tai thoi gian
T.. Khi tam k& hoach T cang kéo dai thi quy dao t&i uu ngay cang cé xu
hwéng dén ghn quy dao Ramsey va dudng thing Kp. Ta cé thé néi né ¢6 xu

hudng déng vai tro dudng 16n hoic néi 14 ¢6 hanh vi kidu duong 16n.
i

Ro rang o day c6 su so sdnh thi vi, khi di dudng, néu khoang cdach
cang xa thi ngudi ta cang ¢6 xu huing sit dung duong cao tée. Khi giat bai
todn vé von, néu tdm ké hoach cang xa ta cang chon quy dao ¢6 ddng diéu
cang gan vdi duong lon.

V. AP DUNG TINH LOI LOM, BIEU KIEN DO VAO CAC MO HINH KINH TE

Ta da chi ra rdng néu ham l4y tich phan F(t, y, ¥') trong bai toan
diém diu mut of dinh 1a 16m (181) theo cac bién (y,¥), thi phuong trinh
Euler la du déi vdi mét cuc dai (cye tidu) tuyét déi ciia Viy]. Hon nita, disu
kién du nay van ap dung duge khi thdi gian cudi ¢6 dinh nhung trang thai
cudi bign déi, véi didu kién bs sung sau diy thod min:

[Fo(y ~y")ip <0

Déi véi tm nhin vo han, diéu kién bd sung nay trd thanh:

lim [F,.(y - y*)] <0 (2.144)
Jm e,

Trong diéu kién nay, Fy lay gia trj doc theo dudng di t31 uu, va (v-y*)
bidu thi d§ léch caa bat ky qu¥ dao 1lin can chdp nhén duge y(t) so véi
dudng di t81 uu y*(t).

5.1. Ap dung vao mé hinh Eisner-Strotz

Trong mé hinh Eisner-Strotz, ham 14y tich phan F(t, KK, nhu chi ra
trong (2.116), ¢é dao ham cdp hai sau day:
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FK.K. =-— Qae_pt. FKK' :FK'K =0 Vé.
Fyg =~ 2Be ™

d day tat ca cac tham s6 1a duong. Ap dung quy téc kiém dinh tinh xac dinh
ddu, ta cé:

’D] l = FK'K' < 0
iDz | _ FK'K' FK'K - 4389-2;11 =0
FKK' FKK

Suy ra rdng dang toan phudng q gin véi cac dao ham c&p hai nay la
xac dinh am, va ham 14y tich phan F 13 16m chit theo cac bién (K,K).
Déi v6i mé hinh hién tai, didu kién b6 sung (2.144) ¢6 dang:
lim [Fy (K - K*)] <0 (2.145)
L=k

¢ day s8 hang Fye cu thé phai la

Fo = —[2ary (K —K)e™ +ble™  (r,<0)  (2.146)

R& rang ring Fyp tién tdi O khi t tién ra vo han. Cén v& thanh phan

(K - K*) cta (2.145), dang gia dinh cda ham Igi nhuan toan phudng bidu thi
trong Hinh 2.7a goi y ring khi t tién téi vé han hiéu s6 gifta gia tri K trén
bt ky dudng di 1an can ch&p nhan duge va gia tri K* bi chan. Nhu vay, viae
Fyr trigt tidu bao ddm réng didu kién bd sung (2.145) ¢6 thé thoi min nhu

mét dang thac. Do d6, tinh 15m chat cua ham Idy tich phan khién cho
phuong trinh Euler trd thanh didy kién du déi véi mét cuc dai tuyét do: duy
uhét cua téng gt nhuan 1K),

5.2. Ap dung vao mé hinh Ramsey
Ham 14y tich phan clia mé hinh Ramsey (don gian ho4) la:
F(t,KK)=B- U(C) = B - U[Q(K) - K

Ta gia st ring U(C) 2 0, U”(C) < 0, QK)Y > 0 va Q"(K) < 0. Tt cae dao
ham cap mét sau ddy cia F:

Fy=-U(0) Q) va F=-U0) (-1) = T(C)

ta tim dudc cac dao ham cap hai:
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Fioe = UM(O1) = ~ U ()
Fri: = Frx = UHOQ(K)
Fyx = -U(O[Q (K)]* -U(CIQ ' (K)

Lai 4p dung kiém dinh xac dinh d4u, ta théy réng:

Dy {=Fgg > 0 (2.147)
Nhung vi;
D _ FKIK' FK'K _ Ulr 1 T
Dy | = = UNOUOR'K) 20 (2.148)
Frie Fyx

1a khéng duong chat, ta khong thé néi ring dang toan phudng g gan véi né
la x4c dinh duong va ring ham F 13 18 chat. Tuy nhién, ¢6 thé xac 1ap tinh
151 (khdng chit) cia ham F bang phép kiém dinh tinh niia xac dinh d&u. D&
chiéu vdi cic dinh thie con chinh, ta thiy ring:

|D“;‘:FKK >0 va 1D”2‘=|D2|20

Céc biéu thic nay, cing véi théng tin trong (2.147) va (2.148), kéo
theo:

'Inj, ‘ >0 va if)g 20, trong do iﬁl I :{|D1|,‘D? }; ‘ﬁz ‘ ={|D2|, DS}}
Tré lai diéu kién b8 sung (2.144), ta cin khiing dinh ring:
lim [Fr-(K - K*%)] <0 (2.149)

Vi Fy. = UC), dé dang thay rdng khi t ti€n ra vé han (khi ta di vé
phia mitc hanh phic nhat va khi mic 1gi ich bién giam én dinh), Fy tién tdi
0. Con vé s8 hang (K-K*), ta khéng thé phat bidu téng quat ring do léch ciia
K{t) so vai K*(t) ti€n t6i 0, hodc bj chidin khi t — =o. Vi ham sdn xudt duge gia
dinh 14 c6 san phim bién dudng khip noi, nén dudng cong Q(K) ma réng vé
han vé phia trén, va khéng ¢6 gi6i han nlo cho cac gia tri ¢6 ¥ nghia kinh t&
cua K.

V& diéu nay, ta thdy ring gia thiét vé trang thai bdo hoa vén gitp ich
trong viéc 4p dung diéu kién da. N&u Q(K) chita mot diém bao hod, thi (K-
K*) sé bi chan khi t — o, v (2.149) c6 thé thoa man nhu mét ding thie.
Trén thuc té& khi gid dinh ¢6 trang thai bao hoa vén, didu kién (2.149) c6
thé thod man ngay ca néu khéng cé trang thai biao hoa tiéu diang. Véi diém
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béo hoa vén K bay gid duge dung dé dinh nghia “mtc hanh phic nh&t”. tit
cd cac dudng di chdp nhan duge phai két thic & K. Nhu vay, thanh phan
(K - K*) cta (2.149) phai tién tdi 0 khi t — ». Vi Fp = UC) bi chén khi ta
tién tdi gan mitc hanh phidc nhat, (2.149) thoa man nhu mét déng thtc. Do
dé, khi da cho rdng ham F 12 181, trong trudng hop nay, phuong trinh Euler

la da 461 v8i mot eue tidu tuyét dai clia tich phan JT[B - UJ(C)}dt .

E. BAI TOAN CO GIA TRI DE LAI

Nhu ta biét trong thuc t&, gig tri ctia ham muc tiéu ¢é thé phu thude
vao vi tri cudl cang eling nhu vao quy dao. Thi du nhu tién thudng cho viée
hoan thanh xuit sdc mét ¢éng trinh nghidn ciiu khoa hoce. Co thé ¢6 gia tri
dé 1ai két hop véi tai sdn cia mot cong ty 8 thdi gian cudl.

Ta hay xét bai toan sau day:gia s phai chon t, va y{t); to< t < t, lam

cuc dail phiém ham:
f‘F(t, 5 )t + Glt,, x,) (2.150)
vil rang bude 1a:
¥{tw) = Yo
trong d6 y;= y(t,) 1a gi4 tri cudi cia ham.

Béng cach st dung ky thuat tuong tu nhu & diu chudng nay ta di dén
mot s& két qud cd ban dudi dang tém tit sau:

1. Cdc diéu kién cin
a. Phudng trinh Euler:
F,=dF/dt, t, <t < t,
b. Diéu kién Legendre
(max) Fo.. € 0,t, £t <ty

(min) F,..

IV
=
-

A

o
A
g

c. Didu kién bién:
@ yity) =y,

(i) Néu y(t,) 14 c& dinh thi y(t,) = y, 14 da biét



134 Chuong Hl. Phép tinh bién phén va ing dung trong kinh t&

(iii) Néu t; 1a ¢& dinh thi t, 14 da bidt,

(iv) Néu t,, y, phai thoa man R(t,)) = y,, thi phuong trinh nay cho ta
mét didu kién.

d. Diéu kién hoanh:

() Neuy(t)latgdothi F, +G,=06t,

(i) Néu t,latwdothi F- yF,+G,=04t,

(iii) Néu t,, y, phdi thod man R (t,) = y,, thi:

F+F, R -y"+GR +G,=04d¢,

2. Thi du. Tudng tugng mét &6 4n nghién ciu va phat trién ma trong
d6 191 tite giam 461 véi vide chi tiéu nhanh.

Dat y(t) 1a ty 18 chi tiéu tién & thoi ky t va z (t) 13 hidu qua etia 46 4n
& thoi gian t. Gid sl chi phf nghién ctu y(t) lién h#& véi hidu qua caa db an
theo phudng trinh sau:

2(t) = y"¥(t) (2.151)
Téng cb géng ¢6 hidu qua doi hdi hoin thanh dd 4n 13 A:
z(0) =0, z(T) = A, {(2.152)

trong 46 T ky hiéu théi gian hoan thanh (duge x4c dinh).

Phan thudng 12 R khi d8 4n hoan thanh, t§ 18 chiét kh&u cta né la r.

Gia tri cua d6 an 6 thoi diém 0 (bay £id) 12 lgi nhuén trit di chi phi
phat trién:

e TR - f ey (t)dt 2.153)

Cuc dai (2.153), véi rang bude (2.151) va (2.152).

Dé biéu dién toan bd bai toan nay theo z va z', stt dung (2.151) dé loai
y; ta ¢6 thé vidt lai (2.153) nhu sau:

max e " R— f e[z (t)Pdt (2.154)
vl rang bude (2.152)

Vi z khéng xudt hién trong (2.154), phuong trinh Euler 1a:
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z(t) = ce™ | glai cung véi didu kién bién (2.152) va digu kién hoanh, vi
T ¢6 thé ty do.

Tich phén va sii dung diéu kién z(0) = 0 cho ta-

z(t) = ce™r - cfr | {2.158)
Bai toan nay doi héi rang:

2'(T) = ¢ RY¥ (2.166)
Ta cing cé:

ce'™ = (rR)2 (2.157)
Cuéi cung, dat z (T) = A trong (2.155) cho ta:

eT-Der=A (2.158)
giai (2.157) va (2.158) dé im hai hing s& chua bict ¢ va T-

c= (R - (A (2.159)

va
T=-r'In (1 - A@/R)¥) (2.160)
vi T>0nén déihdi rAZ<R (2.181)

Thé (2.159) va (2.160) vao (2.155) cho:

z(t) = [(R/n)'? - A} (e - 1), 0<t<T (2.162)
nhu 14 quy dao t6i uu ciia hidu qua nghién citu va phat trién R & D midn la
(2.161) duge thoa man. ’

Né&u (2.161) khong duge thod man thi dd 4n khéng dude thuc hién. T
{2.160), thoi ky phat trién t6i wu T thay déi truc tiép véi cf gang ddi héi A
va ngugc lai vdi phan thudng R; su phat trién ma da dang hon, phan thudng
16n hon s& thic ddy phat trién. K&t hop (2.162) va (2.151) cho ta quy dao
chi tiéu t61 wu. Néu (2.161) ding thi:

y{t} = [(tR)V2 - rA)? e 0<t<T

trong d6 T 14 di cho trong (2.160). Ngugc lai:

y(t) = 0, 0<t



136 Chuong Hl. Phép tinh bién phén va ing dung trong kinh té

F. CAC BAI TOAN CO RANG BUOC

0] phén trén ta d3 gip cac rang budc vai lan, mac du khong goi tén no
ra. Bat cit khi ndo mét bai toan c6 mét dudng cong cudi duge chi dinh hoac
mét dudng thang cudi thing ding hay ndm ngang cut, né dat mét rang
budc ma nghiém phai thoi man. Tuy nhién, nhiing rang bude nhu vay gan
hén vdi diém dau mut. Trong phan nay, ta quan tam téi nhing rang buéc
quy dinh téng quat dang diéu ciia cac bién trang thai. Mgt thi du don gian,
cac bién K va L cé thé xudt hién trong mé hinh nhu céc bién trang thai,
nhung rd rang cac dudng di theo thui gian eiia chiing khéng thé dude chon
déc 1ap véi nhau bdi vi K va L lién quan véi nhau bdi nhiing xem xét vé
cong nghé théng qua ham san xust. Nhu viy, md hinh phai c6 chd cho mot
rang budc ham san xuat. N6 cing c6 thé e6 moét rang bude gdn mét bién
trang thai véi dao ham theo thoi gian clia mét bidn khac, Thi du, mét md
hinh ¢6 thé chita cac bién trang thai nhu téc d6 lam phat ky vong = va tée
d6 lam phat thuc p. Tée d6 ky vong = chiu sy diéu chinh qua thdi gian, khi
né léch khéi mue thyc t& p. Su didu chinh téc do lam phat ky vong c6 thé mé
ta bang rang buge nhy da gip trude day.

dm

g SIP-m (0<j<1).

Trong khi mét rang bude nhu vay ¢6 thé, qua phép thay thé, bi loai
khoi mé hinh, né ciing c6 thé vin con va duge xi 1y dusi dang hién nhu mét
rang budc. Muyc nay giai thich didu 46 duge thuc hign nhu thé nao.

I. CAC KIEU CO BAN CUA CAC RANG BUGC CUA BAI TOAN TiNH BIEN PHAN

Muc nay s& gidi thiéu mét s& kidu cg bén ctia cac rang buje trong cac
bai todn t6i wu héa déng. Nhu trong cac bai toin t&i wu hoi tinh ¢6 rang
buge, phuong phap nhéan ti Lagrange déng mét vai trd quan trong trong
viéc giai quydt cdcbai toan t8i uu hoa déng cé rang bude.

1.1, Cac rang buéc dang phuong trinh dai s6

.
Cuc dai V:LF(t,yl,...,yn,yl',...,yn')dt (2.163)

v01 m rang buge doc 14p nhung tudng thich {m <n)
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g (t,y,,..,y,)=c,
(ClreesCm 12 cac hiing 56) (2.164)

gh (ty Ly, =c,
va cac diéu kién bién thich hgp.

m rang budc d6 la déc lap véi nhau khi tdn tai mét dinh thite Jacobian

khong suy bign c&p m déi v6i m trong n bién ma ta ¢6 thé gid thist d5 1a m
bién diu tién: .
ol m

J = A o = {0

= (2.165)
(mxm} a(Yl!"'lym)

Luu § ring, trong bai toan nay, s§ rang buge m phai nhé hon s§ bign
trang thai n. Néu khéng, véi (chang han) m = n, hé phudng trinh (2.164)
xac dinh duy nhat cac duang di y; (t), va khéng con bac ty do nao dé lua
chon té1 uu.

Gidng nhu phuang phap nhan ti Lagrange trong tai uu ho4 tinh, hay
gio ta xdy dung ham lay tich phan Lagrange, i#, bang cach thém thanh
phan cho ham 14y tich phéan ban diu F trong (2.163) nhu sau:

F=F4h (W), -g") + 1 h, (B, ~g™)

= F+Zij(t)(ci - g (2.166)

i=1
hoé tinh ham Lagrange nay, ¢6 hai khae biét c6 ban. Thi nhdt, trong bai
toén t& vu hoa tinh s& hang chita nhan ti Lagrange dugc cbng vao ham
muc tiéu ban dau, ¢on & bai toin t& wu hoa dong nay, cac sd hang chia
nhin tu Lagrange A, dudc eéng vao ham 14y tich phan F, cha khéng cong

Mac dit ciu tric cda né o ra trang véi cau tric sit dung trong t&i wu

vao phifm ham muc tiéu V = det. Thi hai, trong khuén khé hién tai, cac

nhin td Lagrange A, khéong 14 céac hing s6 ma 1A ham cfa t. D6 la vi mbi

rang budc g' trong (2.164) duge gia dinh 14 thod min tai moi thoi didm trong

[0, T], v& méi gis tri cfa t ¢6 thé cé tuong Ung mot gia tri cda nhan to

Lagrange X; gan véi biéu thic (c; - g, Dé nhéan manh sy kién 14 A, ¢6 thé

thay ddi theo t, ta viét A(t). Ham ldy tich phan Lagrange ¥ ¢6 cac d6i s&

khéng chi gém cac déi s6 thong thudng t, y;, va ¥; G=1,., n), ma con cac
nhintu A (1=1,..., m).
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Thay F bdi -7 trong phiém ham muc tiéu ta duge phiém ham méi:
"
@ = £ Fdt (2.167)

ma ta ¢6 thé cyc dai hoa nhu thé né 1a mét bai toan khéng rang buse. Néu
nhu céc rang budc trong (2.164) duge thoa man sao cho ¢, - g' = 0 véi moi 1,
thi gid tri ciia «F sé dong nhdt véi gia tri cda F va cuc tri ta do cta @ &
(2.167) s€ trung vdi cue tri ¢6 rang bude cia V § (2.163).

Bay gid ta giai bal to4n bién phan khong c¢é rang budc (2,167). Theo
cach thdng thudng da biét, cac bién trang thai phai thod man phuong trinh
Buler. D61 véi bat toan (2.167) ndy, nhan tit A,(t) 14 cic bién trang thai b
sung, cho nén déi khi phuong trinh Euler eén dude goi 1a phuong trinh
Euler- Lagrange.

Phuong trinh Euler-Lagrange lién quan d8i v6i cac bién y, 1a:

.-;cyj - c;lt r}'y; =0vdimoite [0, T],G=1, .. n),
{s¢ sanh va1 (2.27)} (2.168)
D31 véi cdc nhéan tit Lagrange, mét cach tuong tu, ta cé:
Fh, c;it Fy =0 véimoite [0, T] G=1,.,m) (2.169)

Tuy nhién, vi trong bidu thic ctia F khéng ¢6 mat cac A, ta cé Fr =
0 véi mot 1, nén m phudng trinh trong (2.169) rit gon thanh:
#);=0haycj-g =0 véimoit e [0,T] (2.169"
Néi cach khéc, diéu ndy cho thay I§i gidi cha bai toan (2.167) phai
thoa man cac rang budc (2.164).

1.1.1. Thu tuc thuc hanh gidi bai toan bién phdn co rang budc

Budc N&i dung cac budc
1 Ap dung phuang trinh Euler-Lagrange chi cho n bién trang théi y; nhu trong
(2.168),
2 Lay m rang budc nhu dang da cho ban d3u trong (2.164),
3 Gi&i n + m phudng trinh nay dé tim cae dudng di yit) va Aft).
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Diéu nay din dén n ph uong trinh vi phéan eap hai, cac nghiém y, thu
dudc sé chia 2n hing s& tuy y. Cic hang s6 nay c6 thé duge x4c dinh bdi cac
diéu kién bién d6} véi cée bign trang thai,

1.1.2. Thi dyu I: Hay tim dudng cong vdi khoang cach ngan nhét giita hai
diém da cho A = 0, yp, 20) va B=(T, Y1, Zr) Ndm trén mat 6(t, v, z) = 0.

Khoing cach gita cip diém da cho duge do bidng tich phan
5 2, g e N . R g g 172 - .
‘[7(1+y +z ) dt, tréng gidng nhu tich phin _[(1+y' ) dt do1 véi
khoang cach gita hai diém nim trong mét mit phing. Nhu vay, bai toan 13

2 o Yi2
Cuc tidu J;T(l +y? +z‘2) dt

vél rang buée o, v,2) =0

va ¥(0) = yo, ¥(T) = yr, 2(0) = 2y, 2(T) = 2,

Day 1a mét bai toan véi hai bign trang thai (n = 2) va mét rang budc
{m=1).
Trong buédc thi nhat, ta thist l&p ham lay tich phan Lagrange:
F=F+ 40 0 ¢) = F-At)
2 )1 2

= 1+ y 222} S a0t v.2)

Lay dao ham riéng cia phuong trinh nay 14n lugt theo V, z, ¥, 2'
ta dude:
_ 1 12 V2 1/2
Fy = MOy Fy = y+yte?)
5172
Fz = MO, Fp= 2Ly ezt
Céc dao ham nay dan téi hai phuong trinh Euler-Lagrange:
- Mt)o, ~ ;t [y'(I +y'2 +z'2)1!2} =0

—;\.(t)q)? _;t [Z'(]. +y12+zr‘2)1f2:' -0

Cing véi rang buge:
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ot y, ) =0
cho ta ba phudng trinh dé x4c dinh ba dudng di t&i vu ddi véi v, z va A
1.2. Cac rang budc dang phuong trinh vi phin

Béy g0 gid sit rdng bai toan la cuc dai hoa (2.163) vdi mét tap hgp m
rang budc doc lap va tuong thich (m < n) gdém céc phudng trinh vi phén:

g Y Y Yy e Y )=
(2.170)
gm(t:.Y19"'rYnsylls"wynr):cm
va céc diéu kién bién thich hgp.

Mac du ban chit cha cac phuong trinh rang bude da thay déi, vé can
ban ta van cé thé ap dung cung mot tha tue nhu truée day.

Ham lay tich phan Lagrange vin la:
F=F4h (e, —gh)+ 42, (e, —g™)

vA céc phudng trinh Euler-Lagrange d61 véi cac bién trang thai y; van
ch dang:

Fy, - ;t Fy; =0 v6imoite {0, T] (=1,..n).

Hon niia, c4c phuong trinh tuong tu déi véi cie nhan td Lagrange J,
lal mdt lan nita khéng 13 céi gt khac ngoai phat biéu lai céc rang bude di
cho. Do d6 ta ¢6 tdng eng n phuong trinh Euler-Lagrange d6i vdi cac bién
trang thai, cdng véi m rang bube dé x4c dinh n + m ducng di, y,(t) va Alt),
véi céic hang s8 tuy y dude xde dinh bang cac d¢iéu kién bién,
1.3. Cac rang buée dang bat ding thite

Khi cac rang bude duge dac trung bai cac bat dang thic, bai todn co
dang nhu sau:

T
Lamcgcdai V = LF(t,yI,.”,yn,yT',...,yn‘)dt

vd1 rang buéce
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gl(t‘rYI LR ] ynryl‘!--'s yn.)—{-cl

{(2.171)

g"(t,y, oY ¥ ¥y ) Sy,
va cac diéu kién bidn thich hgp

Vi cdc rang bude bat ding thae it chét ché hon nhidu so vdi csc rang
hude ding thite, khong ein quy dinh m < n. Ngay ¢4 néu sg rang budc ldn
hon s bién trang thai, cac rang bude bat déng thic g0p lai s& khéng x4c
dinh duy nhét cac quy dao y; va vi vay sé khéng loai b4 tit ca bae tu do khoi
bai toan Iya chon. Tuy nhién, cic rang bude bat ding thie phéi tuong thich
v61 vdi nhau, ciang nhu véi cae khia canh khéc cta bai toan.

DE gidi bai toan nay, ta ¢6 thé lai mét 14n nia viet ham 14y tich phan
Lagrange la:

F = F+ )Ll (t)(cl - gl) Rl lm (t)(cm - gm)
Trong khi cac phudng trinh Euler-Lagrange d6i v&i cac bién y;:

d e :
Fy, - &t Fyr =0 véimoite [0, T] 0=1,.n)

khéng khac véi truge day, cac phuong trinh tuong ng dé1 vii cac nhan tir
Lagrange phai duge cai bisn thich dang dé phan anh ban chit bat dang
thiic cia cac rang bude. D& dam bao ring tit ca cic s¢ hang L(t)(e, - g) triét
t1éu trong 16 giai (d8 cac gia tri 161 uu hoa cha ¥ va F bang nhau), ta ein
mdt mdi quan hé bu yéy gita nhan ti thit i va rang buge thit 1, d6i véi moi i
{mét tap hop m phudng trinh):

2i{t)e, —g")=0 vdimoit e [0T] G=1,.,m) (2.172)

M3si quan hé ba yéu nay dam bao ring:

(1) bat ¢t khi nao nhan ta Lagrange khac 0 thi rang budc thd i sé
thed méan nhu mét ding thiic chit, va:

{2) bat ¢it khi nao rang buge thi i 1a mét bat ding thic chit thi nhan
td Lagrange thiii sé 13 0. Chinh quan hé nay dung dé duy tri su dong nhat
glita gia tri 61 uu ehia ham 18y tich phén F va gia tri t8i uu ctia ham 15y tich
phan # trong (2. 166).
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14. Cac rang budc dang phuong trinh tich phédn (Bai toan
d.%mg chu)

Kiéu rang bude cudi ciing duge xem xét & day la rang budc dang
phuong trinh tich phén, chang han nhu:

I N
J;G(t, v,v)dt =k (k12 hing s8) (2.173)

Mét trong nhiing bai toan s6m nhét cd chiia mot rang bude nhu vay 1a
bai toan tim hinh e6 dién tich 16n nhat duge bao quanh bdi mét dudng cong
¢6 chidu dai da cho. Vi tat ca cac hinh chap nhan duge trong bai toan phai

¢6 cung mot chu vi, bai toan nay dude goi 1a bai todn dédng chu.

Tuy nhién, vé sau, tén goi nay duge md réng cho tit ca cic bai todn cb
chita cac rang bude tich phén, nghia la d61 véi bat ky bai toan dang téng quat:

4y
ClICdal V= ‘LF(t’$Y1:>--ayn$y1')”<)ynr)dt’ (2174)

v rang budc

T 1
G (5, Y, 0¥, ¥ ¥,y ddt=k,, (2.175)

T
J;Gm &y V¥ sy Ndt=k (2.176)

va cac didu kién bién thich hgp.

Trong bai toan vdi rang bude tich phan (d8ng chu), lai mét lan nita
khéng ciAn ddi hdi m < n, bdi vi ngay ¢a véi m = n, bac tu do chon t8i uu
khéng bi loai ba.

C6 hai dic trung phén biét bai toan ¢ rang bude tich phan (ddng chu)
v cac bal toan c6 rang bufe khace. Thi nhAt, rang budc trong (2.173) khong
han ché cic bién y tai m&i thdi di€m, ma chi b4t bude tich phan mét ham G
nio 46 cia ching dat mét gia tri cu thé, Do d6, theo nghia nao 46, rang
bude nay gian tiép hon. Mét dic trung khac 13 cae gia tri 131 gidi cua cée
nhan tit Lagrange Ai(t) d8u 1a nhiing hing s8, do d6 chung duge viét don
gian la A,
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De kiém chiitng ring cic nhan ti Lagrange qua thye la nhiing hiang s
trong 161 gial, ta hay xét trudng hop mot bién trang thai y va mot rang bude
tich phan don (m = n = 1). Dau tién, ta hiy dinh nghia mét ham I'(t) thda
man diéu kién:

Glyy)-1"t)=0 (2.177)
va ta thay hé thue thu duge nay tun theo cau triic 16ng quat clia rang buéc
vl phén g(ty,y) = ¢, véi g = G - I" va ¢ = 0. Nhu viy, ta da dua rang budc
dang tich phén (2.176) vé rang buéc dang vi phan. Nhd thé ta cé thé su
dung cach tiép can di thao luan trudc day dé giai bai toan,

Trude hét, ta vidt ham Lagrange:

F = F(t,y,y)+ MO0 - G(t,y,5)+ T"(t)] (2.178)
= I'(t,y,y" ) - A()G(t, v,y )+ ML) (1))

(Ta ky hiéu ham 14y tich phin Lagrange cu thé nay 1a F chi khong
phéi 7, bdi vi né chi 1a mét bidu thic trung gian ma sau nay sé dugde thay
bing mot haim Lagrange ddn gian hon). Khae véi cac biéu thite F gap trude
ddy, ta nhan xét ring F c6 chita mot bién phu thém T - médc di I tham gia
vao Fchi ¢ dang dac ham clia né ['(t). Bién phu thém nay déng vai tro nhu
mot bién trang théi, cing phal thod min phudng trinh Euler-Lagrange.
Viét phuong trinh Euler cho F ta dude hai diéu kién sau:

F, - ;t F, =0 véi moi t € [0, T] (2.179)
fi —;t =0 viimeite[0,T]  (2180)

Vi bidu thitc F khéng chita T, va vi . =A(t), ta thiy ring (2.180)
rut gon vé didu kién
= ;t AMty=0 = A{t) = hing 58 (2.180%
Diéu nay khing dinh ¥ kién trudc ddy clia ching ta vé tinh chat hing
s0 cfia A, T d6, ta cé thé vist nhan ti Lagrange ciia bai ton véi rang buéc
tich phéan (dang chu) don gidn la A.

Vdi nhan ti Lagrange A hang s6, phuong trinh Euler-Lagrange
{2.179) c6 dang dic biét la:
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(F, - my)—g{m\.. ~3G,) =0 (2.181)

Ta thdy ngay rang sé thu dude phuong trinh (2.181) nay khi viét
phuong trinh Euler- Lagrange cho ham F duéi day, goi 1a ham Lagrange
cai bién (khéng ¢6 s6 hang I(1)):

F=Ftyy) -2 G, y.y) (A lahingss) (2.182)

Chi ¥ ring ham . thu dude tit F sau khi bé di thanh phén I”. Viae
dung ham F va F déu cung dua dén didu kién (2.181) @& tim v 51 1, Do d6

trong thyc hanh giai bai toan ta chi ¢An dung ham Lagrange cai bién 7.

Thi tyc trén c6 thé d& dang téng quat hoa cho trudng hgp n bién
trang thai, m rang bude tich phan. Trong truong hdp nay, ham Lagrange
cai bién la:

FEF -G+ L+ 1,6 (cace A 1a hiing s6) (2.183)

Thi du 2: Hay tim duong cong AB, di qua hai diém da cho A = (0,y,)
va B = (T,yr) trong mat phing ty, va c6 chiu dai k cho trude, lam ecye dai
dién tich dudi dudng cong.

¥

Hinh 2.13

Bai toan nay, nhu minh hoa trong Hinh 2.13, la:

T
Cuc dai V= L ydt
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. ;T 1/
véi rang bude J; (1+y'2) “dt = k

va ¥(0) = y, y(T) =y

Dé bai toan nay cé loi giai ta gia thiét k > L, trong do L 1a chleu daj
cua doan thing AB.

Dé tim difu kién cAn 461 véi 13 giai, dau tién ta viét ham 14y tich
phin Lagrange (2.182):

F=y-M1+v2]"" (12 hiing s8) (2.184)

Vi ham nay khéng chita t nhu mét d&i & mét cach tuong minh. Nhu
dé biét, trudng hgp nay phuong trinh Euler-Lagrange dua dén diéu kién:
F -V Fy =c; (c; 1a hing s6 tuy ¥) (2.185)

Vigy = - ky'(l + y'2)_”2, {2.185) cho ta:
y-AlL+y? P eayt ey} o, (2.185"

Ta gidi phuong trinh nay déi véi y'. Hoén vi cde 80 hang va don gian
ho4, ta c6 thé viét:

Binh phuong ca hai v&, sau d6 tri ea hai v& cho 1, ta duge:

7\’2._ -c 2
y.z - (y-c¢;y)

(y—¢)*
Can béc hai cfia biéu thidc nay cho ta bidu thde sau cua y' theo A, y
va ¢
LAV =y -c)?
yo=
Y-
Tuy nhién, vi ¥’ = dy/dt, két qua cudi ciing ¢6 thé vist mdt cach khac
la:

y__

—-——————dy dt (2.185"
\/ -(y—¢,)*

1C- TUHD
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Day 1a mét phuong trinh vi phan phi tuyén vdi céc bién tiach duge, co
thé giai bing cach 14y tich phan hai v&,

Tich phan cta dt, biéu thitc ¢ v& phai trong (2.185™), don gian la t +
hing s8. Va tich phin ctia biéu thic § v& trai la — YA ~ (v —¢,)* + hiing 6.
Nhu vay, bing cach dat hai tich phan bing nhau, két hgp chung hai hing
s0 tich phan vao mét ky hiéu, -¢,, binh phuong c hai v& va sép x&p lai, cudi
ciung ta thu dude nghiém téng quat

G -c )P +{t—c,) =22 | (2.186)

Vi déy la phuong trinh déi véi mét ho dudng tron, véi tAm (c,, ¢,) va
bén kinh A, dudng cong phai tim AB phai la cung cta mét dudng tron, Cac
gia tri cu thé cta c,, ¢, va A 6 thé xdc dinh tit cac didu kién bién va phuong
irinh rang buge.

Il. UNG DUNG CUA BAI TOAN TiNH BIEN PHAN CO RANG BUOC VAQ KINH TE

Trong khi phuong phap nhin tit Lagrange cé thé déng mot vai tré
trung tdm trong cac bai todn ¢6 rang bude, dic biét 14 trong cac bai toan véi
cdc ham téng quat, cé thé, va d6i khi con don gian hon, giai quyét cac bai
toan cd rang budc bing phép thé hoic khit cic bidn. Thuc 18, hAu hét cdc md
hinh kinh t& da théo luan trude diy chia cac rang budc, va trong qué trinh
gidi ta di thay thé d€ dua cac bién nhat dinh ra ngoai. Trong muc nay, ta sé
xem x¢ét la1 m6 hinh Ramsey va md hinh ldua chon gita lam phat that
nghiép, dé minh hoa phutdng phap nhan tit Lagrange. Cac két qua tit nhién
s& tring hop bat ké sit dung phudng phap nae.

2.1. M6 hinh Ramsey

O m6 hinh Ramsey d# trinh bay trude, ham dudi ddu tich phan trong
phi€m ham muec tiéu 1a;

F=B-UC) +DL),c6diy C=Q(KL)-K.

Trude day bing cich thay C bing biéu thic chita K, L ¢lia né, ham F
dude coi 1a chi chiia hai bién, K va L.

Bay gig, dé chi ra phuong phap nhén ti Lagrange c¢6 thé duge ap
dung nhu thé nao, ta hiy coi C nhu mét bién ngang hang vdi K va L va
rang bude;



T6I UU HOA BONG TRONG PHAN TiCH KINH TE 147

gC. LK K)=QK,L)-K-C=0.

Véi cach nhin nhan nhu thé bai to4n c6 thé dit dudi dang bai toin ¢o6
rang bude:

Cue dai EB ~U(C) + D(L)]ds (2.187.1)
véirang buge QK,L)-K' -C=0 (2.187.2)
va cic diu kién bién (2.187.3)

Ham Lagrange cho bai toan nay la:
F=B-UCHDL)+4[- QKL+ K +C] (2.188)

Vi by gid ta c¢6 ba bién (C, L, K) v mét nhan ti Lagrange 2 (khéng
phai 1a hing s6), nén phai c6 ca thay bon phuong trinh Euler-Lagrange:

(;(__% Fo = VO +A=-M+1=0 = r=M (2.189)

Fi- % Fu=D'(L) - AQL=D(L) -MQ,, =0 (theo (2.189)) (2.190)

d d dM

Fr -— Fx = M- —r =-MQy - T2 =0 (theo (2. 91
Fx at Fr Qx m Qx - it (theo (2.189)) (2.191)
7 L Fr= QKL+ K +C=0 (2.192)

dt

biéu kién (2.189) cho ta thay ring nhén ti Lagrange A bing M - ky
hidu ta st dung dsi véi lgi fch bién cda tidu ding. Didu kign (2.190) trung
vt (2.127). Tuong ty, (2.191) mang cing théng tin nhu (2.190). Cubi cing,
(2.192) chi phat biéu lai rang budc. Nhu vay, phucng phap nhan ti
Lagrange sé mang lai ciing mdt ké&t luén nhu trude day.

2.2. M6 hinh Iya chon gitva lam phat va that nghiép

Mo hinh lua chon giiia lam phap va that nghiép da trinh bav trude bay
gio sé dudce trinh bay lai nhu mét bai toan vdi hai rang budc. Su xuat
hién thém hai rang bude lam cho qua trinh giai phiic tap hon.

Mgt cach don gian, ta s& st dung ky higu y dé biéu thi (Y — Yo (45
léch cua thu nhap quéc dan hién tal Y so véi mic toan dung nhén céng Y,
ctia né). Khi d6 ham 14y tich phan F — ham t&n that — c6 thé dugc vidt 1a:
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A=y +op? (> 0)

Quan hé Philips duge b8 sung thém cac ky vong va phudng trinh diéu
chinh ky vong, ma trude diy duge st dung dé dua y va p ra ngoai, giit lai
bign =, bay gid s& duge chdp nhan nhu hai rang budc:

glit,y,pra)=Py+p-n="0
gty pnm) =ip-m -7 =0

Nhu vay, bai toan co thé dat lai dudi dang ¢ hai rang bude, mét cho
bi phuong trinh dai s8, v mét cho bdi phudng trinh vi phan.

Cuc dai Jj‘(y2 +ap?)e Pt (2.193.1)
vilirang bude By+p-n=0 (2.193.2)

jp-m)-7'=0 (2.193.3)
va cac didu kién bién (2.193.4)

Ham Lagrange cua bai toan la:
F =(y® +ap®)e " + A, (-By —p+ M +hy(-jp+jn+n)  (2.194)

véi ba bién y, p va n va hai nhan td Lagrange (khong rang budc) A, va Ag.

Cac phuong trinh Euler-Lagrange la;

(?_'y - .,[;1_'; (?:v. = 2}re_pt' -Bll =0 (2195)
d _ —pt .
r}"p - a{ (?p' - 2{1pe P _}Ll _']7\.2 = O (2'196)
d . d
. r‘?ﬂ-a_t (?ﬂlz ?qu_J)Lz—d—t-lz -_—0 (2197)
d _ _
., I Frr = By-p+n=0 (2.198)
d i -
T, I Ty, =dptin+tn =0 {2.199)

Cé thé gidi ddng thdi cic phudng trinh nay nhu sau. Dau tién, giai
(2.198) 441 véi y, th& k&t qua vao (2.195), va gidi déi véi &, dé thu duge:
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A, =B%(n—p)e_°" (2.200)

Tiép theo, gidi (2.199) theo p:

p=m+ 1n (2.201)
]

Thé (2.201) vao (2.200) ta khit duge m va p trong bidu thitc Ay
B
Sau dé thé ca (2.201) va (2.202) vao {(2.196) va giai d&1 véi A, ta thu
duge (sau khi don gidn hod):

Ay (2.202)

2
e [&ﬂleJ 2.209
J )

Két qua nay kéo theo dao ham toan phén:
2 2
El&:—p{g?_'n.,._z(_l—rg'__),n':[e_pt +[:_2.gn1+2(1+{1|3 )nll]e—m

dt 2-2 2.2
J B; 2 J 2 B (2.204)
_ g 2R, oB%i-p(l+ap?) , (+op )n..]e-pt
) B2 %

Cuéi ciing ta thé cac bidu thic cia A, A, v& diz/dt ti ba phueng trinh
cudi ciing vao (2.197). Sau khi két hgp va uéc lugng cac s6 hang ta thu dudc
két qua rat don gidn:

2. .
8 Ch (2.205)
1+ap

Két qua nay ding 1a sy trinh bay ngén gon céc difu kién ti (2.195)
dén (2.199).

Vi (2.205) d6ng nhat véi két qua trude day (2.46), ta mét 1An nita kidm
tra dugc 12 phudng phap nhan ti Lagrange din dén cing mot két luan nhu
trude. Tuy nhién, 1&n nay phuong phap nhan tit Lagrange déi héi nhidu
tinh todn hon. Do d6 ta thay ring d6i khi cach khi bign so cdp cb thé duge
vigc hon. Trong trudng hop viée khit bién khong lam duge (thi du, trong cac
ham tdng quat), phuong phéap nhan ti Lagrange cho thdy sitc manh ctia né
rd rét nhat,
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2.3. Kinh t& hoc vé cac tai nguyén cé thé can kiét - Mé hinh
Hotelling vé khai thac t&i wu trén giac d§ xa hoi

(uay lai mé hinh ciia Hotelhng di trinh bay d chudng I dé lam thi du.
Bai toan tim qua trinh khai thac Q(t) nhu sau:

Cuc dai V= f N(Qye ™ dt (2.206)

Véi rang bude det =8, (2.207)

R& rang, day 1a méi bai toan dang chu. Béi vi gia thlet ham gia tri xa

hét rong bi chan trén 14 cé 1y, nén tich phan suy réng trong phlem ham mue
tiéu phai héi tu.

Ham Lagrange la:
F=N(Qe™ -2Q  (11ahing sd) (2.208)
Do ham ldy tich phin 7 khéng chita dac ham cla Q: cuc tri thu duge
tit phuong trinh Euler- Lagrange c6 thé khéng hgp véi cac diém d4u mit da
cho. Tuy nhién, néu khéng c6 diém diu mat quy dinh cing nio thi ta van cé

thé ap dung phudng trinh Euler- Lagrange bdi vi F¢ = 0 nén trong trudng
hop hién tai no rit gon vé diéu kién . "Fo = 0, hay:

N'({@Qe™ -1 =0 (2.209)
Ap dung cbng thie 18y vi phan cho N(Q) ta duge:
[PQ) - C@)e™ -2 =0 (2.209)

Y nghia kinh t& cia didu kién nay trd nén dé gidi thich khi ta nhe lai
rdng, déi vdi mgt bai todn déng chu, nhén tir Lagrange A la mét hing s6.
Doc theo qud trink khai thée t6i uu, gid tri P(Q) - C'(Q) gdn vdi thoi didm
bat ky phdi c6 gid tri quy doi vé hién tai déng nhdt bing A, & day p déng vai
tro ty sudt chiét khéu. Béng cdch sdp xép lai cde s6" hang chit i, ta c6 thé
gidi thich diéu kién nay nhu doi héi rang P(Q) - C (Q) tdng vdi tée dé p:

| P ~C(Q) = Ae™ (16} wu xG hoi) (2.209")

T phudng trinh cusi cung, cling rd ring rang A c6 y nghia cua “gi4 tri
tai t = 0 cia P(Q)-C(Q).” N&u ham P(Q) va C(Q) 12 cac ham cu thé, ta cé
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thé gidi (2.209") d€ tim Q biéu di&n theo A va t, ching han Q(A,t). Ham nay,
khi thé vao rang bude trong (2.207), tao diéu kién cho ta gidi d&i véi A.

2.3.1. Canh tranh thuan tuy so sanh véi véi dée quyén

M6t két luan chinh dude rat ra tit mé hinh cua Hotelling 1a canh
tranh thuén tuy cé thé mang lai con dudng khai théc truang vl con duong
to1 uu xa hoi, con mot cong ty doc quyén sé chép thuin mét con dudng khai
thac bao tén han, nhung gin t& wu xa héi. Bay gid ta sé x6t luan diém nay
ctia 6ng.

Dé don gian, gid st ring ¢6 n cong ty trong diu kién canh tranh
thudn tuy. Céng ty thit i khai thac véi miic Q ti tong dy trit S, dudi su
kiém soat d biét. Bai toan caa edng ty la cyc dai hoa téng loi nhuan dude
chiét khdu qua thoi gian, véi gia san phiam da cho 14 P,;

Cuc dai J:[POQi ~C@ple™ dt  (2.210.1)

véirangbuge  [Q, dt =S, (2.210.2)
Ham Lagrange trong trudng hop nay la:

F = [PyQ; - Ci(Qle™ -2Q,
Tit phuong trinh Euler-Lagrange cho ta:

[P, - C(Qle™-1=0
hay:

P, - C;'(Q;) = he™ (cénh tranh thudn tuy) (2.211)

Diéu kién phu hdp t8t véi difu kién t81 wu cho x& héi (2.2097), & chd né
cang doi hoi khodng cach giita gia ctia tdi nguyén c6 thé can kidt véi chi phi
bién khai thic né phai tdng theo ham mu véi tée db p.

Trai lai, bai toan cite dai hod lgi nhuan déc quyén la:

Cue dai _I;"[RQ - C@Q)e™ dt (2.211.1)

véi rang buge J:Q dt = S, (2.211.2)

Bay gid ham Lagrange la:



152 Chuong Il. Phép tinh bién phén va ing dung trong kinh té€

F=[RQ- C(@]e™ -2Q
Phuong trinh Euler-Lagrange dan téi diéu kién:
R(@-C@Q)=%re™ (d5c quyén) (2.212)
Diéu kién nay khéc véi quy tdc khai thac t6i wu cho xa héi. O day,
hiéu sd giita doanh thu bign (chit khéng phai gia ¢d) va chi phi bién tang
theo toc dd p, vai A bay gid 1a gia tri ban ddu cha hiéu s6 nay.
2.3.2. Céng ty déc quyén va su bdo tén

Tuy nhién, tit mé hinh cta Hotelling khong chi dua dén két luan ring
sdn xufit ddc quyén mét tai nguyén c6 thé can kiét 1a gin t6i vy, ma cén cho
rdng n6 chéch rd rét vé phia chi nghia béo tdn mét cach qua mue. Y kién
nay ding dén mdc nao? CAu tra 18i 14: Khong phai bao gid cling thé, chi tuy
theo nhiing hoan canh nhat dinh. Vdn d& nay da duge nhifu ngudi nghién
ctu, sif dung céc gid thist khac nhau. Su khéc nhau trong cic gia thidt din
dén nhitng két luan khac nhau. Thi du, Stiglitz 44 chi ra ring néu dd co
gifin cla cAu tang theo thai gian (véi st kham pha ra nhitng sdn phdm thay
thé), hoic néu chi phi khai thac 12 hing ¢6 trén mét don vi khai thac nhung
gidm theo thdi gian (vdi céng nghé tdt hon), thi céng ty doc quyén cé
khuynh hudng bdo tén méi trudng hon so véi tinh trang toi wu xa héi.
Nhung c6 két luan nguge lai trong cac nghién cttu ctia Lewis, Mathews va
Burness, véi gia thiét rang chi phi khai thac khéng ddi theo mce khai thac
(chi phi von, phi thué mua, v.v... ciin ban 14 nhitng chi phi ¢§ dinh), va ring
db co gidn cla cAu tang theo tiéu dung (gia.dd thap c6 thé thu hit nhidu
ngudi chuyén sang s dung nhitng sdn phim thay thé).

Trong mét mé hinh con cha Stiglitz, céng. ty ddc quyén ¢6 ham
cdu ngude:

P = o(t)Q** 0 <o <)

. Dé co gian cua cdu 1/(1 - o). Chi phi trén mét don vi khai thac 13 hing
s0 tai mot thdi gian cho trude bat ky, nhung ¢6 thé giam qua théi gian:
C=1Q @ <0) (2.213)
Nhu vay, 1gi nhuan la:

PQ - C=0)Q" -o(1)Q
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va bai toan t61 wu déng clia cbng ty dbc quyén la-

Cuc dai [lomes - sw@ie™ &6 @214.1)

vdl rang bude fQ dt = 8, (2.214.2)

Mét-khéc, m§ hinh Lewis-Mathews-Burness si dung ham ciu nguge
P(Q) ditng, mic dit 46 co gian ctia ciu dudc gid dinh 1 ting theo tiéu dung.
Vi chi phi khai thac duge gia dinh 14 mdt khoan chi phi ¢6 dinh ¢= @), bai
toan cia cong ty déc quyén la:

Cucdai f{P(Q)Q- dle ™ dt - (2.215.1)

Vi rang buse fQ dt =8, (2.215.2)

Co6 thé 4p dung phuong trinh Euler-Lagrange cho méi mdt trong hai
bai todn nay theo cach thitc tuong tu nhu d6i véi ma hinh Hotelling. T qua
trinh d6, ta cé thé suy dién ra tac d6 tang t8i uu cla Q d6i vdi cong ty doc
quyén. So sanh téc d d6 véi tae d9 téng x4c dinh bdi ti uu xa héi sé cho
thdy cong ty déc quyén bio tdn mé; trudng qua mitc hay 1a chua @i Tuy
rhién, thay vi phan tich bai toin (2.214) va (2.215) mbt cach riéng ré, ta sé
lam viée véi mét dang tng quat hon g0p lam mét nhiing xem xét c6 trong
(2.214) va (2.215).

Cho ham c&u va ham chi phi duge bidu thi dugi dang:

Q =e® D(P) [D'(P) < 0] (2.218)
C=C@Q,t) (Cq20,C <0) (2.217)

Chung ta sé sl dung ky hiéu MR = R(Q) va MC = C(Q), va ky hieu ry
= (dx/dt)/x d6i véi t8c d6 tang cla bidn x bat ky.

Digu kién t& wu x3 héi rit ra tir phuong trinh Euler-Lagrange
(2.209”) doi hdi rang I'emey = p. S dung edng thite quen thudc déi véi toe do
tdng ctta mét hidu, ta ¢6 thé viat lai 1a:

o Tp — Me e = p
P-MC P-MC
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MC}+MC (2.218)

p = F{l“ P p Tnve

Ta ¢6 thé chuyén rp nay thanh rg tudng (ng bang cich sit dung sy
kién 1a ry, lien hé v&1 rp qua 4§ co gifin cla cAu e < 0, hay gia tri tuyét dal
ciia né, E = ¢, nhu sau:

ro =g-Erp (2.219)

The (2.218) vao (2.219), ta tim dude tée d6 tang td1 vu xa hol cua Q, ky
hiéu bdi ry, (s d€ chi t&i uu xi hoi), ta:
MC} MC

(p(.l P + P

L'\

Biéu thite tudng ng déi véi rq, (m dé chi d6c quyén ) ¢6 thé rat ra

ro, = g- b rmc] (tdl vu xa hoi) (2.220)

bing mét thi tue tudng tu. Digu kién rypmme = p, €6 thé dugc viét lai la:
MR MC

MR - MC ™M T MR - Mc ™M TP
T dé:
MC MC
=p|ll- . 2.221
MR p[ MR} " MR ™M 2221)
Tuy nhién, vi MR va P quan hé véi nhau bdi phudng trinh:
MR = P[l - ;‘] (2.222)
T (2.222), ta c6 thé rut ra mot bidu thite khac déi véi ryy , cu thé 1a:
1 dMR 1 1ydP P dE
B2 aR oar  PA-1UB|UTE)dt T E? at
: (2.223)
_dP/dt 1 dE/dt 1

P Ta-UBE E  VTE-1Y
Dt (2.221) bang (2.223) va giai dé tim T, va sau d6 th& vao (2.219), ta
duoe tée do ting cna Q trong diéu kién dfc quyén:
[ [ . MC] MC 1

g, =&~ Etp MR MR™ TE_1 rE} (d6c quyén) (2.224)
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So sanh (2.224) va (2.220) ta thdy ring c6 thé xay ra trudng hop:
g, =Tg, =8-Epnéu  MC=ry. =r, =0 (2.225)

Tinh huéng MC = 0 xay ra khi viéc khai thac khong cAn chi phi. D&
vOl rye = 0, chi phf bién khai thac phii khong dai theo thai gian {Ciq=0
trong (2.217)}. Diéu kién rg = 0 thod min khi d6 co gidn ctia céu la hing s&
theo thoi gian. Tap hep cac didu kién nay - ciing duge Stiglitz xem xét - 1a
rat chiit, nhung néu ching thoa man thi céng ty ddc quydn sé theo dding con
duong khai thac nhu trudng hop t81 vu xa hét ma khéng thé nio 1a bao tén
mdéi truong qua mie. Luu ¥ ring s8 hang -Ep 1a 4m va kéo theo su glam Q
theo thar gian, néu khong dude bu lai bdi mét gia tri duong dua 1én cua g.
Néu cau déi véi tai nguyén cé thé can kiét 1a ding (g = 0), hodc dich chuvén
xudng theo thoi gian (g < 0) do chng han kham pha ra nhiing san pham
thay thé, thi ry, phai &m.

Q

\ Quy dao vdi rg nho hon

Hinh 2.14

Tuy nhién, mét k&t cuc khac xay ra khi e6 mét MC dudng, bat bién
theo ddu ra (MC = k > 0) ciing nhu bat bién theo thai gian (ry. = 0). Van
ti€p tuc gia thiét ring ry = 0, ta tim dudc:

k \ k
o, TE7 E{p(l _Fﬂ va . rg =g- E{P(l - ﬁﬂ (2.226)
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Vi P > MR, suy ra k/P nhé hon /MR, do dé rq. < rq, tai mdc bt ky
cua Q. Té1 wu hoé xa hdi va edng ty doc quyén bay gid theo cac dudng di Q(t)
khac nhau. Tuy nhién, nhé lai ring ca hat dudng &i phai 6 clng téng dién
tich dudi dudng cong, cu thé 14 S,. Dé thoa man rang budc niy, dudng di
Q(t) cia cbng ty ddc quyén véi gia tri rq lén hon (thi du -0,03 so véi -0,05)
phai duge dde trung bing d6 déc 4m it hon, nhu minh hoa bdi dudng lién
nét trong Hinh 2.14. Vi mét dudng cong nhu vay din dén mtte khai thac méi
ddu thap hor va mic khai thac v& sau cao hon so véi dudng ditt nét, trong
truong hop hién tai, céng ty doc quyén thye sy td ra 1a mét ngudi bao vé
mdi trudng so véi té1 uu hoa xa héoi. O day chiing ta da dat duge cing mét
két ludn nhu Stiglitz, mac du gia thidt khac nhau.

Tuy nhién, ciing ¢6 thé gap trudng hdp nguge lai, trong dé cong ty doe
quyén ¢6 khuynh -huéng tién hanh khai thac qua sém. Lai gid dinh ring MC
= 1y = 0. Nhung cho d§ co gidn E ctia cdu thay d8i theo t8c d khai thac Q.
Cy thé han, gid st EXQ) > ¢ — mbt trudng hgp ma Lewis, Matthews va
Burness xem xét. Khi d6, khi @ thay déi theo thoi gian, E phai thay d8i
theo, cho da E tu né khéng phai la ham cilla t. Véi cac gia thiét nay, bay gid
ta ¢6 téc 4o tang khac 0 cua E:

_dE/dt _E(Q)(dQ/dt) E(Q)Q
®*"E T E E W

Trong phuong trinh nay, 18y r 14 r o, va th& (2.227) vao (2.224), ta

dugc:

(2.227)

E(Q)Q
r, =g-Bp+—r, .
T, TETERTTETG,
Nhém cde 58 hang va giai 461 véi rq,, cudi cung ta dudc:
g-Ep

T TR @QQAE-T) 2228

hén trai vdi:
| to, =g-Ep (X (6.60) véiMC=xr_=0)

Gia st rdng g - Ep < 0. Khi d6 d& dang chi ra Yom < Ig,- V&, theo Hinh
2.14, cbng ty déc quyén trong trudng hap nay lai chéng bio tdn moi trudng.
Ta ¢6 thé thiy ring, miu s§ trong (2.228) 1a mot phén s6 duong khi
dMR/dQ < 0. Nhung doanh thu bién gidm néi chung 1a mét tinh chit duge
thita nhén cia tinh hudhg dée quyén. Do d6, ta c6 thé thdy tit phéan tich
hién tai rang dgc quyén khong thé nao déng nghia véi chia nghia bao ton.
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CHUONG IlI

PIEU KHIEN TO1 UU va
(NG DUNG TRONG KINH TE

A. PIEU KHIEN TOI UU: NGUYEN LY CUC PAI

Phép tinh bién phén 14 phuong phép ¢6 dién dé giai quyst cée bai toan
t61 yu dong. N6 doi héi tinh kha vi caa cac ham dua vao bai toan, hon nita
né doi hoi nghiém cda bai toan phai 1a diém trong. O chudng nay, ta sé
trinh bay phuong phap méi cho phép giai bai todn téi uu hod déng v
nhitng didu kién rong rai hon, Trong ly thuyét nay bai toan té1 wu hoé déng
duge dat ra dusi dang bai toan didu khién t&i wu, § ddy ¢ mét s8 bién duge

dung lam cdng cu t8i ttu hoa goi 13 bién diéu khién.

Khéng giéng nhu phép tinh bién phan nhim tim ra dusng di té1 uvu
cho trang thai y, muc dich hang ddu cta ly thuyét diéu khién t&i uu la xac
dinh dudng di t6i uu cho bién didu khién, u. TAt nhién, moét khi da tim thay
dudng di diéu khién 81 wu, u*(t), ching ta s& tim thiy dudng trang thai t6i
uu, y*(t), tudng ing. Trén thuc t& cic dudng dé thuong dude tim ra trong
cling mét qué trinh. Nhung su ¢6 mét cia bién didu khién & vi trf trung tam

lam thay d6i dinh hudng co ban clia bai toan téi vu dong..

C6 hai cdu héi duge &at ra. (1) Cai gi 1am cho mdt bién tré thanh bién
didu khién? (2) N6 duge dua vio bai toan t6i vu déng nhu thé nao? D& tra
13i hai cau hoéi nay, ching ta hiy xem mgt minh hoa kinh t& don gian. Gia
sti mét nén kinh t& ¢6 mot trit lugng hitu han 8 mdt tai nguyén ¢6 thé can
kiét (nhu than hofc ddu), nhu trong mé hinh Hotelling, vé1 S(0) = S,. Vi ta1
nguyén nay dang bi khai thac (va si dung), nén trd lugng tai nguyén nay sé
bi giam theo cong thic sau:
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% = _K(t), & day E(t) biéu thi tdc do khai thac tai nguyén & thoi

diém t.

Bién E(t) duge coi nhu mét bién diéu khién bdi vi né cb hai tinh chit
sau. Thii nhat, né 13 bién ma ching ta c6 thé lua chon tu do theo ¥ minh.
Thi hai, viée chon bién E(t) etia chiing ta ¢é anh hudng dén bién S(t), bién
bidu thi trang thai cla ngudn tai nguyén & thoi diém bat ky. Do d6, bién
E(t) gidhg nhu banh 14i ma ching ta c¢6 thé dang d& “14i” bién trang thai
S(t) d&n céc vi trf khac nhau ¢ thai diém t bt ky theo phuong trinh vi phin
dS/dt = -E(t). Nhd 14i mdt cach khén ngoan cia bién diéu khién nay, ching
ta c6 thé lam t81 uu mot tiéu chuén thuc hién nio dé duge biéu thi bang
phiém ham muc tiéu. Chéng han, ching ta c¢6 thé cho ring x& hot mudn téi
da hoa tdng lgi ich nhan dude tit viée sit dung ngudn 14l nguyén trong mot
khoang thdi gian cho trude |0, T). N&u trit lugng cudi 1a tu do (khéng bi giéi
han), bii to4n t61 uu hoa déng ¢6 thé ¢6 dang nhu sau:

T
Lam cye dai ]‘U(E)e-Ptdt
Qa

v§1 rang budc % = -E(t)

va S5 =8, S(Mtudo (8, T chotrude)

O mé hinh nay, chi c6 bién diéu khién E duge dua vao trong phiém
ham muc tiéu. Téng quat hon, phi€m ham muc tidu ¢ thé phu thudc vao
(cac) bién trang thai ciing nhu (cac) bién diéu khién. Thi du nay, bién trang
thai S chi phu thude vao biér didu khién E, nhung néi chung bién trang
thai e6 thé bi anh hudng bdi (cac) bién trang thai khac va cac bién diéu
khién, ciing nhv ca bién t.

Véi nén moéng nay, bay gid ching ta bude vao thao luan vé phudng
phap diéu khién t81 wu.

|. BAI TOAN DON GIAN NHAT CUA BIEU KHIEN TOI WU

Dé don gian, ddu tién ching ta xét bai toan chi c6 mét bién trang thai
y v mot bidn didu khién u. Nhu dd goi § & trén, bién diéu khién 13 mét cong
cu cho phép chiing ta tae déng 1&n bién trang thai. Nhu vay, bit ¢t dudng di
diéu khién u(t) nao duge chon ciing s& kéo theo mét dudng trang thai y(t)
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gin véi né. Nhiém vu cda ching ta 1a chon ra dudng didu khién chip nhan
duge u*(t), cung v61 duodng trang thai chap nhan dudge y*(t) gdn vdi né, lam
t61 vu phi€m ham mue tiéu trén mot khoang thai gian cho truge [0, T).

Duing

c:.\ Pudng didu

1 -

d h

| b khién A

|
\_

+_______

trang thai

TR Yo

:,
£
3
-
o
~3

(a) by

Hinh 3.1
1.1. Nhitng nét dic biét ctia cac bai toan didu khién t5i vu

Diéu dang chd ¥ ctia 1y thuyét didu khién 51 wu 14 dé chép nhan, quy
dao (dudng diéu khién) chi cin lién tuc ting khiic. Piéu nay c6 nghia ia né
duge phép c6 nhiing bude nhay, nhu dude minh hoa trong Hinh. 3.1a, mic
da khéng chdp nhan bude nhiy v6 han. Mét minh hoa cho sy didu khién
ién tuc ting khic trong dot sdnhg hang ngay 1a viée bat tat cong tic dién.

Moé1 khi chiing ta bat (u = 1) va tit (u = 0), dudng di didu khidn lai trai qua
mot buiGe nhay.

Mit khace, dudng trang thai y(t) phai lién tuc trén toan bd khoang
thai gian [0, T]. Nhung, nhu minh hoa trong Hinh 3.1b, né c¢6 thé cé mot sd
hitu han cac diém nhon hoac cac gée. Diéu dé c6 nghia 13, 48 14 chip nhin
dude, mdt dusng di trang thai chi cin khi vi ting khiac. Chi ¢ rang méi
diém nhon trén dudng di trang thai déu xay ra 6 thdi diém duong diéu
khién thuc hién mét bude nhay. Ly do cla su tring khép thdi diém nay nim
6 thu tuc-tim nghiém cta bai toan. Mot khi ching ta chon doan dutng diéu
khién t& uu d6i véi khoang thdi gian [0,t,), ching han 1a dudng cong ab
trong Hinh 3.1a, thi ching ta ¢8 ging x4c dinh doan dudng di trang thai t5i
uu tuong-itng. fhidng di nay c6 thé la duong cong AB trong Hinh 3.1b, ma
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diém dédu ctia n6 thoa man didu kién ban diu da cho. Véi khoang thdi gian
tiép theo, [t,, t,), chting ta lai xac dinh doan dudng di trang thai té1 wu dua
trén cd s¢ dudng cong diéu khién t6i uu ed tim dude trude d6, nhung ldn nay
chiing ta phai 14y diém B nhu la “diém dau” cia doan dudng di trang thai
t61 wu. Do d6, diém B viia 14 diém cudi clia doan thi nhét, vira 1 didm ddu
cia doan thit hai eda dudng di trang thai t61 wu. Vi vay, khong thé co su
khéng lién tuc ¢ B, mac dir rat c6 thé xuat hién mot diém nhon. Nhu cac
dudng didu khién ch&p nhan duge, cac dudng trang thai chdp nhan duge
phai ¢é mdt gia tri y xac dinh véi moi t ndm trong khodng thai gian [0, T).

Mot nét dac bidt khac rat quan trong 1a 1y thuyét diéu khién tdi uu c6
thé xi 1y true ti€p rang bude d8i véi bién diéu khién u, thi du nhy rang budc
ult) ¢ #véi moit e [0, T], & day # ky hiéu mot tap hop diéu khién bi chan
nao dé. Tap hop didu khién trén thue t& ¢6 thé 13 mot tap hap 16i déng, nhu
u(t) e [0,1]. Viée 4/ c6 thé 1a mot tap hop déng c6 nghia la chap nhan ci cac
nghiém géc {nghiém bién), ddy 14 didu méi nim ngoai khudén khé c6 dién.
Khi dic diém nay dude két hop vdi kha ning cé bude nhay trén dudng diéu
khién dua ¢én mét su kién tha vi, dude goi 1a nghiém bang-bang. Gia su tap
hop didu khién 13 # = [0, 1], néu gid sit dudng didu khién t6i uu c6 budc

nhay nhu sau:

u*t) = 1 véit e [0, t,)
u*(t) = 0 véi t e [ty t) {t, < t)
ut(t) = 1 Vit e [ty, T] (t, < T)

thi sy difu khién nhu thé giéng nhu ta dap vao mat nay cai hom sit réi lai
dap vao mat kia néi ti€p nhau; do 46 ¢6 tén la “bang-bang”.

Cuéi cting, chiing ta dé ¥ ring bai toan don gian nhat trong 1§ thuyét
didu khién t&i vu, khong gidng nhu trong phép tinh bién phan, ¢é trang thai
cudi tu do (dudng cudi thing dung) chit khéng phai mat diém cudi 6 dinh.
Ly do chinh 14 nhu sau: Trong qud trinh di dén diéu kién cip mét cd ban
dude goi 1a nguyén Iy cuc dai, chiing ta s& sit dung khai niém mét Au tuy ¥.
Tuy nhién, bat ky mdt Au tuy ¥ nao ciing phai kéo theo mét Ay tuong dng.
Né&u bai toan c6 mot trang thai cudi of dinh, chiing ta ¢n chid § xem Héu Ay
&y c6 dan dén trang thai &y hay khéng. Do d6, viée lua chon Au ¢ thé
khéng tuy ¥ mét cach hoan todn thyc su. Nguge lai, néu bai toan ¢6 mét
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trang thit cué tu do (duBng cudi thing ding), thi ching ta ¢6 thé cho Au
tuy ¥ dy dan dén bét cd vi trf ndo ma né cé thé va khong phai din do vé nai
di téi cudi cang ciia y. Didu nay lam don gidn bai toan.

1.2. Bai toan

Dua trén cac thac luan 8 phan trude, chiing ta c6 thé dit bai toan don
gian nhat cia didu khién t8i vu nhu sau:

T
Cuc dai V= jb‘(t, v, wdt (3.1.1)

il

val rang bude ¥y = f(t,y,u) (3.1.2)

y(0) = A, y(T) tudo (A, T cho trude)  (3.1.3)
va ult) e # vilimoit e [0, T] (3.1.4)

0 day, ciing nhu sau nay, chiing ta & chi lam viéc véi bai toan cue
dai. Bang cach d6, cac didu kién cin d&i véi 161 giai ¢6 thé dude phat bidu véi
nhiéu nét dic thi hon va it gy lam 1an hon. Khi gap mét bai toan cuc tiéu,
chung ta luén c6 thé dua né vé cye dal bing cich thém dau am vio trude

+ . . .o T - .
phigm ham muyc tiéu. Thi du, cye tiéu -[F(t,_v,u)dt tuang duong véi cuce dai

T
L— F(t, v, u)dt .

Trong (3.1), phiém ham muyc tiéu vin cé dang tich phin xac dinh,
nhng ham 14y tich phan F khéng ¢6 461 s§ y' nhu trong cac phép tinh bién
phén. Thay vao d6, ¢c6 mét déi 86 méi u. Su ¢6 mat cua bién diéu khién u doéi
hél mdl lién k€t gilta u va v phai duge chi dinh, dé cho ta biét ridng u sé
anh hudng mét cach ey thé nhu thé nio téi dudng di cua bién trang thai vy,
Thong tin cho bdi phuong trinh ¥ = f(t,y,u), trong d6 § biéu thj dao ham
theo thdi gian cua y, dy/dt, 1a cach ky higu khéc cua ky hidu y'. Tai that
diém khdi ddu, hai d8i s6 dau tién trong ham { phai duge 1ay gia tri cho
trude t =0 va y(0) = A, nhu th& chi ¢6 d6i s8 thit 3 14 tuy cho chiihg ta chon.
D61 vét mét gia tri u duge chon gt =0, chang han u,(0}, phuong trinh nay sé
cho mgt gia tri cu thé cla ¥, Thi du v,(0), gia tri ndy quy dinh hudng di

chuyén cu thé cla bign y. Mot gid tri khac, u,(0) néi chung sé& cho ta mét gia

11- TUHD
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tri khac, v,(0), qua ham f. Va mét lap luan tuong tu cé thé ap dung véi cac
thai diém khéc. Nhu vay, phuong trinh niy cung cip mét co ché ma véi no
\-.riéc chon lya bién diéu khién u, ta c6 thé chuyén thanh mét kiéu di chuyén
cu thé cia bién trang thai y. Do dé, phudng trinh nay duge goi 1a phuong
trinh chuyén déng cia bién trang thai (hay goi tat 13 phuong trinh trang
thdi). Thong thudng, 1ién hé gitta u va y ¢6 thé duge mé ta thich hgp bing
mét phuong trinh vi phan edp mét ¥ = f(t,y,u). Tuy nhién, néu kidu bién
thién ctia bién trang thai y khong thé thau tém biang dao ham bac nhat
¥ mi cdn st dung dao ham béc hal ¥ = d?y/dt?, thi phuong trinh trang
thai s ¢6 dang phudng trinh vi phan cAp 2, ma ching ta phai dua vé mét
cap phudng trinh vi phén cfp 1. Ric 181 13, trong qua trinh nay, ching ta
phai thém mot bién trang thai vio bai toan.

‘hing ta st dung chit f 4 ky hidu ham sé trong phudng trinh
chuyén dong, va st dung chii F dé chi ham duéi d4u tich phan trong phiém
ham muc tiéu. C4 hai ham F va f déu duge gid thi€t 12 lién tuc theo tit ca
cic ddi s6 cua chung, va ¢6 cac dao ham riéng cap 1 lién tuc 61 véi t va y,
nhung khéng can thiét phai d61 véi u.

Phén con lai cha bai toan (3.1) bao gbm viée cho cac didu kién bién
va cAc tap hop didu khién. Ngoai cach cho trude dudng cudi thing la don
gian nhit, ciing c6 thé xét cich cho trude cac diém cudi. V& phan tap hgp
diéu khién, trudng hgp don gian nhit 14 cho tap hdp md % = (-0, +w). Néu
nhu vay, sy lua chon u s& khang bi rang budc,va ta khéng cin phai néu lén
u(t) € ¥ khi giai bai toan.

1.3. M6t trudng hgp dac biét

Xét bai toAn trong d6 su lya chon u khéng bi rang bude, va phuodng
trinh chuyén ddng c6 dang don gian:

¥ = u.

Khi d6 bai toan diéu khién tai vu trd thanh:
T
Lamcycdai V= J'F(t, v, u)dt (3.2.1)
1]

vdi rang bude ¥ =u (3.2.2)
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va y(0) = A, y(T) tu do, (A, T cho trude) (3.2.3)
Béng cach thay u bdi y trong ham iy tich phan, chiing ta viét lai bai

toan nhu sau:

. T
Lam cge dai V= J’F(t,y,y)dt (3.2)
0

vdi rang bude y(0) = A, y(T) tu do, (A,T cho trude)
Day ding la bai toan bién phin véi dudng cudi thing dung. Méi lien
quan can ban gitta phép tinh bién phan va 1y thuyét didu khién toi uu 12 rd
rang. Nhung cac phuong trinh chuyén dong gip trong cic bai toan didu
khién t81 uu néi chung phic tap hon nhidu so véi trong (3.2).

Il. NGUYEN LY CUC DAl

Két qua quan trong nhat trong 1§ thuyét didu khién t3i vu la didu
kign can cap mét cho 18i giai cita bai toan va dude goi 1a nguyén 1y cue dai.
Thuit ngit nay dude nha toan hoe Nga L. S. Pontryagin va cic cdng sy cha
ong dit ra. Nguyén 1y cuc dai duge phat bidu dua trén khai niém ham
Hamilton va bién hiép trang thai.

2.1. Bién hiép trang thai va ham Hamilton

Co ba loat bién da dugc trinh bay trong phat bidu bai toan (3.1): t (thoi
glan), y (trang thai), va u (diéu khién). Trong qua trinh gidi cdn mot loai
bién khac xuit hign. N6 dugc goi la biéh hiép trang thdi (hay bién phu) ky
higu la A. Nhu ta s& thidy, bién hiép trang thai na niA nhu nhan ti
Lagrange, va vi vay, v& ban chét né déng vai tro "gia béng” dé danh gia tim
quan trong cha bién trang thai déi véi muc tidu cye dai. Gidng nhu v va u,
bién A c6 thé 14y cac gia tri khac nhau tai cie thdi diém khac nhau. Nhu
vay, ky hiéu A thye t&8 14 viét tit caa Adt).

Bién hiép trang thai duge dua vao bai toan diéu khién t&i wu théng
qua ham Hamilton hay got tat 1a Hamilton, c6 vai trdo néi bat trong qué
trinh giai. Ky hiéu bing H, Hamilton duge dinh nghia la:

H(t, y, u, 2) = F(t, y, u) + A(t) f(t, y, w) (3.3)

H la ham cia bén ddi s6: t, y, u v A. Luu ¥ rdng, trong (3.3), ta da
gan hé s8 1 cho F, A(t) cho f. Néi mét cach chat ché, Hamilton phai dude viét
lai la: '
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Hity, u, 1) = 2Pt y, u) + 10 f(t, v, u) (3.4)

d day i, 12 mét hang 86 khong 4m, cang chua xac dinh. Tuy nhién, trén thye
té, tinh hudng %, bdng 0 x4y ra chi trong nhiing hoan cdnh khéng binh
thuong n&o dé ma 16t gial ciia bai toan thuc sy déc lap véi ham 14y tich
phan F, nghia 14, ham I khéng ¢6 anh hudng gi di véi qua trinh giai. Hau
hél cac bal toan gip trong kinh t€ hoce 14 nhitng bai toan ma ham F ¢6 anh
hudng, do dé cic nha kinh t& gid thist A, > 0, ré1 chuin hod no bang 1.

2.2. Nguyén ly cue dai

Khac véi phudng trinh Fuler, 14 mét phudng trinh vi phéan cip hai cta
bién trang thai y, nguyén 1y cye dai gdm hai phudng trinh vi phan cip mét
cua bién trang thal y va bién hiép trang thai A. Ngoai ra nguyén 1y cuc dai
con ed mét doi hot nita 1a Hamilton duge cue dai theo bign didu khién u tai
moi thii diém, Dé dé hiéu, ddu tién ta s& phat biéu va thao luan cae didu

kién cé lién quan, trude khi trinh bay cd s6 hgp 17 cha nguyén 1y cuc dai.

Dot vdl bat todn trong (3.1), va vdi Hamilton dinh nghia trong (3.3),
cac didu kién cia nguyén Iy cue dail la:

Max H{t,y,u,A) détvéimoit {0, T] (3.5.1)

-

éH

CA

y= (phifong trinh chuyén dong déi voi v) (3.5.2)

-

A= —ETH- (phatong trinh chuyén déng d6i vdi A), (3.53)
oy

MT)=0  (diéu kién hoanh) (3.5.4)
Ky hiéw MaxH nghia la Hamilton duoe cuc dai theo riéng u vdi tu

edeh la bién lua chon. Mt cdch twong duong dé bidu thi didu kién nay la:
Hit,y,u*A) 2 Hii,y,u,A}  doivsimoit {0,T] (3.6}

d ddy u* 1a diéu khién t8i wu, va u 1a mét gia tri didu khién bat ky khac.
Sau nay, dé don gian, déi khi ta sé st dung k¢ hiéu ngin hon “Max H” dé
chi doi hoi nay ma khéng da doéng dén u dudi dang hién. Ta sé nhan thdy

rang chinh doi héi cue dai H theo u nay d4 sinh tén gol “nguyén ly cuc dai”.

Méi ddu c6 thé nghi rdng ddi héi réng trong (3.6) duge thé hién co
dong hdn trong di€u kién cdp mét sH/Gu = 0 (khi dua thém mét didu kién
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c&p hai thich hop). Su that, doi héi MaxH 1a diéu kién rong hon nhiéu so

véi do1 hoi nay.

duong cong

TN

a 0 u

Hinh 3.2

Trong Hinh 3.2, ta vé ba dudng cong, méi dudng biéu thi méot dang ¢
thé ciia Hamilton H theo bién diéu khién u tai mot thdi didm cu thé, véi cac
gia tri cu thé ctia y va A. Mién didu khién duge giad dinh 12 khoang dong [a,
c]. D81 véi dusng cong 1, kha vi theo u, cue dai ctia H x4y ra tai u = b, mot
diém trong cia mién diéu khién # trong truong hgp nay, phuong trinh
8H/éu = 0 c6 thé ding dé xac dinh didu khién t6i wu tai thai diém dé. Nhung
néu H 6 dang dudng cong 2 thi diéu khién trong #1am cyc dai H lai taiu =
¢, mit diém bién cta #/. Nhu vay, diéu kién dH/éu = 0 khéng ap dung duoc,
cho du dudng cong 1& kha vi. Vi trong trudng hop dudng cong 3, vé
Hamilton tuyén tinh theo u, cyc dai ctia H xay ra tai u = a, mét diém hién
khac, va diéu kién éH/cu = 0 mét lan nita lai khéng 4p dung duge bdi vi
khéng 6 dau dao ham nay béng 0. Do d6 cén ¢6 mot phat bidu réng hon
Ms:le . Thuc t€, trong nguyén 1y cuc dai, tham chi khong doi hoi Hamilton

kha vi theo u.

Truong hop Hamilton tuyén tinh theo u déng dic bidt quan tam. Mbt
1a, khi d6 H ¢6 d6 thi theo u nhu mét dudng thing va diéu khién t&i wu luon

luén tim duge tai mot bidn cua u. (Néu H 1a mét dudng thing nim ngang.
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thi khong cé6 diu khién t&i wu duy nhat nao). Quan trong hon, trudng hgp
nay la mét Thi du vé tinh hudng héc bia trong phép tinh bién phan ma bay
gi0 ¢4 thé tré nén d& dang giai quyét trong 1y thuyst didu khién t&i wu.
Trong phép tinh bién phan, bt e khi nio ham lay tich phan |4 tuyén tinh
theo y', dan dén Ky =0, phuong trinh Kuler ¢6 thé khong mang lai mot
nghiém thoa man cac diéu kién bién di cho. Trai lai, trong 1y thuyét diéu
khién té1 uvu, trusng hop nay khéng 6 van dé g,

Ta nhan xét ring didu kién ¢ = 8H/ 2 khéng 14 cai gi khac ngoai viée
nhic lai phuong trinh chuyén dong déi véi bien trang thai da néu ra trong
(3.1). Biéu dién lai J nhu mot dao ham riéng ctia H theo bién hiép trang
thai A chi 1a dé chi ra tinh da; Xung gilta phuong trinh chuyén déng nay va
phuong trinh chuyén dong cda bién trang thai véi phudng trinh chuyén
ddng cua bién hiép trang thai. Tuy nhién, luu ¥ réng trong phuong trinh
chuyén déng déi véi bign hiép trang thai, 1 1a d6i cda dao ham riéng ctia H
theo bién trang thai y. Hai ph uong trinh chuyén déng dude goi gdp chung la
hé Hamilton, hay hé chinh tdc. Tuy c6 nhidu phuong trinh vi phan phai giai
trong ly thuyét diéu khién t&i uu — mét phudng trinh cho méi bién trang
thai va mdi bién diéu khién — nhung chung déu 14 phudng trinh vi phén cdp
mot. Vi bién diéu khién khéng bao gid xust hién & dang dao ham, khéng c6
phudng trinh vi phan nao d6i véi u trong hé Hamilton. Nhung tit nghiém co
ban cta (3.5), néu mudh, ta cé thé rit ra mot phuong trinh vi phan dai véi
bién diu khién. Va, trong mét s6 md hinh, ¢6 thé 12 thuan tidn hon khi lam
viéc voi mét hé théng dong theo cac bién (y,u) thay cho hé chinh tdc theo cac
bién (y, A).

Diéu kién cudi cing trong (3.5) la didu kién hoanh d6i vdi bai toan
trang thai cudi ti do — bai toan véi mét duong cudl thing ditng. Nhu ta
mong dgi, diéu kién nhu vay chi lién quan t6i didu phai x&y ra tai thdi gian
cudl T,

2.3. Thu tuc 4p dung nguyén ly euc dai trong thuc hanh

Trong muyc nay ta sé trinh bay cac bude tim didu khidn t81 vu theo
nguyén ly cue dat qua cice vi du sau:

Thi du 1. Hay tim dudng cong ¢6 khoang cach ngin nhat tu mét diém
dd cho P t61 mot dudng thdng cho trude I.. Ta da gap bai todn nay trude diy
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trong phép tinh bién phéan. Dé phat biéu lai né nhu mét bai toan diéu khién
t61 wu, hily xem P 1a (0, A) va gid sti, khéng mat tinh tdng quét, ring dudng
thing L 1a mét dudng thing ding. (N&u vi tri 43 cho cha L khéng thang
ditng, né ludn ludn c6 thé lam cho tré thanh thing ding bing mét phép
quay thich hgp cac truc toa dé.) Ham F st dung trude day, (1 + y'3)"2 ¢6 thé
duge viét lai 1a (1 + u®)'™, véi diéu kién ta dat y=u ( hay y' = u). Va, dé
chuyén bai toan cye tiéu khodng cach vé bai toan cuc dai, ta phai gan ddu

trit cho ham ldy tich phén ¢ii. Khi d6, bai toan ciia chiing ta la:

T o
Cue dai v=| Sfeu)ae (3.7.1)
vl rang bude ¥ = u . (3.7.2)
va viy = A, ¥(T)tudo, (A, T cho trude) (3.7.3)

Vi bién diéu khién khong bi rang bube, nén didu khién t6i vu sé 1a
mét nghiém trong.

Thu tuc gidi bai toAn nay nhu sau:
Buéc L. Ta bit ddu bing viée xay dung ham Hamilton:
H=-Q1+u9H"+xu (3.8)

Do H la kha vi va phi tuyén, ta c6 thé ap dung difu kién c&p mét d6i
véi cue tri dé thu duge:
-.; 1 o =115
A 1w ewen=0
cu 2 .

Phuong trinh nay cho ta nghiém:

ut) = All-az)""? (3.9
Tiép tuc vi phan cH theo u, cho ta:
g o

Nhu vay, két qua trong (3.9) 1am cuc dai H. Tuy nhién, vi (3.9) bidu
thi u theo A, bay gid ta phai tim mét nghiém d61 véi A.

Bude I1. Dé lam viée 6, ta dya vao phuong trinh chuyén déng d6i véi
bién hig¢p trang thai A = —-8H/éy trong (3.5). Trong (3.8) bifu thitc cia H
khong chita v, ta cé:
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ho= - ﬁ =0 = Ai{l) = hing sd (3.10)
Y

Diéu kién hoanh A(T) = 0 trong (3.5) 12 di dé x4c dinh hing s6. Vi néu
A 1a mot hing 56, thi gia tri tai t = T ciing 1a gia tri cla né déi véi moi t.
Nhu viy,

A1y =0 véi moi t € [0,T] (3.109
Theo (3.9), ta ¢6 thé két luan ring:

uwFty =0 vii moit e [0,T] (3.11)
Bude IIL T phuong trinh chuyén déng v = u, ta ¢6 thé viét:

y=0 = y(t) = hang s& (3.12)
Han nita, diéu kién dau y(0) = A giap ta xac dinh hiing s6 nay va viél:
Y0 = A (3.12)

Duong di y* nay duge minh hoa trong Hinh 3.3, 13 mét dudng thang
nidm ngang.

,
v =A B
‘e ®
0 ®
,F t
Hinh 3.3
Thi du 2. Tim didu khién 8} wu:

Cuc dai V- E(Qy _3wdt 3.13.1)
vdi rang budec ¥y =y+u (3.12.2)
vy =4 y{2) tu do {3.13.3)

va u(ty e 4/=10,2] (3.13.4)



TO! UU HOA DONG TRONG PHAN TICH KINH TE 169

Trong bai toan nay cic ham dusi ddu tich phan va phudng trinh
chuyén déng la cac ham tuyén tinh theo u va tap hop didu khién la tap
déng, ta c6 thé ky vong xay ra nghiém bién,

Bude I Thiét 1ap ham Hamilton ctia (3.13), tic 1a:
H=2y-3u+2.(y+u):(2+7t)y+(?.,-3)11.

Ham nay tuyén tinh theo u, véi d6 doe aH/du = 3. - 3. Vi chi can xét H
bién thién theo u, néu tai mbt thai diem da cho, ta tim duge 2 > 3, thi H sé
la mét dung cong déc 18n gidhg duong 1 trong Hinh 3.4; dé cue dai H, ta
phat chon u* = 2. Mat khéc, ndu % < 3 thi s& 13 dudng 2, va khi d6 ta phai
chon u* = 0. Tém lai;

u*(t)z{i} néu }k(t){>}3 (3.14)

<

T&t nhién, cd u* = 2 Van u* = 0 1a cac nghiém bién. Ta thay & day H 1a
tuyén tinh theo u, cac difu kién cip mét thong thudng éH/3u = 0 khong ap
dung dugc trong viée tim u*.

Buéde II. Nhiém vu tiép theo cia ching ta la xac dinh A(t).

H i
i
duong 1 (. > 3) " Max H
!
]
Max H i
1
1
!
|
duing 2 (L < 3) !
f
1
]
]
:
1
—
0 2 u
S —_— _—
4
Hinh 3.4

T phuong trinh chuyén déng déi véi A, ta ¢ phuong trinh vi phan:
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oM _
oy

A= -2-% hay A+h=-2

Nghiém tdng quat ciia né la:

AMty=ke " -2 {(k tuy ¥)
Vi hing sé tuy 7 k ¢ thé duge xac dinh 12 k = 2¢%, bang cach si dung
diéu kién hoanh A(T) = A(2) = 0, thi nghiém riéng la:
A*(t) =2 -2=2e"" -2 (3.15)
Ta thiy ring A*(t) giam on dinh L mt gid i dAu ¥ (0) = 2" ~ 2 =
12,778 xudng gia tri cudi A*(2) = 2 - 2 = 0. Nhu vay, 2* lde d4u 16n hon 3,
nhung vé sau giam xudng nho han 3. Ta ¢o thé tim duge thai diém téi han,
Khi% = 3 va d thoi diém dé didu khién t&i vu phai chuyén tit u* = 2 sang u*
= 0, bAng cach dat A*(t) = 3 trong (3.15) va giai d81 véi t. Ky hiéu that digm
cu thé d6 bang 1, ta ¢d:

1=9-1n 2,5~ 1,08 '(3.16)

Do d6, ditu khién t8i tu trong (3.14) c6 thé phat biéu lai cu thé hon
theo hai pha la: '

Phal: u* =u*0,1) =2

3.17
Phall : u*; =u*[r,2]=0 (317

Nhu duge bidu dién bing @ thi trong Hinh 3.5a, diéu khién t&i wu
nay 1a mot thi du vé diéu khién kiéu bang-bang.

Buéc 11 Mic d bai toan chi doi héi tim didu khién t81 uu, ta c6 thé

tim dudng trang thai t6i uu trong hai pha. Trong pha [, phuong trinh
chuyén dongddivéiyla vy =y+u=y+2, hay

y-—v=2 véi gia tri dau y(0) = 4
Nghiém cua né la:
y* 1= y*[0,0 = 2(3e' - 1) (3.18)
Trong pha II, phudng trinh chuyén dong ddi véiy la ¥ =y +0, hay:
y-vy=0
véi nghiém tong quat:

y*n= y*[1, 2] = ce' (cluy y) . (3.19)
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. i i
n 3 []
[] )
] 1
I ]
1 1
1 1
(a) i '
Phal ' Phali !
9 { '
I 1
3 |
] |
1 I
.—‘ I‘
0 1 =108 3 t
vy i
|
39333 "o oTTTToT T R, A
'
1
1
g
T
4.000 Vie @ ® t
Q 1 T =1.08 2

Hinh 3.5
O day ¢ khéng thé duge x4c dinh bdi didu kién dau y(0) = 4 cho trong
(3.13) bdi vi ta di 6 pha II, vuot qua t = 0. N6 ciing khong duge xac dinh bdi
bét cit didu kién cudl ndo bdi vi trang thai cudi 1a tu do. Tuy nhién, ta nhd
lai ring quy dao y t&i uu ddi héi phai 1a lién tuc, nhu minh hoa trong Hinh
3.1b. Do dé, gia tri d4u clia y*,; phai dat bang g4 tri cta y*; 18y tai t. Bdi vi:
y* (=23 -1)  (theo (3.18)
va
y*u(z) = ce’ (theo (3.18))
bang cach dit hai biu thite nay biing nhau va gidi 481 véi ¢, ta tim duge ¢ =
2(3 - e D), do d6 dudng di t61 vu y trong pha II la:
g =23 eTet 5326 (ctuy §) (3.19")

Gia tri cua y* tai thoi diém chuyén huéng x&p xi bang 2(3e'%% - 1) =
15,74,



172 Chuong Hl. Bidu khién t6i uu va img dung trong kinh té

Béng cach két noi hai dudng di (3.18) va (3.197), ta thu duge toan b
dusng di y* d&i véi khoang thai gian [0,2], nhu chi ra trong Hinh 3.5b,
Trong thi du cu thé ndy, dudng di k&t néi ndy nghu nhién tréng gidng mot
dudng cong mi, nhung thuc t& hai doan nay 14 nhiing phan cta hai ham mi
riéng ré.

lIl. NEN TANG HOP LY CUA NGUYEN LY CUC DAl

Bay g6 La sé€ giai thich nén tang hop 1§ cho nguyén 1y cuc dai. Chung
ta s& khéng c6 ¥ dinh dua ra mét ching minh chi tiét — ching minh day da
do Pontryagin va cic cong su cua éng dua ra — d day ta chi trinh bay mét
cach nhin nhan khéc vé bai toan, dé¢ lam cho nguyén ly cuc dai ¢6 thé tin
cdy duge. Diéu nay vé sau sé tang stic manh khi ta so sinh nguyén ¥ cue

da1 vdi phudng trinh Euler va cic diéu kién khic cia phép tinh bién phin.
3.1. Mdt cach nhin khac vé bai toan diéu khién

Dé don gidn, ¢ day ta gid thiét bién didu khién u khéng bi rang buse,
nén u* la mét nghiém trong. Thém nia, ham Hamilton duge gid thiét la
kha vi theo u, va diéu kién cH/Gu = 0 co thé duge st dung thay cho diéu
kién 1\‘151){ H”. Nhu thudng 18, ta 14y diém ddu 1a ¢§ dinh, nhung diém cuéi

cho phép thay déi. Diéu nay s& gitp ta rit ra cac didu kién hoanh nao dé
trong qué trinh thao luan. Khi d6 bai toén 1a:

il
Cuc dai V= _LF(t,y,u) dt (3.20.1)
vli rdng bude ¥ = f(t,y,u) (3.20.2)
va y(0) = y, (cho trude) (3.20.3)

3.2, Thu tue rat ra diéu kién hoanh

Bude I Nhu buée ddu tién dé di dén nguyén ly euc dai, ta hay két
hop phuong trinh chuyén déng vao phidm ham muc tiéu, va bidu dién lai
phiém ham theo Hamilton.

Ta thdy rang, néu bién y luén luén tuan theo phuong trinh chuvén
déng, thi biéu thic [f(t,y,u)~y] s& chéc chin 18y gia tri 0 d&i véi moi t
trong khoang [0, T]. Nhu vay, st dung khai niém nhén ti Lagrange, v6i méi
gia tri cia t ta c6 thé tao ra bidu thie A(E)[f(t,v,u) - ¥], vAn nhan gia tri 0.
Lay téng Mt)[f(t,y,u) - v] theot trong thoi ky [0, T] vin cho ta gia tri 0:
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fi(t){f(t, v,u) -] dt=0 (3.91)

Do d6, ta cé thé céng thém tich phan trong (3.21) vao phiém ham muc
tiéu ¢t ma khéng anh hudng dén 181 gial. Nghia 13, ta ¢é thé lam viée viil
phi€m him muc tidu mdi;

vV fi(t)[f(t,y,u)ﬂf] at

= J:T{F(t,y,tlhMt)[f‘(t,y,u)—jr]%dt (3.22)

trong dé ham dudi d4u tich phan 1a ham Lagrange. Ta thay @ c6 cung mét
g1a tri nhu V, chitng ndo phudng trinh chuyén déng trong (3.20) duge
nghiém dung qua sust thdi gian.

Thay ham Hamilton:
H(t.y,u) = F(t,y,u) + A(0) f(t,y,u0)
vao (3. 22}, khi 46 phiém ham méi trd nén:

4= IEH(t,y,u,l)—}k(t)y] dt

= fﬂ(t,y, u, rydt— f‘}.(t)ydt (3.22%

Diéu quan trong 13 ¢6 su phan biét rd rang gita mot bén la 6 hang
tht har trong Hamilion, A f(tt,y,u) vd bén kia la bidu théc nhan td
Lagrange A(t)[f(t,v,u) - ¥]. Biéu thitc sau cé chia v dudi dang hién, cén
biéu thite dau thi khéng. Bang cich 14y tich phan ting phan, ta co:

1 o
- -L?L(t.)_\_}-' dt =~ 1(Thvy + 10, + _E y{tyrdt
Diing két qua nay ta viét lai phiém ham muc tiéu méi 1a:

0 = j’T{H(t, YA + v At - ATy +A0)y,  (3.227)
] —_———— e

Q. Q,

0,

Biéu thite @ chita ba s& hang thanh phén céng tinh Q,, Q,, Q.. Luu ¥
rang trong khi s6 hang Q, 1a tich phan trai ra trén toin bd ky ké hoach [0,
T], s6 hang Q, chi lién quan téi thai gian cudi va Q, chi lién quan téi thai
gian dau.
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Bude II. Gia tri cua @ phu thude vao dudng di theo thoi gian dude
chon déi véi ba bién y, u va A, cang nhu phu thude cic g1a tn dugc chon déi
v T va yp. Trong bude nay, ta sé tap trung vao .

Bién X 14 nhan ti Lagrange, khac cin ban v6i u va y, vi viéc chon
dudng di A(t) sé khong giy anh hudng nio d6i véi gia tri cta @, chitng nao
phuong trinh chuyén déng ¥ = £(t,y,u) con ding, nghia 14 chitng ndo ma:

. oH .
V= — viimoit e [0, T]. (3.23)
A

Cho nén, dé lam mat anh hudng cha A(t) 461 vdi @, ta bude loi giai
phai thod man (3.23) nhu mét diéu kién can. Day la mét trong ba diéu kién
cua nguyén 1y cuc dai.

Budc ITI. Bay git ta chuyén sang dudng di u(t) va anh hudng cta nd
d6i véi dudng di y(t). N&u dudng di tt nhat u*(t) da biét, va néu ta lam xao
dong né boi mét dudng cong xao dong p(t), ta co thé sinh ra cac dudng di
diéu khién “8 lan can” dé la:

u(t) = u*(t) + ¢ p(t) (3.24)
mbi gia tri cta € cho ta mét dudng. Nhung do phudng trinh chuyén déng
y = f(t,y,u), moéi € cing sé& lam xao dong duong di y*(t). Cac duong i y
sinh ra & 1an cin ma c6 thé vidt la:

y(t) = y*(t) + e q(t) (3.25)

Thém nita, néu T va yr c6 thé thay déi, ta ciing co:

T=T*+¢ AT va vr=yr* +€Ayy (3.26)
(kéo theo 9T _AT va 4o _ Ayr)
de de

Tit cic biéu thic u va vy trong (3.24) va (3.25), ta c6 thé biéu dién @
theo €, nén ta lail cé thé ap dung diéu kién cdp mot dwide = 0. Dang méi cua
o la:

= f{a) {H{t,y * yeq(t),u * +ep(t),A]+ Aly * +£Q(t)]}dt

- MTDyr + MOy, (3.27)
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Buge IV. Biy gid ta ap dung diéu kién dwide = 0. Biing cach 1ay dao
ham @ theo ¢ thi dao ham ca s8 hang tich phan trong (3.27) 1a:

f‘(c}{[% (L) + 52 p(t):’ + lq(t)]}dt + [H + f\yLT %:_ (3.28)

Bao ham ctia 86 hang thi hai trong (3.27) theo ¢ 14

um®r o dMDdT ol
e e 1o = MDAy~ y ADAT
(theo (3.26)) (3.29

58 hang A0)y, trong (3.27) 1a hiing s6, ¢6 dao ham bing khéng. Nhu
vay d@/de 13 tong cla (3.28) va (3.29). Khi cfng hai biéu thite nay, ta dé ¥
rang mot thanh phin cha (3.28) c6 thé viét nhu sau:

fiv)s dT = A(T)y AT (theo (3.26))

Nhu vay, khi diat tdng cta (3.28) va (3.29) bing 0, diéu kién cip mot,
sau khi sdp x&p lai, trd thanh:

drdide = f[(iﬁ} + l}q(t) + —atp(t)}dt (3.30)

+[H] 4 AT -2(Day, = 0

Ba thanh phén cla dao ham nay ¢6 lién quan dén nhiing cai tuy y
khae nhau: Tich phan chiia cac dudng cong xao dong tuy y p(t) va q(t), con
hai thanh phén kia tudng éng chita cac AT va Ayq tuy ¥. D6 dé, ting thanh
phan trong ba thanh phin nay phai duge dat bing 0 dé thod man (3.30).
Bang c4ch d4t thanh phén tich phan bing 0, ta c6 hai diéu kién:

A= —QE va 2}—1 =0
oy du

Diéu kién thit nhat cho ta phuang trink chuyén déng d6i véi bién hiép
trang thai A. Diéu kién thd hai bidu thi dang hep yéu hon cua diéu kién
“ MaxH — Hep hon vi nhu ta da nhan xét & muc trén, né khong bao gém

dudc trudng hop bai todn eé nghiém bién. Vi bai toan don gian nhat cé mét t
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¢d dinh va yr ta do, s6 hang AT trong (3.30) tu déng bing 0, nhung Ay thi
khong. Dé lam che biéu thite -A(T)Ayp triét tiéu, ta phai @it rang bude:

T =0
Biéu nay giai thich cho diéu kién hoanh (3.5.4) trong (3.5).

Ta thay rang, nhu da néi 6 bude I1, diéu kién y = - —C—;E:I* lam mat anh
oA

hudng cta A d&i véi gia tri cia phiém ham muc tiéu. Nhung trong nguyén 1y
cue dal né khéng duge chon tuy v, ma doi hél phai tuan theo phuong trinh

2 . f’H L ~ . - ~ - . . ~ 3 . N
chuyén déng % = HE@? v& phai két thie v8l mdt gid tri cud bang 0 khi bai

toan c6 mét trang thai cudi tu do.
IV. CAC DIEU KIEN CUGI KHAC

Diéu gi sé xay ra d61 vdi nguyén 1y cue dai khi diéu kién cudl khac véi
dusng thang ding? Cau tra 1x téng quat la ba difu kién diu tién trong
(3.5) sé van dung, nhung diu kién hoanh s c6 dang hai khac.

4.1. Piém cudi ¢d dinh

Bai toan c6 diém cudl ¢é dinh (khi cho trude trang thai cudi va thoi
gian cudi) khong phai 14 bai toan “don gian nhat” trong 1y thuyét diéu khién
t61 wu. Viéde dat diém cudi ¢6 dinh lam bdt mot phan d6 tu do cha dudng
cong xao dong p(t) d6i v& bién diéu khién u. Do méi lién hé giita u V{;l-y
qua phudng trinh chuyén ddng ¥ = f(t,y,u) mét su xao ddng tuong Gng
trong dudng di y*(t) ma né phai két thie tai mét trang thai cubi dinh trude,
thi vige chon dudng cong xao ddng p(t} khong thyc sy 1a tuy §. Khi dé cau
héi nay sinh la liéu ta vAn cé thé tim 151 gidi mét cach thiéh hop tir didu
kién éH/@u = 0 hay khéng.

Rat may la, tinh viing chac ctia nguyén 1y cuc dai khong bi anh hudng
bdi su thod hiép trong tinh tuy ¥ cta p(t). Tuy nhién, dé don gidn, ta s&
khong di vio chi tiét d& chitng minh diém nay. Véi cac mue dich clia chiing
ta, chi cAn néu lén ring, véi mét diém cudl cd dinh, diéu kién hoanh dudc

‘thay bing diéu kién:

v(T) = vq (T, vr cho trude)
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4.2. Pudng thing cudi nim ngang (Bai toan diém muat cus;
cé dinh)

Néu bai todn c6 mot dudng thing cusi nim ngang thi yy ¢§ dinh (Ay,
= 0), nhung T thi khéng (AT 1a tuy y). T céc s6 hang thanh phin th{ hai va
thi ba trong (3.30), d& dang thdy ring didu kién hoanh d&i véi trudng hgp
nay la:

B, =0 (3.31)

Ham Hamilton phai dat gla tri 0 tai thoi gian cudi t&i Uu, nhung
khéng ¢6 rang budce nao dsi véi gi4 tri cita A tai thdi gian T.

4.3. Dudng cong cuéi

Trong truong hgp che trude dudng cong cudi y; = ¢(T) thi AT va Ay
khéng tuy ¥, ma lién hé véi nhau bdi quan hé Ayr = ¢'(T)AT. S# dung quan
hé nay d€ khi Ayy, ta c6 thé ket hdp hai s8 hang cubi cing trong (3.30)
thanh bidu thic:

[H]..1 AT - A(T)¢' (T)AT = [H -3¢, AT .

Tir day suy ra réng, véi AT tuy ¥, didu kién hoanh phai la:

H-2¢]_r =0 (3.32)
4.4. Dudng cudi thing ding cut

Bay gi6 hay xét bai toan trong d6 thai gian cudi T c8 dinh, nhung
trang thai cudi ty do thay déi, chi chiu diéu kién yy >y, & day Ymin 14 Mite
cho phép t8i thidu cho trude caa y.

Chi c6é thé c6 hai loai két cyc trong nghiém t8i wu: ¥1* > Yomin, NO&C yo*
= Yemin- O trudng hop tha nhdlt, rang bude cudi tu dtng thod man. Do dé c¢6
thé gidi nhu d6i véi bai toan cé dudng cudi thing dung binh thudng va
ding diéu kién hoanh:

MD=0 oy >y, (3.33)

O trudng hgp thit hai yo* = Ymins t2 €6 thé gidi nhu 8 véi bai toan
diém cudl ¢& dinh. Nhu vay trudc hét ta giai bai toan bdng cach xem nhu
trudng hop ¢6 dudng cusi khong cut N&u y;* = y_. thi bai toan da giai
xong, néu nguge lai, tie 1a yo* < Ymin ta ddt diéu kién y; =y, va gidi nhu
d61 véi bai toan c6 diém cudi cd dinh.

12- TUHD
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4.5. Pudng cudi nam ngang cut
Bai toan trong d6 trang thai cuéi la ¢é dinh, nhung thdi gian cudi cho
phép thay déi vai rang buée T < T, 6 day T,,.. 12 gia tri cho phép 16n nhit
cua T . Khi d6 trong nghiém t&1 vu ta cé hodce T* < T_,, hoac T* = T,,.
Céch giai gidhg nhu d61 vdi bai todn ¢6 dudng cudi thing ding cut tic
1a ho#c st dung diéu kién hoanh:
[H].r =0 (3.34)
Hodce sit dung diéu kién cudl T =T,
[H]t:T 20 vol T* = T, . (3.35)

4.6. Cac thi du Ung dung
Thi du 1
Cue dai V= E— u? dt (3.36)
viirangbude v =y+u
va y(0)=1 y{1)=0
Vi cac diém ddu mut c8 dinh, ta khéng cidn diéu kién hoanh nio
trong bai todn nay.
Bude 1. Vi ham Hamilton 13 phi tuyén:
H=-u?+ Ay + ) (3.37)
va vi u khéng bi rang bude, ta cé thé ap dung diéu kién cdp mét:

H ot n=0 (3.38)

[#
Diédu kién nay mang lai u = A/2, hay chinh xéc hon,

ult) = %m) (3.39)

Vi &2H/ou? = - 2, nghiém u(t) nay lam cuc dai H. Dé xéc dinh u(t) ta
con cin phai xac dinh A(t).
Budc IL Tit phuong trinh chuyén déng hiép trang thai:
dH

=B,
dy
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ta thu duge nghiém téng quat.
Alty=Lke™ (k tuy ¥) (3.40)

DE x4e dinh hing s5 k cu thé, ta nghi dén didy kién bién, nhung & baj
toan diém cudi c§ dinh nay, didu kién bién cho trude d6 vé; y khéng ap
dung trye tiép duge. Do d6 ta phai tim dudng y(t), musn vay ta chuyén sang
bude 11,

Budc I11. Phueng trinh chuyén dong d6i véi yia y=y+u. St dung

(3.39) va (3.40) ta c6 thé viat lai phuong trinh nayla y =y + %ke “*, hay:
1
.o :—k -t
Y-y 2 e

Day 14 phuong trinh vi phan kiéu dy/dt + u(tly = w(t) ~ vdi u(t) =-1 va

w(t) = —;—ke“ - C6 thé tim duge nghidm cfia 16 [o-

y(t) = g~I-1at (c + J.—;-ke “tel_'dtdtJ
= e"(c + Ilke"e"'dtJ
2

= e‘[c -~ lke"m]
4

=ce' — iuke T (ctuyy) (3.41)

Budc IV. Bay gis cae didu kién bién y(0) = 1 va y(1) = 0 e6 thé ap
dung duge true tiép, va chiing cho ta cac gia trj xac dinh sau day déi véi ¢
va k:

Do d6, thay cac biéu thitc nay vao (3.41), (3.40) va (3.39), ta c6 cac
nghiém xac dinh sau day 46t véi ba duong di t61 yu-
1 L e? -t
e - e
1-e? 1-e?

y*(t)=
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2

() = et
1-¢
2 2

uF() = e
l-e

Thi du 2. Ta hiy xem xét lai thi du trude, véi diéu kién cubl y(1) =0
dudc thay bdi rang bude:

T=1 y(1) > 3

Day 12 bai toAn véi dudng cudi thing ding cut. D4u tién ta sé thi gial
bai todn nay nhu thé 1a dudng thing cudi thing dtng clia no khdng bi cit
cut. N&u y*(1) > 3 thi bai todn da dude giai; néu nguge lai, ta s& gidi lai bai
toan bang cach dat y(1) = 3.

Buée I. Hamilton vin gidng nhu trong thi du 1, v nghiém d8i véi
bién difu khién van la:

u(t) = %J.(t) {tir (3.39) (3.42)

Budc I1. Mac dit nghiém téng quat déi véi A van la:
At) = ke™ (tix {3.40)) (3.43)

béy gid ta cé thé st dung didu kién hoanh déi véi T = 1, tite la A(1) =0 dé
xac dinh hing s¢ tuy ¥. K&t qua la k = 0, nén:

V() =0 (3.43)
Sau 46 suy tir (3.42
u*(t) =0 (3.44)
Buéc I11. Tit phudng trinh chuyén d6ng ciia y ta tim dudc:
y=y+u=y (theo (3.44))
Nghiém tdng quat clia phudng trinh vi phan nay la:
y(t) = ce',

& ddy hang 8 ¢ ¢6 thé dude xic dinh 14 ¢ = 1 tit didu kién ddu y(0) = 1. Nhu
véy, dudng di trang thai t61 vu la:

y*(t)=¢f (3.45)



70! UU HOA DONG TRONG PHAN TiCH KINH TE 181

Bude IV. Ta phai kiém tra (3.45) déi véi cac rang buje cudi, Tai thoi
gian cudi ¢f dinh T = 1, (3.45) cho ta ¥y*(1) = e. K&t qua nay vi pham rang
budc cudi y(1) = 3. Biy gid ta phai dét y(1) = 3 va gidi lai bai toan v6i didm
cudi cd dinh.

Thi du 3
T
Cuc dai V- L—ldt
véirangbudc y=y+u,
y(0) = 5, y(T) =11, T tu do,
va u(t) e [-1,1].

Thi du nay minh hoa bai ton véi mét dudng thing cudi nim ngang.

Thém nita, n6 minh hoa loai bai toan dude gol 1a bai todn thoi gian i wu.

Phi&m ham muc tiéu:

f—1 dt =t
4]

R& rang, cve dai tich phan nay 1a ecie #iéu T.

=T

Bude I. Dé bit ddu, hay lap ham Hamilton:
H=-1+Ay+u) | (3.46)

Bdi vi ham H nay tuyén tinh theo-u, didu kién 8H/du = 0 khéng ap
dung duge. Va, véi bién diéu khién bj giéi han trong khoang déng [-1, 1], ta
ky vong gia tri t61 wu cta u tai mot thdi diém bat ky 1a mét gia tri bién,
hodc -1 hosc 1. Dac biét, ndu A > 0 (H 1a mét ham tang cua u), thi u* = 1
(bién trén); nhung néu 2 < 0, thi u* = -1, Kha ning thit ba, néu A =0 tai mdt
g1a tri ndo d6 cla t, thi Hamilton sé c6 db thi 12 dutng nim ngang so vdi vii
u, v u* s& trd nén khéng xac dinh tai thdi didm d6. M&i quan hé nay gitia
u* va A cé thé cb dong trong cai goi 1a ham ddu, ky hiéu bdi sgn, va duge
dinh nghia nhu sau:

1 >
Yy =8gNnX < y=<kxdinéu x { = 5 0 (3.47
-1 <

trong d6 kxd viét tit cha chit "khéng xac dinh”.
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Luu y ring néu y 14 mdt ham dsu cha x thi y (néu xéc dinh) chi c6
thé nhan mét trong hai gia tri, va gia tri cua y phu thuée vao dau (khong
phu thude dd 16n) cta x.

Ap dung vio bai toan hién tai, ham nay trd thanh:

u* =ggrk hay u*:{ i} néu A { g } 0 (3.48)
- <

Mst 1an nita, ta thay rang théong tin v& A 12 cAn thist dé ¢6 thé xac
dinh u.

Bude IL T (3.46), phudng trinh chuyén déng d6i v6i bign hiép trang
thai la:

Liy tich phan ta duge:
M)=ke™ (ktuyy) (3.49)
Tit két qua nay, ta thay ddu ctia A(t) x4c dinh bdi d&u clia hing sb k.
Do &6, trit tinh hufng k = 0 &€ A(t) = 0 d6i véi moi t (tinh hudhg trong thue
t& khong xay ra ¢ day), u* phai xdc dinh v gilt nguyén mét d&u. Do dé,
mic di trong thi du hién tai, hAm Hamilton 14 tuyén tinh theo bién diéu
khién u va din d&n mét nghiém bién, né khong hé san sinh ra hién tugng
bang-bang, _
Rang buge v€ d&u cia k nim trong diéu kign hoanh [H] _, =0. St
dung H trong (3.46), A trong (3.49) va diéu kién cudi y(T) = 11, ta cé thé vidt
diéu kién hoanh la:
~1+ke TA1+u®) =0

. Viu* hoic la 1 hosic -1, dai lugng (11 + u*) phai duong, e7 ciing
duong. Do d6, k phéi dudng dé thoa man diéu kién nay. Khi dé suy ra ring
A(t) > 0 vl moi t va ring:

u*(t) =1 {3.50)

Bude III. Vi u* = 1 @81 véi moi ¢, ta c6 thé biéu dién phuong trinh
chuyén ddng ctia bign trang thai, y=v+u,la:

y-y=1
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Déy la phudng trinh vi phén tuyén tinh cAp mét véi hé s§ hiing s6 va
mdt s6 hang hing s6. Nghiém xac dinh c¢lia né cho ta dudng di y téi wu:

yE(t) = {y(O)—E}e-ﬂt L
a - a

=6e' -1 [y(0)=5] (3.51)
Bude 1V, Sau khi da tim duge u*(t) va y*(t), ta tim A*(t). Véi muc
dich d6, ddu tién ta quay lai diéu kién hoanh [H],_; =0 d€ tim gia trj cla
hing s6 k. Tit (3.50) va (3.51) diéu kién hoanh bay gid rit gon thanh:
~1+ke T(geT -1+1)=0 hay 6k=1

Nhu vay k = -é— . Th& két qua nay vao (3.49) cho ta duong di t6i uu A:

LE(t) = é—e‘t (3.52)

Budc V. Ta x4c dinh gia tri cfia T*. DE tinh gia tri d6, hay nhé lai
ring gia tri trang thai cudi da cho 13 y(T) = 11. Diéu nay, két hop véi dudng
di y*(t) thu duge trén day, chota 11 =6e"- 1, hay e” = 2. Vi vay,

T*=1n2
4.7. Tinh hang s& ctia Hamilton trong céc bai toan 6téném

Céc thi du da thao luan trén day déu 1a cac bai toan 6t6ndm, nghia 1a
cdc ham s8 trong tich phan va f trong phuong trinh chuyén déng khéng
chita t nhu mot déi s6 dudi dang hién, Mot hé qua quan trong clia dic tinh
nay 1a Hamilton t8i uu — Hamilton 14y g tri doc theo cac duong &i t&i uu
clta y, u va A - 88 ¢ gia tri hing s6 qua sudt thdi gian.

Dé thdy didu nay, dfu tién ta hdy xét dao ham theo thoi gian cua
Hamilton H(t,y,u,A) trong trudng hgp téng quat:

dH éH ¢éH. sH. oH.
L i LI O
dt 8t oy ou on

Khi H dat euc dai, ta ¢6 éH/éu = 0 (@81 vl nghiém trong) hoic
U =0 (d61 v6i nghiém bién). Nhu viy s6 hang thit ba trong vé phai bing
khong. Hon nita, nguyén 1y cyc dai ciing phat biéu rdng v =8H/d% va
% =-8H/&y. Cho nén s6 hang thit hai va thi tu & v& phai triét tidu nhau.
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Két qua cudi cing H', Hamilton duge udc lugng doc theo quy dao t6i uu cua
cAc bién thod man phuong trinh:
dH* oH*

3.53
dt ot ( )

Trong truong hop dic biét bai todn cb dang 6téndém, vi t vAng mat
trong cac ham F va f nhu mét d6i s6 dudi dang hién, Hamilton cling khong
chita 461 s6't. Do d6, ta cé H > /8t =0, nén;

¥
dH* _ Ohay H* = hing s6 (d61 véi cAc bai toan 6t6ném)  (3.54)
Trong Thi du 3 ching han, ta thiy ring:
H*=-1+1*(y*+u*):—1+(1J_e-‘(ee*‘° S1+41)=0
vdi moa t.
Vay & bai toan ¢6 dudng cudi ndim ngang, ndu né lai 1a 6tondm thi didu

kién hoanh thod man véi moi t, cho nén khéng can dit ra.

V. SO SANH PHEP TiNH BIEN PHAN VA LY THUYET BIEU KHIEN TG! WU

Nhu da chi ra trong (3.2) va (3.2") ta da th&y bai todn diéu khién t&i
wu ¢6 thé chuyén ddi thanh bai todn bién phén. Nguodi ta cé thé phan van
lidu d5i véi bai toan da duge chuyén ddi nhu vay, cac diéu kién t8i uu doi héi
ctia nguyén 1y cue dai c6 tuong dudng véi nhitng didu kién t8i vu clia phép
tinh bién phan hay khéng, tic la c6 cho cang 161 gidi hay khéng. Clu tra 18i
la cé:

D6l vdi bai toan (3.2), ham Hamilton la:

H=Ftyu+iu (3.55)

Gia sl ham nay kha vi theo u, ta c6 thé ké ra cic diéu kién sau day
cua nguyén 1y cue dai:

in=Fu+l=0
. oH
y: =11
on (3.56)
x:—a-a.[;rl ::--F':.r
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Phuong trinh thit nhat trong (3.56) c6 thé duge vist lai la A =-F

u -

Mit khéc dao ham cta H theo v ta duge 2’—1 = EiF + X , nhung theo phuong
ay

trinh thi hai ¥ =u, nén ta co:

r=-F, (3.57)

L&y vi phén (3.57) theo t cho ta:
. d
A=-_ T,
dt 7

Két hgp v6i phuong trinh thi ba trong (3.56) ta di dén:

d

F, - Fy =0

Biéu thiic nay trting vl phuong trinh Euler,

Khi lam Hamilton cuc dai theo u, didu kién 8H/3u phai di kém véi
diéu kién cén c4p hai PH/du? < 0. L4y dao ham bidu thie sH/ou trong (3.56)
cho ta:

Day chinh 1a di€u kién cin Legendre. Nhu vAy, nguyén Iy cuc dai
nhit quan mot cach hoan toan véi cac diéu kién ciia phép tinh bién phén.

Béy gio ta hiy xét cac diéu kién hoanh. D&i vdi bai toan didu khién
v6i dudng cudi thing ditng, didu kién hoanh 12 A(t) = 0. Tuy nhién, theo
(3.57) biéu thitc nay c6 thé viét 1a [-F; ]icr = 0, hoéc tuong dudng:

[Fy]r-T =0

Lai mét }n niia, ddy chinh 13 didu kién hoanh trong phép tinh hién
phén.

Déi v4i bai toan véi dudng cusi ndm ngang, didu kién hoanh diéu
khién t61 uu 1a [H],_; = 0. Tix (3.55), biu thic nay nghia la [F+2u]_.=0.
Tuy nhién, khi si dung (3.56) mét 14n nita va sau khi thay vy cho u ta ¢6
thé chuyén diéu kién nay thanh:

[F-F,3),r = 0.
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Pay ding 13 diéu kién hoanh trong phép tinh bign phén. Cling c6 thé
chi ra ring didu kién hoanh cha bai todn vdi duong cong cudl yp = ¢(T) trong
1y thuyét diéu khién t6i uu c6 thé dude chuyén thanh diéu kién tuong Ung
trong phép tinh bién phan va ngudge laj.

C. MOT SO (ING DUNG KINH TE CUA NGUYEN LY CUC DAl
1. CHU TRINH (VONG) KINH DOANH CHIU ANH HUGNG CUA CHINH TRI

Nguyén 1y cuc dai duge ap dl_mg‘nhanh chéng va kha phd bién vao cac
bai toan kinh t&. Nhiing dng dung ciia nd c6 mit 6 hau hét cac Minh vue
thudng gap trong kinh té& hoc vi md va vi md 4&n nhitng cht dé nhu danh
bét thuy sin, k& hoach hoa thanh phd va kiém soat 6 nhiém. Trong muc
nay, ta giéi thidu mét mo hinh 1y thd cua William Nordhaus, md hinh nay
cho th&y ring trong mdt nén dan chd tu san, nhiing ¢d géng cia dang chinh
tri duong nidm quyén nhim ngan chan dang (hay cac dang) 481 thn hat cAng
minh ¢é thé thiic ddy ho theo dudi cac chinh sach kinh t& mang lai mét kidu
dang nhat dinh cho ty 1& that nghigp va toc do lam phat trong vong moi ky
bau cit. Kidu dang nay lap di lap lai qua cée ky biu cli nhu mét chudi che
vong kinh doanh chi 6 nguodn gde chinh tri.

1.1, Ham phi&u bau va su lya chon Phillips

Déi véi viee kidm soat Chinh phi ctia Dang dudng nidm quyén, trong
mot nén dan chu tu san phai theo dudi cac chinh sach 161 cudn da s& c tri
dé giit chién théng trong cac cufe bau cit. Trong mé hinh hién tai, ta chi tap
trung chit § vao cac chinh sach kinh t&, va thuc t& chi vao hai bién kinh té:
U (ty 1& thit nghiép) va p (t5c d6 lam phat). Bdi vi nhitng anh hudng x4u
cila th&t nghiép va lam phét hinh nhu 14 nhing mdi quan tAm chu yéu cua
cu tri, viée Ida chon tiéu diém chd ¥ nhu vay chée chén 1a hgp 1y.

Ta c6 thé md tA phan ng ctia cac cit tri déi vsi ty 16 that nghigp U, tdc

5 lam phat p bang ham phiéu bdu (gop):
v=v(U, p) (vy<0, v, <0) (3.58)
& day v 1a mét thude do kha nang gianh duge phiéu bAu cua dang duong
'h&m quyén. Cac dao ham riéng ctia v theo méi d6i s6 1a am, bdi vi gia tri cao
ctia ca U va p déu din dén mAat phigu bau. Trén Hinh 3.6 ¢6 minh hoa ba
dudng déng phiéu, tic 1a dudng v(U, p) = hang s8; dudng cao nhét gén véi v
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thép nhat. Khai niém dudng cong déng phigu nhan manh sy kién la, vé
phia chinh tri, ¢6 sy hua chon gifia hai bién U va p. Néu Pang dudng quyén
khong lam vui long ¢t tri bing viée gay ra lam phét cao hon, né 6 thé hy
vong b lai s6 phiu bau bi m4t qua vide gidm di mic ty ¢ that nghiép.

p(*)

v nho hon

v 1dn hon

U%)
Hinh 3.6
Bén canh sy Ia chon mang tinh chinh tri, hai bign nghién ciiu cdn ¢
quan hé lua chon véi nhau v& mit kinh t& do hé thitc Phillips gitta v va p cd
b8 sung thém téc 6 lam phat ky vong:

p=¢()+an (¢'<0,0<ac<i) (3.59)
Phuong trinh (3.59) néi réng téc d6 lam phat thyc t& p chdng nhitng
phu thude vao ty 1& thit nghiép U ma con phu thude vao tdc d6 lam phat ma
ngudi ta du doan duge tit trude va it nhidu mang tinh chit quan . Thi du 4
thdi ky t, t5c do lam phat 1a 5%, nhung trude thdi ky t ngudi ta c6 thé du
doan riing lam phéat & thdi ky nay 1a 3%. Cach du doan ¢6 diéu chinh dua

trén sai 56 dy doan da méc phai, duge goi 12 dy doan thich nghi.
7t = b(p —n) (b>0) (3.60)

Téng céng, bay gid ta e6 ba bién, U, p va . Nhung bién nio phai duge
coi 1a bién trang thai va bién nio 1a bién difu khién? La bién trang thai,
nd phai di véi mét phuong trinh chuyén déng trong bai toan. Vi (3.60) tao
thanh mét phudng trinh chuyén déng d6: véi n, ta cé thé xem = nhu la mot
bién trang thai. Mat khéc, bién U khéng c6, nhung vi né c6 thé &nh hudng
1én p qua (3.59) va réi lai n thong qua (3.60), ta c6 thé si dung né nhu mot
bi€én diu khién. Tuy nhién, s dung U nhu mot bién diéu khién doi héi gid
thiét 4n rdng chinh phii duong nhiém ¢6 kha nang thye hién bat ky ty 18
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that nghiép nao ma né chon tai thai &iém bat ky. Con vé bién p, (3.59) chi
ra ring gia tri clia n6 tai thai gian t bt ky & trd thanh xac dinh khi cac gia
tri cia bién trang thai va bién diéu khién duge bist. Nhu vay ta c6 thé coi
né khéng phai 12 bién trang thai ma ciing khéng 1a bién diéu khién, ma
cling nhu v, ¢hi 14 mot ham caa hai bign kia.

1.2. M6 hinh diéu khién t8i wu clia chu trinh kinh doanh chiu
Anh hudng cta chinh tri (tw ban)

Gia sit rang Dang viia chién thang bau cu tal t = 0, va cube bau cd
tiép theo dinh s& duge t6 chde sau T ndm tai t = T. Khi d6 Pang duong
quyén c6 tdng cong T nam dé gay anh hudng céc et tri bang nhiing thanh
tyu cta né (hay nhiing vé bén ngoai cua nhing thanh tuu d6) dé gianh
phi&u biu cho minh. Tai thdi diém bat ky trong ky [0, T], cp gid tri cia U

- va p sé x4c dinh mot gia tri v. Nhung céc gia tri khac nhau cb thé phai duge
danh trong s6 khac nhau tuy thubde thoi gian xay ra. Néu cac cd tri khong
nhd mot cach hé théhg va chiu 4nh hudng nhiéu hon boi nhiing sy kién Xay
ra gin théi gian biu clt thi cic gia tri v cia phén sau cta thei ky [0, T phai
duge gan trong s0 ning hon so véi céc gia tri d6n sém hon. Khi d6 ta c6 thé
trinh bay bai toan didu khién t8i uu cua dang duong guyén nhu sau:

Cue dai { v e at (3.6L.1)
véi rang bude p = o(U)+an (3.61.2)

& =b(p-1) (3.61.3)
va 0 =n, (T tudo (m, T cho trude) (3.61.4)

Ta néu vai nhan xét v& (3.61). Thit nhét, hé théng trong sd duge cho
béi ham ma e, trong d6 r > 0 ky hiéu tdc db 1ang quén. Ham nay chi ra
ring cac gia tri v tai nhitng thai diém sau dude gan trong s ning hdn do dé
né khéng phai 1a mét thita s& chigt khau. Thit hai, quan hé Phillips 12 mét
kiéu rang budc mdi so véi dang bai toan diéu khién ma ta &4 phat bidu tuy
nhidn ta c6 thé khit bién p bing cach thé phuong trinh dé vao ham phigu
bau va phudng trinh chuyén dong. Khi d6 phuong trinh p sé bién mat. Thi
ba, nhu diéu kién bién chi ra, dang duong ndm quyén dél mét véi mot
dudng cudi thing ding, vi T (thoi gian bau ci) da xac dinh. Thd tu, méc du
ty 16 tha't nghiép U trén thuc té phai }a khéng 4m nhung trong cach dat bax
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toan dang (3.61) ta dé né tu do cho tién. B3i vi néu né dua dén nghiém U*(t)
khéng chap nhan duge vé mit kinh t& thi ta ¢6 thé dat lai bai toan vdi tap
diéu khién thich hgp.

Dé giai bai toan mét cich dinh luong cu thé Nordhaus gia dinh cac
dang ham déc biét sau day:

VU, p)=-U-hp  (h>0) (3.62)

p=0-kU)+an 0,k>0, 0<ac<l) (3.63)

T (3.62), ¢6 thé thdy ring cic dac ham riéng etia v qua thue 14 Am;

Trong (3.63), ta thdy rdng quan hé Phillips $(U) duger tuyén tinh hoa. Si

dung cac ham dac biét nay, va sau khi thé (3.63) vao (3.82), bay git ta ¢6
bai toan:

.
Cuc dai _|; (~U? — hj + hkU - hame™ dt (3.64.1)
vdi rang bude 1= b[j— kU - (1 - a)n] (3.64.2)
va m0) =m, n(T) tudo (m, T cho trudc) (3.64.3)

1.3. Cyc dai Hamilton
Hamilton cia bai toan nay la:
H=(-U? -hj+ hkU - han)e™ + Ab[j-kU -(1-a)x] (3.65)
Cuc dai H theo bién diéu khién U, ta c6 phuong trinh:
JH

— =(-2U + hk)e™ ~Abk = 0.
au

Tlu ddy ta giai ra duong di diéu khién:
Utt) = %k(h—le'") (3.66)
Vi *H/QU* = -2e™ < 0, duong didu khién trong (3.66) thue sy lam
eyc dai Hamilton tai mei thai diém, nhu nguyén 1y cuc dai doi héi.
Vi con c6 mét A trong nghiém U(t) ta phéi tim dudng di At).
1.4. Quy dao hiép trang thai téi vu
Phuong trinh chuyén ddng véi bién hiép trang thai A 1a:

?L:—ﬂ = hae™ + Ab(1 —a)
on
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Viét lai né dudi dang:
A—Db(1 —a)A = hae™.

Day 1a mét phuong trinh vi phan tuyén tinh cdp modt. Bang cach thi
truc tiép, ching han, ta thay nghiém téng quat d6i véi A a:

At) =2, + A = APl %e“ (3.67)

trong d6 B =r - b + ab, A 1a mjt hing sd tuy § phai xéc dinh.

D& xic dinh A, ta c6 thé su dung di€u kign hoanh dai véi bai toin
duéng cudi thing dang, A(T) = 0. Cho t = T trong (3.67), 4p dung diéu kién
hoanh va giéi d6i véi A, ta thay ring A = (-ha/B)eBT, VAy nghiém xac dinh -
duong di higp trang thai t6i wu - 1a-

l %* (t) — h_Ba[el‘t . eB’I‘+b(1—ajl.] (3.67,)

1.5. Quy dao diéu khién t&i wu

Bay gio ta da tim duge A*(t), tat ca con lai 1a thé (3.67) vao (3.66) dé
rat ra quy dao didu khién t6i wu. Sau khi don gian hoa, két qua la:

U *(t).= %[(r —b) + bae BT (3.68)

DPay chinh 13 quf dao didu khién ma Dang duong quyén phai theo vi
Igi ich cita viée duge bAu lai é nam T.

Y nghia kinh t¢ cia duimg di nay la gi? Thir nhdt, ta nhdn xét rang U*

la médt ham gidm cua t:
dU *

dt

- —% khbae BT < g (3.69)

bdi vi dé la bidu thie mi va k, h, b va a tét cd la duong. Theo db, chinh sdch
kinh t€ cuc dai hod s6'phiéu bdu la dgt mic that nghiép cao ngay khi thang
béu cit tai t = 0, va réi dé cho t3 I¢ thét nghiép gidm én dinh qua suét ky biu
ci [0, T]. Cde mutc that nghiép t6i wu tai thoi gian 0 va thoi gian T la:

kh BT
N _
U {0)_2 {(r-b)+ bae®" ]

) = 7 _ ="
[ { )—- B [(r b)+ba] =
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Ta c6 nhan xét ring miic th4t nghiép cudi kh/2 1a mét lugng duong.
Va vi UX(T) 1a thap nhat trén toan bé dudng di U*(t), cac gia tri U* tai moi
gia tri cta t trong (0, T] phéi déu duong. Didu nay ¢6 nghia 13 cach dit bai
toan dé U ty do ma ta da luu ¥ trén ddy, trong trudng hdp hién tai khong
gly nén ric réi nao vé diu cta U, Tuy nhién, dé ¢6 ¥ nghia kinh t&, U*(0)
phai nhé hon 1, hay hién thuc hdn, phai nhd hon mdt ty 1¢ that nghigp téi
da U,,, <1 ¢6 thé chju dung dugc. Trit khi cac gia tri tham & khign cho
U*(0) < U, bai toan cAn phai dat lai bing viée dua vao rang bude U(t) e
[0, Unad-

Quy dac thit nghiép t8i vu dién hinh, U*(t), dugc minh hoa trong
Hinh 3.7, ¢ d6 chiing ta thay kiéu dang 46 thi cha U*(t) duge 13p lai qua céac
ky bdu ct k& ti&p nhau tao ra cae chu ky kinh doanh do anh hudng chinh
tri. Tuy nhién, dang cong cla dudng di U*(t) khéng luén ludn phai 13 16m
nhu trong Hinh 3.7. Bdi vi, 14y vi phan (3.69) theo t ta thay rang

> >
d*U* 1

o =§BkhbaeB(T‘” =r0khi B

i

0 (370

U { i :
1 1 1
1 1 ]
3 1 1
1 1 1

]
1 1 1
1 1 1
] I 1
] ¥ )
] 1 ’
1 1 i
| 1 t
1 1 1
1 1 1
1 1 1
1 1 1
] 1 1
] 1 1

T 2T ar t
Hinh 3.7

Céc tham s8 cling ¢6 thé 14y céc gia tri khac nhau & céc ky bau cu
khéc nhau, va dudng U*(t) 8 ky truée khéng hoan toan lap lai & ky sau,
nhung ki€u dang d4u ky thi cac sau rdi gidm din i cai tén tai dai ding.

1.6. Dudng trang thai t6i uu

Khuynh huéng chu ky gdy béi chinh trj trong bign didu khién U cing
gay anh huong sang bién trang thai x, va vi vay ciing sang ca mite lam phat
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thue p. Kiéu t6ng quat 1a téc d6 lam phat t&i vu tudng déi thap 6 ddu médi
chu ky bAu cti, nhung trai qua mot sy tang 6n dinh. Néi cach khéac sy bién
thién eta p* ¢6 khuynh huéng nguge véi cua U*.

Ta nhd ring nhitng k&t luan cita md hinh hién tai ~ cing nhu cua bat
ky méd hinh khéc — gdn chit véi cic gia thift ma ta thita nhdn. Néi riéng,
cac dang dic biét duge chon d8i véi ham phiéu bau trong (3.62) va dbi véi
quan hé Phillips vdi ky vong (3.63) chic chin c6 anh huéng quan trong déi
v6i nghiém cudi cung. Nhu thay s6 hang tuyén tinh -hp trong (3.62) bang s8
hang phi tuyén -hp® Ta s& lam thay 481 déang ké nghiém U*(t) cfing nhu
nghiém p*(t).

I1. S0 DUNG NANG LUONG VA CHAT LUGNG MO! TRUONG

Khi mét quéc gla ¢6 mdt tai nguydn chli ydu cd thé can kiét, chéng
han nhién liéu, thudng ngudi ta phai quan tdm dén vdn dé st dung né theo
thdi gian nhu thé nao cho t8t nhat. Trén thé gidi ngay nay ngudi ta cling rat
1o ling v& chat lugng méi trudng ma ho dang sdéng. Ching ta da thdo luan
nhitng vdn dé lién quan khi trinh bay phép tinh bién phin. Néu viéc su
dung nhién lidu ¢6 thé can kiét sinh ra 6 nhiém nhu mot sin ph&m phy kém
theo thi duong di thoi gian tol wu d8i véi st dung ning lugng 1a gi? Ta s&
xem xét cau hoi cdu héi nay c6 thé gidi quyst bing 1y thuyét didu khién tai
wu d6i véi mé hinh Bruce A. Forster nhu thé nao.

9.1. Ham lgi ich 3 hoi

Cho S(t) k§ hidu trit lugng nhién ligu va E(t) ky hiéu téc dd khai thac
nhién lidu (va st dung ning lugng) tat thoi gian t bit ky. Khi d6 ta cé:
S=-F (3.71)
Viée st dung ridng lugng E dé lam ra hang hoa va dich vu tiéu dung
C, nhung ciing san sinh ra mot luéng 6 nhiém P lam giam bdt lgi ich (sy
chiu dung). Do d6, thay vi viét mét ham 1gi ich don gian U(E), ta ding ham
loi ich méi, ham lgi ich ¢6 hai 4ol s6, C(E) va P(E). Forster da dua ra ham
tiéu diing va hAm 6 nhiém nhu sau:
C=C(E) H(C>0,C"<®) (3.72)
P =P(E) P>0,P" >0 (3.73)
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Né61 each khace, ciae ham nay cho biét ring st dung thém ning lugng
lam téng tiéu dung véi t6c d6 gidm dan, né sin sinh ra 6 nhiém véi t&c o
tang 1én. Trong mé hinh nay, dé don gian, 6 nhiém duge gia dinh 1a khong
tich luy; nghia 13, né 13 mét ludng s& khuéch tan va khong tich trit lai. Thi
du cho tinh hudng nay 13 loai 6 nhidm thai ti otd,
Ham l¢i ich x3 héi dude gia thist phu thuée vao tidu ding va 6 nhidm
vdi cac tinh chdt nhu sau:
U= U(C, P) (UC > 0, Up < O, UCC < O, Upp < O., UCP = 0) (374)

2
trong dé UC = %['é-, UCC = icg .

Tinh chat Uy > 0 va Uge < 0, néi rdng loi ich bién cla tidu dung 1a
dusng nhung gidm dén. Trai lai, Up < 0 va Upp < 0, nét réng Igi ich bién cia
& nhiém 14 4m va gidm din (khi cho 6 nhidm tang thém mét don vi thi U, ¢4
thé gidm ti ching han -2 xuéng -3).

Vica C va P dén lugt né lai phu thude E, rét cudc 1gi ich x3 héi chi
phu thuge sit dung nang luong, do d6 ta 6 thé 1&y E ]am bién didu khién.
Trong mé hinh, bién 8 biéu thi mitc nang lugng du trit c6 mit trong (3.71)
dudi dang dao ham. Vi thé ta ¢6 thé xem S 13 bién trang thai va (3.71) 1a
phudng trinh 'chuyé’n déng cia né .

2.2. M6 hinh diéu khién t6i wu cta s dung nang luong

Né&u ¢6 mot ij ban Nang lugng dugc trao nhiém vu x4y dung ké
hoach va vach chudng trinh t8i vy si dung ning lugng E cho mot thai ky [0,
T), thi bai ton t6i uu déng ma né phai giai ¢6 thé c6 dang:

Cue dai J;TU[C(E), P(E)] dt (3.75.1)
v6i rang bude S =-E (8.75.2)
va S(0)=8, 8(M=0 (8, Tcho trudc) (3.75.3).

Vi thot gian cubi 14 ¢& dinh, bai toan c6 dudng cudi thing ding cut.
2.3. Cuc dai Hamilton
Ham Hamilton ¢ day la:

H = U[{C(E), P(E)] - AE (3.76)

13- TUHB
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Ta 6 thé tim gia tri E lam cye dai H bing cach dat dao ham cdp mét
cua no bang 0
E—;-I%:UCC'(E)+UPP'(E)—?L:0 (3.77)

Cry
Giai phuong trinh nay ta duge biéu thic ctia E theo i.
Vi Ue va Up ciing nhu U, phu thude E. L&y dao ham cAp hai ca H
theo E ta cé: '
2
ﬁ = U(-_CC'Z ‘1'[_]-(\-:(3I +U PPPI?' +U p}jl ‘<O
AE? '
(theo (3.72), (3.73), va (3.74))

Diu Am ctia nd bao dam rang (3.77) cyc dai H.
2.4. Cac dudng di hiép trang thai va diéu khién t6i uvu

Tuy nhién, dé dua ra nhidu théng tin hon vé E tir (3.77), ta can xem
xét dudng di thdi gian chia A. Theo nguyén 1y cyc dai va do 5 khong ¢6 mat
trong H ta <&

aH

A= e 0 kéo theo A(t) = c (hang s6) (3.78)
[

Dé x4c dinh hing s8¢, ta dua vao diéu kién hoanh.
D6i véi bai toan nay, véi dudng cudi thing ding cut, diéu kién hoanh
tdng quat ¢6 dang: A(T) > 0, S(T) 2 0, A(T) S(T) =0 (3.79)
Trong thuc hanh ta dit A(T) = 0 (nhu thé dudng cudi khéng bi cut) roi
xem nghiém cé thoa man S(T) = 0 hay khang. Vi A(t) 12 mét hang s theo
(3.78), dat A(T) = 0 ciing ¢6 tac dung la dat A(t) = 0 v6i moi t.
Véi At) = 0, (3.77) riit gon v8 mét phudng trinh theo mot bién E,
U CEY+UpP{E)=0 (3.80)
ma vé nguyén tic né cé thé gidi dé tim duong di didu khién t61 wu. Vi
phudng trinh nay doc lap d6i vdi t, nghiém cla né 1a hang s§ qua sudt théi
gian:
E*(t) = E* (hdng s6) ™
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Ta hdy xem xét y nghia hinh t& ciia (3.80). Bidu thize vé trai cua
phuong trink do luéng dnh hudng cia viée sw dung néng luong len loi ich xd
hoi théng qua 2 con duong. S& hang thit nhat, U.C'(E), la dnh huong duong
qua tiéu ding. 86" hang U.P'(E) la dnh hudng ém qua 6 nhiém. Do ds (3.80)
néi rdng cdn chon mdt gid tri E* lam can bang hai énh huing nay, eciing
nhi quy tdc quen thuge cuc dai loi nhudn: MC = MR doi héi mét cong ty cén
béng nhing dnh hudng chi phi va doank thu Ehi lue chon sdn lugng
san xudt,

2.5. Quy dao trang thai téi vy

Bay gi3 ta kiém tra xem nghiém E* trong (*) 6 thé thod man rang
bude S(T) > 0 hay khéng. Musn thé, ta phai tim dudng trang thai S(t).

Véi viége st dung nang lugng khéng d4i, phuong trinh chuyén dong
S=-E cé thé d& dang My tich phan dé duge:

Sty = -Et + k (k tuy y)

Hon nita, bang cach dat t = 0 trong két qud nay, dé dang thay ring k
biéu thj trit lugng nhién liéu ban diu So. Nhu vay, dudng trang thai téi uu
¢6 thé viét la:

S*t) =8, - E*t
va E* dong vai tré 12 tée do khéng d8i sit dung néng lugng.

Xét ba gié tri minh hoa cta E* trong Hinh 3.8, trong d6 E*, < E*, <
E*;. Véi téc d8 sit dung nang lugng thip E*,, trit lugng t8i uu S*(t) ¢6 dang
dudng thing hai dse xufng, dé cho S*(T) dudng. Mit khae, vdi tée 45 st
dung nang lugng E*, cac hon, trit lugng nang lugng S*(T)) = 0 nhién liéu bi
kéo xudng 0.

Nhung truéng hop con lai, E*,, trit ligng sé sém can kiét, rd rang vi
pham quy dinh $(T) > 0. Nhu vay, néu nghiém cia ching ta E* trong (¥)
thude ki€u E*, hoic E*, thi didu kién hoanh (3.79) thod man va bai toin
dude giai. Nhung néu nghigm gidng nhu E*, thi ta phai ddt 8(T) = 0, va gidi
bai todn nhu bai toan vdi trang thai cudi da cho. Trong trudng hgp d6, gia
tri E* co thé tim duge trl_!é tiép t bang cach chon t = T va §(T) = 0
Sg
T

E* = (néu (*) vi pham S*(T) » 0
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Sty =8,- E't
(E"<E,<E")

0

Hinh 3.8

C. Y NGHIA KINH TE CUA NGUYEN LY CUC BAI VA PHAT
TRIEN BAI TOAN PIEU KHIEN TOI1 UU

. Y NGHIA KINH TE CUA NGUYEN LY CUC BAI

Robert Dorfman di ¢hi ra rang méi phin cta nguyén 1y cuc dai ¢ Lhé
gan cho mét ¥ nghia kinh t& vé tryc quan, v& c6 thé lam cho méi diu kién
¢ta né trd nén dang tin cdy t& cdch nhin théng thudng.

Hay xét mot cong ty co gang cue dai lgi nhudn clia né trén khoang
thai gian [0, T]. Cho bién trang thai la s6 lugng vén K, va bién diéy khién u,
12 mét quyét dinh kinh doanh nao d6é ma cbng ty phai xac dinh tai méi thoi
diém (nhu ngan quy cho quing céo hay chinh sach hang ton kho). Cong ty
bit ddu tai thoi gran 0 véi vén Ky, nhung s6 vén cud con dé ngd. Tai mét.
thai diém bst ky, Ig1 nhuan clia cong ty phu thude vao s§ vén ma né dang c6
cung nhu chinh sach u ma no chen lac 6. Nhu vay ham I6i nhuan ca né )a
n(t, K, u). Nhung sy lta chon chinh sach u cling lién quan tdi tae d6 thay
d6i ctia K theo thdi gian; nghia 13, K bi anh hudng bdi u. Tt d6, bai toan
diéu khién t6i wu 14

Cuc dai = J:T (6, K, w)dt (3.81.1)

vdi rang bude K = £(t,K, u) (3.81.2)
va KO =K, KD tudo (K, ,T cho trudc) (3.81.3)
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L.1. Bién hiép trang thai nhu la gia bong

Nguyén 1y cye dai ddt cac diéu kién 1én ba loai bién: didu khién, trang
thai va higp trang thai, Bién digu khién u v bidn trang thai K da dude gan
cac ¥ nghia kinh t&. Con bién hiép trang thai X thi sac?

Nhu da néi ti trude, » chiang khie nao mdt nhin W Lagrange va nhu
vay, phai ¢6 ¥ nghia cia mét gia béng. D& khdng dinh diéu d6, hay viét hai
phiém ham (3.22”) cho hgp véi bAi toan hién thdi, va xét gid tri clia phiém

ham tai nghiém:
_ T :
e = | [HLE* u%, 29 + K * 01 e 1% (DK * (1) +2 * (0K,

L&y dao ham cda IT* theo von ban dau (di cho) va von cudi (161 uu) ta
duge:
anx i

C k) v (T 3.82
K, O b (9:82)

Nhi vay, A*(0), gid tri hiép trang thdi ban déu duoe xde dink mot
cdch t61 wu, la mét thude do dg nhay cia téng loi nhudn téi wn 1T doi vdi
vén déu dé cho. Néu ta 6 theém mét don vi (v6 cung bé) vin ban déu, [P sé
lon thém mot luong A*(0). Do d6, bidu thite nay 6 thé xem nhu gid tri tinh
quy hay gid béng cua mét dan vi vén ban dau. Trong deo ham riéng thit hai
trong (3.82), gid tri cudi cua dudng hiép trang thdi téi vu A*(T), la am ctia
téc do thay doi ciia H* theo 36 von cudi t61 wu. Néu ta muén Jdé lai thém mot
don vi von (si dung it di mét don vi) 6 cudi ky ké hoach, thi ta phdi hy sink
tong loi nhudn bing mot luong la A%(T). Cho nén, lai mét ldn niva, gid tri A*
tai thai gian T do gid bong cua mét dan vi vén & cudi kY.

Néi chung A¥(t) la gid bong ctia von tai thdi diém cu thé do. Tuy nhién
@¢ khing dinh diéu nay, ta phai viét bidu thuc nhan tiz Lagrange la
AN K.u)~ K] chit khong la AO[K - f(t.K.u)). Néu khong thi gid

bong cua K la A* sé am.
1.2. Hamilton va trién vong 1¢i nhuin

Hamilton cua bai toan (3.81) la:
H=n(t, K, u)+Aat)fit, K, u) {3.83)
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Thanh phén th& nh&t ¢ v& phai 14 1gi nhuén tai thdi gian t, dem lai
tit s& von hién ¢6 K va quyét dinh chon tai thai diém d6. Ching ta c6 thé
coi né6 1a “I¢i nhuan trude mat tuong dng véi chinh sach w”. Trong thanh
phén thi hai cla (3.83), ham f(t,K,u) chi téc d6 thay d6i ctia vén (hién vat),
K, tuong tng vdl chinh sach u, nhung khi ham f duge nhan véi gia bong
A{t), né dude chuyén d6i thanh gia tri bing tién. Vi vay, thanh phén th hai
cia Hamilton biéu thi “td¢ d6 thay déi clia 85 tién vén tudng dng vdi chinh
sach u”. 88 hang thi hai c6 thé xem nhu 14 s8 I6i nhuan ma u s& dem lai
trong twong lai, vi tich lu§ van 1a chuén bi diéu kién cho muc tiéu lgi nhuan
tudng lai. Hai anh hudng cua u dé1 vdi l¢i nhuan trude mit va tuong lai ¢6
tinh chat canh tranh nhau: Mat quyét dinh chinh sach u tao thuan 1di cho
lgi nhudn trude mat thi né thudng doi héi hy sinh 10i nhuéan tuong lai. Vay
Hamilton bidu thi igi nhudn trién vong tritde mdt va tuong lai cua cac quyét
dinh chinh sach.

Nguyén 1y cue dai doi hoi ege dai Hamilton theo u, Diéu nay ¢6 nghia
la tai mdi thai diém, cong ty phai lva chon quyét dinh cue dai téng lgi
nhudn trién vong. Néi riéng, cong ty phai cAn d6i gita trién vong thu dugc
thém 1¢i nhuan trude mit va trién vong bi mét thém loi nhuan tudng lai.
Qua vay tir dang yéu ena didu kién “Max H”

@=~a£+l(t)iz0
ou  du Au
ta co:
on of
— = —Alt)— 3.84
P ()au (3.84)

H¢ thic nay néi ring phdi lua chon u* thé nao cho tic d6 néu tdng u
thi lgi nhugn bién trude mdt cé thém phdi bang s6 ldi nhudn bién tuong lai
bi mdt di.

1.3. Cac phuong trinh chuyén déng
Nguyén 1y cue dai cé lién quan dén hai phuong trinh Ichuyén dong,
Mgt d8i vdi bién trang thai K, duge dua vao nhu mét phan cla bai toan

(3.81), né miéu ta cach thitc ma quyét dinh ctia Coéng ty anh hudng lén téc
d6 thay déi von. Phuong trinh chuyén déng doi véi bién hiép trang thai la:
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JH e o

L= =
K JK K

hodc, sau khi nhan c4 hai v& véi -1,

. om of
i B 3.85
K FMOop (3.85)

V& trai chia (3.85) ky higu tée d6 gidm cta gia bong theo thdi gian,
hodc téc do sut gia cla gia béng.

Phuong trinh chuyén dong dvi héi tée do nay vé a6 ldn bang téng hai
s6 hang & vé phdi ciia (3.85). S6 hang thit nhét | 5/ K, bisy thi dong gop
bién ciia vén vao lgi nhudn hién thot, va s6'hang thit hai AF/ K) bicy thi
dong gop bién cua vén vao viée ndng cao gid tri cia vén, Nguyén Iy cue dai
doi héi rang gid béng ctia vén gidm vdi t6e dé ma vén déng gép vao loi
nhudn hién thoi va tuong lai cia cong ty.

1.4. Cac diéu kién hoanh

Con céc diéu kién hoanh thi sao? Véi mot trang thai cudi ty do K(T)
tal mot thoi gian cudi ¢§ dinh T (duding cusi thang dtng), didu kién d6 1a:

MTy=0

Diéu néy ¢é nghia la gid bing ciia von phéi la 0 tai thoi didm cudt. Ly
do I gid tri ciia vén doi vdi cong ty bdr nguén tir khd ndng sinh lgi nhugn
cua no. Khi cho mét tim ké hogch cing T, thi chi nhing lgi nhudn tao ra
trong thoi ky [0, T] la c6 ¥ nghia, va bat ky s6'vén nao con lai § lic cudi T,
qud muédn dé dua vao siy dung, s& khéng c6 gid tri kinh t& d6i vai cong ty. Vi
vy, hodn toan tu nhien la gid béng ciia vén tai thoi diém T phdi bang 0. Tiz
ds, ta khong ky vong céng ty ban tam dén tich luy von mét edch nghiém
chinh vio cudi ky ké hoach. Biing hon, dén liic T, né sé c6'gdng ditng cho hét
s6vén ctia minh. -

D61 véi mot cong ty ¢ y dinh ti€p tuc ton tai vugt qua thoi ky k&
hoach [0, T], ¢6 thé 1a hdp 1§ néu quy dinh mét mite chdp nhan duge toi
thiéu nao dé doi vai vén cudi ky, chang han K.in. T4t nhién, trong trudng
hgp d6 ta c6 mét dudng cudi thing dlng cut. Diéu kién hoanh bay gig quy
.dinh rang

MD20 va  [KMT)- K, MDD =0 (tx (3.35)
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Néu K*(T) vugt han K., thi ring budc 461 vii s6 vén cudi khéng phat
huy tac dung. Két cuc gidng y nhu néu khéng c¢6 han ché nao, va diéu kién
¢t M(T) = 0 s& ap dung duge. Nhung néu gia béng cudi A(T) khac 0 (dudng),
thi gi61 han K, thuc sy 14 rang bude theo nghia né ngan khéng cho cong ty
dén cudi ky st dung hét vén. S8 vén cudi ky cong ty thuc su dé lai 1a ding
bang mitc K.

Cudi cung, xét trudng hdp dudng cudl ndm ngang. Trong trudsng hgp
dé, cong ty da dinh trude mitc vén cudi ky, chang han Kuy, nhung ty do chon
thdi gian dat muc tidu. Diéu kién hoanh:

(Her =0
néi ring hay chon lic cudi T sao cho téng I¢i nhudn trude mit va tudng lai §
lic @6 phai bang 0. Néi cach khac, cdng ty khéng nén dat td1 mie Ky, tai

thoi gian khi téng 1oi nhuan trudc mit va tudng lai (gia tri cia H) vin
dugng. '

fI. HAM HAMILTON THEOQ GIA TRI HIEN THOI

Trong céc tng dung kinh t& cia ly thuyét diéu khién t6i wu, ham dudi
ddu tich phan F thudng chia thita s§ chiét khau e M6t ham F nhu thé
néi chung dang:

F(t,y,u) =G(t,y,u)e ™ (3:86)

cho nén bai toan diéu khién t8i vu la:

5

Cuc dai V= L Git,y,we™ dt (3.87.1)
vii rang bude ¥ = f(t,y,w) (3.87.2)
va cac diéu kién bién (3.87.3)

Theo dinh nghia, ham Hamilton ¢6 dang:
H = G(t,y,we™ + Af(t,y,u} (3.88)

Nhung vi nguyén 1y cye dai d6i héi 14y vi phén cia H theo u va y, va
vi su ¢6 mit cua thita s6 chi€t kh&u 1am ting tinh phic tap cho cac dao
ham, Do d6 dé thuan 161 ta dinh nghia ham Hamilton méi khong c6 thita s&
chiét khéu. Hamilton nhu vay dude goi 12 Hamilton theo gid tri hién thoi, &
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ddy thuat ngit “gia tri hién thdi (khac véi gi4 tri quy v& “hién tai”) dung dé
chi tinh ch&t “chua chiét khau” ctia Hamilton méi.

Khai niém Hamilton theo gia tri hign thoi cAn c6 mét khai niém di
kém 14 nhéan ti Lagrange theo gi4 tri hién thdi. Do d6 ta hdy dinh nghia
nhéan ti Lagrange (theo gia tri hién théi) méi m la:

m = he®" (ham § & = me™®") (3.89)

Khi d6, Hamilton theo gi4 tri hién thoi, ky hiéu 1a H,, c6 thé duge viét
la:

H, = He™ = G(t,y,u)+mf(t,y,u) (theo (3.88) va(3.89)) (3.90)

Nhu ta ché dei, H,. bay gid khong c6 thita s& chist khau. Luu ¥ ring
(3.90) kéo theo:

HeHe™ (3.90)

2.1. Nguyén 1y cuvc dai cai bién
N&u ta chon lam viéc véi H¢ thay vi slt dung H thi tat ca cac diéu kign
ctia nguyén 1y cuc dai phai dude xét lai dé xem ¢6 cdn su cai bién khéng.
Diéu kién thét nhét trong nguyén 1y 1& cyc dai H theo u tai moi thai
diém. Khi chuyén sang Hamilton méi ta chi cAn thay th& H bai H.:
leix H, viimoit € [0, T (3.91)

Phuong trinh chuyén déng d6i véi bisn trang thai trudc day 1a
y=aH/a\. Vi r'_iH!alzf(t,y,u):chfE’m (theo (3.88) va (3.90)), phudng

trinh nay gié la:

V= i}HC {phuong trinh chuyén dong déi véi y) (3.92)
m

DE cai bién phuong trinh chuyén déng d6i v6i bién hiép trang thai,
A=-8H/8y, ddu tién ta s& bién ddi m&i vé caa phudng trinh nay thanh mét
biéu thic bao ham nhan ti Lagrange méi m, va rdi dat hai két qua bang
nhau. D&i vdi v€ trai, ta c6, bing cach 14y dao ham (3.89),

A =re™ -pme™.

St dung dinh nghia cia H trong (3.90"), ta 6 thé viét lai v& phai la:
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_¢H _ éH.
&y dy

e Pt

bit hai két qua nay bang nhau va gian udc thita s6 chung e, ta
duge phudng trinh chuyén dong cai bién sau day:

A
& c

C

m=-— +pm {phuong trinh chuyén déng d6i véim)  (3.93)

So véi phuong trinh chuyén doéng ban diu déi véi A, phudng trinh
chuyén dong méi d6i véi m chita thém s8 hang pm.

Con phai xem xét cic didu kién hoanh. Ta sé lam viéc d6 chi déi vdéi
truong hop dudng cudi thdng ding va dudng cudi nim ngang. D& véi
trusng hop dudng thing cudi thing ding, ta cé:

MT)=0 = [me™],_r=0 (theo (3.89) (3.94)
= m(Te*’ =0

D&i véi trudng hop dudng thing cudi ndm ngang, suy luan tuong tu
cho thay ring:

[H]., =0 = [H.e™] ;=0 (theo (3.90))  (3.95)
= [H. . e =0
2.2, Cac bai toan 6t6ném
Nhu mét trudng hop dic bidt ciia bai toan (3.87), ca hai ham G va feé
thé khong chiia d6i s6't; nghia 12 ¢6 thé ¢6 dang:
G=G(y,u) va f=f(y, u)

Khi d6 bai toan trd thanh:

. .
Cuc dai V= _[; Gly,u)e ™ dt (3.96.1)
véi rang bude v = f(y,u) (3.96.2)
va cac difu kién bién (3.96.3)

Vi ham dudi dau tich phan G(y,u)e™ vin chita t duéi dang hién, néi
mbt cach chit ché thi bai toan khong 6téndm. Tuy nhién, bing cach si dung
Hamilton theo gia tri hién thdi, ta ¢6 thé dua thita s§ chiét khiu e ra
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ngoai su xem xét, Chinh vi 1y do d6, cac nha kinh t& ¢6 khuynh hudng coi
bai todn {3.96) nhu mét bal toan 6téndm - theo nghié ddc biét 1a 481 s6 ¢
dude dua vaoe bai toan dudi dang hién chi qua thia sé chist khau.

Tat nhién, Hamilton theo gi4 tri hién thai 14 ap dung duge cho bai
todn (3.96) cing nhit n6é 4p dung dude cho bai toan (3.87). Va tat ca cac didu
kién nguyén ly cyc dai cai bién (3.91) dén (3.95) van dding. Nhung Hamilton
theo gia tri hién thdi cua bai todn 6téndém (3.96) c6 thém mot tinh chat

khéng ¢6 trong bai toan (3.87). Vi H, bay gid ¢6 dang dac biét:
H. = G(y, u) + mf(y, w)

khong phu thugc dé1 so t, nén gia tri ctia né 14y doc theo cac dyong di t6i uu

cla tat ca cac bién phai 12 hing sd qua suét thai gian. Nghia 1a¢

éH.

=0 hay H=hingsd (baitoan 6t6ném) (3.97)

2.3. Mot cach nhin khac vé mé hinh Eisner-Strotz

Xét bai toan difu khién 6toném sau ddy md phdng theo md hinh
Eisner-Strotz, ma trude day ta da nghién citu nhu mét bai todn ca phép
tinh bién phan véi tim v6 han:

Cuc dai V= f[n(K)—C(I)]e"“ dt  (3.98.1)
véirang bude K =1 (3.98.2)
va cac diéu kién bién (3.98.3)

Trong d6: 7 14 1¢i nhuan, K 12 88 vén, C 1a chi phi diéu chinh, va I 14
dau tu rong.

Bién trang thai duy nhét 12 K, va bién diéu khién duy nhét la [. Céc
ham = va C e6 cae dao ham:

PE<0 COH>0 va CMH>0
Tt ham Hamailton:
H = [=(K)- C(He ™ + I

ta viét cac difu kién theo nguyén ly cuc dai (khéng ké diéu kién hoanh)
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oH ==-C'(De™ +%=0

ol
k=01
b

oH

' —n'(K)é“‘t

o=

Tuy nhién, néu ta sit dung Hamilton theo gia tri hién thai, ta c6:
H, =n(K)-C(I)+ml (theo {3.90%) (3.99)
va cac difu kién nguyén 1y cyc dai tuong duong:

oH,
oF

=-C'(DD+m =0 (theo {3.91)) (3.100)

g g {theo (3.92)) (3.101)

om

oH,

m=-— K +pm =-n'(K)+pm (theo (3.93)) (3.102)
a

Dang sau don gian hon bdi vi né khéng chia thita s6 chiét khau e ™.

Tt (3.100) ta thdy ring:

m=CD>0 = %:C"(Ibo

¢

nghia 13, m 14 ham tang don diéu cta . Theo do, ta c6 thé viét ham ngudgc
y=Ch
[ = y(m) (W' >0) (3.103)
Th& (3.103) vao (3.101), ta c6 thé biéu thi K theo m:

K = y{m) (3.104)

Gép véi nhau, (8.104) va (3.102) tzo thanh hé hai phuong trinh dong
thdi theo cac bidn K vaA m. Sau khi giai cac phuong trinh nay dé tim céac
dudng di K*(t} vd m*(t), va xac dinh hing s§ tuy ¥ dua trén cac didu kién
bién vi didu kién hoanh, ta 6 thé tim duge dutng di t5i wu [*(t) qua (3.103).

11, CAC DIEU KIEN DU

Nguyén 1y cyc dai cho ta céc diéu kién can d&i véi diéu khién téi uu.
Néi chung, cac diéu kién nay 12 khdng da. Tuy nhién, khi nhing diéu kién
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16m thod man thi cac didu kign cho béi nguyén 1y cuc dai la du 461 véi mue
dich cye dar. Ta sé trinh bay dudi day hai dinh Iy v& diéu kién du nhu Vay.

3.1. Dinh 1y diéu kién d: Mangasarian
Dinh Iy vé diéu kién 40 cho béi O. L. Mangasarian phat biéu ring:

P51 v6i bai toan didu khién t8i vu:

T
Cuc dai V= J']F(L,y, u) dt (3.105.1)
vl rang buge ¥ = {(t,v,u) (3.105.2)
vi y(Oy=y, (yo T cho trude) (3.105.3)

thi cac diéu kién can ctia nguyén 1y cye dai ciing la du d61 véi cuc dai toan
eye cus V néu (1) ca hai ham F va f kha vi va 16m dbng thdi theo cac bién
(y,u), v (2) trong nghiém t8i uu thi At) 2 0 véi moi t € [0, T] néu f 1a phi
tuyén theo y hodc theo u (3.106)

[Néu f tuyén tinh theo y va theo u thi A{t) khdng can rang budc nao vé
diu.]

bé ching minh dinh 1y nay, trude tién ta hay nhé lai rdng vdi
Hamilton:

H = Ft,yu) + A fit.y.w)

duong di diéu khién t&i vu u*(t) — va cac dudng di y*(L) va A*(t) gdn véi né —
phai thoa mén nguyén 1y cuc dai, nén:

ﬂ _ Fu (t,y*,u*)+k*fu{t,y*,u*) =0 .
cu|,.
Ta suy ra;
Fy (t,y*,u%) = -4 * £ (£, y*,u*) (3.107)

Hon nita, tit phuong trinh chuyén déng cha bién hiép trang thai,
A= -CH/ &y, ta phai cé:

A% = =F, (6%, u%) - A * £, (£, y*,u%).
Ta suy ra rang:

Fo(t,y*u*) = -A* 0 *f (8, y*,u*) (3.108)
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Cubi cling, trong trudng hop cua ta bai toan cb dudng cudl thing
ding.

Didu kién déu va diéu kién hoanh la:
yo* =¥o (dd cho) va A*(T)=0 (3.109)
Bay gid gia st ¢d hai ham F v {12 16m theo (y,u). Khi d6, véi hai diém
phén biét (t,y*,u*) va (t,y,u) trong mién xac dinh, ta co:
F(t,y,u) - F(t,y*,u*) < F,(t, y* ut)(y-y*) + F, (t,y",u)(u-u*) (3.110)

it y,u) ~£(, y*,u®) < £ (6, v*,u) -y
+ .t y*, uf)a—u®) (3.110")
L4y tich phan ca hal vé cta (3.110) trén {0, T], bat ding thic &6 tro
thanh:

V-V*g ﬂFy(t, v M)y — v + F, (4, y* udu - un) [t

T .
= L [-h* (y - y®) -2 * (5%, u)(y —¥")
—A*E (t,y*, utHu —un))dt (3.111)

Thanh phén thit nhét cha tich phan cudi cing, lién quan a1 biéu thiec
A*(y-y*),cd thé 14y tich phan ting phén va dem lai:

[ -hty-ynde= [l yw -6 y5ud
Thay két qua nay vao (3.111) ta ¢é:
VoV [Reli v - 15w - Lyl =)
£, (6, y*,ut) - u)lde <0 (3.111)

Bit ding thic cudl cing suy tit gia thiét A* > 0 trong (3.106), va sy
kién 1a biéu thie trong ngodc vudng trong ham dudi ddu tich phén la <0
theo (3.110). Do d6, két qua cufi cang la:

Vev* (3.1107)
Ching td V* 12 mét cyc dai (toan cuc), nhu da néu trong dinh ly.

Ta nhan xét ring néu ham f1a tuyén tinh theo (y, u), thi (3.110% tro
thanh mot ddng thie that sy. Trong trudng hop 46, biéu thitc trong ngoic
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vubng ¢ dudi ddu tich phéan trong (3.111)) bang 0, va ta ¢6 thé c6 két qua
mong mudn V - V* < 0 khéng cdn xét dén d4u clia A*, nén rang budc trong
(3.106% ¢6 thé bd qua,

Dinh 1y trén dya trén cg 56 cdc ham F va f 13 16m ngat, cac bat ddng
thdc yéu trong (3.110) va (3.110") s& trd thanh cac b4t ding thic ngit, cac
b&t dang thiic trong (3.111), (3.111) va (3.1117) cling vay. Nguyén 1y cuc dal
khi dé sé la diéu kién d0 cho mét cuc dai toan cuc duy nhit cha V.

Mac di ching minh dinh 1y tién hanh trén gia thiét dudng cudi thing
ding, nhung dinh 1y cing dung d8i véi cac bai toan khac véi T ¢& dinh (diém
cudi ¢6 dinh hodc duding cudi thing ding cut). D& thiy didu nay, hiy nhs lai
ring, trong ching minh dinh 1y diéu kién hoanh 2*(T) = 0 trong (3.109)
duge 4p dung trong qué trinh tich phén ting phan dé 1am cho bidu thiic -
2*(T)(yy - yr*) triét tiéu. Nhung biéu thic ndy ciing sé triét tidu néu bai
todn mét trang thai cubl yq cd dinh, khi dé biéu thiic da néu trd thanh -
A*(T)(y1o- ¥*), va né phai bing 0 bdi vi y,* phai bing yp. Hon nita, néu bai
toan c6 dudng cudi thing diing cut, thi hodc didu kién hoanh A*(T) = 0 thoa
méan (nfu diém cut khong 1 ¢iém rang busc) hode ta phai xit 1§ bai toan
nhu bai toan véi trang thai cudl cd din}i tai diém cut. Trong moi trudng hgp,
bidu thiic 44 néu s& triét tidu. Nhu vay, dinh 1y Mangasarian ap dung dudgc
néu T ¢ dinh.

Trong ung dung dinh 1y nay, ¢6 thé k&t hop cac diéu kién clia
Mangasarian (1) va (2) thanh mot diéu kién 16m d6i véi Hamilton. N&u cac
ham F va f ca hai 1a 16m theo (y, u), va néu A 1a khéng am, thi Hamilton H
= F + Af 14 tdng clia hai ham 186m ciing phai 14 16m theo (y, w). Vi vay, dinh
15 c6 thé duge phat bidu lai theo tinh 1d3m cha H.

3.2. Dinh ly diéu kién da Arrow
Dinh 1y diéu kién du cia Kenneth J. Arrow, sit dung didu kién yé&u
han dinh Iy Mangasarian, va cé thé duge coi nhu téng quat hoa dinh I¥ nay.
Dudi day, ta sé chi ra phan ¢6t 16i cia né ma khong nhéc lai chéng minh.
Tai mét thoi diém bat ky, khi da cho céc gia tri clia cac bifn trang

thai va hi@p trang thai y va A, ham Hamilton duge cue dai bing u*, phu
thudc vao t, y va A;



208 Chuong Ili. Diéu khién t6i tu va ung dung trong kinh té

ur =u*(L, ¥, A) (3.112)

Khi thay (3.112) vao Hamilton, ta thu duge bidu thitc ma ta goi la
ham Hamilton cuc dai hod:

HOt,y, Ay = F(t, y, u*y + L (L, v, u*) (3.113)

Luu ¢ réng khai niém H® khac véi khai niéra Hamilton t& uwu H* da

gip trong (3.53) va (3.54). Vi H* k¢ hiéu Hamilten 14y gia tri doc theo tat ca
chc dudng di t31 uu, nghia la 1ay gia tri tai y*(t), uw*(t) va A*(t) d6l voi moi
didm thdi gian, cac d&i sy, u va A tét c4 ¢6 thé duge thé va dua ra ngoai dé
lai H* nhu mét ham s8 chi ctia t: H* = H*(t). Trai lai, H duge 14y gia tri chi
theo u*(t); nhu véay, trong khi d&i 86 u ¢ thé duge thé dé dwa ra ngoai,.cac

&1 88 khac van con lai, nén H° = H'(l,y,A) vAn 12 mét ham s& véi ba ddi g6.

Dinh Iy Arrow phit biéu rang, trong bai todn diéu khién t6i wu (3.105),
cdc diéu kién cua nguyén ly cuc dai la didu kién du doi vdi cuc o’fai hoa toan
cuc ctia V, néu ham Hamilton cuc dai hod H° xde dinhk trong (3.113) la lom
theo bién y ddi vdi moi t trong khodng thoi gian [0, T] va véi Add cho.

Ly do dé dinh 1y Arrow cb thé duge coi nhu téng quat hoa dinh ly
Mangasarian — hay dinh 1§ Magasarian nhu trudéng hop dac biét cua dinh 1y
Arrow — 13 nhu sau: Néu ca hai ham F va f 1a 16m theo (y,u) v A 2 0, nhu
gid dinh bdi Mangasarian, thi H = F + Af ciing 1a 1om theo (y, u), va 1t d§
suy ra rang H° 1a 16m theo y nhu gia dinh boi Arrow. Nhung H® ¢6 thé 1a
16m theo y ngay ca néu F va f khong 16m theo (y, w), ma diéu d6 khién cho
diéu kién Arrow 12 mét ddi héi yéu hon.

Gidng nhu dinh 1y Mangasarian, dinh 1y Arrow thye sy vAn dang d6i
véi chc kidu didu kién cuéi vdi T ¢ dinh khac. Cong vay, mic du dinh 1y
duge dién t2 qua ham Hamilton H théng thudng va dang “cyc dai” H® cha
n6, né cang co thé dién dat lai, st dung Hamilton theo gia tri hién thai Hg

va dang cuc dai hoa H’ cia né.
3.3. Cac thi du
Thi du 1. Ta da thao luan bai toan khoang cach ngin nhat:

Cuyc daa V = f —(14-112)”2 dt

véi rang budéec y=u
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va y(0)=A y(T)tgdo (A, Tchotrude) (tux(3.7)

Ta hay 4p dung ca hai dinh 1y diéu kién du.

D&i véi dinh 1y Mangasarian, ta nhan xét ring ca ham F va f déu
khong phu thuéc y, nén diéu kién 16m chi lién quan dén u. Tit ham F, ta thu
duge:

Sz 0 \-312
F, :—u(l+-uz] va F,, = —u(l+u£) <0

Nhu vay, F 1a 1dm theo u. Con v& ham f, f = u, vi né tuyén tinh theo u,
né ty déng la 16m theo u. Ngoai ra, su kién {14 tuyén tinh 1am cho diéu kién
(3.106) tré nén khéng cAn thiét. Do dé, cic diéu kién Mangasarian thoa
mén, va nghiém tim thay trude ddy khéng lam cye dai V (ma lam eue ticu
khoang cach) toan cuc.

Mét khi cac diéu kidn Mangasarian thoa méan, khéng cdn thi€t phai
kiém tra diéu kién Arrow nita. Nhung néu ta muén 4p dung dinh 1§ Arrow,
ta c¢é thé tién hanh kiém tra xem Hamilton cuc dai hoa HC ¢6 14 16m theo y
khéng. Trong thi du hién tai, Hamilton l1a:

H=- (1 +u? )”2 +2iu
Khi thay diéu khién t81 uu:
ut) = AlL-22] @9
vao H dé khit u, biéu thie H® thu duge chi chita %, khéng chita y. Nhu vay

H° 12 tuyén tinh va vi viy la 16m theo y véi A da cho, va n6 thoa méan diéu

kién dua Arrow,

Thi du 2. Bay gio ta hdy kiém tra xem nguyén 1§ cuc dai ¢6 phai 1a
didu kién du d61 véi bai toan didu khién mé phong i md hinh Eisner-Strotz
hay khding: '

.
Cuc dai J'] [(K) - C(D)]e ™™ dt
véirang budc K =1
vi chc didu kién bign (it (3.98))

dday w(K)<0, CD >0, va C°(1) > 0.

Déi v6i ciac didu kidn Mangasarian, ta c6 thé thiy ngay ring ham
f(f = I) 1a tuyén tinh va 1dm theo 1. D& kiém tra tinh 16m ctia ham F theo céc

14- TUHD
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bién (K,D), ta cin cac dao ham néng c&p hai caa F = [i(K) - C(D]e™. Cac dao
ham nay la:

Fyk = (K™ <0

Fy =Fig =0

F“ = —C"(I)e_pt <0

Nhu vay, theo quy tde kidm dinh d6i véi tinh xac dinh dau, ta tim
duge & day |D, [ <0 va |D, | >0, ching t3 F 12 16m chit theo (K, I). Vi diéu
kién (3.106) lai khong ¢An thidt , cho nén cac diéu kién Mangasarian hoan
toan thoda man.

DE kiém tra lai didu kién dl Arrow, ta nhd lai tir (3.100) va (3.103)
ring, véi Hamilton theo gia tri hién thoi:

H, = n(K) - C() + mI [t (3.99))
bing cach dat H_/81=0, giai ra d&i véi m theo I va rdi vigt I nhu mét ham
ngude cua m, ta co thé bidu thi didu khién t51 uu & dang:

I = y(m) [tit (3.103)]

Thé didu khién tdi wu nay vao H, cho ta Hamilton theo gia tri hién
thdi cde dai hoa:

H? =n(K) - Cly(m)] + my(m)

Vi oHY /oK =7'(K) va 8*HJ/8K?=n"(K)<0, Hamilton theo gia tri
hién thoi cyc dai hod 1a 16m chét theo bién trang thai K. Nhu vay, diéu kién
da Arrow thoa man.

Viéc kiém tra tinh 16m trong thi dy hién tai hoi khé khén hon so vl
trong hai thi du trudc, bdi vi mic dit mé hinh don gian nhung nod gén véi cac
ham téng quat. Thudng thi cac mé hinh dude xidy dung v6l nhiing gia thidt

tit ddu vé tinh 181 hodc 16m, bang cach dé tranh su cAn thiét kiém tra cac
didu kién du.

IV. CAC BAI TOAN VOI NHIEU BIEN TRANG THAI VA BIEN DIEU KHIEN

Pé don gian, cho d&n nay ta chi tap trung vao nhiing bai toan ¢ mbt.
bién trang thai va mot bign didu khién. Viée tdng quat hoa cho cac bai toan
¢6 nhifu bién trang thai va bién didu khién vé nguyén téc 1a rat dé dang.
Nhung, thi tuc giai trd nén phic tap hon.
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4.1. Bai toan
Gia sl ¢6 n bién trang tha, y,, ..., y,, va m bién diéy khién, u,,..., u,.

Hai 56 n va m khéng c6 rang bude vé dé 16n tuong d6i; c6 thé xayran<m,n

= m, hodc n > m, M3j bién trang thai y; phai gén voi mot phuong trinh
chuyén dong, mé t3 ¥; phu thude dic biégt vao t, vao cac gla tri clia y; va céc

bién trang thai khac tai thdi gian t, cling nhu vao cac gia tri cia méi bidn
diéu khién u; chon tai thoi gian t. Nhu vay, trong bai toan phai c6 n phuong
trinh vi phan dang: :

yl = fl(t',yl Tevry y:n:u] :"'lum)

Yo =06y sy, uy,00u,,)
va phai c6 n diu kién ddu d6i vo; cac bién y. Gia sit bai toan 1a baj toan cé
diém cuéi & dinh, ta cling phai ¢ n diéu kién cusi cho trudc dét véi cae bién
trang thai. Méi bién- didu khidn u; ¢6 thé phai chiu mét gisi han trong mién
diéu khién . N&u gia thiét cac diém diy va cudi c§ dinh, bai toan didy
khién t61 wu ¢6 thé duge bidu didn Ia:

Cuc dai V= fj‘E‘(t,yl srr ¥ Uy, 0 ) dt

véirang buge v, :fl(t,yl,...,yn,ul,...,um)
Yn = f“(t,yn---; yn’u]_)---’um )
Y1(0) =¥ yn(O) =¥
Y1(T) = Y]T LREES ] .Yn(T) = yn’[‘
va wt)e U , ..., u,(t) e U (3.114)
S dung chi s§'j cho cac bién trang thai va chi s8' i cho céc bign didy
khién, ta c6 thé phat bidu lai bai toin nhu sau:

Cuc dai V= .EFF(t,y] e ¥nsUpes iy Y dt (3.114°.1)

vdi rang bude ¥; = fj(t,yl,...,yn,ul,...,um) (3.114’.2)
Y0 =yiprs ¥y (T =y p (3.114°.3)
va u® e % (G=1,.,mj=1,..,0)(3.1144)
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Pé phat biéu gon hon, ta cd thé st dung ky hiéu véc td. Pinh nghia
véc t0 ¥ va véc td u la:

¥y Uy

¥n U

thi ham duéi ddu tich phin F trong (3.114)) c6 thé duge vist gon 1a F(t, y, w).
Ciing nhut vay, chc d&i s6 trong cac ham P ¢o thé duge don gidn thanh (t, v,
w). Néu ta dinh nghia thém hai véc ta:
YI fl (ta y) u)
= ' f(t, y,u) =

Va fo(t,v,u)

thi cdc phudng trinh chuyén ddng cé thé duge viét gop trong mét phuong
trinh dudi dang vée to: v = f(t,y,u). M& rong cach nay cho cac diéu kign
bién ta c6 thd vigt y(0) = y, va v(T) = yr, § ddy y(0), yo, ¥(T) va yp tat ca déu

1a véc t6 n chidu. Va, cudi cling ta c6 thé bidu thi nhitng gidi han mién diéu
khién bing phat biéu véc to u(t) e #

Dé d6, ¢ dang véc to, phat bidu cia bai toan diéu khién t61 uu ddn
gian la:

.
Cue dai V= LF(t, y,u) dt (3.1147.1)
véi rang bude ¥ =1{(t,y,u) (3.1147.2)
y0)=ys ¥(T=vyq (3.1147.3)

va ultye ¥ (3.114”.4)

Nhin bé ngoai, né khong khac gi so véi bai toan vdi modt hién trang
thai va mét bién diéu khién. Sy khac nhau duy nhét 13, trong (3.114”), mét
s& k¥ hidu bidu thi véc td. Tuy nhién, luu y réng ngay cd trong phat biéu
dang véc to ctia bai toan, khong phai tat ca cac ky hiéu déu biéu thi véc ta.

Ky higu V 16 rang 1a mot dai lugng v6 hudng, va cae ky hiéu t va T ciing thé,
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4.2. Nguyén 1y cwc dai déi vi bai toan nhiéu bi&n trang thai va
bién diéu khién
Viéc mé réng nguyén Iy cuc dai cho trudng hop nhidu bién tuang dsi
dé dang. Trudc hét, dé 14p ham Hamilton, d8; vdi mot ham P trong bai toan

ta dua vao mot nhan ti Lagrange. Nhu vay, ta cé:

H= F(t,y,u)+lef'j(t,y,u) (3.115)
i=1
d ddy v va u la cae véc tg trang thai va hiép trang thai da dinh nghia trudce
day. 88 hang téng & v& phai, cung 6 thé duge viét bing ky hiéu vée to. Ta
dinh nghia véc tg ¢6t n chiéu la:

Ay (t)
A=
Ant)
va véc to chuyén vi cia né: AT = i (t) .| Ay (8)]

thi Hamilton c6 thé duge viét 1a:

H="F(t,y,u) +1%f(t, v, u) (3.115)

Bidu thitc nay rdt gidhg véi Hamilton trong truong hgp mgt bién,
ngoai trit 14, ¢ day s& hang cusi cing la mot tich vé hudng - tich cta véc td
hang )" va véc to cot fit, ¥, u).

Doi héi rdng Hamilton dat cue dai tai moi thdi diém theo cic bign
diéu khién vin c6 gia tri phu truge day. Nhu vay ta c6 thé van vist didu
kién: '

Max H (3.116)

Nhung u bay gi3 1a mét vée td m chi€u, nén ta phai chon tai moi thai
diém m gia tri didu'khiénu*, . y_*

Cac phuong trinh chuyén déng d6i véi cac bién trang thai y; la:

_&H

— 4 =1, | 3.117
g ., 6] n) ( }
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Tuong ti, cic phudng trinh chuyén dong 61 véi cac bién hiép trang
thai A, la:
L

1Ty UTbem (3.118)

(3.117) va (3.118) ¢6 ca thay 2 n phuong trinh vi phin — ciing nhau
tao thanh hé chinh téc ctia bai toan hién tai. 2n hdng 8 tuy ¥ ma ta dy tinh
xuAt hién ti cic phuong trinh vi phén nay cé thé xac dinh bing cach s
dung 2n didu kién bién.

Né&u mudn, ta ciing ¢6 thé chuyén hé chinh tic sang ky hidu véc to.
Phit bidu tuong duong véi (3.117) la:

. ¢H

y=—x &'= chuyén vi cta A) (3.117)
an

Diéu dang chd ¥ vé bibu thite nay 1a: H 12 duge dao ham theo AT ( véc

to hang). Nhin vao (3.115)) ta & thay rd tai sao lai nhu vay. Tuy nhién, b§

sung thém vao van dé nay 14.(3.117") phi hgp véi quy téc toan hoc ring dao

ham cha mot dai lugng v6 hudng theo mdt véc to hang (cdt) 14 mt véc to it
(hang). Theo d6, chuyén sang ky hidu véc to clia (3.118) la:

AT = —% (AT = chuyén vi clia i) (3.118)

4.3. Cac diéu kién hoanh
Bai toan (3.114) gid dinh cAc diém ddu muit ¢§ dinh. N&u diém cudi 1a
bign d6i, ta lai cAn cac diéu kién hoanh thich hgp.

D& chigu lai (3.30), ta thiy rdng 461 vdi bai toan mét bién trang thai,
cac difu kién hoanh dudc rdt ra tit hai s& hang cu6i cing cha biéu thitc
dV/de dat bing 0: [H], ;AT - A(T)Ay = 0. Khi ¢6 n bién trang théi trong bai

toan, hai s6 hang nay s& mé rong thanh mét biéu thic véi (n + 1) s& hang:
[H], ;AT - %, (T)AY 17 — A (DAY 7~ ~ Ay (TAY p =0 (3.119)
Tu dé, phat sinh hai diéu kién hoanh cd ban sau day:
[H].r =0  (@&uT tudo) (3.120)
A,(T) =0 (néu y; taz do) | (3.121)
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R& rang, cac difu kién nay can ban khéng khac cic diéu kién hoanh
d6i véi trudng hgp mét bién trang thai. Nhing diém khae chi 1a (1)
Hamilton H trong (3.120) d6i v6i bai toan n bién hién tai chda nhiéu sé
hang hon so vdi trudng hdp mét bién, (2) khi ¢6 cac bién trang thai v6i trang
thai cudi tu do, s& c¢6 nhidu didu kién kidu 2,(T) = 0 trong céc diéu kién
hoanh d&i véi cAc bai toan dudng cudi va dudng thing cudi cut vé can béan
ciing gifng cac didu kién hoanh ddi véi trudng hop mét bign. Gid sl ring
théi gian cudi 1a tu do, va hai bién trang thai, y, va y,, doi hdi c6 gia tri cudi
phu thude vio thai gian cudl bdi cae quan hé:
yir =0 {T)  va  yup =¢y(T) (3.122)
Khi d6, v6i mét AT nhd, ta c6 cac bidu thie sau day:
Ay = 0" (THAT va Ayqar = 04" (THAT .

S dung cac k&t qué nay dé khil Ay,y va Ayar trong (3.119), ta ¢6 thé
viét lai la:
[H-206,' 200 AT = A3 (DAY =~ 2, (DAY, =0 (3.123)
Diéu kién hoainh d8i véi bai ton dudng cong cudl nay la:
[H-2,0,'"2,0,'),.1AT = 0 (so sanh véi(3.32)) (3.124)
Diéu kién (3.124) — cdn thay thé cho (3.120) — cung véi hai phuong
trinh trong (3.122) cho ta ba quan hé dé xac dinh ba An 86 T, yyr va yup. Cac
bign trang thai khac (ys,..., ¥, dudc gia dinh & day 12 co gia tri cud: ty do,
v&n phéi chiu cac kidu diéu kién hoanh trong (3.121).
Né&u thdi gian cudi e dinh, va tit ca cic bién trang thai cé cac dudng
cudi thdng ddng cut, thi diéu kign hoanh la:
AT 20, 9112 Vimimr 1 = VM (T) = 0 (3.125)
G=1,...,n) (sosanh (3.35))
Diéy kién nay ding nhu mét diu kién thay thé cho (3.121).

Cuéi cliing, d61 véi bai toan voi thdi gian cuél cho phép téi da, Thu
diéu kién hoanh la:
H),p 20 T<Too (T-Tuu)Hlr =0  (3.126)

Diéu kién nay 12 mét kiéu khac thay thé cho (3.120).
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4.4. Ung dung kinh t€ - mé hinh x4c dinh Chinh sach chéng

6 nhiém

Trong mé hinh Forster v& st dung nang lugng va chit lugng méi
trudng, 8 nhiém duge 1ay 13 mot biéh ludng. Bién nay dude minh hoa bing
thi du khi thai 6 t6, ma né giy hai cho méi trudng vae lic hién théi, nhung
tan bi€n nhanh va khong tich luy thanh mét trit lugng tén tai lau dai.
Nhung trong cic loai 6 nhiém khae, nhu chdt thai phéng xa va lam dd dau
lia, cac chit gdy 6 nhiém ton tai nhu mot trit ludng va san sinh nhitng anh
huong kéo dai. Vige mé hinh hoa 6 nhiém nhu mét biéh kho cing dude
Forster xem xét. Mé hinh nay chita hai bién trang thai va hai bién didu khién,

4.4.1. Luong 6 nhiém-

Nhu trude ddy, ta st dung ky hiéu E dé bidu thi lugng khai thac
nhién liéu va su dung niang lugng. Nhung ky hiéu P bay gid sé ky hiéu trd
lugng {chd khéng phai ludng) 6 nhifm, véi Pla ludng. Viéc sit dung nang
lugng sinh ra mét luéng & nhidm. N&u khéi lugng cta ludng 6 nhi€m ty 18
thuin véi lugng ning lugng st dung, thi ta ¢6 thé viét P=aFE, (a > 0). Cho
A tugng trung cho méc hoat déng chong & nhidm, va gia su ring A c6 thé
lam giam trit lugng 6 nhiém theo cach thiic ty 18. Khi d6, tit xem xét nay, ta
c6 P = -BA, {B > 0). Thém nita, néu trit ludng 6 nhiém chiu su giam theo
ham mi véi téc d6 & > 0, thi ta ¢c6 P/P=-8, do d6 P =-5P. K&t hap cae
nhén t6 anh hudng 1én P nay, ta ¢6 thé viét:

P=qE-BA-8P (o,$>0,0<8<1) (3.127)
4.4.2. Triz lugng nguén ndng luong

Viée trién khai cac hoat ddng chéng 6 nhidm A ban than né doi héi st
dung nang lugng. Nghia la A gAy nén mét lugng giam, trd lugng nguén
nang luong S. Khi gia dinh mot quan hé ty 1é gitia A va S, bing cach chon
don vi thich hgp cho A va vi 8 ciing giam do s dung ning lugng trong cac
hoat déng kinh t€ khac, ching ta ciing sé co:

S=-A-E (3.128)
4.4.3. Bai todn diéu khién

Vi cac quan hé trong (3.127) va (3.128) tuong ting md ta nhitng thay
d61 dong cta P va S, cac phuong trinh nay rd rang co thé ding nhu cac
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phuong trinh chuyén d6ng trong mé hinh nay. Khi d6, mé hinh nay huéng
vao P (trit lugng 6 nhiém) va S (trit lugng nhién liéw) nhu cac bién trang
thai. Viée xem xét (3.127) va (3.128) ky ludng hon ciing cho thay ring E (st
dung nang lugng) va A (céc hoat dong chéhg 6 nhiém) phai déng vai trd cac
bién diéu khién trong phan tich hién tai.

Néu ta gitt nguyén ham lgi ich nhu di st dung trude day:

U = UIC(E), P] (Ue > 0, Up< 0, Uy < 0, Upp <0, C'> 0, C” < 0) (3.129)

(tir (3.74) va (3.72)

thi bai toan t61 uu déng cé thé phat bidu la:

Cuc dai f UIC(E), P dt (3.130)

véi rang buée P =oE-pA-3P (3.131)
S=-A-E (3.132)

P)=P,>0 P(T)20 tudo (T chotrdde) (3.133)
S(0)=8,>0 ST 20 tudo (3.134)

vi  E=20 O<A<A (3.135)

C6 hat khia canh cua bai toan nay dang xem xét. Thii nhat, trong khi
cac gia tri dau cha P va S 14 e6 dinh va thdi gian cudi T ciing 8 dinh, cac gia
tri cudi cua ca trit lugng 6 nhiém P 14n tri lugng ngudn nang lugng S 4€ ty
do, chi chiu rang buge khéng am. Diéu d6 cé nghia l1a ¢6 mét dudng cudi
thing ding cut d&i véi P vA mot dudng cudi thing ding cut khac d6i véi S.
Thit hai, ca hai bién didu khién E va A bi gigi han trong cic mién diéu
khién tuong (ng ctia ching. Dai véi E, mién didu khién 1a [0, «). VA d&i véi
A, mién diéu khién 12 [0, A], ¢ ddy A ky hiéu mite chap nhan dude cue dai
cua céc hoat déng chéng 6 nhidm. Vi nhiing cin nhéc vé ngan sach va céc
nhan t§ khac c6 thé ngan khéng cho theo dudi viée 1am sach méi trudng mit
cach khéng 6 gisi han, gia thiét v& mét cAn trén A la didu hgp 1y.

4.4.4. Cuc dai Hamilton

Nhu thuong 1§, ta bdt ddu qua trinh gidi bing cach viét ham

Hamilton:

H = U[C(E), P] + Ap(cE - BA - 8P) - A4(A + E)  (3.136)
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0 day cac chi s6 caa méi bién hiép trang thai A chi bién trang thai di dé6i véi
né. D& cuc dai hoa H theo bién didu khién E, 6 day E 2 0, diéu kién Kuhn-
Tucker 1a 8H/GE < 0, véi diéu kién bit yéu E(PH/GE) = 0. Nhung vi ta ¢b thé
loai bd trudng hdp cde tri E = 0 (ngitng hoan toan san xudt tiéu diang), ta
phai gia dinh E > 0. Khi d6 t&t diéu kién bl y&u suy ra rang ta phai thoa
man didu kién:

‘2;1 —UC(E)+ahp ~Ag =0 (3.137)

ok
Luu y rang 8*H/8E®* = U,C*+U,.C"<0; nén H qua thye & cyc dai
chit khéng cue tidu.
Thém vao 46, H phai cue dai theo A. Nhu (3.136) cho thély, h 1a tuyén
tinh theo bi€n A, vdi:
dH

oa =By (3.138)

Ngoai ra, E bi giéi han trong tap hop diéu khién déng [0, A]. Nhu
vay, dé cuc dai H, nghiém bién bén trai A* = 0 phai duge chon néu dH/2A
am, va nghiém bién bén phai A* =A phai duge chon néu dH/BA duong.
Nghia la, '

r

B +xét}o = A*:{ﬂ (3.139)

Tuy nhién, tit (3.137) ta thay rdng:
As = UgC (E) + ahp

Thé bidu thic nay vao (3.139) cho ta diéu kién khac:
> 0
U.C (E){ }- (@+Bhp = A*= {A} (3.140)
<

Luya chon t31 uu cia A phu thudc chat ché vao 1.
4.4.5. Cdc lua chon chinh sdch

Su lua chon t81 uu céc hoat déng chong 6 nhiém hodc 12 nghiém trong
hodac 1a nghiém bién. Forster chi ra ring trong mé hinh hién tai khéng thé

cd nghiém trong.
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Dé thdy didu d6, hiy xét cac phuong trinh chuyén déng ciia céc bién
hiép trang thai:

Ap = ~ap =-Uy +8p (3.141)

: oH . .

hs=-“"=0 = A4 = hingsd (3.142)
as

© N&u A* 1a nghiém trong thi:
Brp+2is=0 (theo (3.139) (3.143)

Vi Aq 12 hiing 8 theo (3.142), phudng trinh cuéi ciing nay chi ra rang
Ap cling phai 12 mét hing 8, ma dén ludt né lai kéo theo:

Ap=0 = 8 =Usp (theo (3.141)) (3.144)

Nhung 4y 12 mét hang s8 doi hoi Up cling 13 mét hing s6. Vi U la don
diéu theo P, c6 thé c6 chi mot gia tri ca P lam cho Up nhan mét gia tri
hing s6 cu thé. Nhu vy, P cling phai 1a hing s6 néu A* 14 mét nghiém
trong.

Khi cho trit lugng 6 nhiém ban ddu P, > 0, cé P 14 hing sé nghia 14 &
dinh trit lugng 6 nhiém cudi 4 mic P(T) = P, > 0, P&l véi mét bai toan véi
mjt dudng thing cu thdng ding cut, didu kién hoanh la:

P(T) Ap(T) = 0 (3.145)

Véi mot P(T) duong, nd ddi héi rang Ap(T) = 0, ma theo (3.144) vi Ap 12
mét hing s8, nghia la;

Apt) =0 vdimoit e [0, T] (3.146)

Nhung theo (3.140), gi4 tri 0 d6i v8i &, Béo theo 13 UcC'(E) = 0, trai véi
céc gia thidt rang ca Uc va C' duong. Do d6, trong md hinh hién tai, nghiém
trong d81 véi A* phai loai bé.

4.4.6. Cdac nghiém bién déi véi bién diéu khién A

Chi con lai cac chinh sach i cic nghiém bién A* = 0 (khéng cd ging
d&u tranh chéng 6 nhidm) hosic A* = A (gidm 6 nhidm & mic kha thi t&i
da). Hai chinh sach nay ¢é nét chung la:

U C(E)=hg ~akp (bl (3.137)) (3.147)
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Dién gidi vé kinh t&, hifu qua cta viéc st dung nang lugng 1én mie 161
ich xa hoi thong qua tidu ding, U.C'(E), dudi ca hai chinh sich phai bang
gia tri béng cila sy giam nguon nang lugng, do béi ig, duge diéu chinh d6i
vdi gid tri béng cila 6 nhiém qua s8 hang -aip. Nhung hai chinh sach khae
nhau 6 ché:

A* = {? } d61 véi ls{: } —Bip (theo (3.148)) (3.148)

Y nghia kink t€ cia dong thit nhdt trong (3.148) la chinh sdch pho
mdc déi véi 6 nhiém thich hop cho tinh huéng trong d6 gid bong ctia ngudn
ndng lugng, A lon hon gid bong cta sy gidm 6 nhiém, do bot -BAp. Trong
tinh hudng nay, khong ddng st dung cdc ngudn luc vao cde hoat déng chéng
6 nhiém boi vi chi phi nguén luc ldn hon lgi ich. Nhung, nhv chi ra trong
dong thit hai, ddu tranh véi 6 nhiém 0 muc cue dai dude ching minh ld
ding trong tinh hudng nguwdce lai. Dé phan biét gifta hai tinh huéng nay,
tham s B, do hiéu qud cta cde hoat déng chéng 6 nhiém, déng mét vai tro
quan trong.

Ta hiy xem xét ki thém nhiing hé qui cia trudng hop A* = 0. Vi tri
lugng & nhidm duge dé phé mic trong trudng hgp nay, tri lugng cudi cua &
nhiém chéc chén dudng. Véi P(T) > 0, didu kién hoanh P(T) A(T} = 0 trong
(3.145) kéo theo Ap(T) = 0. Didu nay gdi ¥ rang Ay, gia béng clia 6 nhidm, lac
ban dAu 4m, phai ting theo thdi gian dén mét gia tri cudi bang 0 d& thoa
man diéu kién bl

Ap >0 (3.149)

Bay gi6 néu ta ldy dao ham toan phan (3.147) theo t, ta tim duge:

Vi biéu thic trong ngoic don 13 4m,E va Ap c6 cling d&u, nén ta cb
thé két luan ring:
E>0. (3.151)

Trong tudng hdp hidn tai, st dung ning lugng ngay cang tang theo
thdi gian sé dn téi can kiét nguon ning lugng. Nhu (3.142) chi ra, 24 1a mt
 hiing s6 — mét hing s6 duong bdi vi Ag ky hidu gia béng cia mdt ngudn tai
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nguyén ¢6 gia tri. Tinh duong cta hing s6 ig nghia 13, dé thod man didu
kién hoanh:

S(T) 24(T) = 0 (so sanh véi (3.145)) (3.152)

S(T) phai bang 0, bao hiéu sy can kiét trit luong ngudn ning lugng tai thai
gian cudi T.

Trd lai chinh sach thit hai, ta ¢6 sy giam 6 nhidm & mie kha thi téi da,
A* =A . Tuy nhién, d c§ glng t&i da, ching ta khéng ky vong cac hoat d6ng
chéng 8 nhiém dua lugng 6 nhiém P v& 0. Vi gia thist rang Up < 0 va Upp <
0, ta biét rang, khi P gidm &n dinh do két qua clia cac hoat déng chéng &
nhiém, U, s& tang 6n dinh td moét mie 4m vé 0. Khi tri lugng P trd nén du
nho, Up sé dat mic c6 thé chin dude ma § d6 ta khong con cé thé bién hé cho
chi phi cac ngudn lyc @8 c6 ging giam thém 6 nhiém nita. Do d6 ta c6 thé ky
vong Iugng 6 nhiém cudi P(T) la duong. N&u vay, thi Ax(T) = 0 do didu kién
b yéu, va phan con lai clia vin d& vé dinh tinh gidhg y nhu trudng hop
A* =0,

D. CAC BAI TOAN TAM VO HAN

Trong nghién ctu cda chiing ta vé cic bai todn phép tinh bién phan,
ta da chi ra ring viéc mé rong tdm k& hoach ra v6 han din dén nhitng sy
phitc tap hoa nhat dinh vé to4n hoc. Cé thé néi nhu vay vé cac bai toan didu
khién 181 uu. Van dé cha y&u la sy hdi tu cia phi€m ham muc tiéu ma,
trong khudn khd tdm vé han, 13 mét tich phan suy rdng. Nhung van dé
dang ban 1a cdc diéu kién hoanh tdm hitu han c6 thé dugde téng quat hoa cho
khung cinh t&m vé6 han hay khéng. C6 mét s& phan Thi du d& dugde dua ra
trong 1y thuy&t diéu khién t61 wu nghi ngd vé& kb nang mé réng nhy thé. Ta
s& xem xét nhitng phan thi du n&y va chi ra riing nhitng phan thi du niy cé
thé chi la nhitng chiing ctt bé ngoai,

. CAC DIEU KIEN HOANH
1.1. Piéu kién hoanh

Trong cong trinh néi tiéng clia minh, Pontryagin va ce dong tic gia
héu nhu chi quan tdm téi cic bai toan véi tAm ké hoach hitu han. Doan duy
nhét di ra ngoai khuén khé 4y 1a doan néi vé& trudng hogp phiém ham tich
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phén suy rong & bai toan 6tdndm, trong dé “didu kién bién & vé han” duge
gia thiét cé6 dang dic biét:

limy(t) =y, (v, cho truéc) (3.153)
§=3an

N6i cach khée, tdm v han dude dua ra kém theo trang thai cudi co
dinh. Déi véi trudng hgp 46 ta c6 bai toan véi dudng cudl ndm ngang, ngudi
ta chi ra ring nguyén 1y cuc dai va c6 thé ap dung nhu 481 véi bai toan tam
hitu han. P41 véi bai toan tAm hitu han, diéu kién hoanh 13;

[H]. =0 _ (3.154)

Hon niia, khi bai toan 14 6t6ndm, gia tri cye dai cha Hamilton 12 hing

58 theo thdi gian, nén diéu kién H = 0 c6 thé duge kiém chiing khéng chi tai

t = T, ma tai bat ky thoi diém ndo. Theo d6, diéu kién hoanh & bai todn

- 6t6ndém tAm vé han véi didu kién bién (3.153) ¢6 thé dat ra khong chi
nhu la:

ImH=0 (3.155)

[ ]
ma rong hdn:
H=0 véimoite [0, (3.156)
Do diéu kién hoanh déi véi bai toan dudng cudl ndm ngang c6 thé md
rong tif tim hitu han sang tim v6 han, lam cho ta tréng dei ring c6 thé lam
nhu thé cho cac bai toan khac. Thi du, néu trang thai cuéi 12 tu do khi t —
, ta c6 thé ky vong diéu kién hoanh tAm v5 han la:

lim A(t) =0 (diéu kién hoanh d6i vdi trang thai cudi tu do) (3.157)
Lt

Tuong ty, trong trudng hop trang théi cudi phai thod man mét mite
tdi thi€u dinh trudc y, khit - o, ta c6 thé hy vong didu kién hoanh tdm
v0 han la:

limA(t) 2 0 va KmAM)(E) = ¥ pin] = 0 (3.158)

1.2. Quan diém bi€n phéan

Ta s& thdy rdng diéu kién hoanh (3.157) 1a hop 1y béi vi ¢6 thé thu
duge né bing cach mé phéng tha tuc da st dung trude diy dé rit ra cac
diéu kién hoanh d6i véi bai toan (3.20). O d6, ddu tién ta két hgp — qua
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nhéan tu Lagrange — phi€m ham muc tiéu ban didu V véi phuong trinh
chuyén déng clia ¥ vao mét phi€m ham méi:

V= fH(t,y,u,l)dt —_[rl(t)jrdt (ti (3.22))

Réi, sau khi 1§y tich phan titng phén tich phan thit hai, ta viét lai

Vla:
V= [TH(Ly,u0)« Rt AT)yy +20)yy (6t (3.227)

D& tao ra cic dudng di 1an cin cia duong didu khién t5i uu v dudng

trang thai t31 wu, ta st dung cac dudng xao déng p(t) va q(t):
u(t) = u*(t) + £ p(t) va y(t) = y*(t) + ¢ q(t) (tu (3.24) va (3.25))
Tuong ty d&i véi bién T va Yo, ta dé vidt:
T=T*+eAT va yr=yr* +eAyr (il (3.26)) \

T d6, phidm ham V dude chuyén thanh mét hdm s6"cua e. Diéu kién

cAp mot 461 véi cue dai V khi dé 1a:

‘;V - f [(OH ')q(m p(t)]dt+[H]l AT~ MT)Ayy = 0(tit (3.30))
oA (

Khi dua vao khuén khé tdm vé han, phmjng trinh nz‘iy tré thanh:

dv = EH oH + qu(t) + p(t)]dt + hm HAT - hm l(t)AyT =0 (3.159)
de oy

ﬁu 1929 Q,

Dé thoa méin didu kién nay, tiing s6 hang trong ba s& hang thanh
phdn (Q,, Q,, Q) phai triét tidu. Chinh doi héi triét tiéu cta hai s hang
cudi ciing, Q, va Q, 1am tang s6 cac didu kién hoanh.

1.3. Tinh kha bi€n cta T va y,

D&i véi mot bai toAn tdm vé han, thoi diém cusi T khong ¢é dinh, nén
AT khae 0. Nhu vay, dé 1am s6 hang Q, trong (3.159) triét tiéu, ta phai dit
diéu kién:

limH =0 (diéu kién hoanh tam vO han) (3.160)

(R ]
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Diéu kién nay trung véi (3.155). Tuy nhién, khéng giohg (3.155),
(3.160) déng vai tro mdt didu kién hoanh tong quat dé&i vdi cAc bai toan tAm
v6 han, bat k& trang thai cusi cg [a 8 dinh hay khéng. Do d6, né mang mét
¥ nghia 1én hon. '

Ta hdy gidi thich ¥ nghia hink t& cta diéu kién hoanh nay dua theo
mé hinh ctia Dorfman. O mé hinh nay bién trang thdi bidy thi sé" vén cug
mot cong ty, biéh didu khich bicy thi quyét dinh chink sdch hinh doanh,
ham F biéu thi ham loi nhudén ctia cong ty. Khi dé ham Hamilton co ¥ nghia
la tong loi nhudn trude mét vy tuong lai gdn vdi méi quyét dinh chinh sdch
kinh doanh chdp nhin duge. Doi h6i H - 0 khi t — = nghia la tdt ed cde co
héi kiém loi nhuan sg duge tdn dung khi t — o« Po; hoi nhut véy la hop voi
trie quan bt ké trang thdi cusi (s6'v6n) ciia cong ty cé c6'dinh hay khong.

Mit khae, vé s6 hang Q, trong (3.159), yy ¢& dinh hay tu do 1a ¢ vin
dé. Trudc hét, gia thist trang thai cudi § dinh. Khi d6 ta c6 Lim Yr =Y.,y

T—sa0
gibng nhu trong (3.153). Vi didy nay kéo theo Ay, = 0 tai thdi gian v6 han,
s6 hang €, sé trigt tiéu ma khéng doi héi bat ky rang buée nao 463 va; gia
tri cudi cia A. Trai lai, vgi trang thai cudi tu do, ta khong ¢6 Ay, = 0 tal thai
gian v6 han nita. Do d6, dé 1am cho {2, triét tidu, cAn quy dinh didu kién
Ian; AMt) =0, va didu nay cho ta co 53 hap 1y cua didu kién hoanh (3.157).

Mac du nhiéu tac gia coi van dé cdc diéu kién hoanh tim v han nhu

14 chua duge giai quyét. Piéu kién hoanh (3.160) khdng con tranh cai. Tuy

nhién, diéu kién hoanh (3.153) — lim AMt) =0 - bi nghi ngd bai mdt s6 tac
topan

gia khing dinh tim thay nhitng phan thi du trong d6 didu kién nay bi vi
pham. N&u ding, t4t nhién nhitng phan thi du nhy vay sé& lam cho diéu
kién ndy khéng @0 tu cach 1a mbt diéu kién hoanh. Tuy nhién, ngusi ta da
chi ra ring nhiing phan thi du nay khing phai 1a nhiing phan thi dy thue
SU, vi cac bal toan lién quan khéng cé mot trang thai cusi thyc sy tu do, nén
(3.157) trudc hét khong duge 4p dung.

IL. BIEU KIEN HOANH NHU MOT PHAN CUA BIEU KIEN DU

C6 mét 88 céc phan thi du nhu phan thi du ciia Halkin, cia Karl Sheli
-- chi ra ring diéu kién hoanh (3.157) khong 4p dung duge, nhung mét s¢
cac nha kinh t& khac ehi ra ring trong cic thi du cla Halkin ho#ic Karl
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Shell cac phan thi du d6 1a khéng chinh xac (tuy nhién ching ta khéng di
séu vao van dé nay d day).

Mac du diéu kién hoanh 11111 AMt)=0 khéng duge moi ngusi chap

thuan nhu mét didu kién can dbi véi cac bai toan tAm v6 han, mét didu kién
g16t han lién quan tdi A tham gia nhu médt phan cla mét didu kign dn dya
trén tinh 16m d6i v6i cac bai toan nay. & dang hén hgp — két hop céc didu
kién 16m ctia Mangasarian ciing nhv cac didu kién cla Arrow - dinh ly &t
phat biéu ring cic didu kién trong nguyén 1y eue dai 1a di 46i vai cue dat
toan cuc caa V trong bai toan tim vé han:

Cuc dai V= fF(t, y,u) dt (3.161)
vdl rang buée y=f{t,y.u) (3.162)
va ¥(0) = v, (yo cho trude)  (3.163)

véi didu kién la:
hode: H=F(t, y, w) + A ft, y, u) 1& 16m theo (v,u) vdi moi t e [0, T], (3.164)
hoze: H=TF(t, y, u*) + A f(t, y, u*) 12 16m theo y véi moi t,
d6i véi A d4 cho (3.165)
va }i_{gk(t)[y{t)—y *(t)]=0 (3.166}

d day y*{t) ky hiéu dudong di trang thai tol wu va y(t) 12 bat ky dudng di trang
thai chip nhan duge khac. Trang thai cudi c6 thé hoie ¢6 dinh hoac ty do.

Luu y réing trong (3.165) ta da gop cac didu kign 16m cia Mangasarian
d61 véi cdc ham F va f va didu kién khong 4m doi véi A(t) vao mét didu kién
16m don déi véi hamilton H. Tinh 1m ctia H duge hidu 1 15m theo (y, w) d6ng
thai. Trai lai, diéu kién Arrow 13 H® I6m theo riéng bién y.

Bidu thite gidi han trong (3.166) 1a ban déi chicu tm vé han cda bidu
thie A*(T) (v - yp) ma ta da gap trude diy trong chfing' minh dinh 1y
Mangasarian. Trong chitng minh 6, biéu thic vita din dudc chi ra 1a trigt
tiéu, nén c6 két qua V < V*, xac lap V* la mdt cuc dai toan cue. Nhung, dé
xac 1ap tinh cuc dai etla V¥, trén thuc t& ciing e6 thé chadp nhan c6 A¥TY (yp -

yr*) duong. D6 1a theo 1y luan ring diéu kién (3.166) han ché& giéi han cta

15- TUHE
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A*(t) (y(t) - y*(t)) hodic duong hoiic bang 0 khi t — . Ta ciing c6 thé thiy 1y
thd khi so sanh (3.166) véi (2.144), diéu kién tudng dng trong khudn khd
phép tinh bién phan. Thoat nhin, didu kién (2.144) ¢6 thé dap vio méit hoan
toan khac véi (3.166) bdi vi né chi ra bat _déng thire “<“ chd khong “>”. Tuy
nhién, tit (3.57) ta nhd lai ring A = -Fy RO rang ring (3.166) va (2.144)
thyc sy chinh xéc 14 nhu nhau.

fIl. UNG DUNG KINH TE - LY THUYET TANG TRUONG TOI UU TAN cO DIEN

M5 hinh Ramsey vé hanh +i tiét kiém, 48 c4p t8i van dé quan trong vé
phan bd nguén lue qua thdi gian, ¢6 anh hudng manh d6i véi tu duy kinh &,
mac du anh hudng nay khong cé tac dung cho dén sau chién tranh thé gidi
thi II, khi mé hinh nay “dudc phat hién lai” sau khi né dude cong bé rat
1au. Trong mot phét trién méi diy hon, cing vin 48 cd ban dé duge trinh
bay nhu mdt bai toan didu khién t6i wu chit khéng nhu phép tinh bién
phan. Hon nita, nghién ciu mdi - duge gén nhan “I¥ thuyét ting trudng té
uvu tdn c()?‘dién” — m¢ réng md hinh Ramsey trong hai khia canh chu yéu: (1)
luc lugng lao ddng (duge déng nhat véi dan s8) dude gia dinh 14 téing véi téc
dé hang s cho trude n > 0 (md hinh Ramsey cé n = 0), va (2) lgi ich xa hdi
duge gid dinh la dude chiét khiu theo thoi gian véi hé s6 chiét khiu p > 0
(mo hinh Ramsey ¢6 p = 0).

3.1. Mo hinh

Ly thuyét nay dude goi I 1y thuydt “tan ¢d dién”, boi vi khuén khé
phén tich clia né xoay quanh ham sin xuit tan cd dién Y = Y(K, L), gma
dinh la ¢ong nghé san xudt duge dic trung bing hiéu qua khéng d6i theo

quy md, sin pham bién dudng va hiéu qua giam din theo méi dau vio. Mot
" ham sin xuit nhy vy, 1a thudn nhit tuyén tinh, c6 thé duge viét lai theo
cac dai lugng tinh cho mét ¢éng nhan — hay trén diu ngudi, khi ta khong
phén biét gitia diin s6 va lye lugng lao dong.

y= -E— (s&n pham trung binh cha lao déng)
K 2 s .
k= T (ty 18 von - lao dong)
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¥ = (k)
(dudng APL)

k=KL
Hinh 3.9

Ta c6 thé biéu thi ham san xuit béi: _
y=¢k) voi¢'k)>0 vad"k)<0 véi moik>0 (3.167)
Thém vao dé, gia dinh rang:
}(i_l}g ¢'(k)=c0 va 11(1_1;24]'(1{) =0 (3.168)
D6 thi clia ¢(k) - dudng cong APP,, theo 3 16 von - lao d6éng ~ ¢6 hinh
dang téng quat minh hoa trong Hinh 3.9.

Téng ddu ra Y duge phan bé hoic cho tidu dang C hoic cho téng diu
tu I Do d6, ddu turong I = K, c6 thé dude bidu dién la:

K:Ig—SK:Y-C—éK (8 1a ty 18 hao mon). (3.169)

Chia ¢ hai v& cho L, va st dung ky hidu ¢ = C/L d6i véi tidu dang
trén dau ngudi, ta c6:

%sz—c—&k:do(k)—c—&k (3.170)

V& phai bay gid chi chia cac bién trén ddu ngudi, nhung v& trai thi
khong. Dé thong nhit hai v&, ta stt dung quan hé:

- dK d dL dk .
=—=-—(kly=k ——4+ L2 tac tich
K m dt( ) kdt+1 ” (quy tac tich)
= knL + Lk {nsM)
L
= L{kn + k) (3.171)

Thay két qua cudi cung nay vao (8.170) va sép x&p lai, cudi cing ta
duge mét phudng trinh chi chita cac bién 14 cac dai lugng trén diu ngwdi:
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k = ¢(k)—c—(n+8)k (3.172)
Phudng trinh nay, mé t& iy 1& von - lao dong k thay d6i th& nao qua thdi

gian, 14 phuong trinh vi phan cd ban cua 1y thuyét tang trudng tan cd dién.
Mdc tiéu dung trén d&u ngudi ¢ 13 dai lugng xae dinh mdc 1o ich hay

phiic 1gi ciia xa hoi tal mét thél gian bat ky. Ham lgi ich xa héi U{c) duge
gia dinh cé cic tinh chit sau:

U)>0 UMe)<0 véimoic>0 (3.173)
1ing Ufe)=w vi lim U'(¢) = O (3.174)

T4t nhién, ham U(c) duge 14y téng theo thdi gian trong bai todn t81 uu
hoa déng. Nhung vi ddn s6 (luc lugng lzo déng) ting véi tée d6 n, nén muc
Igi ich xa h&i dat duge tai thoi diém bat ky phai duge gan trong s6 béi quy
mé dan sé tai thdi gian d6 trude khi 1ay téng. Vi vay, véi hé s8 chi€t khiu p,

ham muc tidu ¢é dang:

["U(c)L(t)e-f“dt, - JTU(C)LOe“‘e"p‘dt

- L, fU(c}Loe"(""“’tdt (3.175)

D& d4m bio hai tu, ta gid thist ring p - n > 0. Tuy nhidn, ¢6 thé chi ra
riing diéu niy tuong ducng vii vie cho mot hé s6 chiét khiu duong r, ¢ day
r = p - n. Néu, thém nita, ta dit Ly = 1 bing cach chon don vi, thi phiém

ham sé rat gon vé dang don gian:
fU(c)e"“dt (r=p-n>0) (3.176)

Néi cach khae, vide danh trong s6 d8i vdi phic 1gi x3 hol boi quy mé
dan s6 va déng thai doi hoi hé s6 chiét khiu 16n hon téc dd ting dan sd n, vé
toan hoc khong khéc v6i phuong 4n khong st dung trong 6 dan s6 nhung
chap thuén mét hé s chiét khiu duong mdi r. Vi viy, ta sé tiép tuc trén co
56 phuong 4n don gian hon (3.176).

Nhu vay bai toan tang trudng tl uu don gian la:

Cuec dai fU(c)e_" dt (3.177)
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véirang bude k= ¢(k)—c—(n+8)k (3.178)
k(0) = k, (3.179)
va 0 < e(t) < ¢[k(t)] (3.180)

O day chi ¢6 mot bién trang thai k vd mét bién diéu khién c.

H (va céie
thanh phan)

H ]
[ :
F
___________ o Uloye™
T |
7 i
o )
e ”,’ H E
ST M) e (n 4 )] !
I': T o T-— l:
g
0 c, ¢
anh'3.10
3.2. Nguyén Iy cuc dai
Hamilton d6i véi bai toan nay,
H=U(e)e ™ + AMd(k) ~ ¢ - (n + 8)k] (3.181)

1a phi tuyén theo c. Cu thé hon, tai bat ky thoi diém da cho, thanh phan
eong tinh th nh&t cta H cé 46 thi theo ¢ nhu dudng cong dit nét minh hoa
trong Hinh 3.10 vA thanh phin thi hai 6 dang nhu dudng thang dit nét.
Téng cla ching, H, c6 mét budu véi dinh tai mét gid tric gitac =0 va ¢ =
¢;. Vic, 1a nghiém phudng trinh (k) - ¢ - (n + 8)k] =0, suyrac, = ¢(k) - (n +
8k, nén ¢, < ¢(k). Vi vay, cuc dai cta H tudng Gng véi mét gia tri cua ¢ la
diém trong cia mién didy khién [0, $(k)]. Theo dé ta ¢6 thé tim cyc dai cia
H bang cach dat:
¢H

—=Ul ‘-l‘l._l=0
7o {cle

Tir d6 ta thu duge diéu kién:

U'(c) = pe™ (3.182)
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Diéu kién nay néi ring, ¢ t6i vu, mic lgi ich bién cha tiéu ding trén
d4u nguot phai bang gia béng caa von dude khuéch dai bdi s6 hang ma e™.
Vi &2H/8c? = U”(c)e™ am theo (3.174), H qua thue duge cue dai hoa.

Nguyén 1¢ cuc dai cAn ¢é hai phuong trinh chuyén déng. Mét trong
chitng, A =-8H/k , d6i vdi md hinh hién tai dAn dén phuong trinh vi phén:

% = 26" (k) - (n +8)) (3.183)

Va phuong trinh kia, k =dH/&, don gian 14 phat biéu lai rang bubc:

k = ¢(k)—c—{(n+dk (3.184)

Ba phudng trinh (3.182) d&n (8.184), trén nguyén tic phai gidp ta
gial ra duge déi véi ba bién ¢, A, va k. Tuy nhién, khéng c6 théng tin vé cac
dang cu thé cla céc bam Ufc) va ¢(k), ta chi c6 thé phan tich dinh tinh cla
md hinh.

T4t nhién, ciing ¢6 thé sit dung Hamilton theo gia tri hién thai:

H, = U(e) + m[p(k) —c - (n+&k] (theo (3.90) (3.185)

Trong trudng ‘hdp nay, nguyén 1y cuc dai doi héi réng
¢H, /oc=U(¢)-m =0, hay:

m = U'(c) (3.1886) .

Didu kién nay lam cuc dai H,, bdi vi 8°H,/8c* =U"(c)<0 theo
(3.174).

Phudng trinh chuyén déng d6i véi bién trang thai k ¢ thé doc truc
tiép tir dong tha hai cua bai toan (3.177)-(3.180), nhung né cling ¢b thé duge
it ra boi:

ks-m—czq:(k)-c—(ma)k (3.187)
. ém

Vi phuong trinh chuyén dong d6i véi nhan tl tinh cho gia tri hién

thoi m la:

m = — 5;11: +rm =-m[¢$' (k) - (n+8)}+rm (theo (3.93))

= —m[¢' (k) — (n+ 3 +1)] (3.188)
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Trinh bay sau diy sé& dya trén cac diéu kién nguyén 1y cyc dai theo
gia tri hién thoi (3.186) dén (3.188). Vi khdng c¢6 déi 6 t tudng minh nao
trong cic didu kién nay bai toan clia ta 1 6téndm. Didu @6 gidp ta phéan tich
dinh tinh dya trén biéu dé pha nhu da lam.

3.3. V& d6 thi pha

Vi hai phuong trinh vi phan (3.187) va (3.188) chiia cac bién k va m,
dd thi pha dude vé trong khéng gian km. Dé vé d6 thi nhu vay, diu tién ta
khit bién c¢. Vi phudng trinh (3.186), chita mdt ham cua c — tic 14, Uc) —
thay vi chinh ¢, nén viéc khit bién c phitc tap hdn so véi khi m. Do d6 ta sé
¢ gang khii bién m va di dén mét phuong trinh vi phan theo bién c. Sau d6
¢6 thé phén tich dua trén d6 thi pha trong khéng gian kc.

L&y dao ham (3.188) theo t ta thu duge mét biéu thite ddi véi rh:
m =U"(c)é . '

Biéu thitc nay, cing véi phuong trinh m = U(c), gitip ta khit m va m
khoi (3.188). K&t qua sau khi sdp x&p lai la:
¢ = ——g. ,((‘i)) [0' (k) — (n +3+1)]
Dé 13 mét phuong trinh vi phan theo bign c. Do d6, bay gid ta cé thé
lam viée vdi hé phuong trinh vi phén:
k=¢k)~c—{n+8)k
U'(e) (3.189)

¢ =~ g ') - (80

Dé xay dung bifu d8 pha, ddu tién ta vé dudng cong k =0 va dudng
cong ¢ =0, Cac dudng nay duge xac dinh béi hai phuong trinh:

¢ = k) - (n + &) k (phuong trinh d&i véi dudng cong k=0)  (3.90)
(k) =n+ 3 +r (phudng trinh déi véi dudng cong ¢ =0) (3.191)
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v=0
/:/¢‘(k}=n+6+r
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Hinh 3.13

Dudng cong k=0 bidu dién trong khéng gian ke 1a mgt ducng cong
16m, nhu minh hoa trong Hinh 3.11b. Nhu (3.190) d& chi ra, dudng cong nay
bidu dién ¢ nhu higu gitta hai ham s6 cua k: ¢(k) va (n + 3k. Db thi cua o(k),
da gap trude day trong Hinh 3.9, dugc vé lai trong Hinh 3.11a. Va s6 hang
(n + 8k don gian cho ta mot dudng thing dc 1én. V& db thi ella hidu sd hai
duding nay cho ta dudng cong k = 0 mong mudn trong Hinh 3.11b. Vé duong
¢ =0, phuong trinh (3.191) déi héi rang n6 1a dudng thing di qua diém k
ma tai d6 duong d(k) c6 46 ddc #'(k) nhan gia tri ddc biét n + & + r. Khi
dudng cong ¢k} 1a dun digu, doi hoi nay cd thé thod man chi tai mot diém
trén duong cong dé, diém B, tuong Gng véi méot gia tri k duy nhat, k.

(iiao cua hai dudng cong trén Hinh 3.11b, tai diém E. xac dinh gia tri
trang thai én dinh cua k va ¢, 1dn lugt duge ky higu la k va ©. Cac gia tri
nay goi 14 céac gid tri quy tdc vang cdi bién cua ty 18 von-lao dong va tiéu
dung trén dadu ngudi, phan biét véi cac gia tri quy téc vang k v & trong do
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k duge dinh nghia boi ¢'(l;) =n+8. Nhu vay né tuong ting v6i diém A trén
dudng cong ¢(k) trong Hinh 3.13a, 6 day tiép tuyén véi dudng cong dé song
song vdi duong théng (n+dk. Trai lai, k duge dinh nghia bdi
¢'(k}=n+8+r, theo (3.191), gan véi mot &b dée 16n hon ciia o(k). D6 1a 1¥ do
diém B (déi véi k) phai nm & bén trai diém A (d6i véi k). Néi cach khac,
gla tri quy tac vang cai bién cila k (trén o s6 chiét khau theo thai gian vdi
hé 86 r) phdi nhé hon gia tri quy tic vang cla k (khéng xét dén chiét khau).
Tudng tu, gia tri quy tdc vang cai bién clia ¢ - d6 cac cta diém E trong Hinh
3.11b — phai nhé hon gid tri-quy tdc vang - d6 cao clla diém D.

3.4. Phan tich dé thi pha

Dé chudn bj cho phan tich 36 tht pha, trong Hinh 3.12, ta thém cac
dudng khung thiang ding cho dudng cong k=0, va cac dudng khung nam
ngang cho dudng cong ¢ =0. Cac dudng khung nay giup ich trong viéc hutng
dan vé cac lubng - ¢ nhic nhé chiing ta ring cac ludng phai cit dudng cong
k =0 vdi dd doe vo han va cit dudng cong ¢ =0 véi do dée bang 0.

Dé ¢é § tudng vé nhiing hudng téng quat ma cac lubng phai theo, ta
1ay dao ham riéng cta hai phuong trinh vi phéan trong (3.189) dé duge

L (3.192)
oC
£ 9000 <0 [theo (3.188) vh (3.185)] (3.193)
ck U (e)

Theo (3.192), khi ¢ tang (di vé phia bae), k phai theo day dau (+, 0, -).
Cho nén, cac diu mai tén 461 véi k § phia dudi dudng cong £ =0 phai chi
vé déng, va ¢ phia trén né phai chi vé tay. Tuong tu, (3.193) chi ring ¢ phai
theo day dau (+, 0, -) khi k tang (di v& dong). Vi vay, cac ddu miii tén déi véi
¢ ¢ bén trai dudng cong ¢ =0 phai chi [én trén, vA 6 bén phdi né phai chi
xudng.

Céc ludng vé theo cac hudng mii tén nhu vAy mang lai mot diém can
bing kiéu yén ngua tai diém E, (k,Z), 6 ddy k va & ky hiéu cac gia tri
can bang lién thoi gian clia k va ¢ tuong ung. Tinh hing s6 clia k kéo theo
7 = o(k) cng la hing s6. Vi k=K/L va y=Y/L, k va ¥ déng thi 1a hing s§

cé nghia 14, tal B, cdc bién Y, K va L ting vdi ciing toc d6. Su kién Y va K ¢6
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chung mét téc df tang trudng la déc biét quan trong nhu mot didu kién
thidt yéu cta mot trang thai #n dinh hay cén bing tang tru’dng Vi dang
da cho cua cac duong cong k=0 va ¢ =0 trong bai toAn nay, trang thai 6 én
dinh & duy nhat,

Nhéan xét rang con dudng duy nh&t ma moét nén kinh té cé thé di
chuyén vé phia cin bing 6n dinh 1a di té1 moét trong cac nhanh én dinh —
“con dudng lat gdch vang” — dan tdi diém E. Didu nay cb nghia 13, khi cho
mot ty 18 von-lao dong k. phéi chon mdt miec tiéu ding trén dau ngudi ¢,
suo cho cap ¢é tha tu (kic,) — khong dude chi ra trén db thi — nam trén
nhanh 6n dinh. Néu khong, cac hue ding clia m6 hinh sé dua ta tdi tinh
hudng ho#c (1) k Tuén tang di déi véi ¢ luon giam (doc theo cac ludng chi vé
hudng d6éng nam), hodc (2) ¢ lubn tang d&i doi véi k ludn giam {doc theo cac
ludng chi vé hudng tay béc). Tinh huéng (1) nghia la chinh sach thét lung
bude bung ngay cang nghiém ngit, cudi cing 1én dén cuc diém & sy chét d6i,
con tinh hudng (2) nghia 14 tiéu dung qua budng tha, cudl cung dan t61 su
can kiét vén. Bdi vi khéng tinh huéng nao trong hai tinh hudng nay cd thé
s6ng con ¢ dai han, nén trang thai én dinh tai E, v6i muc tiéu dung trén
dau ngudi khong d51 bén viing, 1& muc tidu dai han ¢6 ¥ nghla duy nhat d6i
v6i nén kinh t& biéu thi trong md hinh hién ta1

Nhaah 6n dinh

%k Nhinh én dinh ' i

1l
o

Hinh 3.12

C6 thé nhan xét réng ngay ca tai E tiéu dung trén dAu ngudi trg thanh
hing s6 va mite cia né khong thé tang thém cung véi thdi gian. Do la vi
trong mo hinh gia dinh mét ham san xudt tinh: Y = Y(K,1). D& c6 thé ting
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tiéu diing trén ddu ngusi, phai dua vao tisn b¢ céng nghé.
3.5. Cac diéu kién hoanh

Chon mét nhanh én dinh trong he cac ludng 13 tuong duong véi chon
mét nghiém cu thé tit ho cac nghiém téng quat bang viée xac dinh hing =8
tuy y. Diéu nay duge thyc hién véi sy giup dd cia mét 50 didu kién bien. Dai
hdi chon mét gia tri ban dau ¢y ddc biét sao cho eap (ky,c,) nim trén nhanh
6n dinh 12 mot cach d8 lam nhu vay. M6t cach khac 1a xem xét cac didu kitn
hoanh thich hgp. Tuy nhién, vi ching ta dang lam vige véi cac ham téng
quat va khéng lam viée véi cac nghiém dinh lugng ciia cic phudng trinh vi
phéan, khé ma minh hoa viée st dung mot didu ki¢én hoanh dé xac dinh mét
hang s6 tuy . Tuy nhién, dusi 4nh sang cua phan tich d6 thi pha, ta ¢6 thé
kiém ching rdng nghiém trang thai én dinh thuc su thoa man cac didu kién
hodnh ma ta ky vong.

Mot diéu kién hoanh ma ta ¢6 thé ky vong nghiém trang thai én dinh.
sé& thoa man la

A —>0khit >« [theo (3.157)] (3.194)

D6 1a vi phi€m ham muc tiéu khéng chia thira s chiét khau va trang
thai cuéi 1a ty do. Vi dutmg di nghiém d5i véi A trong mé hinh la

A* = Ul(e*)e™ [theo (3.182)]
va vi gidi han ctia U'(c*) 1a hitu han khi t — s, bidu thie nay thoa min diéu
kién hoanh (3.194),

Mot diéu kién khéc ma ta c6 thé k¥ vong 14,

H — 0 khi t — = [theo (3.160}] (3.195),

Dai1 véi bai toan hién tai, dudng di nghiém d6i vdi H cé dang

H* = U{c*)e™ + L * [p(k*) - * —(n + 8)k*] [theo (3. 181)]

Vi U(c*) 1a hitu han khi t — o, 85 hang mi U{c*e Tt ti6n téi 0 khi t
tién ra v6 han. Trong 6 hang con lal, tir (3.194) ta da biét ring )* tign t6i O

hon nita, biéu thic trong ngodc vuéng, bidu dién % bai (3.189), bang 0 thea
dinh nghia trang thai én dinh. Do d6, diéu kién hoanh (3.195) ciing thod min.

3.6. Kiém tra diém yén ngua bing cic nghiém dac trung



236 Chuong H1. Diéu khién t6i i va tng dung trong kinh t€

Trong Hinh 3.12, hinh dang cud cac luong da dude vé dua ta dén két
luan ring cin bing tai E 1&2 mot diém yén ngya. Vi khung cua cac ludng
duge xdy dung trén cd s6 dinh tinh, véi pham vi réong dang ké trong viéc
dinh vi cac dudng cong, cd thé nén kiém tra lai tinh viing chic ciia két luan
bang cac phuong tién khac. Ta ¢6 thé lam viéc dé bing cich xét cac nghiém
déc trung ctia hé tuyén tinh hoa clla hé phuong trinh vi phan (phi tuyén)
ciia md hinh.

Trén co 56 hé hai phuong trinh (3.189):

k=d(k)-c—(n+dk
. U'{c) .
C= - [P K)-(n+ B3+
¢ (o [ )]
trude tién ta lap ma tran Jacobi va 14y gia tri cha né tai diém trang thai én

dinh E, hoac (k .&),

Jy, = o de {3.196)

ae ae

ck & Jxa

Bén dao ham riéng, khi 14y gia tri tai E, & day ¢’'(k) =n + 8 + 1, la
(-:3.197)

& 1co (3.198)
“e I
¢ U () .
vkl B "(ky<0 3.199
k| U”(E)q) < ( :

. A Vet T = _

& O+ U @U@ 0y ns 54 =0

del U (e)®

Suy ra ring ma tran Jacobi ¢6 dang

r -1
Jg = ~U©),,. =
T @ o

(3.196)

Théng tin dinh tinh ma ta cin v€ cac nghiém dac trung r, va r, dé
khang dinh diém vén ngua duge chita dung trong két qua nay,
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U@
U(c)

nr, = |Jg|=- P (k) < 0 (3.200)
biéu nay ham ¥ ring hai nghiém dac trung cé ddu ngude nhau. xac
lap trang thai én dinh 1a mét diém yén ngua dia phudng.

E. DIEU KHIEN T&1 WU ¢O RANG BUOC

Trude ddy ta da gap cac rang bude khi xét dén cac loal dudng thing
cubi, ké ca cac dudng thang cudi cut. Cac rang bude nay chi lién quan véi
nhiing gi xAy ra & nhitng diém diu mit cda dudng di, va cac diéu kién duse
phat trién dé xi 1y ching vé ban chilt 1a cac didu kién hoanh. Trong phan

nay, ta trd lai eac rang budc ap dung sudt ky ké hoach [0,T].

Nhu trong phép tinh bién phéan, viée xt 1y cac rang budc trong ly
thuyét diéu khién téi vu dua nhiéu vae ki thuat nhan ti Lagrange. Nhung
vi cac bai todan diéu khién t6i uvu khéng chi chia cac bién trang thai ma con
chita cdac bign diéu khién, cdn phan biét gitta hai nhém rang bude chinh.
Trong nhém thé nhit, ciac bién diéu khién ¢é trong cAc ring bude, hoic cé
hoac khong c6 cac bién trang thai. Trong nhom thit hai, céc bién diéu khién
vang mat, nén cac rang budc chi tiac ddong ddi véi cac bién trang thai. Nhu ta
58 thay, cac phudng phap x 1y dé1 véi hai nhom 1a khac nhau.

. NHUNG RANG BUOC CO CHUA CAC BIEN DIEU KHIEN

Trong nhom rang bude thit nhat — nhitng rang bude c6 bién didu khién
— ¢6 thé xét bon leai co ban: Céac rang bude dang thic, cae rang buge bat
ding thie, cac rang bude ding thie tich phan v cac rang bude bat ding
thue tich phan. Néi chung ta sé& dua cac bién trang théi vao cac rang budc
cang véi cac bién diéu khién, nhung phuong phap xi 1y thao luan trong muc
nay ap dung duve ngay ca khi cac bién trang thai khéng cé mat.

1.1.Cac rang bude déng thire

Gid st trong mdt bai toan cé hai bién diéu khién, u, va v, ma chung
461 hoi thea man diéu kién

g(t‘Y‘ulvu'ﬁ) =c

Ta s& goi ham g 1a ham rang budc, va hang s6 ¢ 14 hdng s8 rang budc
thi bii toan diéu khién c6 thé phat biéu la
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Cue dai [ F(t,y,up,u,) dt (3.201.1)
thea min y =f(t,y,u;,uy) (3.201.2)

g{t,y,u;,uy)=¢ (3.201.3)
v cdc didu kién bién (3.201.4)

Day la mot dang don gian cta bat toan véi m bién diéu khién va q
rang buée ddng thite, & ddy ddi héi g < m.

Nguyén 1y cue dai ddi hdi cye dai hoa Hamilton
H = F(t,y,u;,u,) + A1) f(t,y,u;,u,) (3.202)
véi moi t € [0,T]. Nhung 14n nay diém cyc dai cia H phai thod man rang
bude glt,y,u,,u,) = c. Do d6 ta dat biéu thic Lagrange
£ =H + 8(t}fc - glt,y,u,,u,)]
= Ft,y,uy,uy) + A0ty u,u,) + 6(t)[c- git,y,u,u,)] (3.203)

0 day, nhan ti Lagrange 6, 1a mét ham cla t. Didu nay cin thiét 1a vi rang
buge g phai thod man tai moi t trong ky k& hoach. Gia thiét c6 nghiém trong’
cho mbi u;, ta ddi héi rang

¢ _OF o | og _

= a— 9B
du; u; ou;  ou

] 1

véimoit € |0T] (§=1,2) (3.204)
Déng thdi ta ciing ddi hdi

% —c-glty,u,u,) =0 vdimoite [0T]  (3.205)
dé dam bao ring rang bude sé ludn c6 hidu luc. Ca (3.204) va (3.205) tao
thanh diéu kién cdp mot déi vai diém cuc dai c6 didu kién ctia H. T4t nhién,
diéu nay phai duge gidp thém bang mét diéu kién cap hai thich dang hodc
mét diéu kién I6m thich hgp.
Phén con lai cita cac diéu kién trong nguyén 1y cuc dai gém:
ae( oH
al o

y= ) (phuong trinh chuyén déng ddi véi y) (3.206)

va
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A= de (: - ﬂ{ +8 ?EJ {phuong trinh chuyén ding d&i vai A) (3.207)
oy oy oy .

va mét didu kién hoanh thich hgp. Ta thay ring phuong trinh chuyén déng
doi véi y, (3.206), 1a nhv nhan di ta 18y vi phan ham Lagrange (Hamilton
dugc thém thanh phan méi) hay ham Hamilton gdc theo . Trai lai, s& c6 su
khic nhau trong phuong trinh chuyén déng dsi var A, (3.207), khi ta 1ay vi
phan £ hoic H theo y. Lida chon ding 13 biéu thuie Lagrange .. P6 1a vi, vii
rang buge (3.201) da cho, thi bién y lam thay d6i pham vi Iua chon efia cac
bién diéu khién, va phai tinh dén nhﬁng anh hudng nhy vay trong viée xac
dinh dudng di 351 vai bién hiép trang thai x.

Khi gidi bai toan véi cac rang bude ding thic gidi duge theo cach da
néi & trén thi trong thuc hanh, vide s dung phép thé dé giam bét s§ bign
phat xit 1y thuong 14 don gidn hon. Do do nén dung phuong phap thé bat e
khi nao ¢6 thé.

1.2. Cac rang buédc bat dfmg thace

Phuong phap thé khéng d& dang ap dung duge cho cac bai toan vdi cac
-rang bude bat ding thitc, nén c¢in cé mdt tha tuc khac déi vai baj todn nay.

Dau ti¢n ta dé y ring khi rang bugc g ¢ dang bat dang thic, khong
can phai nhat thist 13 g bién diéu khién i6n hon s§ rang budc, D6 12 vi cac
rang bude bat ding thic cho ta pham vi dé lya chon réng hon nhidu so véi
cc rang buge § dang ding thie chat. DE don gian, ta sé minh hoa loai bai
toan nay véi hai bi€n didu khién va hai rang bugc bat d4ng thiie:

Cue daj { Fet.y,u,,u,) dt (3.208.1)
thoa man ¥ = f(t,y,u;,u,) (3.208.2)
g'(ty,u,uy) < ¢ (3.208.3)
gty u,uy) < e, (3.208.4)
va cic didu kién bian (3.208.5)

Hamilton dinh nghia trong (3.202) van ding d61 véi bai toan hién tai.
Nhung vi bay giv Hamilton duge cdc dal hoa theo u, va u, thoa man haij
rang budc bdt ding thize, ta cin dén cic diéu kién Kuhn-Tucker. Ngoai ra,
dé cée didu kién nay 1a didu kién can, chiing phii thod man cai goi 1a tidy
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chudn chit lugng d&i véi rang buse. Theo dinh nghid trong dinh 1y cla
Arrow, Hurwicz va Uzawa. Rang budc ¢6 moét trong cac tinh chit sau dude
néi la thoa man tiéu chuan " chit lugng™:

(1) T4t ca cac ham rang bude g' 1a 16m theo cac bién diéu khién u; [¢

day, 16m theo (u,,u,)]

(2) Tat ca cic ham g' 1a tuvén tinh theo cac bién u, {6 day, tuyén tinh
theo (u,,u0,)] — trudng hgp dic biét caa (1),

(3) Tat ca cde him rang budc gl 14 181 theo cac bién didu khién u;. Va,
ngoai ra, ton tai mét diém trong mién diéu khién u, € #[8 day, u, 1a diém
{1,,u,)| sao cho khi 18y gia tri tai u,, tit ca cac rang budc g' < ¢,. (Nghia 13,
tap hop rang bude c6 mién trong khong rong.)

(4) Cac ham g' thoa man diéu kién hang: Khi chi iy nhiing rang budc cd
hiéu qua hay thoa mén chat. hay 14p ma tran cac dao ham riéng [3g/0u) , (6 day
e “chi nhiing rang budce ¢6 hidu qua”™), va cac dao ham riéng &y gia tri tai cic gia
tr] té1 vu cua cac bién y va u. Didu kién hang la: hang ciia ma tran nay bing s6
cée rang budc €6 hidu qua.

Bay gia ta dua thém Hamilton vao ham Lagrange:

£= Pty uu) + A0fty,u,u) + 0,t)[er- g'(ty,uu)} +
8,{t)[c,- g*(t,y,1,,u,)] (3.209)
Dé cho gon ta viét
£ =F+3f+06(c,- g+ 0,0, g9 (3.209%

Diéu kién cap mot dé vai cute dai ¢, khi gia dinh cac nghiém 1a nghiém

trong, doi hai

L

— =0 (3.210)
ciing nhu

M e _gz0 8,20 8%
i 2,

=0 (3.211)

(1=1,2vaj=1,2) véimoit e [0,T]

Diéu kién (3.211) khac véi (3.205) bdi vi cac rang bude trong bai toan
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hién tai Ia bat ding thie. Dicy kién a¢/36, > 0 chi phat bicy lai rang buse
thit i, va diéu kién duge gol la bu yéu 6,(32/08) = 0 dam bao rang cac s§
hang chita 8, trong (3.209) s& triét tidu trong nghiém, nén gis tri cua £ s@
trung véigiatricta H=F + 3 f tai nghiém.

Nhéan xét rang, khong gidng nhu trong quy hoach phi tuyén, trong
(3.210) ta cd cac didu kién cap mét /iy = 0, chtt khong g/ < 0. Po la vi
trong bai toan (3.208), cac bién u; khéng bi rang bude khéng am. Néu baj
toan (3.208) chita cac didy kién khéng 4m

wit) 2 0

thi, theo cac diéu kién Kuhn-Tucker, ta phii thay diéu kién £/dw; = 0 trong
(3.210) bang

g e
— <0 u: ={

U, — = 3.212
(31_1,- ) J(.h.lj ( )

Can chi ra ring ky hiéu ¢ trong (3.212) dé k¥ hiéu cung mat Lagrange
nbhu dinh nghia trong (3.209), ta khéng dat ham Lagrange mdi mac du xét
thém cac rang huse uj(t) > 0. Cach tiép can khac bang cach thém vao mot

nhan tU mdi cho méi rang buéc khong am wi(t) 2 0.

Cac diéu kién nguyén 1y cyc dai khac hao g6m cac phudng trinh
chuyén dong d6i vii y va a. Cac didu kién nay gidng v nhu trong (3.208) va
(3.207): '

Ve (3213)  wa 0%
A v

(3.214)
Tat nhién. cac dién kién hoanh ciing phai duge thém vao bat cit khij

nao thich hgp.

1.3. Bai toan déng chu

Khi ¢6 mot rang budc tich phan, bai toan diéu khién duge goi 14 bai
todn ding chu. Dang chi y dén hai dic didm cta bai toan nhu vay.

Thi nhat;
Bién hiép trang thai gin vdi rang buge tich phan, clng nhu trong phép

tinh bién phan, I3 hing s8 theo thaj gian,

18- TUHB
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Tht hai:

Mic dit v& ban chat, rang budc 1a mot ding thitc chat, khia canh tich
phan cta né tranh dude su can thiét gidi han sf rang budc so véi s6 bién
diéu khién. Chiing ta sé minh hoa phudng phap giai véi bai toan chita mét
bién trang thai, mot bién diéu khién. va mot rang bubc tich phan:

Cuc dai [ Fet,y,0) dt (3.215.1)

thod man § = f(t, y,u) (3.215.2)
[ Gety.ude =k (k cho trude)  (3.215.3)

Vfl- v{0) = v, v{T) tu do, vy T cho trude) (3.215.4)

Cach tiép can duge st dung ¢ day 1a dua mdt bién trang thai méi ['(t)
vio bai toan dé cho rang budc tich phan cé thé duge thay biang mét diéu
kién biéu dién theo ['(t). V6i muc dich d6, ta dinh nghia bién [(t) ma dao
ham c¢a né dudge cho bdi

[ =-G(,y,u) [phuong trinh chuyén déng d&i v6i Il (3.216)
vi cAc gia tri ddu va cudi cnia I'(t) trong ky ké hoach 1a
o) = - [(G(t.y, wdt =0 (3.217)
va
F(T)=- | Gt.y.wdt=—k  [theo (3.214)] (3.218)

Tix (3.218), rd rang riing ta c6 thé thay thé rang budc tich phan da cho
bang mot diéu kién cudi d6i véi bién I

Dua I vao bai toan nhu mét bién trang thai mdi, ta ¢6 thé phat bidu
lai (10.14) nhu sau:

Cuc dai [ Fety,w dt (3.219.1)

thoa man v o= flt,y,u) (3.219.2)
I =-Git,y,u} (3.219.3)

(0} = y,, yv(T) tu do, {(va, T cho trudc) {3.219.4)

va I'(0) =0, (T = -k, {(k cho trudc) (3.219.5)
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Bai toan méi nay la mét bai toan khéng rang bude véi hai bién trang
thai, y va . Trong khi bién y ¢6 mét dudng cusi thang diing, bién I chi ¢
mot diém cudi ¢d dinh. Vi bai toan nay biy gio 12 mot bai toan khéng rang
budc, ta c6 thé lam viéc v6i Hamilton ma khéng phai trude hét mé rong né
thanh mét ham Lagrange.

Thi tuc nay e6 thé lap lai cho cac rang budc tich phan khac, vdi méi
lan 4p dung mang lai mét bién trang thai méi cho bai toan. Pé 1a Iy do
khéng cin han ché s8 rang budc tich phan.

- Ta dinh nghia Hamilton 1a
H = Ft,y,u) + & f(t,y,u) - p Gty u) (3.220)

T nguyén 1y cuc dai ta c6 cac diéu kién sau day:

MaxH  d61 v8i moit e [0,T]

= %I% (phuong trinh chuyén déng 461 véi ),
- oH s 2 aa o
A=- = {phuong trinh chuyén déng ddi véi &) (3.221),
y
. 6H . 2 an e o
i'= o7 (phuong trinh chuyén déng dé1 vé 1),
I
. 8H ’ o
M= r (phuong trinh chuyén dong dbi vdi p),
MY =0 (diéu kién hoanh).

Diéu phin biét (3.221) véi cac diéu kién &di véi bai toan khéng rang
budc théng thudng 13 syt 6 mit cdp phudng trinh chuyén dong d6i véi I va
u. Vi bién I 14 do ta tao ra ma nhidm vu cha né chi 13 huéng dan ta thém sé
hang -pG(t,y,u) vao Hamilton va dudng di théi gian cla né khéng dang true
tiép quan tam, ta c6 thé bd phuong trinh chuyén dong clia no khéi (3.221)

mot cach an todn ma khéng cé hai gi. Mot mat khac, phuong trinh chuyén

déng cha p mang mét théng tin c6 ¢ nghia. Vi bign I khéng xuét hién trong
Hamilton, suy ra ring - '

L= - = 0 = u(t) = hing s& (3.222)
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Biéu thiic nav ctung ¢d difu khang dinh trude day cua ta ring bién
hiép trang thal gin véi rang buge tich phan la hing s6 theo thdi gian.
Nhung néu ching ta nhé rang nhan tu p la hang s6, ta cing cé thé bo
phuong trinh chuyén dong ctua né khoi (3.221).

1.4. Rang buée bit dang thic tich phan

Cudl cung, ta xét trudng hgp trong dé rang bude tich phan tham gin

vao bii toAn nhu mét bit déng thie, chiang han

Cue dai _[TF‘(t, y,u) dt (3.223.1)

thoa man v o= fit,y,u) (3.223.9)
[ Gyawdt <k (k cho trudce) (3.223.3)

va vy =y, y(T) tu do, (v, T cho trudce) (13.223.4)

Khi theo cach xu Iy nhu bai tean déng chu, ta laicé thé loai rang bude
hit dang thie tich phan biang cach thue hién mét phép thé.

Hay dinh nghia mét bién trang thai méi [ gidng nhu da chira 6 trén

ma dao ham ctia né don gian la
I" = — G{t. v.u) [phuong trinh chu_lyén dong do1 véi I (3.224)

va cac gia tri diu va cudl cua né la

rQy = - f;(}(t, v, u)dt = 0 (3.225)
(T = - | Glry,wdt > -k [theo (3.222)]

St dung (3.224) va (3.225). ta co thé pbat biéu lai bai toan (3.223) la

Cue dai [[Flty.wat (3.226.1)

thoa man v = fit, v,u) (3.226.2)
[ = Gt v,u) (3.226.3)

v =y, y(D) tudo (v, T cho trudc) (3.226.4)
aio=0 Mz -k (k cho trudc) (3.226.5)

Giong nhu bai toan trong (3.209), day la mét bai toan khong rang bud:
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vdi hai bién trang thai. Nhung, khiong giéng (3.219), bién méi [ trong
(3.226) ¢6 mot dudng cudi thang ddng cut.

Hamilton cua bai todn (3.226) don gian la
H = Fit,y.w) + 2 f{t,v.u) - p Git,v,u) (3.227)

Néu eac tiéu chuan dol vél rane bude thoa man. thi nguyén 1y cue dai

doi hot rang;

MaxH déi véi moit e [0,T] (3.228.1)
. OH . L )
V= v [phudng trinh chuyén déng doé1 vé v (3.228.2)
( v
ho=— éﬂ [phuong trinh chuyén déng d6i vai 4] (3.228.3)
&y
L BH N - " at . I
T=— [phuong trinh chuyén dong dé1 vai '] (3.228.4)
!
R E’H . . r - A e ;
h=— [phudng trinh chuyén ddng déi véi n](3.228.5)
¢
WT) =0 [diéu kién hoanh d6i véi y) (3.228.6)
Ty z0 M(M+k=0 wDIT+k=0 (3.228.7)

[diéu kién hoanh d6i véiT]
"Lai mét 14n nita, luu ¥ rang vi Hamilton dde lap véi [, ta cé

—aH:O

ar

= = u(t) = hang s6
Do d6, rd6 rang rang nhéan tif gan véi rang bude tich phan bat ky 1a
hing s6 theo thoi gian. Hon niia, trong baj toan hién tai, ta ¢é thé suy dién
ti diéu kién hoanh rang gia tri hang s6 cia u la khéng am. Nhung, nhu
trong (3.221), thuc t& ta 6 thé bd qua cac phudng trinh chuyén déng déi véi
I va p trong (3.228). véi didu kién 1a ta nhé rdng u 13 mét hing sd khong
am. Trat lai, diéu kién hoanh d61 véi [ - lién quan véi tinh b yéu - phal gilt
lai dé phan anh ban chit bat déng thic cta rang bude. Tém lai, cac diéu
kién trong (3.228) c6 thé phat biu lai khéng dé cap dén [ nhu sau:
MaxH déi véi moi t € [0,T] (3.228.1)

.u
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. 0H

== (3.228".2)
__H (3.228.3)
dy
AT =0 | (3.228'.4)
k= hing s6 2 0 k- [Gtywdtz0  (3.228.5)
va ,u[k— f G(r,'y,u)df} 0 [theo (3.225)] (3.228.6)

Trong thaco luan trén, bén loai rang bube da duge xu 1y riéng ré.
Nhung trong trudng hgp chung xuat hién déng thoi trong mét bai toan,
chiing ta vén c6 thé giai quvét bang cach k&t hop cae thu tuc thich hgp cho
mdi loai rang budc. Ddi véi moi rang budc dang g(t,y,u) = 0 hoae g(t,y,u) < ¢,
ta thém mét s6 hang nhan ti 6 méi vao Hamilton, bang cach dé mé rong néd
thanh mét Lagrange. Va doi véi moi rang bude tich phén, dang déng thuc
hay bat déng thic, ta dua vao mdt bién trang thai méi, ma bién hiép trang
thai cia né la p - mét hdng sé - dude phan anh trong méjt sd hang -u Git,y,u)
trong Hamilton. Hon nita, néu rang bude 14 mét bat ding thite, s& ¢6 mot
diéu kién bt yéu d6i véi nhan tit 8 hoac p.

Thi du 1. Mé hinh chu trinh kinh doanh do anh hudng chinh trj
(3.61)

Cuc dai [ v(U,pe™ dt (3.229.1)

thod man p=¢(U)+an (3.229.2)
= b(p-m) (3.229.3)

vint=n, «T) tudo {ng, T cho trude) (3.229.4)

chita mét rang bude dang thitc p = ¢(U) + ar. Nhung ta 43 giai bai todn nhu
mot bai toan khdng rang bude bing cach th€ dé loai phuong trinh rang bude
ra. Bay gio ta chi ra cach giai quyét no truc tiép nhu mot bai toan 6 rang bude,

Trong bai todn niy, n la bidn trang. thii; né ¢é6 mdt phudng trinh
chuyén dong. Trude day, vi p dude thé va dua ra ngoai, U 1a bién diéu khién
duy nhat. Tuy nhién, bay gid p vAn con trong md hinh, nén né phai duge
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xem nhu mét bign diéu khién khac. Nhu vy, phuong trinh rang buse
p-¢N-an=0

phit hop vdi dang thie téng quat g(t,y,u,,u,) = ¢ trong (3.201), mice di trong
d6 khang ¢6 d6i s6't dusdi dang hién.

Theo (3.203), ta c6 thé viét ham Lagrange
£ =v{U, ple™ + ih(p - n) + 8[¢(U) + an - p] (3.230)
Néu sii dung cac ham cy thé sau day:
v(U,p) =-U* —hp (h > 0). [t (3.62)]
WU =1-kU (G, k>0) [tir (3.63)]
thi ham Lagrange trd thanh
£=(-U%-hp)e" + b(p-m)+6[j-kU +an-p] (3.230)

Theo d6, nguyén 1y cyc dai din dén cac diéu kién

o

— =-2Ue" -8k =0 {[theo (3.204)] (3.231)
au :
o4 't
—= ~he" + Wb~ 6 =0 [theo (3.204)] (3.232)
ap
T . .
= i-kU+an-p=0[theo (3.205)] (3.233)
. oL
n= o b(p - =) [theo (3.206)] (3.234)
Az=-—=3b-0a [theo (3.207)] (3.235)
on

va thém mot di€u kién hodnh. T4t nhién cac diéu kién nay tuong dudng vdi
cac diéu kién rit ra trude diy bang mot cach tiép can khac.

Dé kiém tra lai sy tuong duong cta hai cach tiép cin, ta hay thé hién
lai & day d€ so sanh cac didu kidn

il = (-2U + hk)e" - 2bk = 0 [cuc dai Hamilton] (3.236)

au

fi=blj-kU-(1-ajn] [phuong trinh chuyén déng trang thai] (3.237)
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7. = hae™ + Ab(1-a) [phuong trinh chuyén d¢ng hiép trang thaij
(3.238)

DAu tién ta sé chi ra ring (3.231) va (3.232) — c4c diéu kién déi v6i hai
bién didu khién U va p — cing hop lai tuong duong véi (3.236). Giai (3.232)
dai vl 8, ta tim duge '

0=-he™ +ib (3.239)
Thé vao (3.231) cho ta

o 2Uc™ + hke™ - Abk = 0 (3.240)
ol

triing vdi {3.236). Tiép theo, gial (3.238) déi véi p. ta duge
p=i-kU+an (3.241)

Day tat nhién chi phat biéu lai rang budc. Biéu thiic nay gitp ta viét
lai (3.234) 1a

a=b(j-kU+an-n) =b[j—kU—(1-—a)n] (3.242)

N6 gidng y nhu (3.237). Cudi ciing, st dung biéu thic 6 trong (3.239),
¢6 thé viét lai (3.235) 1a

% = Wb+ hae™ ~ba = Ab(1 - a) + hae™ (3.243)
triing véi (3.238). Vi vay, hai cach tiép c4n 13 tuong duong.
1.5. Ham Hamilton va Lagrange theo gia tri hién thoi (duwong thoi)

Khi bai toan c6 rang bude cb chia thiia s8 chiét khau, cé thé st dung
Hamilton theo gia tri hién thoi H. thay cho H. Trong trudng hop do,
Lagrange £ phai dude thay bang Lagrange theo gia tri hién tho) £.

Hay xét bai toan c6 rang bude bat dang thic

Cuc dai [ oLy, ue™ de (3.244)
thoa man v = f{t,y,u) (3.245)
g{t,y,u)<¢ (3.246)

va cac didu kién bién (3.247)

Hamilton va Lagrange binh thudng 1a
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H = &(t,y,uje™ +af(t,y.u)

(3.248)
£ = d(t,y,uye " + Af(t,y,u)+0[c - glt,y,w)] (3.249)
Va nguyeén ly cue dai déi héi (gia thiét ¢6 nghiém trong):
oL - _
—=1) vii moi t € {0.T] (3.250)
cu
fary . N vy R
Soemgltiy, w20 030 b5 =0 (3.251)
.o
e (3.252)
o,
. 0L
A=—-—— (3.253)
oy .
va mdt diéu kién hoanh thich hgp.
Bing cach dua vao cac nhan tu mdi
m = he” (kéo theo A =me ) (3.254)

n = e (kéo theo 8 =ne™)
ta c6 thé dua vao cac dang tinh theo gia tri hién thoi cua H va £ nhu sau:

H, = He™ = ®(t.y,u) + mf(t,y,u)

l _ (3.255)
£, = £e" = (t,y,u) + mf(t,y,u) + nfc - g(t,y,w)

(3.256)

Cé thé dé dang kiém tra lai rang

de, oy Ae.  ae . e, o
du  u &n A0 fm

Do dé, cac didu kién (3.250), (3.251) va (3.252) cé thé duge biéu dién
mét cach tuong duong qua £, va cac nhan ti mdi m va n nhu sau:

g véi moi t € [0.T) (3.257)
(1l
“ 50, n>o, n e g (3.258)

an an
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o
_ oL

{3.259)
om
Su cai bién chinh duy nhat doi héi khi ta su dung £ 14 & phuong trinh

chuvén dong 481 véi bién hiép trang thal, (3.253). Phat biéu mdi tuong
duong, su dung bién mdéi m. la '

m=-""%4pom (3.260)

Dé kiém tra didu nay, dau tién 14y dao ham biéu thite A trong (3.254)
theo t, dé thu dugce

pt

A =me ™ —pme ™

Ré1 14y dao ham £ theo y dé thu duge
- 2 =~ e — Af, +0g,
ay ' ' )
Dit hai bidu thite nay bdng nhau theo (3.253), va nhan véi ePt, ta tim
dugc '

th - pm = -®, —mf, +ng,

Vi biéu thite & v& phai bing -de./8y [t (3.256)], ta suy ra ngay két qua
trong (3.260).

D&i véi cac bai toan chi ¢6 cac rang bude tich phan, khéng can thiét
ham Lagrange nao, hay néi mét cach khac, Lagrange rit gon vé Hamilton.
Dé 1a vi ta da dua mdi rang bude tich phan vao bai toAn qua mot bién trang
thai mdi — nhu la T trong (3.219) va (3.226). Theo 46, cac diéu kién nguyén
I cuc dai c6 thé duge phat biéu lai theo Hamilton. Neu ta quyét dinh su
dung H. thay cho H, thi thi tuc dd vach ra cé the dp dung mdt cach dé
dang. Lai mét 1an niia, cai bién cha yéu la 6 phudng trinh chuyén dong hiép
trang thai, cu thé la thay diéu kién % =-8H/&y bang diéu kién
th = —8H_/éy + pm. V41 mot bién trang thal mdi dua vao {7, bai toan sé cd

mét bién hiép trang thai méi p..Vi phuong trinh chuyén déng cla né la
j=—3H/aC =0, nén u la mét hang $6.

1.6. Cac diéu kién dut

Cac diéu kién du Mangasarian va Arrow, da thao luan trude day trong
pham vi cac bai toan khéng rang budc, ciing dung d81 véi cdc bai toan cé
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rang budc khi thai gian cudi T ¢é dinh, bao gdm céc trudng hop diém cudi cé
dinh, dudng théng cudi dling hoic mét dudng cudi thing ding cut.

Ta hay st dung ky hiéu u dé bidu thi véc td cac bién diéu khién. Thi
du, d6i vdi bai toan (3.201) va (3.208) ta ¢6 u = (u;,uy). Nhu trude day, cho
H° ky hidu Hamilton cyc dai hoa — Hamilton 1dy gia tri theo dudng di u*(t).
Nhung trong khudn kh& hién fai, Hamilton duge hiéu la duge cye dai hoa
thoa man tat ca cac rang bude dang gft,y,u) = ¢ hodc dang glt,y,u) = ¢ ¢6
trong bai toan. Ngoai ra, vi mol rang bude tich phin trong bai toan duge
phan 4nh trong H qua bi€n hiép trang thai méi p, né cing phai duge phan
anh tuodng ty trong H°.

~Dé don gian, ta c6 gop cac difu kién da Mangasarian va Arrow vao mét

phat bidu: Cac diu kién clia nguyén 1y cuc dai 1a di ol véi eyc dal hod toan

cuc ctia phiém ham mue tiéu néu: Hodc 212 16m theo (y,u) ddi véi moi t € [0,T);

Hodc H°1a 16m theo y ddi véi moi t e [0,t], d6i vdi & dd cho. (3.261)

Cac didu kién nay ciing cé thé ap dung dugc cho cac bal toan tdm vd

han, nhung trong trudng hgp tdm vé han, (3.261) cén duge b6 sung bdi mot
diéu kién hoanh

lim At [y(t) — y * ()] 5 O [so sanh (3.174)] (3.262)

1=

C6 thé thém vio day mdt vai nhan xét vé (3.261). Thit nhat, nhu da
chi ra trude day, tinh 16m ctia £ theo (y,u) nghia la 16m theo bién y va u
déng thoi, khang phai riéng ré theo y va theo u. Thit hai, vi H va £ dude tao
thanh ti cac ham F, f, g vA G nhu sau:

H=F+if-uG va L=H+86[c-g]
nén ré rang ring (3.261) sé thoa man néu dong thi ¢d

F 1a 16m theo (y.u)

A f1a 16m theo (y,u}

n G 1a 161 theo (y,u)

va 0 g 14 181 theo {y,u} véi moit € [0,T]

Tuy nhién, trong trudng hop mét rang budc b4t ddng thite tich phén,
trong d6 y 12 mot hing s& khéng am [theo (3.228)], tinh 15 ctua p G duge
dam bao béi tinh 181 chia chinh G, Tucng ty, trong trudng hgp mdt rang bude
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bat dAng thite, trong dé 6 = 0 ftheo (3.211)], tinh 161 cta 8g duge dam bauo bai
tinh 13i ctia chinh g. Cudi cng, néu st dung Hamilton va Lagrange theo gla
tri hién thdi, (3.261) ¢6 thé dé dang phong doan bang vige thay £ boi £, va
HO béi H',.

Il. NG DUNG KINH TE - PONG THAI CUA CAC CONG TY CUCT DAI
HOA DOANH THU

Trong mo6 hinh Evans vé cong ty déc quyén ding, muc tiéu duge néu
1én 14 cuc dai tong lgi nhuan. Diéu nay khéng cé gt la, bai vi ¢6 cing chinh
la muc tiéu chung clia hau hét cac hoat dong kinh t& dude cac nha kinh té
chap thuén tit 1au. Tuy nhién, Baumol dua ra mé hinh trong dd thay vi cyc
dai lgi nhuan da xét ham muc tiéu 1a doanh thu cde cong ty hién dai cd
gang cuc dai hod doanh s8 ban hang d6ng thdi thoa man doi hoi thé;ng nhat
vé ty 18 tra 1d1. Cd sd cua quan diém d6 la ngay nay c6 6 sy phan tach gida
quyén sé hitu va quyén quan ly trong hinh thie ta chitc dién hinh ctia cdng
ty, trong d6 nhitng ngusi quan ly, vi lgi ich clia minh, ho nghiéng vé phia
cuc dai lizgng hang ban ra. mic di myc tidu cna cae ¢6 dong 13 cuc dai loi
nhuan. Tuy nhién, dé xoa diu céac ¢6 déng. nhiing ngudi quan 1y phai cd
gAng dat it nhat mot ty 18 tra 1ai chép nhéan duge.

Vi mé hinh Baumol 13 tinh, ngudi ta nghi ngo tinh ving chic ctia nd
trong khudn kho déng. Dac biét, vi loi nhuin la phuong tién cua ting
trudng, va tang trudng lam cho co thé dat doanh s6 ban 16n haon, nén duong
nhu trong khudn khé déng, cuc dal hoa lgi nhuan ¢6 thé 1a tién dé cho cuc
dai hoa doanh s6 ban. D& xét xem tién dé Baumol ¢6 con dung trong mot thé
gi6i dong hay khong, Hayne lLeland d& dat ra md hinh diéu khién té1 uu
dud day.

2.1. M6 hinh

Hiy xét mdt cong ty san xudt mdt hang hoa véi ham san xudt tan ¢b
dién Q = Q(K,L). ham nay la thuin nhét tuyén tinh va tua lom chat, tie la
gia thiét:

Q_ _kK .
Loy [(k=F] 4o
Qx =4'(k) QK =0 Qg <0 (3.263)

Q,, = ¢(k) - ke'(k) Q>0 Q<0
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T&t i cac gia cd - ké ca tién céng W va gia hang hoa von - duge gia
thiét 131 hing 86, va gia san pham cia céng ty duge chuan hoa vé 1. Nhu
vay, doanh thu va (téng) loi nhuan cua cong ty 1an lugt 1a

R=QEK,L). 1 =QEK]IL)
n=R-WL=QK,L - -WL

Pé lam vita long ¢6 déng, nhiing ngudi quan 1y phai xac dinh mét ty 1é
tra 1ai chdp nhan duge it nhat v, Diéu d6 c6 nghia la céng viée quan 1§ bi
rang budc bdi bit dang thiic

%21»0 hay QKL)-WL-r,K=20 (3.264).

Ta con phai chi ru quyét dinh vé ddu tu va tich luy vin. Dé don gian,
ta gia thift rang. céng ty luén ludn gianh mot ty 1 c6 dinh 1gi nhuan dé dau
tu trd lai vao von. Dinh nghia a la ty 18 1¢i nhuan diu tu trd lai dé. Ta c6

K(z D =on = a[QK, L) - WI] (3.265)
véi vén ban dau K{) = K,

Nhu vav. ta c6 thé phat biéu bai toan clia céng ty cuc dai deanh thu
nhu mét bai toan v6i rang bude bt dang thie LA

Cue dai [ QK Lye™ de (3.266.1)

thoa man K = a[Q(K,L)- WL)] {(3.266.2)
WL+ r K- QKL <0 (3.266.3)

va Ky =K, K(Mtudo (K., T cho trudc) (3.266.4)

M6 hinh nay chi c¢6 hai bién, K va L. Su c6 mat cua phuong trinh
chuyvén déng ena K néi 1én rang K dong vai tro bién trang thai, con L nhu
bién didu khién duy nhit.

Pé v riang ham rang bude WL + r,K - Q(K,L) 1a 161 theo bién diéu
khién L, va tAp hop cie rang budc cua cac diém dé bat dang thiic thod
man ngat (¢6 ¥ 1é tra 1ai 16n hon mic ry). Nhu vay, rang budc chat lugng
thoa man.

2.2. Nguyén ly cuce dai

Hamilton theo gia tri hién thoi ciia bai toan nay la
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H, = QEKL) + ma [QKL) - WLj
Bing viéc bd sung thém cho Hamilton vdi thong tin trong rang bube
hét dang thiic, ta c6 thé vidt Lagrange theo gia tri hién thoi la
£,= QKLY+ m o [QK,L) - WL] + 1 [QEKL) - WL - roK]

Tir (3.257) va (3.258), ta ¢6 cac didu kién cAp mét sau day dél véi cue
dai hot £ -

-

oL, o .
—i—=(1+ma+n)QL ~(ma +n)W =0, v8i moi t € [0,T]
&

%:Q(K,L)—WL—QJKZO n>0
ST

va n[Q(K,L) WL-r,K] =0
DéE xac dinh dong thai cta hé théng, ta dua vao hal phudng trinh
chuyén djng '

K _ Ei.ec
am

= a[QK,L)-WL]

va

ae,

m=— < +pm = —(1 + ma + n)Qy +nry + pm [theo (3.260)}

Cubi ciing, phai quy dinh diéu kién hoanh
m(Th =0
vi K(T) tu do.

Il CAC RANG BUOC KHONG GIAN TRANG THAI

3.1. Rang budc

" Nhém ring bude thii hai gém cac rang bugc ma trong do khéng c6 bién
didu khién nao xudt hién. Cac rang bude nhu vay dat nhing han ché do1 véi
khong gian trang thai, va phan ranh giéi mién di chuyén.chap nhan duge
d5i véi biéh y. Mot thi du don gian cta loai rang buge nay thich hgp cho
nhidu bai toan kinh t& 14 nhing rang buge khong am

y(1) 20 hay -y{£) <0 v6i moi t e [0,T]
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Nhung tdng quat hon, rang buse nay cé thé ¢6 dang
hit.v} < ¢ vii rht_)i t e [0,T

Trong méi trudng hdp, bién diéu khién u khéng cé mét trong cac ham
rang buéc.

Do ngiu nhién, c6 thé xay ra la khi ta bd qua rang budc khéng gian

trang thai va giai bai toan d4 cho nhu mét bai toan khéng rang buge, dudng

di t61 uu y*(t) ndm hoan toan trong mién cho phép. Trong trudng hgp d6,
rang budc la tam thuong. Tuy nhién, véi mét rang bude c6 ¢ nghia, ta ky
vong dudng di t6i uu khéng rang bude sé vi pham rang bude, vi nhu dudng
dat nét trong Hinh 3.15a vi pham diéu kiéh khéng am.

¥ ¥

£

Y
—
i

T 1 0 \_,/( T t
nghiém khong bj rilng“

N nehiém khéng by riing
buge : Ehe 2 by rang

() . (b) bude

Hinh 3.13

Nghiém t6i wu diing trong Thf du nay, duge minh hog bing dudng lién
nét, ¢6 thé chita mét hodc nhidu doan ndm trén chinh can rang budc. Nghia
la, ¢6 thé c6 mét hosc nhidu “khoang rang buée” (hay “khoang han ché”)
trong phanr vi [0,T] khi rang buge thue sy tréi bude thiéu qua), véi h{t,y) = c.
Daéi khi dudng di t6i uu ding c6 thé c6 mét vai doan chung véi dutng di
nghiém khéng rang buéc; nhung hai dudng di ciing ¢6 thé hoan toan khic
nhau nhu minh hoa trong Hinh 3.13b.

Mac du néi chung ta khéng thé ky vong nghiém khéng rang budc 1a
thich hop, nhung viée et thit né khong phai 1a ¥ tudng t8i. Néu nghiém do
thoa min rang bude thi bai toan duge giai xong. Ngay ca néu khong, sé
thuing ndi 1én nhitng manh méi hitu fch vé ban chdt cua nghiém ding.
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3.2. Giai quyét cac rang budc khéng gian trang thai

" (3la s bai toan la

Cuc dai LT F(t,y,u) dt (3.267.1)

thoa man v o=ty u) (3.267.2)
hit,y}<e¢ (3.267.3)

va céc didu kién bién (3.267.4)

Ta ¢6 thé ky vong phucng phap da trinh bay 4p dung cho bai toan
nay. Néu vay, ta c¢6 ham Lagrange '

£=F(t,y,u) + & fit,y,u) + 6 {c - hit,y)] (3.268)

v6l cac diéu kién nguyén 1y cyc dai (gia dinh nghiém trong)

g

(:\_-L = J_"u + ;\‘fu = 0

(61}

g Y

A eoh(ty) 20 620 gy

a0 0

§ = S f(t,y, ) (3.269)
oA

h=-S£ o B if, v oh,

céng thém mot diéu kién hoanh néu cdn thist

Tal sao cde diéu kién nay khong thé dude si dung nhu ta di lam trude
day?

Trude hét 13, trong bai toan o rang bude da thao luan trude day, 1ai
giai dua vio tinh lién tuc cua cac bién y va &, chi cac bién didu khién 1a cho
phép c6 budce nhay (thi dy, bang-bang). Nhung & day véi cac rang budc trang
thai thudn tug, bién hiép trang thai cling ¢6 thé trai qua cac bude nhay &
cac diém méi néi. ngi ma rang bude h{t,y) < ¢ chuyén tif trang thai léng sang
chit hodc ngude lai. Cu thé, néu t 11 mot diém méi néi gifia mat khoang
khong rang buge va mét khodng ring bude, va néu ta ky hiéu 1an lugt 1-(x)
va A7(1) 1a gis tri cia A ngay trude va ngay sau bude nhay, thi diéu kién
nhay la



TOI UU HOA PONG TRONG PHAN TiCH KINH TE 257

AT(r) = 2(x) +bh, (b =0) (3.270)

Tuy nhién, vi gia tri clla b la khdng xac dinh, diéu kién nay chi co thé
gitip khing dinh hudng nhay. Luu ¥ ring c6 thé b bing 0, c6 nghia la A cé
thé khéng gian doan tai moét diém méi néi. Tinh huéng nay cé thé xay ra
khi ham rang buéc h(t,y) ¢6 mét diém nhon tai 1, nghia 1a khi 4 khong lién
tuc tai 1.

Trong mgi trudng hop, thi tuc giai 451 héi mét sy caj bién. Bay gio ta
cAn chd ¥ céc diém méi néi, va hay ddm béo khdng budc vao phin cdm ciia
khéng gian trang thai.

3.3. M6t cach ti€p can khac

Trong khi c6 thé tién hanh trén co s6 cac didu kién trong (3.269),.thuc
hién mét cach tiép can khac trong d6 thay d6i trong trang thai cha rang
bube h(t,y} < c tai cac diém nai duge tinh dén mét cach hién hon thi d& dang
hon. Xem xét chu y€u ctua cach tiép can nay la: vi hit,y) khéng dude phép
16n hon ¢, nén bat o khi nao h(t,y) = ¢ (ring budc trd nén thue sy tréi budc)
ta phai ¢Am h(t,y) ting. Diéu nay chi c6 thé duge thuc hién bing cach quy
dinh didu kién

% < 0 béit cti khi nao hit.y) = ¢

Luu § ring dao ham db/dt 1a mdt ham cla t va y béi vi
ch c,h d_}
% By dt

Do dé, rang budc mdi dh/dt < 0 bat e khi nao h(t,y) = ¢, hay cu thé
han,

—( y) = +h,f(t,y) = hit,y)

hit,y) = h, + h,f(t,y) 0 bat ky khi ndo hity) = c (3.271)

thudc hoan toan vao nhém git,y,u) < ¢ da thao luan. Diém khac duy nhat 1a
(3.271) khong c6 gia tri 461 v6i mot t ¢ [0,T], ma cln cé hidu luc chi khi
hit,y) =c.

Vdi rang buée méi, phat biéu bai toan bay gi ¢6 dang

Cuc dai fF{t,y,u) dt (3.272.1)

17-TUHD
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thoa man y = f(t, v, u) (3.272.2)
h(t,y,u) = h, + hf(t,y,u) <0 (3.272.3)

b4t ci khi nao hit,y) =c _ (3.272.4)

va cac diéu kién bién - - : (3.272.5)

Dé c6 thé so sanh cac diéu kién nguyén ly cuc dai, ta s& dung cac ky
- hiéu nhan ti phan biét A va © & day. Gia st Lagrange duge viét 1a

£ =F(t,y,u)+ Af, —©h (3.273)

Khi d6, nhu mét phan cia cac diéu kién.nguyén ly cuc dai, ta doi hoi

ring (gia dinh ring tiéu chuin rang bugc thod mén)

A B, +Af, —Ohf, =0
du )
va
&g ae'

Trong khi tap hop cac diéu kién dai vél © c6 vé phuc vu cho myc dich
phat bidu lai rang bude, né khong lam ré dugce riang tap hgp nay ap dung chi
khi h(t,y) = c. P& khic phuc, ta thém diéu kién bl yéu

hit,y)<c Ofc - hit,y)] =0

Khi @6, h{t,y) < ¢ (rang budc 1ong) co nghia 14 ® = 0, diéu nay lam cho
s8 hang cudl cing trong £ khéng con, va do d6 dua cac diéu kién d& véi
22158 vé 0. Nguge lai, khi hit,y) = 0 (rang budc chat), ¥ mudhn néi diéu kién
bi1 yéu kéo theo © > 0. Nhu vay day 1a mot dang manh hoen cua didu kién b
yéu. [Trong dién giai binh thudng cua diéu kién bu y&u, h(t,y) = 0 tucng hdp
vl © = 0 cing nhu © > 0]

Thém vao d6, nguyén 1§ cye dai déi vai cach tiép can hién tai cing dat
" mét han ché déi véi cach thic ma © thay déi theo thai gian: Tai cac diém
ma © kha vi, ©® phai khéng am bat ¢ khi nao hit,y) = ¢. Han ché nay sé
duge giai thich sau.

Gop tit ca cac két qua lai, ta co tap hop cac diéu kién sau day (khi gia
dinh nghiém trong):
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% K, +, ~ehyf, <0
*_ 4 0
—_ = = = = =
% -th, +h, fit,y,0)]= 20 % 0
hty)<c Sfc - bt »]=0

: 2
6<0 (=0 khi hty<d (38.274)

at
1 wm—— Zf .
y t.y,u

ad

I,I\:ﬂ_éy_ =X -Af, +&hy, +hf +h, f]

va mét diéu kién hoanh né&u can thist

Luu y ring, sau khi rit ra biu thite /# tit ham rang bude h(t,y), ta cé
thé ap dung truc tidp cic didu kién trong (3.274) ma khong cin chuyén bai
toan (3.267) vé dang (3.272).

o] day, nhu trong (3.269), ta gia dinh riang cuc dai hoa Lagrange theo u
mang lai nghiém trong. Néu ban than bign didu khién thoi min rang budc
khong am u(t) > 0, thi diéu kién 8€/éu = 0 phai duge thay bing didu kién
Kuhn-Tucker

E{ <0 uzi u g'—g =0
du du
Cac diéu kién nay cho phép kha néing cé nghiém bién. T4t nhién, cac
nghiém bién ciing c6 thé xay ra néu c6 mét mién didu khién dong 461 vai u.

Nét phéan biét cta cach tiép can nay la ham f(t,y,u) tham gia vao
Lagrange ¢ hai lan, véi hai nhén ti khac nhau, A (mot bién hiép trang
thai) va © (mét nhan ti Lagrange di véi mot bai toin c6 rang budc). Theo
d6, dao ham riéng f,, ciing xust hién hai l4n trong diéu kién 8€/0u = 0 -
dong dau tién trong (3.274) — mot 1an véi A vi mot 14n véi ©. Trai lai, didu
kién A£/6u = 0 trong (3.269) khong chita nhan ti 6. Nhu viy, vdi ciach tidp
cn mdi, dang diéu cta ® vi nhiing anh hudng ctia né d6i voi hé théng duge
thé hién ro rang hon. Khi rang bude khéng gian trang thai khéng chit, véi
ht,y) < c, ® nhan gia tri 0, va (3.274) rit gon thanh cac didu kién nguyén ly
cuc dai théng thudng. Nhung khi rang budc thay déi trang that clia né tir
" khong chat thanh chit, cac diéu kién trong (3.274) seé tré nén c6 hidu hyc
ddy du, xac dinh nhan t& © anh hudng nhu thé nao 1én hé théng, va ban
than O phai thay déi qua thai gian nhu thé nao.



260 Chuong Ifl. Diéu khién t6i uu va ung dung trong kinh té

Trong khi cach tiép can duge tong két trong (3.274), v8i théng tin ro
rang hon vé cac diém méi néi, d& s dung hon so véi cach tiép can trong

{3.269), hai cach ti€p can thuc t& 1& tuong dudng.

Thi du

Héay xét bai toan

Cuc dai f(4 — )t (3.2756.1)

thoa mén v=u (3.275.2)
y-t<1 (3.275.3)

v(0) =0 v(3) = 3 (3.275.4)

vh ue[0.2] (3.275.5)

Bai todn nay chita mét rang bude khong gian trang thai, y - t < 1. Néu
ta khéng xét dén rang budc nay va lap Hamilten
H={d-thu+liu
Thi ta thiy ring H 13 tuyén tinh theo u vdi do déc
+H .
L P Y
M
Khi cho mién didu khién déng [0.2], ta c6 thé ky vong ndy sinh mét
nghiém bién. Cu thé, tirt ham &y tich phan ta thu duge, d€ cuc dai phiém
ham muc tiéu, ta phai das u cao nhit cé thé duge. Nhu vay, mét su phéng
doan c6 1§ v& nghiém khéng rang budc 1a u(t) = 2. Biéu nay kéo theo
vy=y=2 va y(t) = 2t + k. Sau khi sit dung diéu kién dau y(0) = 0, ta thu
dude dudng di tuyén tinh don gian
y(t) = 2t
Dudng di nay 1a duong di cho phép ting nhanh nhit trong y, bdi vi né
tuong ¥ng vdi gia tri cao nhit cia u, va vi vay gia tri cao nhit caa ¥ . Tuy
nhién, nhu Hinh 3.14 chi' ra, &udng di nay khi ting 6n dinh ti diém géc toa
dd, ¢6 thé ¢ phia dudi bién rang bude v =t + 1 chi dén diém (1,2); nghia 1a

dén khit = 1, ma tai thoi gian dé rang budc trd thanh chat. Khi d6 ta phai
thay dé1 dutng 16i.
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Bay gid ta hay quay trd lai (3.274) dé€ tim ch} din vé duong 161 hanh
dong mdi phai thyc hién. Thit nhat, rang busc khing gian trang thaiy - t <
1 kéo theo '

hit,y) =y -t ¢c=1 . h=y-1=u-1

Vi ham rang budce la tuyén tinh theo u {né khéng chiia u), né thoa man
tiéu chuan cla rang bude. Theo (3.273), Laagrange la

£€={4d-hutAu-0 -1

d6 14 ham tuyén tinh theo u. Theo (3.274), nguyén 1y cye dai doi hoi ring

£ duge cye dai theo u (nghiém géc)

A,

i--1—11'20 O=z=0 (1 - )

a0

y-ot<l1 O(l-y+t)=0

O<0 (=0 khi rang budc khéng thuc su tréi bude)
¥=u

A=0 = A = hang s§

Khéng can thiét didu kién hoanh nao béi vi cac didm diu mut of dinh.

Theo théng tin tit nghiém khéng rang bue da thio luan trén day, khoi
dau ta lay diéu khién u = 2 déi vl khoang thoi gian thit nhat [0,1), diéu nay
kéo theo duong di trang thai y = 2t. Nhu vay, ta cé

w*(0,1) =2 ¥y*0,1) =2t (3.276)

Ngay khi ta giap phai bién rang buéc, ® trd thanh dudng va diéu kién

82100 khién ta dat
u=1 (theo diéu kién bu yéu)

Piéu nay c¢6 nghia la phuong trinh chuyén dong trd thanh y=1,va
mang lai dudng di y(t) = t + k,. D& xac dinh hang sd tuy ¥ k,, ti tinh lién tuc
cua y ta Iy gidi ring doan thd hai nay phai bit diu tit didm (1,2) noi ma
doan thi nhat két thuc. Sy kién nay gidp ta xac dinh dudng di la

vit)=t+1 (giong nhu bién rang budce)

Nhu vay, nhu dé chi ra trong Hinh 3.14, dudng di v bay git bit ddu bo
doc theo bign. Nhung dudng di nay rs rang khong thé dua ta téi diém cin
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phii dén (3,3), nén ta cdn it nhat mét doan méi dé hoan thanh dudng di. D&

x&c dinh doan tha ba, ddu tién ta ¢o géng xac dinh didu khién ding dén va
réi st dung phudng trinh y=u.

y= 1+l

(1.3)

L
0 I 2 3 !
Hinh 3.14

Dé1 véi doan thi nhat, ta da chon u* = 2 dé& dam bao su tang nhanh
nhat trong y, va giit vitng gia tri u dé chiing nao ¢6 thé, cho dén khi rang
budc bién bude ta thay d6i dudng 16i. Bién rang buée sau d6 trd thanh dudng
di t6t nhit mdi, va ta phai d trén dudng di d6 chiing nao con hop 1y, dén khi
ta bi bat bude d6i hudng vé phia diém (3,3) bang sy xem xét vi tri dich. Vi u
(= v) khéng thé 1a am, di qua miic y = 3 réi lui xudng 1a khéng kha thi.
Cho nén doan thit hai khi dén diém (2,3) phai nham vao y = 3 nhu muc tiéu
cua n6é. Nhu vay, ta c6

W1,2)=1  y19) =t+1 (3.277)
Roi sau d6, doan thit ba 1a mét duéng thdng nam ngang véi 46 ddc u = 0:
U231 50 y*[2.3] = 3 (3.278)

Biing cach két hgp (3.276), (3.278) va (3.279) véi nhau, cudi cling ta
thu dugc toan b bic tranh ciia cac dudng di diéu khién va trang thai t6i uvu.

Trong thi du hién tai, doan diu cia duong di to1 vu tring véi doan
diu cua dudng di t51 wu clia baj toan khong rang budc. Nhung diéu nay
khong luén ludn xay ra.
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iv. UNG DUNG KINH TE CUA BAI TOAN CO RANG BUOC KHONG
GIAN TRANG THAI

Trong mue nay, ta trinh bay hai thi du kinh t8 trong d6 c6 mot rang
budc khong gian trang thai khong Am.

4.1, Tén kho vi san xuat

Thi du nay lién quan t6i quyét dinh cia mot cong ty vé tén kho va san
xudt. D& bat ddu, gia st cAu d6i véi san pham clia eong ty dude cho téng
quat 1a D{t) > 0. D& dap dng nhu cdu nay, céng ty cé thé hoic rit bét hang
tén kho, X, hoic san xudt ra diu ra hién thai @ bing lugng ciu do, hodc su
dung két hgp ca hai. Chi phi san xuét trén mét don vi 1a ¢, va chi phi luu
kho d6i v6i hang ton 1a s trén mot don vi, ca hai duge gia dinh 14 hing s&
theo thoi gian. Muc tiéu cha céng ty la ede tiéu tong chi phi
f(cQ+ sX)dt trén mét thoi ky da cho [0,7T)].

R& rang rang ddu ra khong thé Am, va tén kho ciing vay. Nhu vay Q(t)
> 0 va X(t) = 0. Hai bién nay ¢4 quan hé véi nhau trong dé tich luyb(giém
tich luy) hang t6n kho xay ra bat cit khi nao ddu ra vugt hon (tut thip hon)
lugng ciu. Nhu vay,

X(1) = Q(t) - IXt)

Diéu nay goi y ring Q c6 thé duoe 1dy 1am bién didu khién dé lai bién
trang thai X.

Gia su mét mutc ton kho ban ddu X, ta ¢6 thé bidu dién bai toan nhu

Saiu:
Cue dai [(-cQ-sX) dt (3.279.1)
thoa man . X =Q-D(t) (3.279.2)'
X<0 (3.279.3)
X(0)=X,  X(T)20, tudo, (X, T cho trudc) (3.279.4)
va Qe (0] (3.279.5)

Chu y ring cue tiéu téng chi phi da duge chuyén thanh cyc dai téng
chi phf vdi ddu am. Cang nhan xét ring rang bude khéng gian trang thai
khong am ty dong bt phai cdt cut dudng cuéi thing ding.
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Cach nhin khéng rang budc caa bai toan nay chira ring Hamilton
H=-cQ-sX+3(Q-D)

la tuy&n tinh theo bién didu khién Q, vdi

dH .
e =—C+h
oQ
Do &6 quy tic chon Q 1a
< =0
=3¢ = Q* < kx ;,
> kbe

trong &6 kx= khéng xac dinh, kbe= khéng bi chin.

Kha nang thtt ba (Q khdng bi chan) la khéng kha thi, con kha ning
thit hai (Q khéng xac dinh) khong gitip ich gi. Tuy nhién, hiiy quan sat rang
ngay cA trong trudng hop A = ¢, ta van c6 thé chon @ = 0 nhut trong truong
hop & £ ¢. Thuc t&, Q* = 0 c6 nhiéu ¥y nghia vi Q tham gia vao ham muc tidu
v6i d&u am, cho nén chon gia tri ch&p nhan duge t6i thiéu cua Q phuc vu
cho muc dich etia bai toan t6t nhat, Tuy nhién, khi d6 phudng trinh chuyén
doéng trd thanh

X=-D(t)<0 (khiQ=0)
va tén kho clia cong ty sém mudn ciing phai can kiét. Khi cong ty gip bién
rang budc X = 0, né phai dinh hudng lai diéu khién.

Trudc khi ap dung cac didu kién (3.274), ddu tién ta kiém tra lai rang
tidu chudn rang bude thoa man. Qua thyc nhu vy, boi vi ham rang budc - X
I3 tuy&n tinh theo @ (n6 khéng chita Q). Tu rang budc - X < 0, ta dé dang
thay rang

h=-X c=0 va h=-X=-(Q-D)
Nhu vay, theo (3.273), Lagrange la
L= —cQ-sX+AQ-D)-0(Q-D)

la ham tuyén tinh theo bién diéu khién Q. Cac diéu kién trong (3.274) doi
héi rang

£ dudce cue dai theo Q (nghiém goc)
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ae
=Q-D>0 © >0 eQ-m=0
e Q (Q-D)
X220 OX =0
<0 [0 khi X0
Y
X=—=Q-D
at« Q
o
= — =8
06X
ATY20 X(Tyz0 AMX(Ty =0

Ttt cach nhin khéng rang bugc ctia bai toan, diu tién ta chon
. 0=0

Diéu d6 lam don gian hoa phudng trinh trang thai trad thanh:
X=-D

Két qua nay chi ring cong ty khéng nén san xuét gl ca va dap dng nhu
cfu hoan toin bing viéc giam tich lug tén kho. Trong khi theo quy téc nay,
ton kho tai thei gian bat ky 56 14

X = X, - [Diydt
Nhung chinh sach nhu vay cé thé tiép tuc chi dén thai gian t = 1, khi

ton kho da cho bi can kiét. Gia trj cta t, didm méi néi, ¢6 thé tim dugde tir
phugng trinh

g Ditydt = X, [khi can kiét tdn kho]
Néu ta gia dinh ring 1< T, thitait =1 ta phai xem xét lai chinh sach
khéng san xuat.

Phan con lai rat don gidn. Khi khéng con lai chiit t6n kho nao, ¢éng ty
phai bat dau san xuit. Theo cae thuat ngit cia nguyén 1y cue dai, tac déng
cua rang bude 1am cho nhan ti @ dudng, nén ae/d® = 0, hay

Q=D déi vai t e {1, T]

Theo quy tic mdi nay, cdng ty phai dap dng toan bd nhu ciu tir san
xudt hién thoi. Vi X=Q-D, suy ra rang

X=0 ddLvéit e [1, T]
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Nghia Ja khong nén dy dinh mét thay ddi nao trong tén kho. Vi X(1) =
0, hugng tén kho phai & muc 0 tir diém < trd di. De d6, todn bd cac duong di
diéu khidn 61 wu va trang théi la

Q*10,0=0 X*[0,7) = Xo - [ Dit)dt

(3.280)
Q*[x, T} = D{Y) X, Tl =

4.2. Tich luy von trong diéu kién rang buge tai chinh

William Schworm da phan tich mdt cong ty khong cé kha nang vay
mugn va tu dAu tu hodn toan. M6 hinh nay 1a mot minh hoa khac cho bai

toAn ¢6 rang bude cua khéng gian trang thai.

Gia thiét cong ty 46 cd téng 1g1 nhuan n(t,K), dau tu I(t) va khong thé
ban vén dang dude st dung. Vi vay, I(t) = 0. Ngoai ra, nd khong thé vay
muon vén. Nhu vay ludng tién $(t) chi phu thude vao ldi nhuan thu dude va

chi diu tu:
#(t) = n(t.K) - I()
Muc tidu ctia cong ty la cue dai hod i tri qui vé hién tai caa ludng
tién:

L" o(tie ™dt

& day. p ky hiéu ty 1¢ 1ai ma cac <6 ddng cd thé thu dudge tit viee dau tu khac
cting nhu ty 1& 131 ma céng ty ¢6 thé thu duge trén phan thu nhap gt JEW
cua cong ty.

Bét déu tit mot mic da cho, phan thu nhap gid lai R(t) ¢6 thé gia téng
chi bdi bat ky tién 181 thu duge nao (véi ty 16 p) tu R va bdi bat ky ludng ti€n
dudng nao. Do dé, ta ¢6

R(t) = pR() + $(t)
= pR{t) + n{t, K) - I(t)

Gia st khong ¢6 khau hao, ta ciing ¢6
K(t) = I{t)

Hai phuong trinh vi phan nay gdi § rang R va K¢ thé ding lam cac
bién trang thai ¢da md hinh, con I cd thé déng vai tro bign didu khién. Tt
nhién, ca hal bién trang thai R va K phal khong am. Nhung trong khi gia
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thiét I(t) > 0 tu dong bao dam tinh khéng am cta K, tinh khéng am cda thu
nhép gid lai R can dude mé ta dusi dang hién trong bai toan. Dé 1a 1y do bai
toan nay c6 mét rang bude khéng gian trang thai.

Tap hgp tat ca nhiing yéu t& da néi & trén lai, ta c¢6 thé phat biéu bai
toan nhu sau;

Cue dai [ (e, Ky - T(t))e ™™ dt (3.281.1)
Thoa mén R(t) = pR(t) + n(t, K) - [(t) (3.281.2)

K(t) = I(t) . (3.281.3)

-Rt)<0 (3.281.4)

R(0) = R, K(0) = K, (3.281.5)

va I(t) € [0,0) . (3.281.6)

Khi duge cho ¢ dang ham tdéng quat, mé hinh nay chi duge phén tich
mdt cach dinh tinh. Thuc t&, Schworm diu tién chuyén mé hinh nay thanh
md hinh trong d6 R(t) 1a4 mdt bién didu khién (chi khoéng phai bién trang
thai) ¢6 rang buge. Nhung & day sé gidi quyé&t né nhu mot mé hinh véi mét
rang budc khoéng gian trang thai va rit ra mét vai két qua chinh cla
Schworm bing cach s& dung cie diéu kién nguyén 1y cuc dai trong (3.274).

Ta co thé kiém tra lai riing tiéu chudn rang budc chit lugng thoa min,
béi vi ham rang bude, -R(t), 1a tuyén tinh theo bién didu khién I. Ham rang

bude cling cung cap théng tin rang
h=-R > h=-R=-[pR+n(t,K)-]]
Nhu vay, theo (3.273), ta ¢6 Lagrange
L= [nit, Ky-TJe ™ + Ag{pR + n{t, K}~ 1]+ A T+ O[pR + n(t, K) - ]

& day, Ag vA Ak tuong Ung 14 cac bién hiép trang thai dai véi R va K. Cac
diéu kién trong (3.274) phat biéu ring

X e _pg+Ag-0<0, 10, 1% _g (3.282)
al al

% R+n(t,K)-120, © 20, % o

0 26

R(t)>0  OR(t)=0
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M <0 (=0 khi R>»0) (3.283)
. oL
R= 2 -~ pR+n(t, K)-1
EYW 5
K - [er s _ -[
Ak
‘ ae' ‘
Ap :_--E)E = —plA, +O) (3.284)
i =
Ay = - cet s (e 4+ Ay + @) (3.285)
f5154

va cac diéu kién hoanh

Nhan xét rang, do di€u kién khﬁng:f am dGi véi bién diéu khién 1, cic
didu kién Kuhn-Tucker duge ap dung trong (3.282)

Trong khi Schworm thao luan ca trudng hep I(t) > 0 lan (1) = 0, § day
<& chi x6t hanh vi t8i uu d& véi trusng hgp I(t) > 0. vai T duong, diéu kién
bit yéu doi hdi a£/31 = 0, hay

Ag=e ™M +AR+O [theo (3.282)]

DPao ham phuong trinh nay theo t, ta dugde

Ag =—e P +AR+0

= pe ™ (AR +O)+0O ftheo (3.284)]
= ple™ + AR+ @)+

Hon nifa, bing cach dat bidu thic A, nay bing vdi (3.285) ta thay
rang

Cngle ™+ Ag + @)= —ple ' + Ag +©) +© (3.286)

Két qua nay biéu thi quy tac t&i wu ddi véi cong ty khi > 0.

Diéu th vi 13, trit 55 hang © & vé phai, hai vé clia (3.286) ¢ céu truc
tring nhau, Ti (3.283) ta biét rang © = 0 khi R > 0. Nhu vay, ti (3.286) ta
¢6 thé két luan rang bat cd khi nao R> 0, cong ty phai nhin nhan

A= p ‘ (quy téc ddu tu khi R > 0) ' (3.287)

Nghia 13, khi thu nhap ¢on gitt lal cbng ty la duong (rang budc tai
chinh khong thuc sy tr6i budc), cdng ty chi cAn theo quy téc nhin gan la lgi
nhuan bién ctia v8n béng ty 1§ 1ai theo thi truong.
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Mit khac, néu R = 0 (rang bude tai chinh thuc sy chit) trong mot
khoang thdi gian nao doé (t,,ty), thi suy ra rang R =0 va R =0 trong khoang
d6. Vi vAy, phuong trinh R(#) trong (3.281) rit gon thanh

)= =t K)  (quy tic ddu twkhiR= R=0) (3.288)

Diéu nay ¢6 nghia 14 trong mét khoang bi rang bude, ¢ong ty phai dau
tu 1¢i nhuan hién thoi cla nd. Do dé, ta thiy rang khi rang budc R thuc su

chat. diu LU trd nén bi rang budc thém bdi kha nang loi nhuan hién thoi.
' ) '
Cac quy tde (3.287) va (3.288), mac du tach biét nhau, da thuong dugc

st dung két hop, chuyén tit mdt quy tic sang quy tic kia khi trang thai cua
rang budc R thay doi. Bang cach do6, cong ty sé co thé ¢ gan nhit vél dudng
di von t6i uu khong rang bude. Schworm ciing rat ra cac két luan phén tich
khiac.

4.3 Chinh sach tai chinh va van dé ting trudng kinh té

DPé lam vi dy téng hdp viée ing dung phuong phap téi uu héa dong
trong nghién ctiu kinh t& muc nay sé trinh bay mé hinh téng trudng kinh
t& cia Paul Cashin va viée lua chon chinh sach tai chinh cta Chinh phu
dua trén mé hinh d6.

4.3.1. M6 hinh tdang trudng kinh té

Mai lién hé gilia chinh sach tai chinh cia Chinh phu va toc d9 ting
trudng kinh t€ ctia mét nuée la dé tai duge ban bac va nghién citu nhiéu
nhit hién nay.

Chinh sach tai chinh ctia Chinh pht bao gém quyét dinh vé s6 thué
phéi thu va s6 tién ma Chinh pht chi tidu hang nam. Kinh t€ hoc ngay nay
da c6 thé dit ra va giai bai toan lga chon chinh sach tai chinh t6t nhat. D1
nhién cong viée nhu thé con dang duge nghién ctiu lam cho tét hon nita.

Ly luan kinh t& cho dén nita ddu thé ky XX phén nhiéu duge trinh bay
bing 18i. Su mé ta bing 15) ludn ludn la cén thiét dé néu 1&én moi khia canh
ctia hién tugng kinh t& va nhiing méi lién hé nhiéu mat gida ching. Nhung
1y luan bang 1& dem lai 1gi ich thyc hanh thudng la eo hep dé1 véi vige lua
chon quyét dinh cu thé. Bdi vi, trude hét, ngudi ta rat khoé kiém tra tinh

dung diAn ciia mot bai van vé mat suy ludn cling nhu mic do phii hgp cua
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né go véi thic t& cé thé quan sat dude. Sau nia, trong truong hgp két luan
cua bai vin 1a ding, né chi cho ta biét phudng hudng tac dong giila cac hién
tuagng, Ch(;l!‘lg han nhu néi ring can phai tang thué€ nhung khéng giai thich
duge vi sao tang 2% ma khong phai 1a 1%. Vi thé, khoa hoc kinh t& khéng
dimg lai & syt mé ta bing 16i ma di 1én sy md ta bing ngén ngit chinh xac
théng qua cac md hinh. Nho md hinh ta ¢6 thé danh gia duge Anh hudng cia
chinh sach kinh t& bing con sd.

Mo hinh tang trudng kinh t& mé ta qué trinh san xuit cta mdt nudc
trong dé hoat ddng kinh t&€ & théi ky trude mat cé6 anh hudng dén hoat déng
kinh t& d thoi ky sau. S¢ mé ta nay tao ra kha niing nhin trude dudge nhiing
con dudng tang trudng cé thé cé va chon trong do con dudng t6t nhat.

Nhitng mé hinh tiang trudng tin cd dién dude dua ra diu tién khoang
gita thé ky XX. Nhiing mé hinh nay khong néu 1én vai tré cta chinh sach
tai chinh ma chi xét tac dung clia dau tu ddi vdi sd tiang trudng vén san
xuat va téng san pham.

Két luan cia cac mé hinh nay 1a tée d6 ting trudng kinh t& vé 14u dai
s& di dén mic 6n dinh va mic én dinh nay khéng phu thude vao ty 18 tiét
kiém trong téng san pham.

Do dé6 mé hinh duge goi 1a mé hinh ting trudng ngoai sinh, ¥ mudén néi
mé hinh nhan manh anh hudng clia cac yéu té nhu tién bé ki thuat va sy
tang dan s6 1a nhitng yéu t& ma phin lén ndm ngoai hé théng kinh t&.

Khac véi cac nha kinh t€ Tan ¢6 dién néi trén, nhiéu nha kinh t& hién
dai nhu Barro, Sala-i-Martin,...xdy dung mé hinh ting trudng, trong d6
nhan manh vai tré cha cdc yéu t&, nim trong hé théng kinh t& nhu tiét
kiém, chinh sach thué va chi tidu ciua Chinh pht d& véi téc dé ting trudng
kinh té& dai han. Loai mé hinh nay goi 14 m6 hinh tﬁhg trudéng néi sinh.

4.3.2. M6 hinh Cashin

Trong muc ndy, ta 14y mé hinh ting trudng kinh té, chi tiéu chinh phu
va thué ¢tia Paul Cashin dé lam thi du minh hoa cho t6i uu hoa déng trong
kinh t&. Théng qua viéc trinh b2y mé hinh ta sé thiy t6 vu hoa déng c6 thé
giai quyét cac van dé thuc t& nhu thé nao.
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. 4.3.2.1. Ham sdn xudt tw nhan

Gia thiét nén kinh t& ¢c6 N ho gia dinh viia 13 don vi sdn xuit tu nhan
vira 1a don vi tiéu dang, ta goi 1a hang gia dinh.

Cho y = y(t) - san phim cudi cung ma mét hang gia dinh trung binh
lam ra trong thdi ky t, thi sin phim cudi cung cia ca nén kinh t&€13 Y = Ny
trong thoi ky t.

Khdi lugng san phdm y(t) ma méi hang gia dinh lam ra, trude hét phu
thudc s§ vén vat chat tu nhan. k = k(t) - 8 vén tu nhan trung binh ctia mot
hing. 56 von tu nhéan clia ca nén kinh t& 13 K = Nk(t).

Yé&u t8 thit hai lam nang cao két qud san xu#t tu nhan la vén cong
gom dudng sa, bén cang, sin bay céng céng v.v... Cing mot khéi lugng vén
cbng, hiéu qua cua né ddi véi san xuit tu nhan phu thudc vao mic d6 ma
cac hang gia dinh sit dung né. Chidng han, trén mdt con dudng coéng cong,
luu higng xe ¢6 cang nhidu thi hiéu qua chuyén chd hang héa cang kém.

G = G(t)- s6 vén cong, ta c6 thé md ta tac dung cia von cong 481 véi
sdn xuét tt nhan théng qua ty 1é vén cdng so vi tang s6 von tu G/K.

S8 tién ma Chinh phi 14y tit thud va dem gilip dd cac hiang kinh doanh
nhdm diéu chinh hoat dong kinh t& hodc trg cip cho nhiing ngudi thit
nghiép duge goi 13 "trg cap” hoific "chuyén giao" (transfer). Trude day co ly
thuyét cho ring, véi mét thué suit nhat dinh danh vao vén hodc san phim
tu nhan, vigc phan phéi lai thu nhap trong nén kinh t& théng qua su "trg
cap” sé gy anh hudng kim ham d6i vdi tang trudng kinh t&. Nhung nhiing
nghién ciu gan diy véi sy kiém tra thong qua s lidu quan sat thue t& cho
thay diéu ngude lai: trg edp thue su e6 tac dyung thic ddy sy ting trudng
kinh t& nho 06 tao diéu kién thuan lgi cho viéc sit dung c6 hidu qua von tu
nhin. Chéng han, chinh sach trg cdp thit nghiép tao diéu kién thuan lgi
cho viéc chon lao déng ¢6 ning suat cao.

Cho T = T(t) - 54 tién trg c&p & thdi ky t. Ciing nhu d61 véi vén cong,
san xuét cua hiing gia dinh phy thudc vao ty 1é T/K.

Gia thiét trinh d6 cong nghé khéng thay déi, ham san xudt tu nhan
cua hang gia dinh c6 thé mé ta bdi dang sau

_ GY(TY
y = Ak (T{_J (EJ (3.289)
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Trong d6 A > 0 - tham sd biéu thi mic cong nghé, a > 0, B >0-déco

gin cila ty 1& von cong va d6 co gidn cua ty 1@ trg cdp.

Ty ham san xuat (3.289), 1ay dao ham riéng cua y theo k véi %—%
khong ddi
3 : It ,\ii .
2y A( L] [-qu (3.290)
dk LK K|

Diéu nay thuc chdt 1a sy mo ta bang toan hoc y tuong cho rang hiéu
qua bién cha viée st dung vén tu nhén phu thuge chinh sach tai chinh cua
3 v e b e . P VIR i
Chinh phu vé cung cap vin % va trg cap X Cac nhéan té khac nhu nguodn
thién nhién, ngudn lao dong, trinh d¢ céng nghé duge gia thiét khong dsi va
dude mé ta bai hé sd A.

4.3.2.2. Su hoat déng ctia nén kinh té - Vai tro cia tu nhén va vai tro cua
Chinh phi

Gia thist viée sin xudt 1a do cAc hang gia dinh ganh vac tryc tiép.
Chinh phu d6ng vai trd tao ra nhiing diéu kién thuan lgi cho cong viée san
xuét ty nhan théng qua chinh sach tai chinh. Hidu qua sdn xuét cia hing
ria dinh phat huy nhd déng cd theo dudi lgi ich riéng vé tiéu ding san pham
va su st dung quyén tu hitu tai san. Trong trudng hgp trinh dé cdng nghé
va dan s§ khong d8i, viée st dung quyén tu hitu thé hién 6 quyét dinh tiét
kiém nhim ddu tu md réng san xuét.

Chinh sach tai chinh cua Chinh phi1, mét mat thic day san xudt tu
nhén théng qua viée chi tidéu mé rong von cong cong G va chi tiéu trg cap T.
Nhung mat khac, ngudn chi tiéu dé duge 18y tir thué danh vao gan pham tu
nhan, tie 12 gidm bdt pham vi st dung quyén tu hiu, do d6 kim ham san
xuét.

Sy thanh céng cia chinh sach tai chinh 12 8 ché két hop gitia chinh
sach thu€ va chinh sach chi tiéu céng cong sao cho dem lai két qua tong hop
13 thiic day toe d tang trudng san xuft cua ca nén kinh t&, Chinh vi dé 1am
ndi bat su thanh céng nay cua chinh sach tai chinh ma mé hinh chi xét mét
yéu t& tang trudng kinh t& 1a khéi lugng von san xudt, va cac yéu td tang
trudng kinh t& khac nhu nguén thién nhién, dan s va trinh d cong ngha
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thay déi, ciing nhu gia thiét syt cdn bang cung ciu ludn ludn duge gt viing
trong qué trinh hoat déng kinh té.

24.3.2.3. Ank hiiong cita chinh sdch tai chinh

Gié thiét Chinh phu danh thud vio tong sin phdm véi thud sust 1,
nham 14y tién cho quy ddu tu vao vén cong:

G =1Y (3.291)

Trong dé: ; = %(ti la d4u tu md réng vén cong.

Y = Ny(t} 1a tong san phim & thi ky t.

Dong thdi, Chinh phii danh thué vai thué sult 1, déi véi téng san
phdm d& chi tiéu cho trg cap:

T=1Y (3.292)
Trong d6 T = T(t) 1A 58 tién tro cap & thai ky t.
Nhu vay, thu nhap c¢on lai thuée quyén sit dung cua hing gia dinh la:
(l-T]—TE )_V\«’(jlt]}O, T2>U, T]+t3<1
4.3.2.4. Hanh vi cia hing gia dinh

Hing gia dinh chia thu nhép thuée quyén s dung cua minh ra phin
tieu ding ¢ = c{t) va phan sdn phim dem diu tu md réng vén san xuit tu
nhin:

k=(1-T,-T)y-c (3.293)

Trong dé: k= ak
dt

(G i rlw ﬂ'
= Ak i = .
Y LK] [KJ

Gia thiét hiing gia dinh lua chon miic tiéu dung c(t) nhiim lam cyc dai
téng lgi ich tiéu dung qua thdi gian.

U= ?U[c(t)]e"p‘dt . (3.294)
i}

18- TUHD
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Trong d6 e™ 14 hé s6 chiét khiyu theo thoi gian v6i p > 0. Y nghia caa
~hé 56 chiét khan 13 mét 1gi ich U thu duge sau khodng thai gian t duge danh
gia bang Ue™ 1gi ich thu duge hién tai. _

Viéc dau tu doi héi hang gia dinh danh gia sé lgi ich bi giam bét khi
nhin tiéu dung thém mét don vi trong hién tal va s8 lgi ich duge thém do
thém mét don vi tidu dung trong tudng lai.

Cho Vy = Ule) va V= U fe) = ¢ ™ U [ot)] (3. 295)

1a 1¢i ich tiéu dung & hién tai t = 0 va & thai ky t> 0. Ty 55

_de, 6V, /de,

8 =
deg v, /o,

(3. 296)
duge goi la hé sd thay thé tidu dung gida thai ky 0 va thoi ky t. Hé s8 thay
thé néi ving vé mat lgi ich, sU giam bét don vi tiéu dung hién tai phai dudge
bu dap it nhat béi U tAng thém s don vi tidu dung trong tudng lai t.
¢,/cy va s ¢ sy phu thude 1n nhauy:
Ty s6:
din “t

Co

o, =
dlns,

(3. 297

duge goi 12 4% gidin thay thé tisu diing gitta cic thdi ky 0 va thdi ky t.
Gid thigt d¢ gidn thay thé khéng ddi theo t.
Ta ¢6 thé suy ra ham U (c) c6 dang
U(c)Z(c"J-l)f(lwc:r) (3. 208)
4.3.2.5. Su tang trudng kinh t6 can d6i
Qua trinh phat trién kinh t& trong dé san xuit, tidu ditng, tich luy
tAng véi toc db khong déi theo thai gian duge goi 1a ting trudng can dai.

Dusi day ching ta sé nghién ctu vé kha nang ting trudng can dsi trong
khudn khé mé hinh Cashin,

Stic san xudt ciia mdi hang gia dinh c6 thé xem 14 kha nhé bé so vdj ed

nén kinh t&, Khi lya chon quyét dinh tiéu dung va ddu tu, hang gia dinh
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xem chinh sach tai chinh cia Chinh phu dic trung bdi cac suat thué T,, T,

« B
va tac dong B =(EJ [3] 1a cho trudc.
K) X |

4.3.2.6. Bai todn cta hing gia dinh

Chon chuong trinh tiéu dung ¢ = ¢ (t), t = 0, sao cho téng 11 ich tidu
ding.

o

[Ulcle ™ dt > max, p>0 - (3.299.1)

0

k=(-T,-T)y-c. T,>0, T,>0, T,+T,<1 (3.299.2)

51 B
y=AkB,A>0,B={%] [%,K:Nk,am,[}w, (3. 299.3)

Diéu kién dau k(0)=k,, (GOOYK(0)=(G/K),, (TOVK0))=(T/K),.

Gia thiét T,, T, TE)/K(L), GEYK() va G = % la cho trude.

. |

-G

trong do U(c) = , 0< o <1
Bai toan c6 thé giai dua trén nguyén 1y cuc dai véi c la bién didu
khién, k 14 bién trang thai. Ham Hamilton la:

Hk, e, L, t})= e®UM)+A[(1-T,-T)HABk-¢]
V& mit y nghia kinh t&, ta cé thé gia thiét ring trong 10i giai bién diéu
khién t6i uu ¢ phai nhan gia tri duong, tic 14 diém trong thudc mién gia tri
cua nod. Do d6 161 giai phai thoa méan cac diéu kién cén:

a—H—=0 (3.300)
Jc
dH -

- EE”K (3.301)

va diéu kién hoanh:

lim A (t}k (t)=0 (3.302)

[
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Phuong trinh (3.300) cho ta

ot =i[e '”‘U(c)]- =0

ae  de

hay —[e= Ule)]= ' (3.303)
de
Y nghia cia diéu kién nay 14 ¢ mbi thoi ky igi ich bién cua tidu dung ¢
phai bang gia béng X .

1-e

Thay Utc) = C—]-

vao v& trai ciia (3.303) ta dude:

L —
3 e _
;—{e"“.&l—w—l)—|:e”ptc'” =% (3. 303"
vey -5

Bing cach 18y loga rdi 18y dao ham (3. 303" ta di dén:
(pralli®
P c - A
s
hay prpy.=-= (3.304}
A
Trong do, v, = 1atée do6 tang tiéu dung.
[

Mit khac, phudng trinh (3.301) cho ta

aH .
—ﬁ:—l(l—rl —1,)AB=}
- .
hay (1-T,- TH)AB= - (3.305)
T (3.304), {3.305) ta di dén:
p+oy,={l-1, -1, }AB (3.306)

Tit diéu kién hoanh ¢6 thé chi ra ring ¢ trang thai én dinh, tée dé tang
vén tu nhan ¥, 13 hing sé.

Tu phudng trinh chuyén dong ta cé:
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O trang thai én dinh thi:
%——-(1=t] ~r2)AB+yK =const
Do dé:

hay viétla v = ¥ (3.308)

&) o

c

<

tic la tée dé tang ticu dung biing tdc d6 tang von va la hing so:
Doy =AkB, tacé téc do tdng san pham

k

k 14" ( )

et ’!{.

Vay, néu Chinh phu bang chinh sich tai chinh gitt cho B =
G(t)WTT(t) '
Fallkd
trudng can doi véi toe do tdng san phim, ting tidu dung, ting vén khéng
do1 va biing nhau:

=const thi (3.308),(3.309) cho thdy nén kinh t& s& ting

y =y, (3.310)

4.3.2.7. Chinh sdch tai chink can d6i t5; wy

Dat g = K h = %— ; ta sé thdy rdng chi cin tée do dau tu vao vén

cdng:

(3.311)

o ¥n?
..Ll

v& thod mén cac rang bude
G=t,AKg® pf
T=T,AKg9%nt

thi B=g® h* sg khong thay déi theo t.

Thue vy, véi g = % , {3.310} va biéu thie trén cho ta

yG=1T,AK ¢@ hP
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hay

hay

hf=At gt 1y (3.312)
vhie i T ) ‘
Mat khic, véi h = <’ ta cé
R'R = A ga T,
LI :
hF=alB gl—B ‘c;_ﬂ (3.313)

T (3.312), (3.31 ta cé:

$ab B
R N

Ldy loga hai vé€ va gidiralny :

1

—p—

ng=- ; InA+(1-p)int, +Blnt, +(1-B)iny] (3.314)

Ti (3. 229) va (3.317), (3.314) ta di dén
INAB= @ Ing+ Blnh+1nA

[lnA—alny+alnt1+Blnrz] (3.315)
l-a-f

Vay AB khong thay d8i, tuc B khong thay d5i theo t.
Do y.= y =y, diéu kién (3.306) viét 1a:

In (p+oy)= InA-alny+aln T +BInt, j+In(1-1, ~1,) (3.318)

l-a-8

Téc do tang trudng y phu thudée T,, T,. Chinh phii ¢6 thé lya chon

T Tysaocho ¥ cuc dai.

Lay dao ham riéng hai v& (3. 316) theo T, T 2

o7, —ay, o 1

= Lt - (3.317)
P+ oY (l—a—[i)y (1—&—[3)11 1-1,-14
GY‘['.,' —ay,

Ty o ! (3.318)

p+oy._ (l—a—ﬁ)‘y * (I—U.—ﬁ)'t2 _l—tl —Ty
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G diém y cue dai, ta phai c6 Y., =Y., =0 cho nén tit (3.317), (3.318) ta
di dén

hay ©2 =B (3.319)
T, o

Diém (T » T, thod man (3.319) chinh 14 diém dem lai ¥ cue dai.

Nhu vdy theo mo hinh ndy thi néu chink phit lua chon chinh séch tai
chinh theo quy tac da chi ra 0 (3.319) sé lam cho t6¢ do tang truvng dat cuc
dai.
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CHUONG IV

Quy HodCH PONG

Chuong nay gidi thiéu tu tudng cd ban va ng dung cia phuong phap
guy hoach dong ma khéng di sdu vao trinh bay vé mat ly thuyét. Nhu da
bi&t quy hoach déng 13 mot phuong phap manh dé nghién c@u bai toan t&i
uu déng. N6 cho phép phan ri bai toin cé s6 chiéu rat l6n thanh mgt tap
hop nhidu bai toan t61 uu nhd hon dé ¢ thé giai lan lugt. Cach phan ra lam
don gian viée tinh toan v dem lai phan tich sau sic. Trong phéan I cua
chudng nay, ching ta ciing xem xét phuong phéap ctia quy hoach ddng. Phan
II trinh bay bai toan ddy. Phén III trinh bay mét s& ing dung cua quy
hoach dong trong kinh t& vio mdt 16p cac bai toan ma cho phép tim duge loi
giai chia bai toan duéi dang cac ham giai tich - diéu nay rat bd ich irong
phén tich chinh sach.

1. G101 THIEU QUY HOACH BONG
1.1. Bai toan quy hoach dong

Pé dé& dang cho viée trinh bay, ta xét mét qud trinh didu khién tat
dinh roi rac ¢6 dang sau:

N-1

V= z r, [x(t),u(t)]—> max

x(t) € X,

ult) € @ (x(t)

x(0) =x,

x(t + 1) = T, [x(t), u(t)]
vit=0,12,..., N

V 14 muc tiéu ena qua trinh N bude;
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X, la tap hop céc trang thai c6 thé ctia hé d bude t:

@, 1a tap hop quyét dinh c6 thé chon § bude t phu thude vao trang thai
cua hé d bude do;

Xy 12 trang théi cho trude cia hé & bude t = 0;

x(t + 1) = T, [x(t), u(t)} 1a phuong trinh chuyén trang thai cua hé tir x,
sang trang thai x,,, duéi anh hudng cla quyét dinh u(t).

Di nhién ta gia thiét rang, ddy 1a mét hé théng diéu khién duge va ta
c6 thé chia qua trinh didu khién thanh cac budce (hodc cac giai doan), cu thé
la mét qui trinh N bude. Cac bude 6 thé ¢ sin mét cach ty nhién, ching
han nhu nam hodc quy trong thoi ky k& hoach phat trién kinh té, nhung
trong nhiéu trudng hgp cac bude duge chia ra cé tinh chit quy ude, chang
han ta 6 thé phan chia khodng thdi gian phat trién cta déi tugng thanh N
gial doan véi d dai méi giai doan 14 mét khoang nae dé. V& mat hinh hoc

ta c6 thé hinh dung ring, quy dao phat trién duge chia thanh N doan.

Dé tim duge chién luge hoic quy dao) t61 uu, thi phudng phap quen
thude va ti nhién 14 so sanh lién tidp cac chién luge chdp nhan dudc, véi
tidu chudn so sanh cho bdi ham mue tiéu V. 86 chién luge ch&p nhan duge,
c6 thé va thudng thudng, 1a v6 s6. Do 46 nguct ta dua vao dic diém cia dai
tugng didu khién (tde 1a vao dang cua bai toan cye tri) dé gat bod trude mat
s6 16n chién luge ma ta biét ring viée bé qua d6 khéng anh hudng gi téi mue
dich dat ra. Sau dé trong s céc chién luge ¢on lai, ngudi ta sé tim mot
phuong phap di (di chuyén) tit mét chién luge sang mét chién luge méi t6t
han. Tiéu biéu cho tu tudng nay la phudng phap ddn hinh trong quy hoach
tuyén tinh, ¢ d6 d8i tugng so sanh 14 cac phuong an (te 12 cée chién luge
theo ngén ngit ¢ day) cue bign. Mot cach khae, d6 1a phudng phap gradient
ma néi dung ctia né dé di téi chién luge t81 uu, ching ta di theo hudng chip

nhan duge ma tri 8§ eta ham mue tidu ting (gidm) hhanh nhat.

Phuong phap quy hoach déng khac véi cac phudng phap néu trén &
chd ta khéng so sanh tryc ti8p cic chién lude véi nhau, & day ta s& lua chon
quyét dinh trong tiing budc mét va phdi hgp quyét dinh giita cac bude véi
nhau dé 1am nén chién luge t&i wu. Vin dé dit ra 1a phai chon va phéi hop
cac quyét dinh d6 nhut thé€ nao. Phai ching trong mdi budc ta chi cin chon
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mét quyét dinh sao cho 1am cie dai muc tidu & bude d6 thi sé dudc mdt
day cac quyét dinh, tic 12 duge mét chién luge, ma né lam cuc dai ham muc
t1éu chung? )

Thuc ra van dé khéng don gian nhu vily. R6 rang trong bai toan phat
biéu trén, viéc chon quyét dinh ¢ méi bude déu c6 anh hudng 161 bude khae
t36p sau, vi né tao ra mét trang thal nao dé lam diém xuét phat cho budc
ti¢p sau. Nhu vay khi chon quyét dinh & méi budc ta phai du tinh téi hau
qua cia né. Quyst dinh lam cue dai 1gi ich cha bude nay c6 thé giy ra anh
hudng x8u dén cac bude khac ma ta cin tranh. Thi du: Gia su ta can lap ké
hoach san xuit cho mét h¢ théng kinh t&, gdm hai khu vue, khu vie I gdm
chc xi nghiép lam ra san phim tiéu dung, khu vuc IT 1am ra may méc dé
cung c¢dp cho khu vuc I. Muyec tidu dat ra 1a lam cuc dai téng gia tri sdn
phdm tidu dung trong thoi ky k& hoach T niam, biét ring téng s6 vén ban
dau 1a K. Hay cho biét chigh luge (chinh sach) dau tu t81 uvu. Néu méi bude
ta xét d day 12 mét n&m trong thdi ky ké hoach thi héi ring quyét dinh dau
tu vao khu vue trong nim diu tién nén nhu thé nio? R rang la néu chi
nham cyc dai 1¢i ich tiéu dung cGa bude nay thi toan bd vén dude dau tu vao
khu vdc I. Nhung theo quan diém cla muyc tiéu chung thi r6 rang quyét
dinh nhu vay khéng pht hgp vi né khéng tao didu kién d& md réng quy mb
san xuit cGa khu vuc I va sé khéng md réng tiéu ding trong cac nam tidp
sau. Nhu vay 1a 6 mdi bude ta phai chon mét quyét dinh sao cho quyét dinh
nay dam béo duge sy tigp tue t8i uu cfia qua trinh itng vdi trang thai da dat
duge tai ddu bude d6. Day chinh 1a ¥ co ban ma R. Bellman 44 phat biéu
thanh nguyén Ly t&i vu sau day.

1.2. Nguyén Iy t6i uu

Chién luge t6i wu c6 tinh chdt la di cho trang thdi ddu tién ve quyét
dinh tai thoi diém ban ddu thé nao, cdc quyét dinh tiép sau cdn phdi hap
nén mot chién luge t6i wu doi vdi trang thdi nhén dige do két qud cla quyét
dinh ban dau.

D& dang c6 thé chi ra duge didu khing dinh trén béng phan chiing (dé
¥ ring qué trinh ma ching ta néi day la qua trinh khéng c¢é lién hé ngudc,
tde 14 viée chon quyét dinh ¢ moét bude nao d6 chi 4nh hudng t8i ban than



TOI1 UU HOA BPONG TRONG PHAN TiCH KINH TE 283

budc dé va cac bude tiép sau, chit khéng giy anh hudng ngude trd lai, ddi vdi
cac budc trudc).

1.3. Phuong trinh Bellman va phuong phap quy hoach dong

Trong muc nay chiing ta sé trinh bay phudng phap quy hoach déng dé
giai bai toan t61 vu héa qua trinh didu khién, titc 13 ta sé giai quyét viée
chon quyét dinh va phéi hgp chiing ra sao dé thu duge chién lude 6 uu.

Ta sé mo ta mdt cach tong quat plf{l.fdng phap nay d€ gidi bai toan
d4 cho.

Do tinh chit c¢dng tinh cia ham muc tiéu ta thidy ngay ciu tric N
bude ca qua trinh. Biy gid ta xét giai doan 1, tiic 12 giai doan tim cic quyét
dinh t8i wu gia dinh trong cac bude.

Xét bude N va gol Vy(x) 12 tri eye dai cia muyctidu trong bude nay ing
voi trang thal x e Xy 6 dau bude N va véi moi quyét dinh chap nhan dudge,
tace la:

V(X)) = maxr(x,uy)
Uy € @ (X)
Xét bude thit N - 1 va goi Vy,(x) 14 tri cuc dai cla 1di ich trong ca 2
bude N va N-1 véi trang thai xeXy, 0 ddu bude N-1 va véi quyét dinh uy.,.
Lic dé theo nguyén 1y t61 1u ta phai viét:

V() = max (ry(cuny) + Vi(Tnix,und)

Wy
Un.1 € (%)
Trong d6:  Tn(x, un,) = % € Xyma Vy(x') dd duge tinh trong bude N.

Biéu thite trén ¢ nghia 1A khi ta chon mét quyét dinh vy, thi quyét
dinh nay ching nhiing lam cyc dai 1gi ich “riéng” cia buéc N-1 ma con
nhiam tac ra mot trang thai x’ ma {ng vdi trang thai nay budc N cing
thu duge mot 1gi ich gop phén lam cho 1gi ich chung trong ca hai bude dat
cuc dai.

Sau d6 ta ti8p tuc tinh Vyo(x), Vis(x),....., Vi{x) tuong td nhu trén.

Mot cach tong quat ta ¢6 phuong trinh Bellman:
Vi(x) = max (ri(x,u) + V(T{x,uy))
k
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Il. CAC BAI TOAN DAY - CONG THUC BENVENISTE - SCHEINKMAN

2.1. Bai toan day
Xét bai toan chon mét ddy vé han cac “diéu khién” {u,}”, 1am cyc dai

chudi:

o

> Br(x,u,), (4.1)

t=0

thoi man x.., = g(x,, u,), véi x, cho trude. Ta gld s chudi duge xét hoi
tu. Pay 1a bai todn quy hoach déng vé han budc.

Dat S(x) = max [P'r(x,u)+B " r(x,, 0 ) el (42)

L IR TR R

Phudng trinh Bellman viét la:

S(x,) = max[p'r(x,,u,) +S(x,,, )]

Nhén hai v& ctia ding thiic nay véi B ta duge:

B'S(x, ) = max[r(x,,u,)+BS(x,)]

bit V(x) = pS(xy),
V(x) = max[r(x,,u,) +BV(x,,1)] (phuong trinh Bellman) (4.3}

Vat=40,1,2,..

Gia thiét x, € X, u, € @ véi moi t va S(x) ludn ludn ton tai, thi V(x)
tén tai va duge goi 1a ham gia tri. Khi dé, viéc giai bai toan (4.1) ¢b thé dua
vé vidc giai bail toan:

V(x) = max{r(x,u) + pV(¥)], xeX
u
X=gx,weXuew (4.4)
Bing cach thay ¥ = glx, u) trong ham muc tiéu V(x), bail todn cd dang
V(x) = max[r(x ,u )}+BV(g(x,u))] (4.5)

(44 thidt véi mbi x,cho trude bai todn c6 181 gidi duy nhat u. Khi d6, ta

¢6 ham u = h(x) goi 14 ham chinh sach t&i vu thod man phuong trink.

V() = r(x, hx) + PV(g(), h(x). (4.6)
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2.2. Céng thite Benveniste - Scheinkman

Trong trusng hgp edec ham V(x), h(x), r(x, u) 1a kha vi, bing céach 18y
dao ham phudng trinh (4.6) ta dudec cong thic Benveniste - Scheinkman
(1979):

Vix) = —[X h(x)) +l3 [x hGNIV'[g(x), h(x)]. (4.9

2.3. Phuong trinh Euler

Néu diéu khién u lam cyc dai (4.5) né phai thoa min didu kién cap 1

2

& i —
— LW +PV(E) =0, % = .u),
au{r(x u) + PV )} X =g(x,u)
Tie 1a:
é . 0%
—r(x, W)+ pBV'(X)—=(x,0) =0 (4.8)
&u cu
Mat khae, gia sit x khong c6 mit trong phuong trinh chuyén, tdc la
X = g(u) thi Zx—g =0, vl moi x; edng thitc Benveniste - Scheinkman sé viét 1a:
Vix) = @[x,h(x)] v6l moj x,
néi1 riéng:

V(%) = ar(xii(X))
X
va thay vao (4.8), ta cé:
7 ) %
ir(x,u) + B%(?, u(f))%(x, u)=0

Viix=x, ¥ =x,,, ta viét:
- r(x._,ut>+ﬁ~——(u )ax (Ko U ) =0 (4.9)

1 T+l

Phuong trinh (4.9) dude goi 14 phuong trinh Euler.

Nhu vay trong trudng hdp x,,; = g(u,) va gia thiét ham g don tri ta tim
ham ngude v, = g'(x,,) va thay né vao (4.9) ta sé di dén phuong trinh sai
phén cép 1 d€ xac dinh day trang thai ta1 vu.
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2.4. Phuong phap giai bai toan day
2.4.1. Phuong phdp lgp xdy dung héam gid tri

Phuong phap thit nhit giai bai toan (4-1) bao gém viée xdy dung day
cac ham Vy(x), V,(x),..., Vi(x), V;;,(x),... bing phép lap:

Vo(x) =0

V(%) = max {r(x, u) + Vo(x )} = max {r(x, u)},

V.1 (x) = max {r(x,u) + BV]-(E)},

thoa man X = g(x,u), x cho trude.
Khi day {V(x)} hé1 tu, gidi han cGa n6 sé cho ta V(x).
2.4.2, Phuong phdp phong doan

Phuong phap thd hai 12 doan dang ham V. Bing viée truc quan va
ki€m ching né 1a nghiém di véi (4.5).

2.4.3. Phuong phdp ldp xdy dung ham chinh sach

Phuong phap nay cdn dudc goi 1a “Thuit toan Howard” bao gdm cac
bude saw:

Bude 1. Lay mét chinh sach ma tric quan xem 1a chip nhén duge, u
= hy{x), va tinh g4 tri:
th (x)= Zﬁtr{xt,hj(xt)) ,
t=0
¢ day X, = g(x,,hi(x),v6ij=0
Buéce 2. Xiy dung mét chinh sach méi u = hy,,(x) bang cach giai bai
toan:

ml?x{r(x, u) + PV, (g(x,u))

vl x cho trudc bat ky.

Budic 3. Lip lai cac budc 1 va 2 dé duge day {hy(x)} héi tu
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Phuong phap liap ham chinh sach thudng héi tu nhanh hon phuong
phap lap ham gid tri. Dudi day ta sé xem xét mdt s8 {ing dung clia cac
phutong phap néi trén

2.4.4. Mot 56 thi dy
2.4.4.1. Bai todn ting tritdng don gidn

Ta xét qua trinh tang trudng kinh t& trai qua mbt diy v han cac thai
kyt=0,1,2,.., 0 thai ky t, ddu vao clia qua trinh 13 s8 t3i sdn vén K, va s¢
lao dong L, ddu ra clia qué trinh Q, bao gdm sdn phim lam ra trong thoi ky
Y, va s8tai san vén cén lai 6 cudi thai ky (K, - D);

Ql = Yl + (K‘tA Dt)!

0 day D, 14 s8 tai sén thue dua vao sin xut,

Ddu ra cira thai ky ¢, Q, duge danh cho tiéu dang C, va phén con lai
duge ding lam vén san xust § thai ky t + 1, K '

t+1
Q=C +K,,
Gid thi€t méi lién hé gitta dau ra va ddu vio caa qua trinh duge miéu
ta bdi ham san xuat dang Cobb - Douglas:
Q@ =AK'L'" 0<a<1,A>0.
Tt dé ta c6 bidu thiie
C, + K., = AK*L™,

biat k, = KJ/Ly, ¢, = C/L, 1a v6n va tiéu dang tinh cho mét don vi
lao dong.

Ta viét hé thic trén duéi dang:
¢, + k. = Ak,
Gia sit loi fch tiéu dung 6 thai ky t dude do bing u, = B'lne,, trong dé

vol 0 <B <114 hé s8 qui d6i v& gia tri tuong duong § thai ky t = 0, né ciing
duge goi 1a hé s chidt khau, '

St dung phudng phap quy hoach ddng giai bai toan ting trudng kinh
t& sau:

Choncicday {e}t=0,1, 2,.. lam cue dai Idi ich tidu dung:
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igt Inc,
t=0
Véi cac rang bude
ke, +o = AK®, (4.10)
Trong dé, k, cho trude, A>0,0<a<1,0< f <1 lacéc hing s,

Dé giai bai toan ta xem k, 1a bién trang thai va (4.10) 13 phuong trinh
chuyén trang thai,

Dit ham gig tri  V(k,) = max > Blne,,;, (4.11)
l.'t J=0
Phuong trinh Bellman la:
V(k,) = max{lnc, +pVik,,,)} (4.12)
véi Kp + ¢, = AK®, (4.13)

Vik )= mgx{ln ¢+ Bva})}, véi k+c= Ak, (4.14)

Trude hét ta giai theo phuong phap lap ham gia tri V(k) véi eong thite
lap la:

V., (k)= max{lnc +BY, (fc)}, i=0,1,2,.. (4.15)
Pat Vo) = 0 véi moi k 2 0 ta 6

V() = m@ﬁx{lnc + BV(_](IE)} .

vOi rAng budc: ¢+ k = AK™

Vi Vo(k) = 0 véi moi k = Ak" - ¢ 2 0, ta ¢6 In ¢ dat cye dai khi
¢! = Ak Vay:
Vik)=lnc=1n A + aln k.

ta tinh ti€p véij+ 1 = 2:



7Ol UU HOA DONG TRONG PHAN TICH KINH TE 289

Vylk) = maﬁx{ln ¢+ BV, (l;)}

= m%x{]nc+ﬁ{1nA+a1n£]}, (4.16)

véi rdng bude: ¢ +k = Ak®
Tit diéu kién béc-nhf{t cua cue tri

Ta dugc:

E=AkY(1+af)va k = P4 pke
1+ B

Va(k) = In[A/(1 + ap))
+Bln A + ofln[aBA/1 + af)] + a(l + of)n k.

Tuong tu, véij+ 1= 3, ta 6

- 2 2
CaIAkaf[]. + aB + (GB)zl, Vé. k - Ba+B (; 5 Akc.
14 Ba+fra

T d6 suy ra d buée j +1, ta cé nghiém cua phuong trinh lap la:

M = A1+ af + ()2 + ... + (aBy]
Vay khij - « thi ¢ == AkY(1 - af)! = (1 - ap)Ak™. (4.17)
Tu k +c=Ak" ta dudc k = opAK®. | (4.18)

Bay 215 ta 4p dung phuong phap phéng doén - Ngay tit bude tinh lap &
j+ 1 ta cé thé phéng doan ham ga tri c6 dang V(k) =E + FIn K, trong do E,
F la nhiing hé s sé phai xac dinh. Phuong trinh Bellman véi dang ham
nay la:

E+Flnk= max{mc+B(E+F1n1})} (4.19)

k +c¢=Ak*
Tw diéu kién bac nhat d4i véi cue tri:

; {Inc + B [E + FIn(Ak® - ¢)]} = 0
C

18- TUHD
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ta co:
BFA K*

= AK%Y(1 + BF), k =
e=AKIL+pD, k= PIE

Thay 161 giai ndy vao phudng trinh Bellman ta cé:
E + Fln k = In(AK®)/(1 + BF) + B[E + FIn(BFAK®)/(1 + BF)]
= [IlnA/(1 + BF) + BF + BFIn(BFA)/(1 + pF)] + (1 + pFMaln k.
Tu 46 ta duge hé phuong trinh:
F=(1+8Fo.
E=1In A/(1 + BF) + pF + BFIn{BFAY(1 + BF), (4.20)

va giai ra ta duige:

F = o/(1 - ap)
E= ! {m[A(l ~ap))s P ln(AaB)}
1- 1-af
Vay: ¢ =(1- oaf)AK®, k = aBAL®
hay: ¢, = (1 - ap)Ak®, k,,, = aAk",
Dat g = afpA, ta co:
k, = gky*
k; = gk* = g(gh“)* = g"** kg @21

k, = g1+g+a2+,._+a‘-‘kg‘
Via<l,khit - oo thiat>0,(1+a+a? +.)> 1/(1 - o),
cho nén: k, - g""™® = (aBAYVID,
c, — (1 - afpYA(afA)HD, (4.22)
2.4.4.2. Bai todn quy hoach déng ngdu nhién
Biy gi¢ ta xét dang nglu nhién cia bai toan

Tim day ug, u,, .., lam cuc dai

EoiB‘r(xt,ut), O<B<1, (4.23)

=0
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thoa man

X1 = 8(Xp, W, £,4,), (4.24)
V61 X, cho trude tai t = 0, § day & 12 diy cac bién ngiu nhién déc lap voi
nhau ¢6 ciing him phéan phéi xdc suit piec < e} = Fle) d6i v6i moi ¢; Eiy) ky

hidu ky vong toin hoc ciia bién ngiu nhién y, khi da cho cac thoéng tin duge
biét tai t. Tai thai ky t, x, duge gid dinh 13 d3 biét, nhung Xuj J = 1 chua biét
tai t. Nghia 14 €, dude thuc hién tai (t +1), sau khi ug dd duge quyét dinh
tai t. Bai toAn (4.23) - (4.24) 12 ngAu nhién bdi vi bign X, phu thude bién
ngéu nhién ¢, .

Bai toan (4.23) - (4.24) vin ¢ c5u tric nhiéu thai ky va ¢6 quy luat
chuyén trang thai tir thai ky nay sang thdi ky sau, do dé ap dung phuong
phap quy hoach ddng la thich hop.

Phudng trinh Bellman d&i véi bai todn nay la:

V(x) = max{r(x, w) + BE[V[g(x,u, e)'x]}, (4.25)

d day E[V[g(x,u, )] x] = IV[g(x, w,e)}dF(e) va V(x) 1a gia tri t81 uu caa bai

toan bit diu tir x tai t = 0. Nghiém V(x) cia (4.25) ¢6 thé tim duge bang
phép lap dua trén phuong trinh: '

Vi () = max{r(x, u) + BE[V,[g(x,u )] x] (4.26)
bat dau tit bat ky V, (gia thit lién tue, bi chén).
Diéu kién cAn bac nhat d6i vé; bai todn J v& phii caa (4.25) 1a
8?1 {r(x,u) + BE[Vj(g(x,u,a))]x}z 0, ap dung quy tic lay dao ham ky vong ta
co;
aa: (x,u) + BE{ gug (x,ﬁ,E)V'(g(x,u,s)) | XJ =0,
Gia thiét nghiém clia phuong trinh nay cé dang u = h(x) va lam cuc
dat (4.25) ta c6

Vx) = {r(x, u) + BE[V.(g(x, u, £)), xJ}.

Gia thiét V(x) kha vi tai moi x, 18y dao ham V(x) theo x ta d; dén
phuong trinh Benveniste - Scheinkman:
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, or g ;
Vixy=_ [x,h{x)]+ BE{ [% h{x), )V (g[x, h{x),e]}| x} (4.27)
ox ox

Trong trudng hop dac biét véi dg/éx = 0, cong thie dd1 véi V'(x) tro
thanh:

Vi(x) = ?X[x,h(xn.

Thay céng thic nay vao diéu kién cin cadp mdt ddi véi bai toan ta &
&é&n.phuong trinh Euler ngau nhién:

o 3 o
Txw e BE[(g (xu8) < (XW)] x:l =0 (4.28)
au cu &x
K&t hop phuong trinh nay véi phuong trinh chuyén trang théi ta sé &i
dén phuong trinh sai phan xae dinh x, t81 uu.
Il UNG DUNG CUA QUY HOACH BONG
3.1. Tang trudng tdi wu tong quat phi ngau nhién

Ngudi tidu dung mudn euc dai hoa:
S B'UE), 0<p<t (4.29)
L=0

thoa mén e, +k,,; =f(k,), ko> 0 cho trude, ¢, 2 0 (4.30)

Bai teAn nay chi khac bai toan trude da xét trong thi du trén la ta

xem ham san xuit c¢6 dang tong quat hon dang Cobb-Douglas di cho .

ViU >0, U<, f{0) =+ (4.31), (o) =0, >0vaf <{(4.32). G
day cy 1a titu dung va ky 12 lugng von, Day 1a mét dang cua bai todn dudge

T. C. Koopmans (1963) va David Cass {1965) nghién ciiu.
(ii4 s trang thai dude dinh nghia 1a k¢ va diéu khién 1a k,,,. Thi
phudng trinh Bellman dé1 vdi ham gia tri V(k) 1a:
Vik,) = max{Ulttk,) -k, 1+ BV (k)] (4.33)

Diédu kién caAp mét d6i vai didu khién tdi vu ke, la:

-Ulfiky) - kel + B Vikeey) = 0. (4.34)
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Két hgp véi phudng trinh Benveniste va Scheinkman d&i véi trang
thai k, ta di dén:

Vitk) = Ufk) — k., ]f'(k,), (4.35)

Trong d6 k., 1a gi4 tri tai didm t3i vy Kuy = hik,).

Vai gia thist U() va f(:) 12 16m chat, suy ra réng V(k) 12 1dm chat. T
két luan nay suy ra ring, ham chinh sach t&i wu, nghiém k., = h(k) cta
(4.34), 12 ham khéng giam cia k¢.

Néu ¢ bang 0 véi moi t, ky sé chuyén ddng theo phuong trinh sai
phan k., = f(k). Vi £(0) = +oc, £(0) <0, £'< 0 va bdi vi Pfec) = 0, phucng trinh
k= f(k) ¢6 mét nghiém dudng duy nhit. Ré rang k.., = f(k) héi tu dén k
khit —» o,

Gia su hé théng bit diu véi ko € (0, k). Khi d6, déi véi t > 1, k, 15
rang phai 6 trong khodng [0, k ]. B&i vi ham chinh séach 85 wu hik) =k,,, 1a
khéng giam theo ki, ¢6 thé chi ra rang ko, ky, ky, ..., 1a mét day don diéu, bi
chén. Mgt mat, gid st ring k, > ko. Khi d6, béi vi h(.) khéng gidm, ta c6 k; =
hik)) = htkg) =k, k, = h(k,) > h(k,) = ky,.... Mat khac, gia st ring k, < k,..
Khi do, k, = h(k,)) < htk) = k,, k, = h(ky) < hik,) = ky, ... Suy ra ring k; 1a
day don digu, bi chin. Vi céc ddy don diéu, bi chén héi ty, ki hoi tu dén mét
diém gidi han k,(k,) khi t - co,

Trong trudng hop cu thé Ulc) = In ¢ va f(k) = Ak, A > 0,0<qa<1,ta
¢6 bai toan ting trudng kinh t& Brock-Mirman, 4 day thiy ky, = (@pA)T
(khéng phu thuge k).

3.2, Tiéu dung véi ty 18 hoan vén ngau nhién

Gid st ngudi tiéu dung theo dudi cye da1 muc tiéu tidu ding, nghia la:

maxEOiBtU(cl ), O<B<1l (4.36)
t=0

thoa mén A,,, =R,(A, - ¢), t > 0, A, cho trude, ¢ day U(c) > 0, U”(c) > 0, va A,
1a tai san & ddu ky t, ¢, 1a tidu dung tai t, va R, 12 14i sudt trén tai sin gia
thoi ky t va (t + 1). Ta gid dinh ring R, d& dugc bidt & ddu thoi ky t + 1, sau
khi quyét dinh vé tigu dang c, tai t duge thuce hién. Gia s ring R, bi ché&
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ngu biing qua trinh Markov bac nhit, véi XAc sust chuyén la pR, <R | R,
= R} = F(R, R). Khi phai chon cac quyét dinh tai thdi gian t, ngudi tidu
diing bidt A, va R, ,, Ry, ... D€ loai trif syt vay mugn mai mai voi lai sudt R,
ta dua vao ddi hoi ring A, phai thoa man:

Hm, . EoBfA, = 0.

P& véi bai toan nay, ta dinh nghia trang thai la (A, R.y) va diéu
khién U, la (A, - ¢). Phuong trinh chuyén ti8p doi véi A, khi dé duge cho béi
Au, = R(A, - ¢) = Ry U, cdn phuong trinh chuyén tiép d6i véi R duge dinh
nghia khong hién bdi F(R’, R). Gia s V(A,, Ry,)) 1a gid tri cha bé&i toan dsi
v6i mét ngudi tidu ding c6 tai sdn khéi ddu A, khi ty 1& hoan vOn quan sat
dude lidn trude 46 ta R,,. Khi d6 phuong trinh Bellman la:

V(A R,,) - max{U(a, - U)+BE VI RLR) (43D

Diéu kién cin cip moét 41 v6i bai toan d v€ phai la:
~U'(c,)+BE,V,(U,R,,R )R, =0 (4.38)
Ap dung céng thic Benveniste-Scheinkman dé tinh gia tri VA, Ry
ta duge:
VA, R,_)=U'(c,).
S dung ¢éng thite nay trong didu kién cAn cép mét cho ta phuong
trinh Euler:
U'(c,) =BE, U'(c,,1 )R, (4.39)
L3i gial cha bai todn t31 wu cla chii sd hitu 1a mét ham chinh sach
tiét kidm
,= h(A, R.), né kéo theo mdt ham chinh sach tidu dung c. =

c(A.R.) = A, - h(A,, R.,). Ham chinh sach nay phéi thod man phuong trinh
Euler (4.39) va kéo theo diéu kién bién d6i véi tai san lim,. E.pA, = 0 phai
thoa man. Thé ham c(A,, R.,) vao phuong trinh Euler va st dung phudng
trinh chuyén cho ta:

U'le(A, . R ) =BE U [e(R A, —c(A, Ry NROIR,. (440

Diy la mét phudng trinh x4c dinh ham chinh sach &1 vu c(A,, Ry
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Dé lam mét thi du cy thé, cho U(e) bang In ¢ va R, 1a modt qua trinh
ngau nhién phan phéi ddc lap va déng nhat d6i vdi t sao cho 1 < ER, < 1/B2.
Ta doan ring chinh sach tidu ding t61 vu c6 dang ¢, = YA, 0 ddy y 1a mét
hing s& phai xac dinh. Thé phdng doan nay vao (4.39) ta dude:

1 R,

=BE ,
YAt YRt(AL - YAr.)

trong d6 E 1a todn ti ky vong khéng didu kién.
Giai ta duge y =1 - B. Do d6 ¢, =(1-PBA,.

C6 thé kiém tra lai rang chinh séch nay thod min diéu kién bién ma
ta di quy dinh d6i véi tich Jug tai san. Vay hanh vi t6i uu tiéu ding mdt ty
16 hing s& ctia cla cai, 0 < ¥ < 1, trong s6 cha cai dang ¢o A,

Véi chinh sach t8i wu, tai san bign dong theo A, = R(1 - y)A, Diéu
t-1
nay kéo theo A, = (1—-y)tnRJ-AO, t>1.

<0
Do @4, ta cé:
t-1 !
ct:y(l—y)‘HRjAU, tz1, Cy =YA,.
i=0
~Gié tri t) wu clia E, 7, ' Inc, khi d6 duge cho béi:

InyA, +E, ZB lnliy(l y)tHRA J

j=0

B&i vi R; ¢6 phéan phéi déc lap va déng nhét, tinh gia tri biéu thie nay
ta duge:

V(AO,R_1)=11 Iny +In(1 - y)ZBt+ZB tEInR + IBIHAO,
- t=0 t=0 -
ddiy, EIn R 14 ky vong cia In R, d6i vé6i moi t. Ta c6, T, tB* =pH1 -B)?.
Do d6, ham gia tri ¢6 thé viét:
1 B B 1
V(AR )= Iny +In(1-v) .+ EInR + InA,.
SR S a-p a-p? 1-p 0

Nhu vay, gia tri cuc dai cia ham muc tiéu nay phu thude trye tidp vao
trung binh cita 16 ga cla l4i suat Eln R, ma khéng phu thuéc ty 18 hoan vén
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U'(Al_—zsﬂ):BELR“VI[ZsktRkt,R,_], i=1,..,n Ap dung

i=1 k=1
céng thile Benveniste-Scheinkman ta duge V; =U'(A, -3, s,). Thay né
vio cac diéu kién cfp mét & trén cho ta:

U'(A, —Zs“) = BEt_RitU{zskt_Rkt _Zsi'-+1 ] i=1,.., n
i=l

k=1 i=1

Ta sé tim ham chinh sich t5i uu st = s(A, Ry)). Thay ching vao
phudng trinh Euler trén day ta cé:

A=) siALR,, )} =

=1

UI

=BER, U’ {Z Rusi(Au R ) - Zsj{z Risi(Ay, RH»RLJ}, (4.41)
k=1 .

=1 L=t

i=1,..., n

Day la mét tip hop n phudng trinh xac dinh n ham chua bigt s,(A,,
R.),i=1,..., n Gidirata s& duge nghiém.

Xét trudng hgp dac biét, trong dé R,i=1,.. n, ¢ phén phéi déoc lap
vt dong nhit ¢ theo thdi gian 1in theo i. Thém nita, ta gia st rang Uc) =
[1/(1 - e)fe’; 6 ddy 0 < o < 1, nén U'(e) = ¢® O trudng hgp nay ta phéng
doan ring s, = kA, i = 1, .., n, trong d6 k 1a hang s8 can xac dinh. Phéng
doan k 1a hing s6 déc lap véi i 1a theo trye quan nay ra tir gia thiét vé tinh

déc 1ap va dong nhd't ctia phan phéi ctia R;t theo théi gian va theo 1. Ta c6:

k* = BE, " Li=1.,n
2R
Ll ]

Bdi vi R;; ¢6 phan phai déc lap va dong nhit, phuong trinh trén ¢6 thé
ding d6i vdi moi i = 1, ..., n. K&t qua nay x4c nhan didu phong doan cia
ching ta va cho mdt phuong trinh ¢6 thé gidi déi véi k. _

Trong thi du hién tai 181 giai s, = kA, c6 nghia la, ho gia dinh c6 thé
phin bd cung mét ty 1é khong d6i k cho méi thi tai san trong méi thdi ky.
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K&t qua nay phu thudc vio tinh déc 1ap va déng nhit caa R, theo t. Bay gid
ta nghién citu nhitng hau qua cha vige néi 1ng gia thiét v& phan phdi dong
nhit qua i trong khi gitt lai tinh ddc lap qua thdi gian va tai san, Vi cac gia
thi&t méi nay ta phéng do4n ring cic chinh sich 16 du ¢6 dang s, = kA,
Thé phéng doan nay vio phuong trinh Euler ta c6:

U'\:At{l - ik‘)} = BEtRitU'{ithhtAt[l - ikj]}
i=1 h=1 =1

i=1, .., n

Gia thigt Ule) = In ¢. Thay U'(c) = ¢! vao cac phuong trinh trén va sép
xé&p lai ta duge:

1=pE, R ,1=1, .., n.

on]
=1

D4y la hé n phuong trinh n an ky, ..., ky. Chéng han n = 2, ta ¢6 hal
phuodng trinh:
1=BE, [k, + (kR /Ry, )™
1=pE,[k;R, /Ry + O
va chiing c6 thé giai 61 vdi k, va k.
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PHY LUC A

KIEM DINH TiNH Nda XAC DINH cdd
DANG TOAN PHUONG

Phan phu lue nay trinh bay trye tiép cho phan C cta chuong I (Phép
tinh bién phan va dng dung trong kinh t&). Sau day ching ta hiy xét kiém
dinh vé sy x4c dinh d4u ctia dang toan phuong.

1. DANG TOAN PHUONG

Trong chuong II , mue C chung ta da di dén dang toan phudng cua
hai bién sau:

q = F,dy*+ 2F, dydy' + Fy.y_;dy_'2 (Al)
2. KIEM BINH BANG BINH THUC B8I VOI TINH XAC DINH DAU

Kidm dinh bang dinh thdc 6t véi tinh xac dinh d&u cha dang toan
phuang 14 cach d& nhat. D4u tién ching ta vidt dinh thitc cla g nhu sau:

F PvlF r. )

]D' e A (A2)
F}?'F.\'y

va sau d6 xdc dinh hai dinh thitc con chinh sau day:
D)|=|F,y|=Fy, va Dof={ 777V (AB)
’ Y ‘ 7Y FY)"FY)’
Quy téc kiém dinh 1a nhu sau:
gxacdinham o |[D,| <0, [D,| >0 (Ad)

q xac dinh duong < |D,| >0, [D,| >0

(v6i moi diém trong mién dang xét)
Mac dii dé sit dung, nhung phép kiém dinh nay co thé 1a qui chit ché.
N6 danh cho tinh 16m / 16 ngat, trong khi diéu kién dd, don thudn chi quy
dinh tinh 16m /161 yéu.
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3. KIEM DINH BANG PINH THUC D61 VOI TINH NUA XAC DINH DAU

D& kiém dinh dinh thic déi v61 tinh nia xac dinh d#u ctia q, ta phai
kiém tra nhiéu dinh thitc hon, boi vi vi1 kiém dinh niy, ching ta phai xem
xét 14t c& cac diy 6 thit ty c6 thé cb cua céc bign cua dang toan phudng. Vi
trudng hop hai bién dang xét, c6 hai day ¢6 thit tu ¢6 thé c6 ctia hai bién -
(y',y) va (v,y). Vi vay, ching ta chi eAn xem xét thém mot bigt thidce ngoa
(A2), dola:

F, F,.
\DO‘ = Fy:r F..v \ (A5)
¥y Ty
cac dinh thie con chinh cta né la:
F,, F..
D% =|F,,|=F,, va D% =\ & l (A6)
¥y oy

Pé thuan tién, ching ta kg higu céc dinh thic con chinh cép 1x1 cua
(A2) va (Al) tuong ung la [D | vi ‘D 1\ vi€t gdp lai thanh \D l nghia 13

\ﬁll#]D,l,\Dol‘} va cac dinh thic con chinh 2x2 la Dy va 1[) zl, viét gbp
lai-thanh if)z\ Thém niia, ching ta dung ky hiéu ‘]11?_ 0 dé chi 1a cac phan
tit cia llﬂilx khong bé hon khong. Khi do quy tic kiém dinh tinh nia xae
dinh dau nhu sau:

q nita xac dinh am PN \f}l\g 0, \1’32\2 0 (AT

q nua xac dinh duong < lf)l~2 0, \f)E‘Z 0

(v6i moi diém trong mién dang xét)
4. KIEM BINH BANG NGHIEM DAC TRUNG

Mbt cach khac véi sit dung dinh thdc la ap dung quy the kiém dinh
nghiém dic trung, ma quy tic nay cung mét ldc ¢b thé cho thiy tinh nua
xac dinh ddu ciing nhu tinh xac dinh d&u. Pé s dung kiém dinh nay, trude
hét ta viét phudng trinh déc trung
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¥F..-r F

vy ¥y

F.. F.-r

¥¥ ¥y

=0 [t (A2)] (A8)

Sau d6 gidi dé tim cac nghiém riéng r; va r,, Quy tic kiém dinh dya
vao d4u cla cac nghidm nay nhu sau:

q xac dinh 4m = rn<0,r<0
q xac¢ dinh duong < >0, r,>0
q nia xae dinh &im & ry<0,r<0

(it nhat mot nghiém = 0)
q nua xac dinh dudng < ry20,r,20
(it nhat moét nghiém = Q) (A9)

D61 véi kiém dinh nay, cdn nhd rdng hai nghiém tim duge gan vdi
dinh thie |D2| d (A3) théng qua hai sy lién hé sau:

r, + 1, = tdng cla cic phén tl trén dudng chéo chinh = F, + F,, (A10)
rry = |Dzl (A11)

Trudc hét, hai quan hé nay cung cidp mdt phuong tién kiém tra kép
461 véi tinh toan r, va r,. Quan trong hon, chiing cho phép ta suy ra ring,
néu [D,|< 0, thir, va r, phai trai ddu nhau, vi thé q khong c6 dau xéac dinh
r5 rang. Bdi vay, mét khi [D,| duge biét 1a Am, ta khong cin phai qua cac
budc (A8) va (A9).

Thi du 1: Xét bai toan khoang cach ngin nhit sau day:

Tim cdc tri cta phiém ham

VIyl= [(t+y?)"” dt

véi cac didu kién bién y(0) = A va y(T) cho trude.

Bai to4n tim cuc tri cha phiém ham nay 1a bai toan tim duong di véi
khoang cach ngén nhat giita hai diém nay.

Ham duéi ddu tich phan F = (1 + y"%)"2 ¢hi phu thude riéng y'.

Do dé ta c6 thé két luan ngay riing cue tri 1a dudng thang. Véi Fy =0,
phuong trinh Euler don gian 1a dFy/dt = 0, vA nghiém cha né la Fy =
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constant. Tu sy kién Fy = yi(1 + y9)'2, ta cé thé viét (sau khi 14y binh
phuong):

14y

Nhin ca hai v& véi (1 + y?), sdp x8p lai va 14y thia s& chung y’, ta c6
thé bidu dién y’ qua ¢ nhu sau: ¥*? = ¢¥1-¢c% Tuong duong véi

y :(_%)F? = constant

Vi d¢ déc cuaa y(t), v(t) 1a hing s8, cuc tr1 mong mudn y*(t) phai la
dudng thing. :

Dé xét d6 1a cuce dai hay eye tiéu hode khéng phai cyc tri ta hay kiém
tra di€u kién cip hai. Pé lam viée d6, chd ¥ ring cin béac hai trong biéu
thitc F 14 mét can bae hai duong bdi vi né bidu didn khoang cach, ma
khoang cach thi khéng thé am. Diém nay quan trong khi ching ta xac dinh
g4 tri dao ham cap hai:

F).-'Y' — _(1 + y|2 )—3f2y|2 +(1 + yr2 )—11’2
= (1 + y|2 )*3!2[_y|2 +(1'+ y|2 )]
=(1+y*)y*¥2 > (cdn bac hai duang)

F,, - duong véi moi gia tri ¥ va véi moi t - cb nghia 1a F 13i ngat
khép moi noi chi d&i véi bién y’. Nhu vay, ching ta ¢6 thé két lu4n rang cye
tri tim duge £ phuong trinh Euler cho mdt khoang cach nhd nhat duy nhat
gita hai diém cho trude.

Thi du 2: Phudng trinh Euler ¢6 phai 12 diéu kién da cho su eyc dai

hay cyce tidu néu ham 14y tich phén cha phi€m ham muyc tidu 13 Fty,y) =
4y’ + 4yy + y2 9

DE kiém tra tinh 16m/8i cta F, trudc hét ta tim dao ham cip hai clia
F. Vi

F, =8y +4y vi  F.=4y+2y

nén cac dao ham cdp hai cdn tim a:
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Nhu vay, theo (A3), ta co:

2 4
ID,|=2 ]DZI:L 8[:0
Dang toan phuong q khong xace dinh dudng.
Tuy nhién, theo (A6), ta thay rang
}D01|:8 [D°2|=0

Nén diéu kién d6i véi tinh nia xie dinh duong & (A7) duge thoi mén,
Dé minh hoa quy tic kiém dinh bing nghiém dic trung, trude hét ta
viét phuong trinh dic trung:
2-r 4

=r{-10r=0
4 8—-r

Hai nghiém ctia phuong trinh naylar, = 10 va r, = 0. Vi céc nghiém
nay la khéng 4m vé diéu kién, nén q nia xac dinh duong khép moi ngi theo
(A9). Diéu nay kéo theo ring ham F 13 161, va phuong trinh Euler qua thue
1a didu kién dd d6i véi cuc tidu Viyl.

Thi du 3: Bay gio ching ta hay kiém tra xem phudng trinh Euler ¢6
phai 14 44 d6i véi cue dai hoa lgi nhuan trong bai toan dse quyén déng d3
xét hay khéng. Ham 1¢i nhuén cia né cho ta chc dao ham cap hai

T = ~2ah?, Ty = Ty = h(1 +2ab), Tpn = —2b(1 + ab)

Bing cich sit dung quy tic kiém dinh theo dinh thie (A4), chang ta
thiy ring mic du ID,| (& day 1a T ) Am nhtt yéu cdu d6i véi tinh x4c dinh
am clia q, [Dy| ciing am:
Ty X
n

PP

= 4abh®(1 + ab) — [h(1 + 20b)]? = —h?

PP Top

Do 46, theo (A11), cac nghiém dic trung r| va r, trai d4u nhau. Nhy
véy, ham F khéng 16m, va phudng trinh Euler khéng phai 1a diéu kién da
d61 véi st cuc dai hoa lgi nhuin.
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Tuy nhién, bai toan nay khéng thod min mét didu kién can cap 2 d6i
vt mét cue dai.
5. MG RONG CHO CAC BAI TOAN VOI n BIEN

V& bai toan n bign trang thai, nhing diéu kién du véi tinh 16m va
tinh 13i vin c6 thé 4p dung dude. Nhung trong trudng hop dé, ham F phai 1a
16m /161 {nhu trudng hgp dang xét) ddng thoi theo tit ca n bién va cac dao
ham cta ching (¥,,...) Ya Yi'oooos ¥o). DS v6i quy tée kiém dinh bang nghiém
dic trung, didu nay ¢6 nghia la ph-éi giali mét phuong trinh dai s8 bac cao
hon. Tuy nhién, mdt khi di tim duge cace nghiém, ching ta chi cin bt t&i ca
ching thod min rang bude diu nhu & (A9). Trong quy téc kidm dinh bing
dinh thic d8i véi sut xac dinh d&u, 6 thé sé phai kiém tra mét dinh thiic 16n
hon véi nhiéu dinh thic con chinh hon.

V& van dé kiém dinh bing dinh thitc d8i véi tinh nita x4c dinh dauy,
thu tuc cho trudng hop n bién sé trd nén phitc tap hon. Piéu nay la vi s6
dinh thic con chinh sinh ra bdi cac day cd thit tu khac nhau ctia cic bién sé
nhén ién rit nhanh. Ngay ca chi vdi hai bién trang thai, thi du nhu (v,z),
tinh 16m /81 bay gid phai duge kiém tra véi bon bién (v,z,y’,2). Dé don gian
ky higu, ching ta hiy danh s8 bén bién nay tudng ing la thit nh4t, thi hai,
thi ba va thit tu. Sau dé ching ta 6 thé sip xép cac dao ham c¢4p hai cha F
vao biét thic 4%4 nhu sau:

an Fis Fig Fiq F, F,, Fop Fu

i ¥¥ ¥z ¥y ¥z

l ‘E 23 122 23 24 - 4 122‘. a's (A]_z)
Foy Fyy Fyy By Foo Foo Fop Fyp
F41 F42 F43 F44 Fz'_v Fz'z Fz‘y' Fz'z'

Vi méi bién déu c6 thé duge 13y nhu 'a bign thit nht trong mot day cé
thi tu kh#ce, nén & ddy :én tai ban dinh thite con chinh cdp 1x1 ¢6 thé cé:

F_v_v Fy,z t Fy'y' .Fz'z' J (Al 3)

Chdng ta sé& biéu dién cac dinh thide con chinh nay chung lai thanh
By
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86 dinh thiic con chinh c&p 2x2 ¢6 thé c6 13 12, nhung trong chiing chi
c6 6 gi& tri phén biét. Cac gia tri nay ¢6 thé tinh duge tir sau dinh thic con
chinh sau day:

Fyy F ¥z F}'y F}'y' Fyy F}'Z'. (A1 4)
F, F, F,, F,.. F,, F,,
Fzz FZ.V' Fzz Fzz' FY'Y' FY'Z'
Fy'z Fy'y' Fz'z z'z' 'Fz'y' Fz'z'

Ly do sau dinh thite con chinh cdn lai bi b6 qua Ia dinh thite con chinh
v6i (f;,f) ndm trén dudng chéo chinh ¢6 gi4 tri khéng déi khi dao trat tu hai
bién trén duong chéo chinh, (£, £). Céc dinh thie con chinh cdp 2x2 3 (Al4)
s€ dudc goi chung lai la ]]32’

V& phén cac dinh thic con chinh c&p 3x3, chi c6 bén gia tri phan
biét c6 thé xudt hién, va ching e6 thé tinh duge ti cac dinh thitc con c¢hinh
sau day: '

F ¥y Fyz F:-'}" Fyy F ¥z FYZ'

Fzy F 22 Fzy' Fzy Fzz Fzz' (Al 5)
F,, F,., F,, F,, F,, F,,

F}'y Fyy' F,vz' F zz Fzy' Fzz‘

Fy‘y Fy'y‘ Fy'?-' - Fy'z Fyy Fyo

Fz‘y Fz'y' Fz'z‘ Fz'z Fz‘y‘ Fz'z'

Chiing ta c6 thé bd qua cac dinh thic ¢on lai vi dinh thiic con chinh
véi {f,.f;, fiu) ndm trén dudng chéo chinh luén c6 gia tri nhu nhau khi dao
trat tu sap xép trén dudng chéo chinh. Chiing ta sé& goi chung cac dinh thiec
con chinh & (A15) 1a |133} .

Cudi cung, ching ta cin xem chi mot dinh thitc con chinh cdp 4x4,
[54’ , ¢ cling gia tri nhu ]D‘ d (A12).

Mbt cdu héi ndy sinh tu nhién la: Lam sao chic chin dugc s gia tri
phén biét c6 thé sinh ra tit cic dinh thic con chinh v6i cae thi nguvén khic

20- TUHD
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nhau? Cau tra 16 1a chiing ta c6 thé chi caAn st dung cong thic d6i véi s§ t6
hop chap r caa n phan t, ky hiéu 1a C:
n_ ol

Tl - )

(Al6)

Vi (A13), ta chon 14y mdt trong bdn bién; nhu vay s té hap la
4!
Ci=—=4
113!
V& cic dinh thic con chinh cip 2x2, ta ¢6

!
A
212!

3
5 =

Va véi eae dinh thiic con chinh ¢dp 3x3, cong thite nay cho
4!
3

4
3

Cuéi cung, véi cac dinh thic con chinh cap 4x4, chi tén tai mot gia tri
duy nhat, vi

'Y N -

Khi d3 tinh dugc tat ca cdc dinh thie con chinh, quy tic kiém dinh 481
véi tinh nita xac dinh ddu tudng ty nhu (A7). St dung ki hiéu |Dij >0 c6

nghia ring titng phan tit cha |f)11 déu khéng nho thua khéng, ta cé:
qniaxéedinh am < D[ <0, [By]2 0, [Bs| <0, [B,] 20
q nua xac dinh dusng < |ﬁl‘ >0, |1:3212 0, |133| >0, \54| 20

(véi mot diém trong mién dang xét)
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PHY LUC B

TO6! 4U TiNH

1. HAM LI VA LOM
1.1. Ham 16i

Mot ham s6 f xac dinh trén tap 13i X duge goi 1a ham 18i trén X, néu
véi moi x,yeX, 0<A <1 tacé:

ffax + (1- Myl < Afx) + (1 - M(y).
Ham f duge goi 12 16 ngat néu:
fIax + (1- L)y < Af(x) + (1- MMy) Vxye X, 0<a<l,
1.2. Ham lém
Ham f duge goi 12 16m (I6m ngat) néu -£1a 18 (161 ngat).
1.3. Ham tua 16i
Ham f duge goi 1 tya 181 trén X, néu véi moi A € R tap mic
{xeX: f(x} < A}1a mét tap 161
1.4. Ham tya 16m |
Ham f duge goi la tua 16m néu -f tua 16i.
1.5. Tinh chit ctia cac ham 15i
1.5.1. Dinh Iy 1

Cho f 14 mét ham 161 trén tap 161 X va g 1a ham 16i trén tap 161 Y. Lic
d6 cacham saulalditran X A Y

() M+Bg; VA,B20,

(11) max(f,g).
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PHY LUC B

TOI 4U TiNH

1. HAM L&I VA LOM
1.1. Ham 16i

Mot ham s6 f xac dinh trén tap 15i X duge goi 1a ham 18i trén X, néu
véi moix,yeX, 0<A <1 tacé:

ffax +(1- Myl < M) + (1 - MM(y).
Ham f duge goi 12 161 ngit néu:
fIax + (1- A)y] < Af(x) + (1- My) Vx,ye X, O0<a<l.
1.2. Ham l6m
Ham f duge goi 12 16m (16m ngat) néu -f1a 16 (161 ngit).
1.3. Ham tua 16i
Ham f duge goi 1a tya 181 trén X, néu véi moi A € R tip mic
{xeX: f(x) < A}1a mét tap 18i.
1.4. Ham tya 16m |
Ham f duge goi la tua 16m néu -f tua 16i.
1.5. Tinh chit ctia cac ham 16i
1.5.1. Dinh Iy 1

Cho {12 mét ham 15i trén tap 16i X va g 1a ham 161 trén tap 181 Y. Luc
d6cachamsaulalditrén X A Y

() Mf+pg; va,B20,

(11) max(f,g).
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Chd ¥ ring dinh 1y nay, néi chung khéng ding cho ham tua 16i. Mot
ham 181 6 thé khong lién tuc tai mot diém trén bién mién xéc dinh cua nd.
Tuy nhidn n6 lién tuc tai moi diém trong cta tap dé theo dinh 1§ sau:

1.5.2. Pinh 192

Mbt ham 181 xéac dinh trén tap 163 X thi lién tyc tail moi diém trong
cua X.

Tinh chit sau day dic trung cho mdt ham 18i kha vi, va rat b ich dé
Kkidm tra tinh 181 cia mét ham s8, Ky hiéu Vi(a) 12 gradient cta f tai a.

1.5.3. Dinh Iy 3

Cho £ X > R 12 mot ham 18i kha vi trén tap 16i mé X. Diéu kién cén
va du dé {161 trén X 1a:
f(x) + (VI(x),y- x) < f(y) : v6i moi X,y € X.
Né&u f kha vi hai 14n thi diéu kién cdn va du d€ £181 trén X 1a véi moi
xeX ma tran Hess H(x) cia f tai x x4c dinh khong am. Tie la:
yTH(x)y 2 0 vxeX , yeR".

Nhu vay mot dang toan phudng x’Qx 14 mot ham 161 khi va chi khi Q
xac dinh khéng am. D& th&y ring mét dang toan phudng la mot ham 161
ngit khi v4 chi khi ma tran ctia né xéc dinh dudng.

Tinh kha vi cla mét ham 18i gidt vai trd quan trong trong cac phudng
phap t61 uu hoa.

1.54. Dinh Iy 4
Dinh nghia: Dao ham theo hudng
Ta goi dao ham theo hudng @ clia mot ham 6 { tan diém x - k¥ higu

5f(x,d) 1a

Sf(x,d) = Lim f(x + A.d)— f(x)
fR A
néu gidi han nay ton tai.
N&u £ 13 mot ham 13 trén tap 161 X thi véi moi x € X va moi d sao cho:

x +d € X, dao ham theo hudng d cua f tai x luén ludn tdn tai va
nghiém ding:
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&8ix, d) < f(x + d) - f{x).

Ngoai ra véi mbi x ¢6 dinh, 8f(x,.) 14 mét ham 151 trén tap 18i {d: x + d
e X}.

Tt dinh ly né}} c6 thé suy ra rdng néu f kha vi thi:
8(x,d ) = (V f(x),d) vd.
trong d6 (VE(x),d) 1a tich v6 hudng ciia 2 vée ta V) va d.
2. TINH CHAT CUC TRI
Cho D c R khac tréng vaf: D> R

2.1. Binh nghia Cyc tiéu dia phuong va Cuc ti€u tuyét d6i

Mot diém x*< D dude goi la cue tidu dia phuong cia f trén D, néu
ton tai mot lan can md U cha x* sao cho f{x*) < f(x) véi moi xe DNU. Diém
x* duge goi la cue tidu tuyét déi cia f trén D ndu f(x*) < f(x) véi moi x €D

Duéi day 1a tinh chat cd ban v& cuce tri cia mdt ham 18i.
2.2. Dinh 1y 5

Moi diém cuc tiéu dja phuong chia mot ham 181 trén mét tap 161 ddu la
diém cuc tidu tuyét déi. '

3. DIEU KIEN TOI WU

3.1. Bai toan quy hoach 13i téng quat
Xét bai toan quy hoach 16 téng quat sau:
f(x) - min (B1)
xeD {B2)
trong d6 f(x) 1a ham s& x4c dinh trén tap hop nao d6 chia D ; D 1a tap déng
trong R™
3.2. Didu kién 51 wu

Mot van d€ quan trong trong khi nghién cttu cac bai toan téi uu la viée
tim ki€m nhiing di€u kién t& vu. Nhitng diéu kién 51 uu cho phép hidu biét
dudc céc tinh chat clia 181 gidi, tit d6 c6 thé xay dung cic phudng phap giai.
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3.2.1. Pinh nghia Hudéng chdp nhdn duge

Mbt véc ta d #0 dudce goi 1a hudng chap nhéan duge caa tap D tai diém
x*e 1), néu tén tai s6 thue A,> 0 sao cho x* + Ad €D v6i moi 0 < & < Ao V&
mat hinh hoc, ¢6 nghia la: xudt phat ti x* di theo hudng d c6 it nhat mot
doan ¢ trong mién chap nhan, Ky hiéu tap hgp cic hudng ché&p nhan dugc
ctia D, tai x* 1a D(x*), va D (x*) 1a bao déng ctia né.

3.2.2. Dinh ly 6

Gi4 st f kha vi trong mdt tip mé chia D. Néu x* 1a cue tidu dia

phuodng cua f trén D thi:
4™V f(x*) 2 0 véi moi d & D (x*).
3.2.3. Dinh Iy 7

Gia st D 12 mot tap 161, f 1a mat ham 161, kha vi trén mét tap md chia
D. Liic 46 diéu kién cdn va &l cho x* € D 1am cye tiéu f trén D 1a x* 1a diém
ding cua ftrén D,

Trong cac bai toAn qui hoach, mién rang bude D thudng duge col nhu
la tap cac diém x thod man hé bat phuong trinh va phudng trinh sau :

g(x)<0,(=1,., m)
hx) =0, (=1,.,k), (B3)

Trong dé mbi g;, h; 1a cac ham s thyc xac dinh trong mét tap md chita
D. Cac ham nay dude goi 13 cic rang bude clia bai toan (1-2). Dé dang ching
minh dugc ring, néu g §j = ..., m) la cac ham 16i lién tuc va by (1 = 1,..., k)
12 cAc ham afin thi D s& 14 mat tap 16i déng.

M6t eong cu hitu ich duge st dung rong rai khi nghién cltu cée driéu
kién t61 vu la ham Lagrange. Dé&i v6i bai toan (1-2), khi D duge cho bdi (B3),
ham Lagrange duge dinh nghia nhu sau;

k

Lix, k) = fix) + z hgi(x) + Z 15h;(x).
Fl _

1=1

Stt dung ham Lagrange, ta thu duge diéu kién cdn (va di néu bai toan
14 mot qui hoach 181) cua t&i uu,
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3.2.4. Binh nghia Diéu kién chinh quy

Cho x° 12 mét diém ché&p nhan (thoa man (B3)). Gia st cac ham s6 trong
(B3) kha vi. Ky higu S(x% 1a tap hop cac vée 1o d thod man hé tuyén tinh
sau day:

<V hj(xn) ] d) = 0) j = l)‘-'a k) (B4)
(Ve(x%, d) < 0, ieX(x9) (B5)

Trong d6 X(x% 1a tap hdp cac chi s8 tai d6 x° thod man ngit cic bat
déng thie g(x) < 0, = L., m; tdc 12 g(x% = 0 khi j  X(x9),

Cho x’eD ( D cho bdj (B3)). Ta néi rang diéu kién chink qui duge thoa
min tai x° néu D (x%) = 5(x").
3.2.5. B6' dé
Véi moi x°eD ¢6 D (x°) S(x%.

Dinh Iy 8. (Pinh 1y Kuhn-Tucker)

Gia st cic ham f, g h;, voi moi i va j kha vi lién tuc trén mot tap ma
chtia D. Cho x* 1a mét cuc tidu dia phuong cha bai toan (1-9) va tai dé diéu
kién chinh qui duge thod man. Lic d6 ton tai cac véctg A* = ¥y XM 2 0,
1Y = (%, 1) sao cho

m k
V) + Z AV (x*) + Z W*Vhi(x*) = 0 (B6)
i=1

i
m
AT g(x*) =0V =1,..,m (B7)
ki
Néu (1-2) 1a mét qui hoach 164; tic 12 £, g, 0 =1,..., m) 1a céc ham 18i va
hi{i=1,.., k) 1a ciAc ham afin, thi (B6), (B7) cling 1a diéu kién dit dé x*eD 1a
101 giai cva bai toan (1-2).

4. BAI TOAN PO NGAU

Y twdng cda d6i ngdu 13 véi mbi bai toan t6i uu dang duge xét (goi la
bai toan géc), xdy dung mot bai toan téi yu khac (goi 1a bai toan dsi ngau)
sao cho gilta cac bai toin nay c6 méi lién quan chit ché (theo mét nghia nao
d6, thi du tit nghiém eda baj nay cé thé suy ra nghiém cha bai kia v..v).
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Cho dén nay ngudi ta di xay dung duge nhiéu loai @61 ngdu.Tuy nhién déi
ngau Lagrange 1a cd bin nhdt va duge sit dung réng réi hon ca. D& don gian
va d& thay rd y tudng cia Iy thuyét d8i nghu, ta xét bai toan sau:
min f(x) D
vd1 cAc rang bude:
xeX, g(x)<0,j =1,.., m.
Ti bai toan nay, ngudi ta xiy dyng mét bai toan t&i wu khac ¢6 dang: -
max [ (y) an
v61 cic rang bude:
veY.

Ta néi (II) 14 bai toan d8i nghu cla (1) ndu véi moi diém ch&p nhan x
cua (I} va y cta (ID) ta cé

fx) 2 T (y).
5. DIEM YEN NGUA
Diém yén ngua 13 mat khai niém rat hitu ich trong khi nghién citu cée
diéu kién t8i wu va d6i ngiu.
5.1. Dinh nghia

ChoXcR", Yc R"va F:X x Y — R. Mét diém (x*, y*)e X x Y duge
goi 14 diém yén ngya clia ham P trén X x Y, néu
F(x*, y) < F(x*, y*) < F(x, v*) ¥ xeX, yeY.

Nhu vay néu (x*, y*) 1a diém vén ngua, thi x* 1a diém cuic tidu trén X
cua ham F(,y*), va y* 1a cuc dai trén Y cha F(x*,.).
Hay xét diém yén ngya cha ham Lagrange cho bai todn {@.
m
Hamniyla  Lixy)=f) + Zl‘,ng (%)-
i=
5.2. Pinh 1y 9

Diém (x*, y*) ¢ X x R la diém yén ngya ciia L(x,y) trén X x R™
khi va chi khi:
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(1) x* lam cue tiéu ham L{x, y*) trén X;

(i) g (x* <0, G =L,..., m);

(ifi) y*,g,(x*) =0 véi moij = 1,.... m
5.3. Dinh Iy 10

Néu (x*, y*) la diém yén ngya ctia L(x,y) trén X x R" | thi x* 1a
nghiém cia (I) va y* 1a nghiém cha (D),

Luu y rdng néi chung khéng phai moi 15 gidi ctid bai toan goc (I) déu
ton tai mot 181 gidi cha bai toan d6i ngdu (II) &€ ching lam thanh mét didm
yén ngua cla ham Lagrange L(x,y). Tuy nhién d&i véi qui hoach 161 thoa
man diéu kién chinh qui thi diéu d6 diang. Cu thé ta c6 két qua sau.’

5.4. Dinh Iy 11

Gid st (I) 1a mét qui hoach 18i thod man didu kién chinh quy. Lue d6
x* 12101 gidi eha (I) khi va chi khi tén tai y* 2 0 dé (x*, ¥*) 1a diém yén ngua

cia Ltrén X x R va y' 1a nghiém cdia bai todn déi ngiu (ID).
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PHU LUC ¢

TICH PHAN SUY RONG

L. TICH PHAN SUY RONG V3l CAN VO HAN
1. DINH NGHIA
1.1. Dinh nghia 1: Tich phan véi ¢in v6 han

Gia st ham f(x) xac dinh trong khodng [a, ), tic 1a v6i x = a va kha

' A

tich trong bAt ky mét phan hitu han nao cha né [a, A, nén tich phéan If(x)
c6 nghia véi A > a tuy .

(161 han hitu han ho#c vé han cua tich phan dé khi A — o0 goi 1a tich
phén (suy rong) cua ham f(x) trong khoang tit a dén o va ky hidu:

w A
If(x)dx: lim ff(x)dx (C1)

a

Tudng tu (Cl), tich phin tit —o dén a cta ham f(x)} dude dinh nghia
nhu sau:

a d
fix)dx= tim [f(x)dx (a'<a) (C2)
Ao —m 7
— A
cling nhu tich phén c¢da ham f(x) th - d&n +
+ A
J'f(;:)dx:Aum f(x)dx (C3)
—w Ao A’

V61 nhing tich phan &6 cling git ky hidu da dung cho tich phén (C1).
Trong trudng hgp cudy, 14y a tuy §, c6 thé dat:

Tf(x)dx = }f(x)dx + ?f(x)dx
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va sy tdn tai cha gidi han véi A' — -, A — +o d61 véi tich phan bén trai
di nhién tudng duong véi sy ton tai déng thoi nhitng gidi han (C1) va(C2)cho
céc tich phan bén phai. Vi vay tich phan tit - o0 tdi + o ¢é thé xac dinh bing
ding thic:

Tf(x)dx = s]f(:n:)dx ++Tf(x)dx

vii gid thiét ton tai ddng thdi cac tich phéin v& phai. Thuc ra dinh nghia dé
khéng phy thude vao viée chon diém a.

1.2. Dinh nghia 2: Tich phan héi tu

. Trong trudng hop tén tai gidi han hitu han nhu vy ngudi ta néi ring
tich phén (C1) hoi tu, con ham f(x) 14 kha tich trong khoang vé han [a, «].

1.3. Dinh nghia 3; Tich phan phan k¥

Néu gi6i han (C1) 14 v han hodc khong t8n tai thi tich phan dude goi
14 phén ky.

2. AP DUNG CONG THUC CO BAN CUA PHEP TINH TICH PHAN TRONG TICH
PHAN SUY RONG

Cong thitc cd ban

Gia sl, chdng han, ham f(x) xac dinh va lién tuc trong khoing [a, ]
do d6 véi f(x) trong khodng d6 tdn tai nguyén ham F(x) va theo ¢dng thic co
ban ctia tinh tich phéan.

A

If(x)dx =F(A}- F(al):F(x]A

a
a

T d6 rd rang ring tich phan suy rong (C1) tdn tai trong va chi trong
trudng hdp néu cé gidi han hitu han.

lim F(A)=F ()

va khi dé:

J'f(x)dx =F(e)-Ffa)=F(x) . Tuong tu ]’f(x)dx =F{x)"_va Tf(‘x).dx =F(x)'”

a
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néu hiéu F(~ ) la giéi han Jim F(A). Ban than kha ning tinh duge the

kép lién quan véi sy tén tai va hitu han cha gidi han duge viét trong ky hidu
dé bao dam cho sy tén tai chia tich phén.

3. CAC DINH LY DON GIAN
3.1. Né&u tich phan jf(x)dx héi tu, thi If(x)dx cung héi ty .. > a) va
E A

ngudc lai.

Lic d6:

a0 A o
If(x)dx = If(x)dx+ If(x)dx
a a A
3..2. Trong trudng hgp If(x)dx h§i tu ching ta ¢6:
lim [f(x)ax=0
A

3.3. Tl su hdi tu cha tich phéan Jf(x)dx suy ra sy hoi tu cha tich phéin
’ i

Ic. f(x.)dx (c= constj. Cudi cung:

3.4. Néu c4 hai tich phan ff(x)dx vil Ig(x)dx déu héi tu, thi I[f(x)i g(x))dx
héi ty va
j[f(x)i glx)ldx= [f(x)dxx fglx)ax

4. SUHOI TY CUA TiCH PHAN TRONG TRUONG HOP HAM DUONG
Néu ham f(x) dusng (khdéng 4m) thi tich phan:

o(A)= ij(x)dx (C4)
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1a mt ham don diéu tang cha bign A. Thi didu kien cin va di dé tich phéin
suy réng (C1) hdi tu trong trudng hgp ham f(x) dudng 1a tich phéan (C4) bi
chén trén khi A tang:

A
_[f(x)dx <L (L=const)

a

Binh 1y so sanh cho tich phan caa nhiing ham duong:

Dinh 1y 1: Néu véi x > A (A>a) c6 bat ding thire f(x) < g(x) thi tir su

héi tu cua tich phan _[g(x)dx suy ra su hdi tu cua tich phan If(x)dx hay 1a

cuang nhu vay, tit sy phan ky clia If(x)dx suy ra su phan ky cta Ig(x)dx .

Thuong ciing dang dinh 1y sau d4y, 1a hé qua cua dinh 1y thi nhat;
Dinh 1y 2: N&u tén tai giéi han

lim i(x—)zK (0 <K<+ec)

thi tit sy héi tu cda tich phan Ig(x)dx v81 K <+ suy ra sy hai ty ciia tich
a

a0
phén If(x)dx » con sy phan ky cla tich phan thi nhat véi K > 0 suy ra su
a
phén ky cua tich phan thit hai. (Vi vay, khi 0 < K <+ ca hai tich phan héi
tu hay phan ky dong thai).

5. SUHOI TY CUA TICH PHAN TRONG TRUGNG HOP TONG QUAT
Vén dé hoi tu eta tich phan suy rong If(x)dx, theo dinh nghia téng

quat (C1) dua tdi van dé ton tai gidi han hitu han khi A »cw cfia ham (C4) ciia
bién A. Ta ¢6 thé trinh bay didu kién héi ty cta tich phan suy rong dudi
dang sau:
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Diéu kién cin va 44 dé tich phan suy rong jf(x)dx hoi tu 13 véi méi
a
mot s6 € > 0 c6 mot 58 A, > a sao cho véi A > A, va A' > A ¢6 bt déng thic
sau day:
A

Jf (x)dx

A

o (AY)-d(A)= <g

Trte)an— [rbax

Tiéu chuin nay cho phép khéng dinh ménh dé nhu sau:

Néu tich phan _ﬂf(x]dx héi tu thi t&t nhién tich phan jf(x)dx héi tu.
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PHY LUC D

TiCH PHAN PHU THUOC THAM $6

l. LY THUYET
1. DAT VAN BE

Xét ham f(x, y) clla hai bidn xac dinh véi moi gia tri x trong mot
khoang [a, b] nao d6 hitu han hay v8 han - va moi gia tri v trong tap hgp @
= {y} Gia st véi méi gia tri khong ddi cha y € 4, ham f(x, y) kha tich trong

khoang [a, b] theo nghia thuong hay nghia suy réng. Khi dé tich phan
b
L(y)= [t y)dx ®1)

sé 1a ham bién phy hay tham s6'y.

D6i véi ham I (y) & tu nhién nay ra mot loat van dé€ - vé& sy tén tai va
biéu thic gigi han ciia né theo edch qua giéi han xéc dinh, dic biet vé sy
lién tuc ¢ia né theo y, v& tinh kha vi va bidu thite ctia dao ham, cudi ciing 1a
vé tich phén ctia ham ds.

Phan nay c6 vai trd quan trong trong viéc xem xét phi€m ham muyc
tiéu cda bai toan tinh bién phéan hodic didu khién t8i uu.

1.2. Sy dan déu d&n ham gidi han

Giad st ham f(x, y) x4c dinh trong trudng hdp tdng quat, trén tap hgp
hai chiéu #r = @ x 9, trong d6 @ va % 14 cac tap hgp cac gid tri tuong vdng
cua x va y. ¢ c6 didm tu 13 mét 88 hitu han y,,

Neéu: 1) v6i ham f(x, y) khiy — Yo ton tai ham giéi han néi

lim f(x,y)=¢(x) & e @) (D2)

Yoy, :
va 2) véi moi s§ € > 0, tim duge mét s8 & > 0 khong phu thudc x sao cho véi
[y =¥o|<8 séco If(x, v )- (p(x}ﬁe (D3)
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Déng thoi véi moi x thudc @, thi ta néi ring ham f(x,y) dédn déu dén
ham giéi han ¢ (x) tudng Ung véi x trong mién &. :

D& dang phat biéu dinh nghia &6 cho truong hgp khi y, 14 mdt s8 suy
réng, ching han + «; lic d6 chi cAn thay bat déng thitc |y -yo[<8 bdi bat
_dﬁng thitc dangy > A.

1.3. Qua gidi han duéi dau tich phan
By gio ching ta trd lai xét tich phén (D1) phy thudc tham &8 y. Trude
tién ta gii han truong hgp doan hitu han [a, b] va ham lién tuc.

Gia thiét ring mién bién thién 4 chia tham s8'y c6 diém tu 1a y,, xét
vén dé vé gidi han cda ham (D1) khiy — y,.

Dinh ly 1. Néu ham f(x,y) véi y ¢§ dinh, lién tuc theo x trong [a, b] va
khi y - y; ddn déu t6i ham gidi han (D2)tueng ing véi x, thi ¢6 ding thilc

sau:

¥—*¥o

b . b
lim I(y)= lim [tx,y)ax = folx)dx (D4)

Hé qua. Néu ham f(x,y) vdi y ¢ dinh, lién tuc theo x trong [a, b] va
khi y don diéu tang téi ham gidi han ciing lién tuc, thi cong thie (D4) ding.

Véi gia thiét ring mién @ 1a mét doan hiiu han [c, d] ching ta xét
vin dé vé tinh lién tuc ciia ham (D1).

Dinh 1y 2. Néu ham f(x, y) xac dinh va lién tuc cGa hai bién trong
hinh chit nhét [a, b; ¢, d] thi tich phan (D1) s& 14 mét ham lién tuc cla tham
s6 y trong doan [c, d].

1.4. LAy dao ham duéi dau tich phan

Khi nghién ctu tinh chit caa ham (D1) duge cho bdi tich phan cé
chita tham s8'y vin d€ vé dao ham ca him d6 theo tham s§ ¢6 mét ¥ nghia
'quan trong.

V6i nhitng gia thiét d& biét, dé tinh dao ham I(y) c6 thé ap dung
: ¢dng thic:

h .
I'(y)= jf'y (x,y)dx {quy tdc Leibniz) (D5)
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Néu viée déi ¢hd nhu the cia cac dau dao ham theo y va 1ich phan
theo x thyc hién duge thi ta néi rang ham (D1) c6 thé 1ay dao ham theo
tham s8 “duéi dau tich phédn".

Trye quan ding sau quy tic Leibniz ¢6 thé thay ti hinh 1, trong d6
duong lién nét bidu thi f(x,y), va dudng nét dat bidy thi mét vi trf dich
chuyén ciia f(x,y} sau khi thay dé; trong y. Khoang cach thdng ding gifda
hai dudng cong (méy thay dai 14 vo cung bé) do dao ham riéng fy(x, ¥) tai
mdi gia tri cta x. Suy ra ring, anh hudng cda thay déi trong x 1én toan bg
tich phan dl/dy, tuong dng véi dién tich giida hai dudng cong, hodce tudng
duong, tich phan xac dinh ctaa fy(x, ¥) trén khodng [a,b].

f : _ f

(a) {b)

{c)

Hinh 1

G14 tri cha tich phan x4c dinh trén ciing ¢4 thé bi anh hudng bai thay
d6i trong can ldy tich phan.

la,b)= ['f(x,y)dx, D6)

ta e6 clp cong thire dao ham sau day:

21-TUHB
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dI

a-l; = f(}{, Y)ix:h = f(b: Y) 1 (DT)
A ey, =-fay), (D8)
da '

Nghia 14 dao ham cua tich phan xéc dinh theo can trén b cua tich
phén bing gia tri ctia ham duéi dau tich phén tai x = b; va dao ham theo

can dudi a cua tich phan 12 Am cua gia tri cia ham dudi dau tich phén tal

X = a.

Trong Hinh 1.b, mét su gia tang trong b dude phan anh trong viéc di
chuyén cha bién phai cha dién tich dudi dutng cong. Khi su di chuyén nay
14 v ciing bé, anh hudng 1én tich phén duge do béi gia tri cua ham f tai bién
phai — f(b,y). Diéu nay cho ta truc quan 461 voi (D7). Mat khac, mot gia tang
trong can dudi mang lai1 mot su di chuyén, nhu minh hoa trong Hinh 1. ¢, 14

su di chuyén chia bién trai, lam giam dién tich dud duong cong.

Pinh 1y 3. Gia s ham f(x, y) xac dinh trong hinh chii nhat {a, b; ¢, d},
lién tuc theo x trong [a, b] véi y c6 dinh tuy ¥ trong [c, d]. Ching ta gia thidt
thém ring ham dé c6 dao ham riéng f\(x, ¥) lién tuc theo hai bién trong
toan midn. Khi @6 véi y tuy ¥ thuge [c, d} co cong thie (D&

1.4. L&y tich phan duwéi ddu tich phan

Cudi cling x6t van dé vé 14y tich phén theo y cua ham (D1) ching han,
trong doan [c, d].

Chung ta ddc biét quan tam d&n trudng hop khi tich phan d6 dude
bidu difn bing cong thic:

dII (v)dy= dj{bjf(x" y)dx} dy= bj{d[ f (x, y)dy} dx (D9)

o an A o

khi khéng 6 d&u ngoac, thudng viét nhu sau:

4 b b4
Idy If(x, y)dx = Idx If(x,y)dy D10)

Khi dé ta néi rang ham (D1) ¢6 thé 1ay tich phan theo tham &0 y "dudi
d&u tich phan” (duge 14y theo bién x).
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Dinh 1y sau day cho ta didy kién du don gidn nhat cho ding thite caa
cac tich phén lip (D10).

Dinh 1y 4. N&u ham f(x,y) lién tuc (theo ca hai bién) trong hinh chit
nhat [a, b; ¢, d] thi ¢6 cong thic (D10).

Chung ta c6 ddng thae téng quat hon:
n b b 1
[dy [t6e,y)ax- fax [tGx,y)dy (D10)

trongdéc < 1 < (.

O v& trai va vé& phai clia déng thie d6 ching ta ¢6 hai ham clia tham
s0 1; tinh ¢éc dao ham cna ching theo 7.

1.5. Trudng h¢p ca cén tich phan ciing phu thudc tham sé
Xét truong ma ca ban than cac cin cta tich phédn ciing phu thude
tham s6. Trong trudng hdp d6 tich phén ¢6 dang
Blv)
I(y)= ([f(x,y)dx D11)
a(y)
Ching ta chi gidi han viée khdo sat van dé vé sy lién tuc va kha vi
theo tham s6 ctia tich phan tusng tar.
Dinh ly 5. Gia sit ham f(x,y) x4c dinh va lién tuc trong hinh chit nhat
[a, b; ¢, d], cac dudng cong x = « ¥).x=BH) (c £y < Q) lién tuc va van
thude hinh chit nhat d6. Lic dé tich phan (D11) 13 mét ham lién tuc cia y
trong [e, d].
N&u y, 1a mét gia tri nao diy tuy ¥ clia y thi tich phan (D11) ¢6 thé viét
duéi dang: :

Blye) Bly) afy)
I(y)= J.f(x,Y)de If(X,Yde— If(x,y)dx (D12)
afyq) Blyo) afy,)

Binh 1y 6. Néu ngoai nhiing diéu néi trén ham f(x,y) ¢6 trong hinh
chit nhat [a, b; ¢, d] dao ham lién tuc fy(x,y) va tén tai cac dao ham a'(y),
B'(y) thi tich phan (D11) ¢6 dao ham theo tham 86 va dao ham dé duge biéu
dién bdi cong thic:



324 Phuc luc D - Tich phdn phy thudc tham s@

Alx)

I'(v)= J.f'_\- (x,y)dx+B &) EEE) v} o () floly) y) D13

uly)

Chil y. Cac két luan cta hai dinh 1y vAn ding néu gia thiét rdng ham
f(x.y) duge cho (va cé cac tinh chit dd néu) chi trong mién bao giiia céc
duong cong.

x= a{yyvax= )
Cac thi du
1) Tinh tich phén:

(O<a<h)

Pén lugt, lai bidu dién biéu thite dusdi dfu tich phén dudi dang tich
phén:

b a b

e

va d8i thd thu 14y tich phan trong tich phén ldp:

1 b

1= Idx Ix Ydv

£} i

14y tich phan theo x va theo y nhiin dude ngay két qua:
1
1= jdy [xrax-

il i

dy In b+1
v+1 a+1l

2) 6 thé cho phép tinh dé mét dang kbac néu xét tich phén 1 - véi a
¢6 dinh - nhu mét ham cta tham sd b (b 2 a). Theo dinh 1y 3:

dl = bedx _

db : b+1
Do d6:

[=Inb+1)+C

Nhung véi b = a, tich phén I, di nhién, béng 0, nén C = -In(a + 1). Thé
vao, ching ta di dén két qua nhu trén day.
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2. SUHQI TU BEU CUA TiCH PHAN
2.1. Pinh nghia héi tu déu elia tich phan
Gia thiét rang ham f(x,y) dude cho vdi moi gia tri x > a, va moi gia tri

Y trong mot mién 9/ nao dé. Tidp theo, gia sit rang véi mdi y trong midn dé
tén tai tich phan: '

I(y): jf(x,y)dx ' D14y

Theo chinh dinh nghia cfa tich phéan suy rong véi can vo han:

£

A
J.f(x,y)dx = i}‘im 'ff(x,y)dx

Vi vay, tich phén:
A
F(A,y) = j'f(x,y)dx (D15)

Ia mét ham cda A va ¥, vl y = const v A - « cd g161 han I {y): néu tich
phén dé dan déu dén I (y) tudng dng véi y trong mién ¢ , thi tich phan I(y)
g01 12 héi tu déu tuong ing véi céc gla tri néu trén cla tham s8'y.

Diéu d6 c6 nghia 14 véi méi ¢ > 0, tim dugde mét s6 A, > a khéng phu
thude vao y sao che chi cdn A > A, bt ddng thiic.

?[’(x,y]dx—}f(x, v)dx

<E

aj.f(x, y)dx

duge thue hién dong théi véi mo1 gia trl v trong @,
2.2. Diéu kién va céc tiéu chuin di ciia s héi tu déu

Sit dung nguyén 1y téng quat cia sy din déu ctia ham vé 2161 han, cé
thé ap dung vao truang hap dang xét va phat biu né nhu sau-

Diéu kién cAn va do dé tich phan (D14) héi tu déu tudng dng véi y
trong mién % 14 v6i £ > 0 cho trude tuy y, tim dugc mét s6 A, khéng phu
thudc y sao cho bat dang thie.

Aff(x, y)dx - }f(x, v)dx Ajf(x, v)dx

A

<E
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duge thue hién dong thoi véi moi y thude ¢, chi véi diéu kidn A' > A > A,

Bay gid ta thiét lap mét sd tidu chuén ma ta thudng dang dé xét sy
héi tu déu cha cac tich phén trong thuc hanh.

Ching ta gia thiét ham f(x, y) lién tuc theo x véi x > a. N&u ¢6 mét
ham @ (x) chi phu thude x, kha tich trong khoang v6 han [a, «) sao cho véi

mel y trong .
'f(x,y) < (p(x) (vé1 x > a) thi tich phan (D1) héi tu déu tudng tng véi v
{trong mién cac gia tri cha né da chi trén).

Véi nhiing di€u kién vita chi ra d6i khi ngudi ta néi ring ham f(x, y)
¢6 ham gia kha tich ¢(x) hay tich phan (D1) dudc ham gia bdi tich phan

héi tu:

Itp(x)dx khéng chita tham s6.

2.3. 87 dung tinh hdi tu déu cia tich phan
2.3.1. Qua gidi han dudi ddu tich phéan

Xét tich phéan véi can vé han:

1) = filx,y)dx (D16)

phu thudc tham s6'y (thay ddi trong mién @)

Cac diéu kién a0 cho phép qua gidi han duéi déu tich phan duge cho
bdi dinh Iy sau day:

Binh Iy 7. Gia sit ham f{(x, y) x4c dinh vdi x > a va y thude 92 1) lién
tuc theo x va 2) véiy — y, ddn déu téi ham giéi han ¢ (x) tusng tng véi x
trong moi doan hitu han [a, A]. N&u hon thé niia, 3) tich phan (D16) héi tu
déu véi y thudc mién ¢, thi:

lim jf(x, y)dx= folx)dx (D17)
¥Y3Y¥p . .

T d6 ta c6 hé qua sau:
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_ jcp (x)dx - (D18)

SUy ra ca sy tdn tar cia tich phan (D16) (vé1 moi v thuge ) ¢ing nhu eéng
thize (D17),

(D16) tén tai béi vi:
fx, y) < o(x)

Ham ¢(x) déng thai déng vai trd ham gia bao dam cho sy hei tu déu
(tuong ing vai y)cna tich phan (D16). Vi vty tht ca cac didy kién dé ap dung
dinh ly trén day dey thod min.

Mét hé qua don gidn cta dinh ly 114 dinh Iy vé su lién tuc cda tich
phan (D16) theo tham s§

Dinh 1y 8. Gia si ham f(x, y} x4c dinh va lién tue (nht ham ciia haj
bién) véi x > 3 va cac gl tri cla y trong doan [c, d]. Néy tich phin (_'D16) héai
tu déu tuong tng véi y trong [c, d} thi né 13 mot ham lién tue theo tham s6 y
trong doan da.

Dinh 1y 9. N&u ham lién tuc f(x, y) khéng am, thi ti st lién tuc cha
tich phan (D1) nhy ham cita tham sg, Suy ra sy hdi tu déu ciia ng,

Trong trugng hop d6 ham lisn tuc caa y.

2.3.2. Ldy dgo ham ctiq tich Phén theo tham sé

BDinh 1y 6. Gi3 i ham f(x, y) x4c dinh lién tye theo x vgj g > avay
trong [e, d], va vdi cae g14 tri @6 dao ham £y (x, ¥) lién tue theo haj bién. Gid
thiét thém ring tich phén (D16) hoi ty ve; moi y trong [, d] con tich phén:

J’ ', (x,y)dx (D19)
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khéng chi ton tai, ma héi tu déu tudng ing véi y trong doan d6. Khi d6 véi y
tuy ¥ trong [e, d] c6 cdng thie:

I'lty) = If'), (x,y)dx

Il. UNG DUNG TRONG BA! TOAN BIEN PHAN

Trong muc nay ta xét ing dung cua 1y thuyét da trinh bay 6 trén vao
bai toan tinh bién phan va diéu khién téi uu. Pic trung clia bai toan nay la
ham muc ti8u cua né thudng 1a mét tich phan suy réng va phu thude vao
tham s& (theo quan diém & d4y). Trinh bay & day nhim it ra mét s6 didu

kién ap dung tryc tiép cho cac bai toan nay.
Diéu kién I: Cho tich phan phu thudc tham s6 fF(t,y,y')dt , néu

ham lay tich phan F 14 hitu han qua suét khoang 1ay tich phéan, va F dat gia
tri 0 tai mét diém hiu han nao d6, ching han t,, va gitt bing 0 déi véi moi
t > t,, thi tich phan hoi tu.

Diéu nay c6 tinh chdt cia mot diéu kién diu. Mac du vé danh nghia,
tich phén cé tAm vo han, nhung cin trén cé tac dung cha phép tich phén la
mdt gia tri hitu han t,. Nhu vay, vé tac dung, tich phin suy rdng rit gon
v& mit tich phan théong thudng, vdi sy bdo ddm ring né s& cho mot gis tri
hiiu han.

Luu ¥ rang diéu kién sau 1a khong dang: Cho tich phén suy réng
rF{t, v,y")dt, néu F — 0 khi t — o, thi tich phan s& héi tu ?.

1

Diéu kién nay khong nhat thiét . Dé thay diéu d6, xét hai tich phan

- 1 =1
I, = dt ova I, = dt D20
1 Jj(t+])2 e -[rt+1 Dz0)

M&i tich phan nay c6 ham 18y tich phén tién téi 0 khit — . Nhung I,
hoi tu con I, thi khéng.

]
I, = lim{ -1 } =1 I, = lim[In(t + D]} =c (D21)
t+1 0 b



TOI UU HOA BONG TRONG PHAN TiCH KINH TE 329
_ﬁ______________,______________________h

Diéu gi giai thich cho sy khac bigt sau sde nay? Cau trd 181 1a & toe ad
ma ham I8y tich phan giam vé 0. Trong trudng hep I, trong dé méu s& clia

trudng hgp 1, tée d6 giam khéng du 16n, va tich phan phén ky. Két luan 1a,
digu kién “F - 0 khi t — o tu né khong dam bao héi tu.

Ciing 12 1y tha khi hoi nguge lai: Didu kien “F - 0 khy ¢ ~ x” ¢6 13
diéu kién cin dé FI‘(t, Y,¥)dt héi tu khong? Mot diéu kién cén nhu vay vé
3

Lruc quan c6 vé hgp 1y, va trén thuc t& né thusng duge chdp nhan. Nhung c6
thé dua ra cac phan thi du dé chitng t6 ring mét tich phan suy réng c6 thé

- 1
F(t) - Il néun<t<n+ ) (n=12.)
0 néungugelai
thi F(t) khong c6 gi6i han nao khi t tign ra v han; nhung tich phan
f F(t)dt hoi tu dén Do (U/K2Y Mt thi dy khéc, tich phan fsm t2dt hoi
s . .1 . .oy . ot e . R P
tu vé gia tri 9 v7/2 mie di ham sin dudi ddu tich phan khéng c6 gidi

han 0.

tich phén thay déi dau theo chu ky, béng cach d6 cho phép nhitng déng gop
vao tich phan ti nhiing khodng thdi gian canh nhau triét tiéu 14n nhau,
Nhing him nhy v&y khong thuong gap trong cic méd hinh kinh t& Dién
hinh, trong mdt mé hinh kinh té, nhiing ham thuéng gap nhu ham loi
nhuén, ham lgi ich... duge gid thiét 13 lién tuc va khéng am. D&i vgi nhiing
ham nhu vay, cac phan thi dy trén khéng thich hgp. -

Dién kién II: Trong tich phan .[F(t, Y. ¥')dt |, néu ham 14y tich phan

¢ dang Git,y,y) e™ trong d6 p 1a hé s8 chidt khay duong, va G 1a ham bi
chan, thi tich phan héi tu.
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Nét phan bigt cha tich phén nay la su ¢6 mat thita s§ e ma, v
nhitng nhan t6 khac khéng d61, n6 cho mét luc 48 ham 14y tich phan giam
xudng O lién tuc theo thoi gian véi mdt t5c 46 i 16n. Khi thanh phan G(t, v,
y) cla ham 14y tich phan la duong (nhu trong hau hét céc ing dung kinh
t8) va c6 mét gidi han trén, chéng han G, thi e 14i xudng e™ Ja du dé lam
cho tich phan héi tu. Né1 mot céch hinh thitc hon, vi gia tri cua ham G
khong bao gid ¢o thé vudt qua gia tri cha héng s6 G, ta ¢6 thé viét:

FG(t, y.y)e™dt < fée_‘“dt = G D22)
p

Déng thitc cudi cung, dya trén cong thite d&i véi gia tri hign tai caa
mot ludng vinh vidn khang d8i,cho th&y ring tich phan tha hai trong (D22),
v6i gidi han trén G trong ham duéi d&u tich phan, 13 hoi tu. Suy ra rang,
tich phén th nhat, ma ham 14y tich phan cua né 1a G < G, cang phai hdi
tu. & day ta c6 mot diéu kién di khac 451 vél hoi tu.

Trong kinh t& ham G(t, y, y) dudc xét thuong 1a khéng dm, trong

T

trudng hop nay tich phan vé trai phai hoi tu vi day tich phan Iy = det
0
khéng giam va bj chén trén.

Ciing ¢6 nhiing didu kién dt khac, nhung c¢hing khéng don gian nén
ta khong ban dén. Sau day, néu ham F dugc cho dudi dang téng quat, ta sé
luén gia thiét ring tich phén la héi tu. Didu nay, doi véi cac ing dung kinh
t& théng thudng, kéo theo ring ham 14y tich phan F dén t8i 0 khi t dén tét
vo ciing. Tuy nhién khi diing cac ham-cu thé ching ta ciing sé kiém ching
tinh hai tu trong trudng hgp cin thiét.
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PHY LUC €

PHUONG TRINH VI PHAN

A. PHUONG TRINH VI PHAN CAP MOT
). KHAI NIEM

1. DINH NGHIA: Phuong trinh vi phéan.cdp mjt ¢6 dang téng quat:
Fiy y)=0 ) (ED)
Trong d6 ham F x4c dinh trong mién D ¢ R2.
Néu trong mién D, tit phudng trinh (E1) ta c6 thé giai duge y":
y' =1(x, y) _ (E2)
Dy la phuong trinh vi phan c&p mét da gidi ra dao ham.
Ham y = ¢ (x) xdc dinh va kha vi trén khoang I = (a, b) dudgc goi 1a
nghiém cta phuong trinh (E1) néu:
a) (x, 9(x), 0'(x)) e Dvéimoi x € I
b) F (x, o(x), 0'(x)) = O trén L
Thi du phudng trinh:

@_—2);

dx (E3)

¢6 nghiém la ham y = Ce®™ xéac dinh trén khodng (- o, +w) (C 14 hing s§
tuy 9). |

Chi §: nhiéu khi ngusi ta viét phuong trinh da gidi ra dao ham dudi
dang d81 xting sau:

Mk, y)dx+N(x,y)dy=0 (E4)
Chiing ta dé dang th4y su tudng duong giita cich viét (E2) va (E4),
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2. BAITOAN GIA TRI BAU (INITIAL VALUE PROBLEM) (BAt TOAN CAUCHY)
2.1, Bai toan

Qua thi du trén ta thdy rdng nghiém ctia phudng trinh vi phén cap
mét 1a v6 s3. Tap hdp nghiém cha phuong trinh vi phan c&p mét phu thude
vao mét hang s6 tuy ¥ C. Trong thuc t& ngudi ta thuong quan tdm dén
nghiém cta phuong trinh vi phan cAp mét thod mén nhing diéu kién nao
day. Chang han tim nghiém y(x) ena phuong trinh (E1) hoic (E2) thoa
mén diéu kién

¥(X0) = ¥4 (E5)
trong dé x,, v, 14 cac sb cho trude.

Diéu kién (E5) duge goi 1a diéu kién ban dau (diéu kién ddu). Bai toan
tim nghiém cua phuong trinh (E1) thod man diéu kién ban diu (E5) duge
gor la ban todn Cauchy. Sau nay chiing ta s& thay véi nhing diéu kién nao
thi nghiém cua bai toan Cauchy 1a ton tai va duy nhat.

2.2. Sy ton tai va duy nhit nghiém cta bai toan Cauchy

Xét phuong trinh:

y' = f(x, y) (E6)

f xac dinh trong mién G < R*% Ta sé chi ra cac diéu kién ma f thod man dé
bai toan Cauchy dng v6i phuong trinh (E6) ¢6 nghidm duy nhat,

2.1.1. Piéu kién Lipsit

Ta néi ring trong mién G, ham f(x, y) thoa man diéu kién Lipsit theo

bién y néu tén tai hang s L > 0 sao cho d6i véi hai didm bat ky (x, v) e G
va (x, y,) € G ta c6 bat ding thiec:

1%, y2) - £x, yo)l < Lly, - v, | (E7)

2.1.2. Day xip xt Picard

Ta thiét lap ham f(x, y) lién tue trong mién G, diém (x,, y,) 1a diém
trong cia G. Chon cic s8 duong a,b sao cho hinh chi nhat;

M= Q= {|x—x0]Sa

]x—xoigb
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chita trong (. Pat M = max }f(x.}’)(< Ky higu h = min{a,b/M .

Ta xay dung nghiém xap xi cla phudng trinh (E6) nhu sau:

Yolx) = Yo

0=yt I y0)dn, e, x sy

YulX) =y, + ff(r, Youlthdr, x efx - h, Xp+ h]
X

Day {v, xac dinh nhy trén duge goi 1a day x4p x1 Picard. C4 thé chi ra
ring khi x bién thién trong Ix - h, x, + h) thi (x,y,) € Q vdi moin=0,1,9, .
va do d6 day {yn} duoe xac dinh.

2.2.3. Dinh Iy Cauehy-Picard (Dinh 1y tén tai va duy nhat
nghiém)
Giad st ham f thog man céc didu kign say day:
a) f lién tyc trong mién G;
b} f thod mian digy kién Lipsit theo ¥ trong G,
Khi d6 ting véi ma; diém trong (xo, yo) € G tén tai duy nhat mgt
nghiém y = y(x) ¢ phudng trinh (E6) thod man didy kién ban diy

y(Xo) = y,. Nghiém nay xac dinh trén.-doan [x - h, x, + h]. Trong d6 h duge
xac dinh nhy & phan xay dung day x4p xi Picard. '

Diéu nay chi trong hinh v& dyg; day:;

nghiém y = y(y)

di qua (Xﬁ!yo)

a x,-h X, X,+h b X
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2.24. Hé qua
Gia st ham f lién tuc cing véi dao ham riéng % trong mién G. Khi

d6 qua mbi didm trong (X,, ¥o) € G c6 mét va chi mét dudng cong tich phén
cnia hé (EB) di qua. '

3. CAC LOAI NGHIEM CUA PHUONG TRINH VI PHAN CAP MOT
Xét phugng trinh:
y' =f(x, y) (E8)
f x4c dinh va lién tuc trén mién G < R%
3.1. Pinh nghia

Ta néi G 1 mién tén tai va duy nhat nghiém déi véi phuong trinh (E8)
néu qua mdi diém clia mién G e6 mot va chi mgt dusng cong tich phan cua
(E8) di qua

3.2. Nghiém téng quat

Ta néi rang ham y = ¢(x,C) (E9)

12 nghiém tdng quat clia phuong trinh (E8) trong mién G néu

a) Tt hé thite y,= ¢(x,,C) (E10)
ta c6 thé gidi ra duge C = y(x,, o) (E11)
vii mdi (Xg, Vo) €G-

b) Hé thic (E9) 14 nghiém cua (E8) véi méi héng s C dude xac dinh ti
(E11).
3.3. Tich phan téng quat

Nhiéu khi giai phudng trinh (E8) ta di dén hé thic dang y(x, y) = C
hay téng quat hon, dang ®{x,y,C)=0. (E12)

Hé thic (E12) duge goi 1a tich phén téng quat ca phuong trinh (E8)
trong mién G néu trong mién dé (E12) xac dinh nghiém téng quat y = ¢(x,C)
ctia phuong trinh (E8).
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3.4. Nghiém riéng (nghiém dac biét)

Nghiém cta (E8) ma tai méi di€m ciia né tinh duy nh&t nghiém cuaa
bai toan Cauchy duge bio ddm, duge goi 12 nghiém riéng. Didy ndy ¢é nghia -
12 tai méi diém cda duéng cong tich phan iing véi nghiém riéng khéng 6
mét dudng cong tich phén nao khie né & qua.

Nhu vay, nghiém nhén duge tir nghiém téng quat véi gi4 tri xac dinh
cua hang s§ C la nghiém riéng.

3.5. Nghiém ky di va nghiém trung gian -

Nghiém caa (E8) ma tai méi diém cda né tinh duy nhat nghiém cia
bai toan Cauchy bj ph4 vg, duge got 1a nghiém ky di. Didy nay cé nghia I
tai mdi diém cia dudng cong tich phan Ung véi nghiém ky di 6 it nhat mét
dudng cong tich phin khae né di qua. Trong mién tén tai va duy nhat
nghiém khéng thé cé duong cong tich phén dng véi nghiém ky di. Bdi vay
nghiém ky di khéng thé nhan duge tit nghiém tdng quat véi g14 tri x4c dinh
cua hing s6 C bat ky.

Ngoai ra, d8i véi phudng trinh vi phan (E8) c6 thd ton tai nghidm
khéong phai 1a ky dj va cing khéng phai 13 nghiém riéng. Nghiém nhy vay

g01 la nghiém trung gian,

IL. PHUONG TRINH VI PHAN TUYEN TINH CAP MOT
1. BINH NGHIA VA CACH GIAl
1.1. Pinh nghia
Phuong trinh vi phan tuyén tinh cap mét Ia phuong trinh ¢6 dang:
Y +p X y=qx) (E13)
1.2. Cach giai
Ta gid thigt p(x), q(x) lién tuc trén khoang (a, b). Khi dé trong mién:

a<x<h
Gz{
— 00 < ¥ o0

nghiém cla bai toan Cauchy d6i vai phudng trinh (E13) tén tai va duy nhé’f.
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Dé tim nghiém tdng quat cia phuong trinh (E13), trudc hét ta xét
phudng trinh:

v+ px)y =0 (E14)

phuong trinh trén duge goi 14 phudng trinh vi phén tuyén tinh thuin nhat
tuong tng vé (E13). Ta viét lai (E14) dudi dang:

dy + p(x)ydx =0 {E15)
Gid sty # 0. Chia hai v& cta (E15) cho y-
9 | ox)ax=0 (E16)
}!

Tich phan phidng trinh (E16) ta duge:

—jp{x]dx

y= Ce (C #0) (E17)

Ré rang y = 0 cling la nghiém clia ( E14). Nghiém nay ¢6 thé nhan dugc
ti (E17) néu trong bidu thic (E17) ta 18y ca gia tri C = 0.

Vay nghiém téng quat cia phuong trinh tuyén tinh thudn nhat (E14)
cd dang:

—Ipl{x ¥lx

y= Ce ,CeR (E18)

Dé tim nghiém clia phuong trinh tuyén tinh khéng thudn nhat (L13)
ta 4p dung phuong phap bién thién hang s&. N6t dung ciia phudng phap nay
nhu sau: Trong biéu thite (E18) ta coi C khéng phai 12 hing s6 ma 12 ham s8
chax: C=0Cx) va tim céch chon C(x) sao:

y= C(x)e-ljp{x)dx

(E19)
thoa man phudng trinh (E13). Thay (E19) vao (E13) ta cé:
e " - o M p e T -
hay: C{x)= q(x)(\,jp(x)dx
T day suy ra:

Cx)y= J{q(x)ejp{x)dx ] dx+C (}3]20)
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Thay biéu thite C(x) tit (E20) vao (E19) ta duge nghiém téng quéat ciia
phuong trinh vi phén tuyén tinh khéng thuin nhét (E13):

y(x) = e?® (C + J-(q(x)e'[ p[x)dx]dxl (E21)

Nhan xét: Khi q(x) = 0, biéu thiic (E21) cho ta nghiém téng quat dang
(E18) cha phuong trinh vi phén tuyén tinh thuin nhat.

2. NGHIEM BAI TOAN CAUCHY

Gia sl (%, ¥o) € G. Ta tim nghiém y(x) cia phuong trinh (E13) thoa
mén diéu kién ban déu y(x,) = y,. Ky hidu:

@ (x)= Ip (x)dx
Khi d6 (E21) duge vidt duéi dang:
y(x) = e *¥[C+ Iq(x)em{“}dx] (E22)

Pat wix)= jq(x)em{")dx va viét lai (E22) dudi dang:

y() = e [C+ y(x)]
Theo didu kién ban dau ta co:

Yo = y(xo) = e ) (Crylx, )]
T ddy suy ra:

C = yoe®™) —y(x,)
Thay gi4 tri nay cua C vao (E23) ta duge:

y(0) = e My ™) L ylx, )y (x)]

= Oty oS e)- o, )

Tu day va tit cong thite Newton-Leibniz ta thu duge:

i x |
yx)=¢ ™0 Yo 1o @l Iq (t)em('} de

Xp

- [oteki :
= yore®lholn) [ ()ethol) 4r (mag)

Xg

22- TUHD
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hay:

‘Tp(‘r)dr b3 Tp(s}ds _
yx) = e  [y,+ J'q (tJe  di] (E24)

. Xy

Biéu thtc nghiém bai tean Cauchy dang trén ¢6 nhiéu dng di;.ng khi
nghién cliiu mét s8 tinh chit cia nghigm phudng trinh vi phan tuyén tinh
cdp mot.

B. PHUONG TRINH VI PHAN TUYEN TiNH CAP n

| .DINH NGHIA VA CAC TiNH CHAT CO BAN
1. DINH NGHIA
Dang téng quat cia phuong trinh vi phan tuyén tinh cdp n la:
2, () ¥y +a,(x) yoU + L+ a,(x) y'= gx) (E25)

Ta gia thiét cac ham ay(x), a,(x},..., a,(x), g(x) lién tuc trén khoang
{a, b) va:

ag(x) # 0 trén (a, b). Khi d6 chia hai v& chia (E25) cho ay(x) ta duge
phudng trinh:

v+ p(x) y U+ L+ pa(0) y = f(x) (E26)

ai(x) f(x}z g(x) ( _

trong dé p(x) = )’ — 1=1,2,..., n) l1a nhitng ham lién tuc trén
] (3

khoang {a, b).
Néu trong phudng trinh (E26) ham f(k) = 0 tiic 1a ta ¢6 phudng trinh:
Y+ p(x) yOV+ L+ px)y=0 (E27)
thi no6 dude goi 14 phuong vi phan tuyén tinh thuin nhit cip n.

Phudng trinh {E26) duge goi 1A phuong trinh vi phin tuyén tinh
khéng thuan nhat cAp n.

" Véi cAc gia thist da néu § trén, d61 vdi bat ky diém x, € (a, b) va (vo,

Yo, ¥9U) € R®, phuong trinh (E26) c6 nghiém duy nhit thoa min diéu

kién ban dau:

Y(X0) = Yoo Y'(0) = Voro ¥ (xg) = yBV (E28)
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2. TINH CHAT CUA PHUONG TRINH TUYEN TINH CAP n

(i). Phép thé& bién s6 doc 1ap khéng 1Am mat tinh tuyén tinh cha
phuong trinh (E25).

(i1). Phép bién déi tuyén tinh ham phai tim
y=v(x} z + u(x) (29

trong d6 v, u kha vi lién tuc n lan trén (a, b) va v(x) # 0, khong lam mét
tinh tuyén tinh ctia phuong trinh (E25).

Il. LY THUYET TONG QUAT VE PHUONG TRINH TUYEN TiNH
THUAN NHAT CAP n

Trong muc nay ta s& tém tdt mdt s& tinh chat va cfu tric ctia tap

nghiém phudng trinh vi phéan tuyén tinh thuin nhit cdp n.
y™+p )y P+ L +p,x)y=0 (E30)
trong 46 p,(x), py(x),..., p.(x) lin tuc trén khoang (a, b).
1. MOT SO TINH CHAT CUA NGHIEM PHUONG TRINH
Dé don gian cach viét vé sau, ta k¥ hidu:
Lyl =y + p,(0) ™2 + ... + po(0) ¥ (E31)

L[y] dudc got 14 toan ti vi phan tuyén tinh. V4i k¥ hidu trén phuong
trinh (E30) dugc vigt duéi dang:

Liy]=0 (E32)
Toan t Lly] ¢6 cac tinh chat sau:
a) D61 véi y,(x), y»(x) kha vi n 14n lién tuc ta cé:
Ly, +y)]=L[y]+Llyl
b) D81 vdi ham kha vi lién tuc n 14n y(x) va hing s6 C bat ky ta co:
L [Cy] = CL [y),
néi cach khée, hing s6 C ¢6 thé dua ra ngoai diu cda toan ti vi phan.

Dua vio tinh chat caa todn tit L ta suy ra céac tinh chét sau day cia

tap nghiém phudng trinh tuyén tinh thuin nhit ¢dp n:
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a) Néu y(x) 12 nghiém cta phudng trinh (E30) thi Cy(x} vé1 C 1a hing
s tuy ¥ ciing 1A nghiém cta phudng trinh (E30).

b) Néu y,(x), yo(x) 12 nghiém bit ky cﬁa_ phudng trinh (K30) thi y(x) =
y,(X) + y,(x) ciing 12 nghiém cua phuong trinh (E30).

¢) Néu v,(x), yo(x),..., Vi (X) 12 cac nghiém cia phuong trinh (E30) thi
y(x) = Cy, () + Cuyo(x) + ... + C vidx) cling 14 nghiém cua phuong trinh
(E30). Tinh chat nay 1a hé qua clia cac tinh chat a), b). '
2. SU PHU THUOC TUYEN TINH VA DOC LAP TUYEN TINH CUA HE HAM

Gi4 sit ta 6 hé ham @, (x),@,(x)..., 0, (x) x4c dinh trén khodng (a, b).

Pinh nghia: Hé ham trén duge goi la phu thube tuyén tinh trén

khodng (a, b) néu tén tai cac hing s6 o}, ..., a, khong déng thdi bing 0

sao cho:

A @ (X)) + oy (X)+ ..+ g (x) = 0 trén (a,b) (E33)

Né&u déng nhat thie (E33) chi 6 thé xdy ra khi oy =0y = .. =, = 0
thi hé ham @, (x), ¢, (x}, ..., ¢y (x) duge goi 14 dbc 1ap tuyén tinh trén (a, b).

3. DINH THUC WRONSKI

Viée nghién eitu su phu thude hay doc lap tuyén tinh c6 thé don gian
hon nhg dinh thic Wronski ma ta sé dua ra dinh nghia dudi day.
3.1. Pinh nghia

Gia st hé ham ¢, (x), @, {x}..., 0, (x) kha vik - 114n trén khoang (a, b).
Khi dé dinh thic:
0 (x)  0o(x) . exlx)
o'y (x} @y . 0 (x)

o V(x) 0% x).. ol (x)

dude goi 1a dinh thic Wronski cua hé ham trén.

W[(pl:(p?.!"'!(pklgw(x) =

3.2. Pinh 1y

Dinh 1y sau day cho ta mdt diu kién cin ctia su phu thudc tuyén tinh

chia hé ham.
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3.2.1. Dinh Iy 1

Gia st hé ham ¢, {x) 0, (%) ¢y (x) kKha vi k - 1 l&n va phu thuge
tuyén tinh trén khoang (a, b). Khi dé dinh thiic Wronski cia ching déng
nhit bing 0 trén khoang ds. :

Hé qua. Néu dinh thic Wronski cig hé ham ¢,(x),(x)...., (x)
khac 0 du chi tai mét diém cia khodng (a, b} thi hé ham trén déc lap tuyén
tinh trén (a, b),

3.2.2. Dinh I5 2

Gia st hé y,(x), Y2(%},..., ¥o(x) 12 n nghiém cda phudng trinh tuyén
tinh thuén nhat cap n (E30). Diéu kién cin va dd dé hé ham trén phu thuge
tuyén tinh trén (a, b) 13 dinh thitc Wronski cia ching déng nhit bing 0
trén khoang dé.

Hé qua. Dinh thitc Wronski ciia n nghiém cia phudng trinh tuyén
tinh thuan nhit ¢ap n hodc la déng nhat bing 0 trén (a, b) ho#c 1a khéc 0
tai moi diém ena khoang (a, b).

4. CONG THUC CUA BINH THUC WRONSK|
4.1, Cong thie

T qua trinh trén ta thdy vai tré cla dinh thic Wronsk; quan trong
nhu thé nao. Do vige giai phuong trinh (E30) trong trutng hgp téng quat
khéng thyc hién dude nén tim bidu thic cha dinh thtte Wronski efia n
nghiém phudng trinh (E30) 1a diéu khéng thé lam duge. Tuy vay ngusi ta
da tim ra duge bidu thic cta dinh thic Wronski cfia n nghiém phuong trinh
(E30) ma khéng cdn gidi né va dua ra céng thite nl tiéng sau day:

Wi(x) = Ce_IP'(X}dK, C =const
hoic:
=j'p, (x)dx
W(x) = W(xo)e *0 trong d6 p,(x} 12 hé s8 ctia y™ ¥

4.2. Ung dung cong thitc cha dinh thitc Wronskj dé tim nghiém
téng quat cta phvong trinh tuyé&n tinh thuin nhat cap hai

Y'+px) v+ q(X)y =0 {E34)
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Khi biét mét nghiém riéng y,(x) clia né. Gia su y(x) 1a nghiém bat ky
ctia phuong trinh nay khac y, (x). Khi d6 theo cong thic trén ta cé:

Y y - X

.1 =C,e jp{ﬂd
Y1 y'

hay:

. \ _ —| phx Mx
yﬂ-yw~0ﬁjp

Chia hai v& cho y%(x) ta dude:
d ( y } 1 oo Jrte
dxiy, ) ¥

Do dé:

- {plx)x

_ Cle
v=v1] y2(x)

dx+C,

12 nghiém téng quét cia phudng trinh vi phén tuyén tinh cdp hai.
5. HE NGHIEM CO BAN. NGHIEM TONG QUAT
5.1. Dinh nghia

Hé n nghiém déc 1ap tuyén tinh cia phudng trinh vi phan tuyén tinh
thudn nhit c&p n dude goi 12 hé nghiém ca ban cla né.

Céu hdi dat ra & day 1a phudng trinh (E30) ¢6 hé nghiém co ban
khéng? Ta c6 khang dinh sau day:
5.2. Pinh Iy
5.2.1. Dinh 15 3

Phuong trinh (E30) v6i cac hé s8 pi(x),1= 1,2,.., 1 lién tuc trén (a, b}
c6 vo s6 hé nghidm ca ban.

5.2.2. Dinh Iy 4

Gia st y,(x), ¥o(x),.r, ¥o(x) 1&a h& nghiém co ban ctia phuong trinh
(E30). Khi do biéu thiic:
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¥ = Ciy(x) + Coyyx) + ... + Cy. (%) (Cy, Gy, C, 12 che hing s6), cho
ta nghiém téng quat ctia phuong trinh (E30).

Dinh Iy trén ching t6 ring phuong trinh tuyén tinh thuin nhat (E30)
¢6 n nghiém déc lap tuyén tinh trén (a, b). Binh 1y dusi déy ta sé thay rdng
s0 nghiém déc lap tuyén tinh 16n nhat ctia phuong trinh (E30) ding bang n.

5.2.3. Dinh ly 5

Hé n + 1 nghiém ¥i(x), y,(X),..., v,(x), Yu+ ((X) ctua phuodng trinh (E30)
phu thuge tuyén tinh trén khodng (a, b),

. PHUONG TRINH TUYEN TiNH KHONG THUAN NHAT
1. NGHIEM TONG QUAT ‘

Trong phAn nay ta sé tém tit tinh chit va cdu tric nghidm caa
phuong trinh: '

YU+ DY+ L+ p )y = f(x) (E35)

trong d6 cac ham p,(x),..., Po(x), f(x) lign tyuc trén khodng (a, b}. N&u dung ky
hiéu toan tit vi phan tuyén tinh Lfy] = ¥+ p(0ytt + .+ pa(X)y thi
phuang trinh (E35) ¢ thé duge vist dugi dang:

L [y] = f(x)

Dya vao tinh chét cda toan ti L, dé dang kiém tra cac tinh chit sau
day cua phudng trinh tuyén tinh khéng thuin nhat,

a) Néu z(x) 1a nghiém cta phudng trinh tuyén tinh thuin nhat:
YV H P YT+ 4 p 0y =0 (E36)

va y,(x) 1a mot nghiém riéng nao day caa(E35)thi y(x) = z(x) + y,(x) cling 1a
nghiém caa phuong trinh (E35).

b) Néu y,(x), ¥2(x) 14 cac nghiém tuong dng coa cac phuong trinh
khéng thudn nhat: '

Llyl = fi(x)
LIyl = £,(0)

thi y(x} = y,(x) + v,(x) 12 nghiém cta phudng trinh.
LIy) = fi(x) + f,().
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Tinh chét nay cda phuong trinh tuyén tinh khéng thudn nhit d6i khi
con dudc goi 1a nguyén 1y chéng chét nghiém.,

Béy gi0 gid sit y,(%), y»(X),..., ¥»(x) 12 hé nghidm cd ban cla phuong
trinh (E36); y'(x) 12 mét nghiém riéng nao ddy cla phuong trinh khéng
thuan nh4t (E35). Khi d6 bidu thie: -

vy =Ciyi(0) + Gy + .. + Cyax) +¥'(x)  (B37)
cho ta nghiém téng quét ctia phudng trinh (E35)

T (E37) ta suy ra ring nghiém tong qudt ciia phudng trinh tuyén

tinh khong thudn nhdt bdng téng cia mét nghiém riéng nao ddy cua

huong trinh d6 va nghiém téng qudt cia phuwong trinh tuyén tinh thudn
nhdt tuong ing.

2. PHUONG PHAP BIEN THIEN HANG SO (PHUONG PHAP LAGRANGE)

Trong phén trén ta da tim thay ring néu biét dude nghiém téng quat
cua phuong trinh (E36) va mét nghidm riéng nao ddy cna (E35) thi ta s& tim
duge nghiém téng quét ctia (E35). Sau ndy ta sé thdy ring trong nhiéu
trudng hgp ta c6 thé tim duge hé nghiém co ban cia (E36) va do d6 nghiém
tdng quat cia né. Vi vay viéc tim nghiém riéng ctia (E35) déng vai tro
rét quan trong. Duéi day ta sé chi ra m6t phuong phap tim nghiém riéng
ctia (E35) khi bigt hé nghiém c¢ ban cta (E36). D6 14 phudng phéap bién
thién hing s6 hoac phudng phap Lagrange. Ta xét phudng phéap nay qua thi
du sau:

Thi du. Xét phuong trinh: xy" - ' = x% Phuong trinh thuin nhat
tudng Gng

‘o Y 1 .
xy" - y' = 0. Phuong trinh nay c6 thé viét duge dudi dang: 3;' = Tz

ddy suy ra y' = C, x va do dé: y = 021 x? +C,1a nghiém téng quat cua

phuong trinh thudn nhat. T day ta suy ra né ¢é hé nghiém co ban la y, = 1;
¥z = x2
Tim nghiém riéng clta phuong trinh dang xét duéi dang:

¥ (x) = Cy(x)x? + C,(x)
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trong dé C,(x), Cy(x) thod man hé phuong trinh:
1.C; (x) + X2C'2(x) =0
0.C, (x) + 2x C,(x)=x

Giai hé phudng trinh nay ta duge: C| (x) =-" G, (x) =

. .
X 1 . X X
Do dé: C,(x) = - ,Colx}= " x va X)=— + x¥=
0= b= v y )
Nghiém téng quat clia phuong trinh dang xét 1a:

3
y=C,+ Cpx® + ’; (Cy, Cy1a hing s6)

IV. MOT SO PHUONG TRINH TUYEN TINH CAP o DANG
DAC BIET

Trong muc nay ta s& xem xét vin tit mét s6 16p phudng trinh tuyén
tinh ma déi véi ching, ta ¢6 thé x4y dung duge nghiém téng quat hodc xem
xét duge mot s6 tinh chat cta nghiém,

1. PHUONG TRINH TUYEN TINH THUAN NHAT VOI HE SO HANG
Dang téng quéat:
y¥Hayt 4 +ay=0 (E38)

trong dé a,, a,,..., a, 1a cac hang s§ thuc. N&u ta dung k¥ hidu cda toan tit vi
phan tuyén tinh

Lly] = y™ + a,y™0 + 4+ 2,y , thi phudng trinh (E38) duge viet dugi
dang:

Lly)=0 (E39)

Trude khi di xét nghiém téng quat cia phudng trinh (E38) ta néu ra
khing dinh sau d4y:

1.1. Bé dé:

Neéu phuong trinh (E38) ¢6 nghiém phite Y(X) = u(x) + iv(x) thi phdn
thue u(x) va phdn 4o v(x) 1a cac nghiém thye ctia phudng trinh (E38).
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Luu § ring: Khang dinh cta bé dé diing cho ¢4 trudng hgp khi cac hé
s cua phuong trinh tuyén tinh thuin nhit 14 cac ham s& thue,

1.2, Phuong phap xay dyng nghiém téng quit cha phuong trinh

vy +ay"P+ . +ay=0

Ta tim nghiém cta (E38) dudi dang y = ™, trong d6 hing s& A dude
x4c dinh sao cho y la nghiém cua (E38). Mudn vay ta thay biéu thie cta y
viao (E38). Ta cé:

yl — ?\.elx , yn — l?.elx,.“’y(n}:lnei\x

Do d6 Lyl =Lie )= (0 va, i v a, et (E40)

Ta ky hiéu: FQ) = A+ aA™'+ __+a, (E41)

(E41) dude goi 1a da thie dic trung cia phuong trinh (E38). T (K40}
ta cb:
Lle™]=e™F()) (E42)
Vi e* #0 nén ham y = €™ 1a nghiém ctia (38) khi va ch] khi:
F(A}=0 hay A"+ a ™+ . + a =0 (E43)
Heé thie (E43) duge goi 1a phuong trinh dac trung tudng ang véi (E38).
Nhu vy dé ham e** 1a nghiém ctia (E38) thi A phai 14 nghiém cha phudng
trinh djc trung va nguge lai. Ta sé xét cic trudng hdp riéng biét sau day:

1.2.1. Phuong trinh ddc trung A" + 61/1"" + ...+ @, co6 n nghiém
thuc khdac nhau:

Ay Az s Ay (A = A néut #j)

Khi d6 ta xdy dung duge n nghiém riéng clia phuong trinh (E38) sau:
yi=eh iy, = ety = et

Hé nay 1ap nén hé nghiém co ban cha phuong trinh (E38).

Trong trusng hgp nay nghiém tdng quat cua (E38) ¢o dang:

y=CieM™ + C, e + 4+ C, M, trong d6 C,, C,, ..., C, 1a c4c hang
86 bat ky.
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1.2.2. Phuong trinh ddc trung 2"+ a, "+ .. ¢ a, ¢6 n nghiém
kRhdc nhau: 4,, A, oy A, nhung cé nghiém phize

Néu xay dung nghiém coua (E38) nhy di lam & phan 1 thi ta vin duge
hé n nghiém doc lap tuyén tinh nhung tfong ching ¢6 nghiém phie, Dé
tranh diéu ndy ta tidn hanh nhu sau: Gia si o +iB la mét nghiém phic
cuia phudng trinh dic trung (E43). Khi d6 a-if cfing 12 mét nghiém phic
cia phuong trinh dac trung (E43). DGi véi cap nghiem phiic lién hgp nay
cia (E43) ta ¢6 hai nghiém phic cia (E38) 1a e *ibx o @ ibx haq cdng
thie Euler:

el +ibx

e™cosBx + ie™sinP x

elo-ibh _ ga cosfx~ie™ sin Bx

Ap dung b8 dé trén ta suy ra rdng phan thuye: e™cosBx, phdn do: e™
siPx 12 hai nghiém thuc cua phuong trinh (E38). Hai nghiém nay déc lap
tuyén tinh .

Nhu vy éng véi mbi cap nghiém phde lién hop o + if, a - if clia
phuong trinh (E43) ta xay dyng duge hai nghiém thyc déc lap tuyén tinh
cua phuong trinh (E38) la e™cosPx, e™sinfx. Kat hgp ching véi nhing
nghiém thuyc khac ta xay dung duge hé nghiém co ban cda (E38).

1.2.3. Truong hop phuong trinh ddc trung 1" + A" 4+ a, 6
nghiém béi

Néu mét nghiém nio d6 ctia phuong trinh dc trung (E43) d6 boi > 2
thi bing cach xay dung nghiém nhu & phin 1 hodc 2 ta khéng thé xay dung
dd n nghiém djc lap tuyén tinh cda phuong trinh (E38). Cu thé, ching han
nghidm A, bi X, eén cac nghiém con lai 1a don thi bing cach x4y dyung nhu
trén ta chi duge n - k + 1 nghiém ddc 1ap tuyén tinh ctia (E38) va nhu vay ta
con thiéu k-1 nghiém dée lap tuyén tinh nita. D8 lam duge diéu dé ta dua
vao bé 48 sau day:

B4 dé

Véi moi s6 nguyén m > 0 ta c6: L{x"e*]= ZC,‘;F{"](JL) x™ Tl
v={

ViArla nghiém boi k ciia phuong trinh dic trung F(A) = 0 nén ta cé:
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F)=FO) =..=F&20) =0, F¥(L) #0
Trong ¢ong thite trén lan lugt cho m = 1,2,..., k - 1 ta suy ra ring
cac ham

xel'x,x2el’x,..., x*Te” " 1a cac nghiém ctia phudng trinh (E38). Nhu

ta dd biét, hé cac ham nay déc 1ap tuyén tinh va do d6 né bd sung vao k - 1
nghiém déc 1ap tuyén tinh thidu & trén.

2. PHUONG TRINH TUYEN TINH KHONG THUAN NHAT VOI HE SO HANG

Trong muc nay ta xét phuong trinh tuyén tinh khéng thuin nhét cé
hé s hing sau:

¥ 4 aly(n-i) + .. tay=fx) (E44)

Trong d6 ay, a,,..., &, 14 cac hang s6, f(x) 1ién tuc trén khoang (a, b).
Néu dang ky hiéu toan t& Lly] = y® + a,y™? + _ + a,y, thi (E44) duge viét
dudi dang:

Liy] = f(x) (E45)

Nhu da biét, phuong trinh tuyén tinh thuén nhét tuong tng ctia né
1a Lly} = 0 ¢6 thé gidi dugc, nghia 1a ta c6 thé tim dude hé nghiém cd ban
ca né. Nhung khi d6 4p dung phuong phap bién thién hing s8 ta c6 thé
tim nghiém riéng y*(x) cia phuong trinh khéng thudn nhdt (E44) va do dé
¢ thé tim nghiém téng quat cia phudng trinh (E44). Tuy nhién, khi ap
dung phuong phap bién thién hing s6 dé tim nghiém riéng cua phuodng
trinh (E44) nhiéu lic ta di dén nhiing tinh toan phite tap. Trong trudng hgp
ham f(x) ¢6 nhiing dang dic biét (kh4 théng dung) ta cé thé ap dung phuong
phéap hé s6 bat dinh dudi ddy dé tim nghiém riéng ctia phuong trinh (E44)
mét cach don gian hon.

2.1. Truomg hop 1

Ham f(x) ¢6 dang mét da thiic c&p m nhan v6i ham mi:

f(x) = (box™ + byx™' + .. + b,) e**, trong d6 by, by, ..., b,,, @ 13 cac
hing sb.
Ta ky higu: Po(x) =bex™+bx™!+ .. + b

Khi d6 phuong trinh (E44) dudc viét duédi dang L{y] = P.(x)e™ (E46)
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Cé hai truong hop e6 thé xay ra sau day:
a) o khong phai 1a nghiém cda phuang trinh dic trung:
F)=ir+aprt+ 4 agh+a,=0
ticla F(a) # 0. Khi d6 ta tim nghiém riéng etia (44) dudi dang:
YHE) = Qu(x) e™ (E47)
trong dé Q,(x) 12 mét da thite cAp m vdi cac hé s cin xac dinh:;
Qu(®) = doex™ + dx™! + .+ d,,
Dé xac dinh céc hé s dy, d,,..., d_ ta thay (E47) vao (E46) va sau khi

gian ude thiva s6 ¢ ta dong nh&t cac hé s8 cla céc luf thira ciing bac eva x

o hai da thic vé phai va vé& trai.
b) e 14 nghiém bi k (k 2 1) ciia phuong trinh dac trung |, khi d6:
Floy=F=..= F& Dy Fo)® 5 0,

Trong trudng hop nay ta khéng thé tim nghiém rigng y*(x) dudi dang
(E47} vi Fla)=0 khéng cho phép ta xic dinh duge cic hé s6 do,*d,, ...d,,. Ta
tim nghiém riéng y*(x) dugi dang: y*(x) = x*Q_(k)e

Hé qua: Néu f(x) 1a da thie cAp m:
f(x) = byx™ + bx™+  +b
thi ta di dén quy téc tim nghiém riéng nhu sau:

(1) Néu moi nghiém cia phudng trinh dic trung khac khéng thi ta
tim nghiém riéng dudi dang:

y*(x) = dﬂxm+ d]Xm-l +..+ dm (E48)

(11) Néu phuong trinh dac trung cé mét nghiém bing 0 béi k thi ta tim
nghiém riéng dusi dang:

Y0 = xMdox™ + dyx™ 1 4+ q.) (E49)
2.2. Truéng hop 2
Ham f(x) c6 dang:
f) = e™(P{ (x)cospx + P (x)sin px] (E50)
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trong do Pé}) (x), Pg} (x) ia cac da thiic cha x bac khong qua m va it nhat mot
trong hai da thiic trén ¢6 bac bing m. C6 thé mat trong hai la hang s8, tham
chi d8ng nhat bang 0.

Ap dung phép bién d6i Euler:

iix -ifix P ~ipx
cosPx= er e ,sinfBx = © _e (E51)
2 21

ta vidt lai f(x) dusi dang sau:

X peTibx iPx _ -ifx
f) = PO (x)e ® "¢ 1P (x)ex® ~©
2 AN
= ﬁg](x)e{awii}}x +§E)(x)e{a—is)x (E52)

trong dé ﬁ(,}),f’[[f)(x) 1 céc da thic bae m, tic f(x) 14 téng chia hai ham dang

da xét § truong hop 1. Ap dung nguyén 1§ chong chit nghidm va két qua 6
truong hgp 1 ta suy ra:

a) Néu a + 1P khong phai la nghiém cta phuong trinh dac trung thi
nghiém riéng y'(x) duge tim dudi dang:
y*(x) = Qg)(x)e{“*m}" +Q§)(x)e{“"m)" (E53)
Trong d6 Q{,}l)(x),ng}(x) 14 cac da thie cdp m véi cac hé s8 bat dinh.
b) Néu o + 1B 1a nghiém boi k(k > 1) cua phudng trinh dac trung thi
nghiém riéng y'(x) dude tim dudi dang.
y' () = x* [QY) (x)el K 4+ QD) (x)elx¥)) (E54)
Tu (E53), (E54) trd lai dang thue ta di d8n quy téc tim nghiém riéng
ctita phuong trinh (E44) trong trudng hgp nay nhu sau:
- Né&u a +ip khéong phai 14 nghiém cua phuong trinh dic trung thi ta
tim nghiém riéng y'(x) duéi dang:
y*(x) = [QY (x)cosPx + Qg‘;) (x)sin Bxle** (E55)
Trong 46 Q1,QP(x) 1a cac da thiic cip m véi cac hé s6 ta cin
xac dinh.
- Néu o +ip la nghiém bdi k cua phudng trinh dée trung (k = 1) thi
ta tim nghiém riéng y (x) duéi dang;
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yHx) = x* [Q g}(x)cos Bx + Qf\)(x)sin Bxle™ °  (E586)

Dé x4c dinh cac hé s6 cua QE?(X),QK)-(K) ta thay y'(x) vao phuong
trinh (E44) nhu d4 tién hanh & truong hgp 1. Ta cdn chd y ring ngay ca khi
mdt trong hai da thite PV (x) hosc P{#(x) déng nhat béng 0 thi vAn phai

tim nghiém riéng y'(x) dudi dang (E55) hosc (E54).
4. PHUONG TRINH VI PHAN TUYEN TINH THUAN NHAT CAP HAI
Trong muc nay ta sé xét mot s& tinh chat nghiém cta phueng trinh vi
phén tuyén tinh thuin nhat c&p 2: '
y'+px}y' +q(x)y=0 (E57)
Truong hgp p(x), qfx) la nhitng hing s§ nhu da thdy, ta luén tim duge
nghiém téng quat cta phuong trinh (E57) va do d6 dé dang bidt duge cac
tinh chét nghiém cGa phuong trinh. Truong hop p(x), q(x) khéng phai la
hang s6, tham chi d6i véi phuong trinh dang don gidn hon.
y'+ax)y=0 ‘ (E58)

nét chung, khéng thé tim duge bifu thite cdia nghiém téng quat. Tuy vay,
nhu sau day sé thay, dua vao cac tinh chit cia ham p(x), q(x) ta c6 thé bist
dude mét 8 tinh chit cha nghiém phuong trinh (E57).

1. BUA PHUONG TRINH VE DANG KHONG CHUA DAO HAM CAP 1

Gia thigt cac ham p(x), q(x) lién tuc trén khoang (a, b), ngudi ta da chj
ra ring tén tai phép bién déi:

y= ax)z (E59)

véi z 14 ham s8 mdi phai tim dua phuong trinh (E57) vé dang (E58). That
vay, thay (E59) vao (E57) ta dige:

o"(x) 2 + 20'(x) 2' + a(x) z';.+ p®[o'(X)z + a(x)z'] + q(x)o:(sz =0

hay:

o= {206 CON P (X)J 2 {a" (x) +plx) a'(x) + q(x)] z=0 (E60)
%) a(x) a(x)

Ta chon a(x) sao cho:
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2a'(x) +p(x) =0
(%)
Tit ¢4y suy ra:
_J'P.(,’de
ax)=e "’ 2 (E61)
Khi dé:
a'(x) = p(x) I%)dx
2
1 2 . w "
all(x):|:_p (X)+P (X)]e j 2 d
2 4
Do d6 phuong trinh ¢6 dang:
] 2 2
z" + [— P éx) 4P 4(x) _P Z(X) +q(x)}z=0
hay: 2" +J(x)z=0 {(E62)
trong do:
' 2
I = BP0, o (E63)

Ham J(x} dugc goi la cai bdt bién cha phuong trinh (E57) (vi moi phép
thé dang (E59) dua phudng trinh (E67) vé dang (E62) ciing chung J(x)).

Phudng trinh (E62) s& tich phan dugc néu J(x) 1a hing s6 hoic c6
dang J(x} =

v@i a, ¢ 14 hing s§.
(x~a)*

2. PUA PHUONG TRINH VE DANG LIEN HOP

Dinh nghia: Phuong trinh tuyén tinh thudn nhét cAp 2 ma hé 8 cta
v' béng dao ham ctia hé s§ y" duge goi 1a phuong trinh tu lién hep.

Nhu vay phuong trinh tu lién hgp eip 2 c6 dang:

PR Y +pXy +qx)y=0
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d
3 Py ]+ atay =0 (E64)
Ngudi ta da ching minh ring, phuong trinh tuyén tinh thuin nhat
cAp 2:-

Po(X) y" + Py (X} ¥ + py(x) y = 0 (E65)

v6i cac hé s8 lién tuc trén khodng (a, b) va p, (x} #0 c6 thé dua duge vé
dang ty lién hop.

23-TUHD
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