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MỞ ĐẦU 

1. Lý do chọn đề tài. 

Đất nước ta đang trên con đường công nghiệp hóa và hiện đại hóa, để 

công cuộc đó thành công thì yếu tố con người là quyết định. Do vậy xã hội 

đang rất cần những con người có khả năng lao động tự chủ, sáng tạo, có năng 

lực giải quyết những vấn đề thường gặp, qua đó góp phần thực hiện thắng lợi 

các mục tiêu của Đất nước.  

Luật giáo dục nước Cộng hòa xã hội chủ nghĩa Việt Nam năm 2005 đã   

ghi: “Phương pháp giáo dục phải phát huy tính tích cực, tự giác, chủ động, 

sáng tạo của người học, bồi dưỡng năng lực tự học, khả năng thực hành, lòng 

say mê học tập và ý chí vươn lên” (Chương I, điều 5).  

Thực hiện nhiệm vụ trên trong những năm qua ngành Giáo dục đã và 

đang tích cực tiến hành đổi mới cả về nội dung và phương pháp dạy học. 

Quan điểm chung về đổi mới phương pháp dạy học môn Toán ở trường 

THPT là làm cho HS học tập tích cực, chủ động, sáng tạo, chống lại thói quen 

học tập thụ động. Trong việc đổi mới phương pháp dạy học môn Toán ở 

trường THPT, việc bồi dưỡng năng lực giải toán cho HS khá giỏi là đặc biệt 

quan trọng và cần được bồi dưỡng thường xuyên bởi chính các em là thế hệ 

nhân tài tương lai của Đất nước. 

Về nội dung môn Toán: Trong hệ thống kiến thức được đưa vào 

chương trình giảng dạy cho học sinh THPT, ngoài những nội dung quen thuộc 

của môn Toán như các Phép biến hình, Vectơ và tọa độ, Tập hợp, Phương 

trình và Bất phương trình, Hàm số và Đồ thị, những yếu tố của Phép tính vi 

tích phân, Đại số tổ hợp, ... thì Số phức đã được đưa vào chương trình Giải 

tích 12. Mục tiêu chính của việc đưa nội dung số phức vào chương trình môn 

toán ở trường THPT là hoàn thiện hệ thống số và khai thác một số ứng dụng 

khác của số phức trong Đại số, trong Hình học và trong Lượng giác. 
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 Số phức xuất hiện từ thể kỷ XIX do nhu cầu phát triển của Toán học về 

giải những phương trình đại số. Từ khi ra đời số phức đã thúc đẩy toán học 

tiến lên mạnh mẽ và giải quyết được nhiều vấn đề của khoa học và kỹ thuật. 

Đối với HS bậc THPT thì số phức là một nội dung còn mới mẻ, với thời 

lượng không nhiều, HS mới chỉ biết được những kiến thức rất cơ bản của số 

phức, việc khai thác các ứng dụng của số phức còn hạn chế, đặc biệt là việc 

sử dụng số phức như một phương tiện để giải các bài toán Hình học phẳng và 

Lượng giác là một vấn đề khó, đòi hỏi HS phải có năng lực giải toán nhất 

định, biết vận dụng kiến thức đa dạng của toán học. Tuy nhiên dạy cho HS 

khá giỏi biết ứng dụng số phức vào việc giải các bài toán Hình học phẳng và 

Lượng giác có tác dụng lớn trong việc bồi dưỡng năng lực giải toán cho HS, 

đồng thời giúp HS khắc sâu, tổng hợp, hệ thống hóa được kiến thức cơ bản, 

dạng toán quen thuộc, giải quyết được một số bài toán khó, phức tạp chưa có 

thuật toán. Để đáp ứng được điều đó cũng đòi hỏi GV phải có hiểu biết cần 

thiết, có cách nhìn sâu sắc hơn về các ứng dụng của Số phức. 

Mặc dù vậy SGK Giải tích 12 đưa số lượng bài tập ứng dụng Số phức 

vào giải toán Hình học phẳng và Lượng giác không nhiều. Hơn nữa, qua tìm 

hiểu thực tế giảng dạy thí điểm ở một số trường THPT, một số trường THPT 

chuyên vấn đề đưa số phức trở thành công cụ giải toán cho HS chưa được GV 

quan tâm và coi trọng đúng mức.  

Với những lí do trên, chúng tôi chọn đề tài nghiên cứu là: “Bồi dưỡng 

năng lực ứng dụng số phức vào giải toán Hình học phẳng và Lượng giác 

cho học sinh khá giỏi Trung học phổ thông”. 

2. Mục đích nghiên cứu.  

Nghiên cứu việc vận dụng số phức vào giải các bài toán Hình học 

phẳng và Lượng giác từ đó giúp HS thấy được ý nghĩa quan trọng của số 

phức trong toán học nói chung và trong giải toán nói riêng. Từ đó rèn luyện 
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kỹ năng, bồi dưỡng năng lực ứng dụng số phức vào giải bài toán Hình học 

phẳng và Lượng  

giác cho HS.  

3. Nhiệm vụ nghiên cứu.  

- Nghiên cứu một số vấn đề về giải toán; năng lực và năng lực giải toán. 

- Nghiên cứu cơ sở lý luận và thực tiễn của việc sử dụng số phức như 

một công cụ để giải toán Hình học phẳng và Lượng giác cho HS khá giỏi 

THPT.  

- Xây dựng một số chuyên đề nhằm bồi dưỡng năng lực giải toán cho HS 

bằng số phức, góp phần phát triển, bồi dưỡng năng lực giải toán cho HS khá 

giỏi bậc THPT.  

Thử nghiệm sư phạm để kiểm nghiệm tính khả thi của đề tài.    

4. Giả thuyết khoa học. 

Nếu xây dựng được một số chuyên đề ứng dụng số phức để giải các bài 

toán Hình học phẳng và Lượng giác, đồng thời đề xuất các biện pháp sư phạm 

phù hợp thì sẽ góp phần phát triển năng lực giải toán cho HS khá giỏi. Giúp 

HS khắc sâu kiến thức đã học, phát huy tính chủ động, tính tích cực trong việc 

tiếp thu kiến thức mới góp phần nâng cao chất lượng dạy và học ở trường 

THPT. 

5. Phƣơng pháp nghiên cứu. 

 5.1. Nghiên cứu lý luận. 

 - Nghiên cứu các tài liệu lý luận (triết học, giáo dục học, tâm lí học, lí 

luận dạy học bộ môn Toán) có liên quan tới đề tài của luận văn.  

 - Nghiên cứu SGK, sách tham khảo, tạp chí, các tài liệu trong nước và 

ngoài nước có liên quan đến nội dung ứng dụng số phức vào giải toán và bồi 

dưỡng năng lực giải toán của HS khá giỏi THPT. 

 5.2. Điều tra, quan sát.  
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 Dự giờ, phỏng vấn, điều tra, thu thập ý kiến của GV (ở một số trường 

THPT tiến hành dạy thực nghiệm Giải tích 12, trường THPT chuyên) về 

thực trạng dạy học nội dung số phức và ứng dụng của số phức vào giải toán.  

 5.3. Thử nghiệm sƣ phạm. 

 Nhằm kiểm nghiệm thực tiễn một phần tính khả thi và hiệu quả của đề 

tài nghiên cứu. 

6. Cấu trúc của luận văn. 

Luận văn gồm phần "Mở đầu", "Kết luận” và ba chương. 

Chương 1. Cơ sở lý luận và thực tiễn. 

Chương 2. Xây dựng một số chuyên đề nhằm bồi dưỡng năng lực ứng 

dụng số phức vào giải một số dạng toán hình học phẳng và lượng giác.  

Chương 3. Thử nghiệm sư phạm. 

Danh mục tài liệu tham khảo và các phụ lục. 
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CHƢƠNG 1 

CƠ SỞ LÝ LUẬN VÀ THỰC TIỄN 

1.1. Lý luận về dạy học giải bài tập toán. 

1.1.1. Mục đích, vị trí, vai trò và ý nghĩa của bài tập toán trong trƣờng 

phổ thông. 

G.Polya cho rằng: “Trong toán học, nắm vững bộ môn toán quan trọng 

hơn rất nhiều so với một kiến thức thuần túy mà ta có thể bổ sung nhờ một 

cuốn sách tra cứu thích hợp. Vì vậy cả trong trường trung học cũng như trong 

các trường chuyên nghiệp, ta không chỉ truyền thụ cho HS những kiến thức 

nhất định, mà quan trọng hơn nhiều là phải dạy cho họ đến một mức độ nào 

đó nắm vững môn học. Vậy thế nào là nắm vững môn toán? Đó là biết giải 

toán!” [20 - Tr.82]. Trên cơ sở đó ta có thể thấy rõ hơn mục đích, vị trí, vai trò 

và ý nghĩa của bài tập toán trong trường THPT như sau. 

1.1.1.1. Mục đích. 

Để đào tạo được những con người đáp ứng được đòi hỏi của xã hội 

ngày nay, những con người năng động, sáng tạo, có tinh thần trách nhiệm, có 

trí tuệ, có khả năng lao động kĩ thuật cao,... trong các nhà trường THPT đã đặt 

ra nhiều mục đích, mục tiêu cụ thể cho việc đào tạo.  

Toán học có vai trò to lớn trong đời sống, trong khoa học và công nghệ 

hiện đại, kiến thức toán học là công cụ để HS học tập tốt các môn học khác, 

giúp HS hoạt động có hiệu quả trong mọi lĩnh vực. Vì vậy, trong dạy toán nói 

chung, giải bài tập toán nói riêng cần xác định những mục đích cụ thể, sát 

thực. Có thể thấy rõ một số mục đích bài tập toán ở trường phổ thông là: 

 Phát triển ở HS những năng lực và phẩm chất trí tuệ, giúp HS biết 

những tri thức khoa học của nhân loại được tiếp thu thành kiến thức của bản 

thân, thành công cụ để nhận thức và hành động đúng đắn trong các lĩnh vực 

hoạt động cũng như trong học tập hiện nay và sau này. 
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 Làm cho HS từng bước nắm được một cách chính xác, vững chắc và 

có hệ thống những kiến thức và kỹ năng toán học phổ thông cơ bản, hiện đại, 

phù hợp với thực tiễn và có năng lực vận dụng những tri thức đó vào những 

tình huống cụ thể, vào đời sống, vào lao động sản xuất, vào việc học tập các 

bộ môn khoa học khác. 

 Thông qua việc giải bài tập, HS khắc sâu các kiến thức đã học, biết 

xâu chuỗi các kiến với nhau, kích thích sự tìm tòi, sáng tạo các kiến thức mới 

đối với HS. Qua đó rèn luyện tư duy lôgic, sáng tạo, tính kiên trì, cần cù, chịu 

khó... ở  người HS. 

 Bồi dưỡng thế giới quan duy vật biện chứng, hình thành những phẩm 

chất đạo đức của người lao động mới.  

1.1.1.2. Vị trí và vai trò của bài tập toán. 

Trong dạy học toán ở trường THPT, bài tập toán có vai trò vô cùng 

quan trọng, vì theo Nguyễn Bá Kim: “Ở truờng phổ thông, dạy toán là dạy 

hoạt động toán học. Đối với HS có thể xem giải toán là hình thức chủ yếu của 

hoạt động toán học. Các bài tập toán ở trường phổ thông là một phương tiện 

rất có hiệu quả và không thể thay thế được trong việc giúp HS nắm vững 

những tri thức, phát triển tư duy, hình thành kĩ năng kĩ xảo, ứng dụng toán 

học vào thực tiễn. Hoạt động giải bài tập toán là điều kiện để thực hiện tốt các 

nhiệm vụ dạy học toán ở trường phổ thông. Vì vậy, tổ chức có hiệu quả việc 

dạy giải bài tập toán học có vai trò quyết định đối với chất lượng dạy học 

toán”                   [13 - Tr.201]. 

Cũng theo Nguyễn Bá Kim: “Bài tập toán học có vai trò quan trọng 

trong môn toán. Điều căn bản là bài tập có vai trò giá mang hoạt động của 

HS. Thông qua giải bài tập, HS phải thực hiện những hoạt động nhất định bao 

gồm cả nhận dạng và thể hiện định nghĩa, định lý, quy tắc hay phương pháp, 

những hoạt động toán học phức hợp, những hoạt động trí tuệ phổ biến trong 
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toán học, những hoạt động trí tuệ chung và những hoạt động ngôn ngữ”. [13 - 

Tr 388]   

Như vậy bài tập toán ở trường phổ thông có vị trí, vai trò quan trọng 

trong hoạt động dạy, học toán ở trường THPT. Vì thế, cần lựa chọn các bài 

tập toán sao cho phù hợp với đối tượng và năng lực của HS, như thế mới phát 

huy được năng lực giải toán của HS.  

1.1.1.3. Ý nghĩa. 

Ở trường phổ thông, dạy toán là dạy hoạt động toán học. Đối với HS có 

thể xem việc giải toán là hình thức chủ yếu của hoạt động toán học. Việc giải 

toán có nhiều ý nghĩa. Cụ thể: 

 Đó là hình thức tốt nhất để củng cố, đào sâu, hệ thống hóa kiến thức và 

rèn luyện kỹ năng. Trong nhiều trường hợp, giải toán là một hình thức rất tốt 

để dẫn dắt HS tự mình đi tìm kiến thức mới. 

 Đó là một hình thức vận dụng những kiến thức đã học vào những vấn 

đề cụ thể, vào thực tiễn, vào vấn đề mới.  

 Đó là hình thức tốt nhất để GV kiểm tra HS và học sinh tự kiểm tra về 

năng lực, về mức độ tiếp thu và vận dụng kiến thức đã học. 

 Việc giải toán có tác dụng lớn gây hứng thú học tập của HS, phát triển 

trí tuệ và giáo dục, rèn luyện người HS về rất nhiều mặt. 

1.1.2. Chức năng của bài tập toán. 

Trong thực tiễn dạy học, bài tập toán học được sử dụng với nhiều dụng 

ý khác nhau. Một bài tập có thể tạo tiền đề xuất phát, để gợi động cơ, để làm 

việc với một nội dung mới, để củng cố hoặc kiểm tra,... Mỗi bài tập cụ thể 

được đặt ra ở một thời điểm nào đó của quá trình dạy học đều chứa đựng một 

cách tường minh hay ẩn tàng những chức năng khác nhau, những chức năng 

này đều hướng đến các mục đích dạy học trong môn Toán, hệ thống bài tập có 

các chức năng sau. 
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 Với chức năng dạy học, bài tập nhằm hình thành, củng cố cho HS 

những tri thức, kĩ năng, kĩ xảo ở những giai đoạn khác nhau của quá trình dạy 

học. Cụ thể như:  Làm sáng tỏ và khắc sâu những vấn đề về lý thuyết; thu 

gọn, mở rộng, bổ sung cho lý thuyết trên cơ sở thường xuyên hệ thống hóa 

kiến thức và nhấn mạnh phần trọng tâm của lý thuyết. Đặc biệt bài tập còn 

mang tác dụng giáo dục kĩ thuật, tổng hợp thể hiện qua việc giúp HS rèn 

luyện kĩ năng tính toán, kĩ năng đọc hình vẽ, kĩ năng sử dụng các phương tiện 

học tập, kĩ năng thực hành toán học; phương pháp tư duy, thói quen đặt vấn 

đề một cách hợp lí, ngắn gọn tiết kiệm thời gian,... 

 Chẳng hạn, sau khi đã dạy cho HS phương pháp chọn tọa độ phức thích 

hợp cho một bài toán, chúng ta có thể đưa ra ví dụ sau đây. 

Ví dụ 1.  

Tìm giá trị nhỏ nhất của biểu thức cos2 cos2 cos2P      A B C , 

với ,   vµ A B C  là các góc của một tam giác ABC . 

Ở lớp 11, HS đã biết bài toán chứng minh trong tam giác ABC , ta có:  

cos2 cos2 cos2 4cos cos cos 1      A B C A B C . 

Khi đó đứng trước bài toán tìm giá trị nhỏ nhất của P, học sinh sẽ gặp 

khó khăn trong việc biến đổi để có thể đưa P về biểu thức có thể đánh giá 

được. Từ đó dẫn HS tới việc phải tính các giá trị côsin của các góc, mà điều 

đó sẽ thuận lợi hơn khi ta chọn được một tọa độ phức thích hợp cho các đỉnh. 

Giải.  Chọn đường tròn tâm O ngoại tiếp tam 

giác ABC  làm đường tròn đơn vị; giả sử tọa độ 

của các đỉnh tam giác là ,   vµ A a B b C c .  

Ta có  cos2
2

1
    

2

bc cb
A bc cb

b c
, do 

 . 1      a a bb cc .  
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Tương tự ta có 

cos2
1

   vµ
2

B ca ac  cos2 .
1

   
2

C ab ba  

Suy ra   cos2 cos2 cos2
1

P        
2

A B C bc cb ca ac ab ba  

1

2

1
3

2

 

 

aa ab ac bb ba bc cc ca cb aa bb cc

a a b c b b a c c c a b

 

          
1 3

2 2

3
     

2
a b c a b c , vì 0  a b c a b c . 

Do đó 
3

2
min

P   , khi và chỉ khi 0  a b c  hay 0      OA OB OC
   

, 

suy ra   O G , điều đó có nghĩa là tam giác ABC  là tam giác đều.  

Như vậy, thông qua ví dụ này GV đã khắc sâu được kiến thức về chọn 

tọa độ thích hợp cho một bài toán. Đặc biệt giúp HS ôn tập lại một số kiến 

thức đã học như: Công thức tính góc, tính chất về môđun, tính chất về tọa độ 

của các điểm thuộc đường tròn đơn vị,... Qua bài toán cũng góp phần rèn 

luyện kỹ năng tính toán, kỹ năng biến đổi số phức cho HS. 

 Với chức năng giáo dục, bài tập giúp HS hình thành thế giới quan duy 

vật biện chứng, từng bước nâng cao hứng thú học tập, tạo niềm tin ở bản thân 

HS và phẩm chất của con người lao động mới, rèn luyện cho HS đức tính kiên 

nhẫn, bền bỉ, không ngại khó, sự chính xác và chu đáo trong khoa học. 

 Có thể thấy rõ điều này qua ví dụ 1 mà ta xét ở trên. Sau khi HS liên hệ 

đến bài tập đã biết ở lớp 11, bước đầu gây cho các em khó khăn trong việc tìm 

hướng giải quyết bài toán. Sau khi gợi ý cho HS có thể sử dụng số phức để 

giải bài toán này nhờ việc chọn tọa độ thích hợp cho các yếu tố của bài toán 

sẽ tạo cho các em một niềm tin vào bản thân, tạo cho các em hứng thú hơn 

www.VNMATH.com



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên         http://www.lrc-tnu.edu.vn 

13 

bởi có thể giải bài toán trên bằng nhiều con đường khác nhau. GV cũng cần 

quan tâm, động viên để các em kiên trì biến đổi đưa đến kết quả của bài toán.  

 Với chức năng phát triển, bài tập giúp HS ngày càng nâng cao khả 

năng suy nghĩ, rèn luyện các thao tác tư duy như: phân tích, tổng hợp, suy 

diễn, quy nạp, tương tự, đặc biệt hóa, khái quát hóa,...thông thạo một số 

phương pháp suy luận toán học, biết phát hiện và giải quyết vấn đề một cách 

thông minh sáng tạo. Từ đó hình thành phẩm chất tư duy khoa học. 

 Quay trở lại ví dụ 1, sau khi HS đã hoàn thành lời giải cho bài toán, 

GV có thể đưa ra một số bài toán khác gần gũi hoặc là những trường hợp đặc 

biệt, tương tự với bài toán trên, chẳng hạn: 

Bài 1. Chứng minh rằng, với mọi tam giác ABC  ta có: 

3
cos cos cos

2
      A B C . 

Bài 2. Cho tam giác nhọn ABC , chứng minh rằng  

3
cos2 cos2 cos2

2
      A B C . 

Do HS đã giải được bài toán trên nên khi xét các trường hợp đặc biệt, 

tương tự này sẽ tạo cho HS tích cực hơn trong việc tìm lời giải của bài toán. 

Qua đó hình thành cho HS biết suy nghĩ, suy xét bài toán ở những góc độ 

khác nhau, biết xét các trường hợp đặc biệt để tìm lời giải cho bài toán lớn.  

  Với chức năng kiểm tra, bài tập giúp GV và HS đánh giá được mức độ 

và kết quả của quá trình dạy và học, đồng thời nó cũng đánh giá khả năng độc 

lập học toán và trình độ pháp triển của HS . 

 Thông qua giải bài tập, GV có thể tìm thấy những điểm mạnh, những 

hạn chế trong việc tiếp thu và trình bày tri thức của HS. Qua đó có thể bổ 

sung, rèn luyện, và bồi dưỡng tiếp cho HS. 

Có thể nói rằng hiệu quả của việc dạy toán ở trường phổ thông phần 

lớn phụ thuộc vào việc khai thác và thực hiện một cách đầy đủ các chức năng 
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có thể có của các tác giả viết SGK đã có dụng ý đưa vào chương trình. Người 

GV phải có nhiệm vụ khám phá và thực hiện dụng ý của tác giả bằng năng lực 

sư phạm của mình. 

1.1.3. Dạy học giải bài tập toán học theo tƣ tƣởng của G.Polya.  

Trong môn toán ở trường phổ thông có nhiều bài tập toán chưa có hoặc 

không có thuật giải  và cũng không có một thuật giải tổng quát nào để giải tất 

cả các bài toán, chúng ta chỉ có thể thông qua việc dạy học giải một số bài 

toán cụ thể mà dần dần truyền thụ cho HS cách thức, kinh nghiệm trong việc 

suy nghĩ, tìm tòi lời giải cho mỗi bài toán. 

Dạy học giải bài tập toán không có nghĩa là GV cung cấp cho HS lời 

giải bài toán. Biết lời giải bài toán không quan trọng bằng làm thế nào để giải 

được bài toán, vì vậy cần trang bị những hướng dẫn chung, gợi ý các suy nghĩ 

tìm tòi, phát hiện cách giải bài toán là cần thiết.  

Dựa trên những tư tưởng tổng quát cùng với những gợi ý chi tiết của 

G.Polya về cách thức giải toán, phương pháp tìm tòi lời giải cho một bài toán 

thường được tiến hành theo bốn bước sau. 

* Bước 1: Tìm hiểu nội dung bài toán. 

Để tìm hiểu nội dung của bài toán, cần chú ý các yếu tố cơ bản: 

- Phân biệt cái đã cho và cái phải tìm, cái phải chứng minh.  

- Có thể dùng công thức, kí hiệu, hình vẽ để diễn tả đề bài. 

- Phân biệt các thành phần khác nhau của điều kiện. Có thể diễn tả các 

điều kiện đó thành công thức không? 

* Bước 2: Xây dựng chƣơng trình giải. 

Yếu tố quan trọng khi giải được bài toán chính là việc xây dựng chương trình 

giải cho bài toán đó. Vì vậy khi thực hiện, chúng ta cần chú ý: 

- Phân tích bài toán đã cho thành nhiều bài toán đơn giản quen thuộc. 
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- Lựa chọn những kiến thức đã học (Định nghĩa, định lí, quy tắc...) gần 

gũi hơn cả với dữ kiện của bài toán rồi mò mẫm dự đoán kết quả. 

- Sử dụng những phương pháp đặc thù với từng dạng toán như  chứng 

minh  (phản chứng, qui nạp toán học...) , toán dựng hình, toán quỹ tích... 

* Bước 3: Trình bày lời giải. 

-Trình bày lại lời giải sau khi đã điều chỉnh những chỗ cần thiết.  

* Bước 4:  Kiểm tra và nghiên cứu lời giải.  

- Kiểm tra lại kết quả, xem lại các lập luận trong quá trình giải.  

- Nhìn lại toàn bộ các bước giải, rút ra tri thức phương pháp để giải một 

bài toán nào đó. 

- Tìm thêm cách giải khác (nếu có thể). 

- Khai thác kết quả có thể có của bài toán. 

- Đề xuất bài toán tương tự, bài toán đặc biệt hoặc khái quát hoá bài toán... 

Như vậy, có thể nói  “Quá trình HS học phương pháp chung để giải 

toán là một quá trình biến những tri thức phương pháp tổng quát thành kinh 

nghiệm giải toán của bản thân mình thông qua việc giải hàng loạt bài toán cụ 

thể. Từ phương pháp chung giải toán đi tới cách giải một bài toán cụ thể còn 

là cả một chặng đường đòi hỏi lao động tích cực của người HS, trong đó có 

nhiều yếu tố sáng tạo” [21 - Tr.423] . 

Ví dụ 2. Hình vuông ABCD có đỉnh A trùng với gốc tọa độ O, hai đỉnh B và 

D thay đổi tương ứng trên phần dương trục ,  Ox Oy ; điểm I có tọa độ 

;  I 2 2 . 

1) Chứng minh tam giác AIC là tam giác vuông. 

2) Tìm qũy tích trọng tâm G của tam giác AIC. 

Lời giải.  

Bước 1: Tìm hiểu bài toán. 

(?) Yêu cầu của bài toán là gì. 

www.VNMATH.com



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên         http://www.lrc-tnu.edu.vn 

16 

(!) Bài toán yêu cầu chứng minh một tam giác là tam giác vuông và tĩm quỹ 

tích trọng tâm của tam giác đó. 

(?) Để chứng minh tam giác vuông ta thường sử dụng kiến thức nào. 

(!) Định lý đảo của Pitago, tính góc của tam giác,... 

(?) Ở bài toán này muốn áp dụng định lý đảo của Pitago ta cần tính được độ 

dài của các cạnh tam giác. Có thể thực hiện được điều đó không. 

(!) Thực hiện được vì ta có thể xác định được tọa độ của các đỉnh hình vuông.  

(?) Để tìm quỹ tích trọng tâm có thể xác định được tọa độ của điểm trọng tâm 

không. 

(!)  Xác định được vì đã tìm được tọa độ 

các đỉnh của nó. 

Bước 2:  Xây dựng chƣơng trình 

giải. 

(?) Như vậy bài toán có thể thực hiện 

được khi biết tọa độ của các đỉnh của 

hình vuông. Hãy thiết lập hệ trục tọa độ 

và xác định tọa độ phức của các đỉnh hình 

vuông và của điểm I. 

(!) ... 

(?) Để chứng minh tam giác AIC vuông, hãy tính AI 2 , AC 2  và IC 2 . Sau đó 

so sánh, đối chiếu với định lý Pitago đảo. 

(!) ...  

(?) Bây giờ vì G là trọng tâm của tam giác AIC nên ta có tọa độ trọng tâm của 

điểm G là   
0

1

3
g a z c . Hãy xác định tọa độ của điểm G. Từ đó kết 

luận quỹ tích của G.  

Bước 3: Trình bày lời giải.  
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Chuyển sang xét trong mặt phẳng phức ta có: 

Giả sử số phức của các đỉnh A, B, C và D của hình vuông ABCD và của 

điểm I là: ,  ,  ,   0 0a b x c x ix d ix x  và  
0

2 2z i . 

1) Chứng minh tam giác AIC là tam giác vuông. 

Ta có     ;            ;AI i AC x ix x
2 22 2 22 2 8 2  

và          .
22 2 22 2

0
2 2 2 2 2 8IC c z x i x x x x  

Như vậy IC AI IC2 2 2 . Theo định lý Pitago đảo, tam giác AIC 

vuông tại A. 

2) Quỹ tích trọng tâm G của tam giác AIC. 

G là trọng tâm của tam giác A IC  khi và chi khi  

  
1

3
OG OA OI OC
   

, hay ta có biểu thức    
0

1

3
g a z c , vì 0a  

nên                                
0

1 1
2 2

3 3
g z c i x ix  

           
2 2

3 3 3 3

x x
g i u iv  

       

      

        

 

x
u v u

x
v u

x
v

2 4

3 3 3

2 2

3 3 3

0 2

3

 

Vậy quỹ tích G là tia 
O

G t  gồm các điểm x iy  thỏa mãn phương trình: 

  y x
4

3
 (tia này song song với đường phân giác góc phần tư thứ nhất và 

đi qua điểm 
O

G  sao cho O
A G A I

1

3
).  

Bƣớc 4: Kiểm tra và nghiên cứu lời giải . 
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(?) Có thể giải bài toán này theo cách khác được không? 

(!) + Có thể giải được nhờ tính các góc của tam giác. 

     + Bài toán có thể giải được khi áp dụng các kiến thức về tọa độ thông 

thường mà không xét trong mặt phẳng tọa độ phức. 

 Như vậy qua ví dụ này, GV cần quan tâm tới vấn đề chuyển đổi ngôn 

ngữ hình học thông thường sang ngôn ngữ số phức; vấn đề thiết lập hệ tọa độ; 

giải quyết bài toán quỹ tích thông qua việc xác định tọa độ của yếu tố quỹ 

tích,... 

1.2. Lý luận về năng lực giải toán của học sinh. 

1.2.1. Nguồn gốc của năng lực. 

Từ cuối thế kỉ XIX đến nay đã có nhiều ý kiến khác nhau về bản chất 

và nguồn gốc của năng lực, tài năng. Hiện nay đã có xu hướng thống nhất trên 

một số quan điểm cơ bản, quan trọng về lí luận cũng như về thực tiễn: 

 Một là, những yếu tố bẩm sinh, di truyền là điều kiện cần thiết ban đầu 

cho sự phát triển năng lực. Đó là điều kiện cần nhưng chưa đủ (động vật bậc 

cao sống với người hàng ngàn năm vẫn không có năng lực như con người vì 

chúng không có các tư chất bẩm sinh di truyền làm tiền đề cho sự phát triển 

năng lực). 

 Hai là, năng lực con người có nguồn gốc XH, LS. Muốn một người của 

thế hệ sau được phát triển trong thế giới tự nhiên, XH đã được các thế hệ 

trước cải tạo, xây dựng và để lại các dấu ấn đó trong môi trường văn hóa - xã 

hội. Con người khi lọt lòng mẹ đã có sẵn các tố chất nhất định cho sự phát 

triển các năng lực tương ứng, nhưng nếu không có môi trường XH thì cũng 

không phát triển được.  

 Ba là, năng lực có nguồn gốc từ hoạt động và là sản phẩm của hoạt 

động. Sống trong môi trường XH tự nhiên do các thế hệ trước tạo ra và chịu 

sự tác động của nó, trẻ em và người lớn ở thế hệ sau không chỉ đơn giản sử 
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dụng hay thích ứng với các thành tựu của các thế hệ trước để lại, mà còn 

chiếm lĩnh chúng và quan trọng hơn là cải tạo chúng để không chỉ đạt được 

các kết quả “vật chất” mà còn tạo ra tiền đề mới cho hoạt động tiếp theo. 

Tóm lại, ngày nay khoa học cho rằng năng lực, tài năng là hiện tượng 

có bản chất nguồn gốc phức tạp. Các tố chất và hoạt động của con người 

tương tác qua lại với nhau để tạo ra các năng lực, tài năng. Vậy đào tạo có 

hiệu quả nhất là  

đưa HS vào các dạng hoạt động thích hợp. 

1.2.2. Khái niệm về năng lực, năng lực Toán học. 

1.2.2.1. Khái niệm về năng lực. 

Theo nhà tâm lý học Nga nổi tiếng V.A.Cruchetxki thì: "Năng lực được 

hiểu như là: Một phức hợp các đặc điểm tâm lý cá nhân của con người đáp 

ứng những yêu cầu của một hoạt động nào đó và là điều kiện để thực hiện 

thành công hoạt động đó" [17 - Tr 15].  

Như vậy nói đến năng lực là nói đến một cái gì đó tiềm ẩn trong một cá 

thể, một thứ phi vật chất. Song nó thể hiện ra được qua hoạt động và đánh giá 

được nó qua kết quả hoạt động. 

Thông thường, một người được gọi là có năng lực nếu người đó nắm 

vững tri thức, kĩ năng, kĩ xảo của một loại hoạt động nào đó và đạt được kết 

quả tốt hơn, cao hơn so với trình độ trung bình của những ngườ i khác cùng 

tiến hành hoạt động đó trong những điều kiện và hoàn cảnh tương đương. 

Người ta thường phân biệt ba trình độ của năng lực: 

 Năng lực là tổng hoà các kĩ năng, kĩ xảo. 

 Tài năng là một tổ hợp các năng lực tạo nên tiền đề thuận lợi cho hoạt 

động có kết quả cao, những thành tích đạt được này vẫn nằm trong khuôn khổ 

của những thành tựu đạt được của XH loài người. 
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 Thiên tài là một tổ hợp đặc biệt các năng lực, nó cho phép đạt được 

những thành tựu sáng tạo mà có ý nghĩa lịch sử vô song. 

Khi nói đến năng lực phải nói đến năng lực trong loại hoạt động nhất 

định của con người. Năng lực chỉ nảy sinh và quan sát được trong hoạt động 

giải quyết những yêu cầu đặt ra. 

1.2.2.2. Khái niệm năng lực Toán học. 

Về khái niệm năng lực Toán học, theo nhà tâm lý học người Nga 

V.A.Cruchetxki  sẽ được giải thích trên hai bình diện: 

 Như là các năng lực sáng tạo (khoa học) - các năng lực hoạt động toán 

học tạo ra được các kết quả, thành tựu mới, khách quan và quý giá.  

 Như là các năng lực học tập giáo trình phổ thông, lĩnh hội nhanh chóng 

và có kết quả cao các kiến thức, kĩ năng, kĩ xảo tương ứng. 

Như vậy, năng lực toán học là các đặc điểm tâm lí cá nhân (trước hết là 

các đặc điểm hoạt động trí tuệ) đáp ứng được các yêu cầu của hoạt động học 

toán và tạo điều kiện lĩnh hội các kiến thức, kĩ năng, kĩ xảo trong lĩnh vực 

toán học tương đối nhanh, dễ dàng và sâu sắc trong những điều kiện như 

nhau. 

Cũng theo V.A.Cruchetxki: Có 8 đặc điểm hoạt động trí tuệ của HS có 

năng lực Toán học là:  

 Khả năng tri giác có tính chất hình thức hoá tài liệu toán học, gắn liền 

với sự thâu tóm nhanh chóng các cấu trúc hình thức của chúng trong một bài 

toán cụ thể vào trong một biểu thức toán học. 

 Khả năng tư duy có tính khái quát hoá nhanh và rộng. 

 Xu thế suy nghĩ bằng những suy lý rút gọn.  

 Sự tư duy lôgíc lành mạnh.  

 Tính linh hoạt cao của các quá trình tư duy thể hiện ở: 

- Sự xem xét cách giải các bài toán theo nhiều khía cạnh khác nhau.  
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- Sự di chuyển dễ dàng và tự do từ một thao tác trí tuệ này sang một thao 

tác trí tuệ khác, từ tiến trình suy nghĩ thuận sang tiến trình suy nghĩ nghịch.  

 Xu hướng tìm tới cách giải tối ưu cho một vấn đề toán học, khát vọng 

tìm ra lời giải rõ ràng, đơn giản, hợp lý, tiết kiệm. 

 Trí nhớ có tính chất khái quát về các kiểu bài toán, các phương thức 

giải, sơ đồ lập luận, sơ đồ lôgic. 

 Khả năng tư duy lôgic, trừu tượng phát triển tốt. [17 - Tr 159, 160] 

1.2.3. Khái niệm về năng lực giải toán. 

Trên đây đã nói đến khái niệm năng lực, năng lực toán học. Năng lực 

giải  

toán là một phần của năng lực toán học. Vậy năng lực giải toán là  gì và thể 

hiện như thế nào?    

Năng lực giải toán là khả năng áp dụng tiến trình thực hiện việc giải 

quyết một vấn đề có tính hướng đích cao, đòi hỏi huy động khả năng tư duy 

tích cực và sáng tạo, nhằm đạt được kết quả sau một số bước thực hiện.             

[18 - Tr 20]  

Như vậy, một người được coi là có năng lực giải toán nếu người đó 

nắm vững tri thức, kĩ năng, kĩ xảo của hoạt động giải toán và đạt được kết quả 

tốt hơn, cao hơn so với trình độ trung bình của những người khác cũng tiến 

hành hoạt động giải toán đó trong những điều kiện và hoàn cảnh tương 

đương. 

Từ đặc điểm hoạt động trí tuệ của những HS có năng lực toán học và 

khái niệm về năng lực giải toán chúng ta có thể rút ra một số đặc điểm và cấu 

trúc  của năng lực giải toán như sau.  

 Khả năng lĩnh hội nhanh chóng quy trình giải một bài toán và các yêu 

cầu của một lời giải, biết trình bày lời giải rõ ràng, đẹp đẽ. 

www.VNMATH.com



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên         http://www.lrc-tnu.edu.vn 

22 

 Sự phát triển mạnh của tư duy lôgic, tư duy sáng tạo thể hiện ở khả 

năng lập luận chính xác, về quan hệ giữa các dữ kiện của bài toán.  

 Có năng lực phân tích, tổng hợp trong lĩnh vực thao tác vói các ký hiệu, 

ngôn ngữ toán học. Khả năng chuyển đổi từ điều kiện của bài toán sang ngôn 

ngữ: Ký hiệu, quan hệ, phép toán giữa các đại lượng đã biết, chưa biết và 

ngược lại.  

 Có tính độc lập và độc đáo cao trong khi giải toán và sự phát triển của 

năng lực giải quyết vấn đề. 

 Có tính tích cực, kiên trì về mặt ý chí và khả năng huy động trí óc cao 

trong lao động giải toán.  

 Khả năng tìm tòi nhiều lời giải, huy động nhiều kiến thức cùng lúc vào 

việc giải bài tập, từ đó lựa chọn được lời giải tối ưu.  

 Có khả năng kiểm tra các kết quả đã đạt được và hình thành được một 

số kiến thức mới thông qua hoạt động giải toán, tránh được những nhầm lẫn 

trong quá trình giải toán. 

 Có khả năng nêu ra được một số những bài tập tương tự cùng với cách 

giải (có thể là định hướng giải, hoặc quy trình có tính thuật toán, hoặc thuật  

 toán để giải bài toán đó). 

 Có khả năng khái quát hoá từ bài toán cụ thể đến bài toán tổng quát, từ 

bài toán có một số yếu tố tổng quát đến bài toán có nhiều yếu tố tổng quát, 

nhờ các thao tác trí tuệ: Phân tích, so sánh, tổng hợp, tương tự, trừu tượng, hệ 

thống hoá, đặc biệt hoá.  

Bàn về năng lực, cũng có ý kiến cho rằng: Năng lực là do thượng đế 

ban cho. Song nhiều ý kiến cho rằng đó chỉ là một phần nhỏ, còn phần nhiều 

là do sự tích luỹ, sự bồi đắp, sự học hỏi, rèn luyện mà có. Qua quá trình học 

tập HS sẽ được bổ sung các kiến thức, được trang bị các phương pháp, từ đó 

năng lực giải toán được tăng lên. Một phần do HS phải có ý thức tự tăng thêm 
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năng lực cho mình, một phần do các thầy cô giáo hướng dẫn, rèn luyện. Chính 

vì vậy chúng tôi rất đề cao các bài ôn tập, bởi chúng đã góp phần không nhỏ 

trong việc rèn luyện năng lực giải toán cho HS.  

Tóm lại, để rèn luyện năng lực giải toán cho HS, phương pháp tốt nhất 

là đưa ra một hệ thống bài tập nhằm giúp cho HS nắm vững tri thức, phát 

triển tư duy, hình thành kĩ năng, kĩ xảo ứng dụng toán học vào thực tiễn.  

1.2.4. Năng lực giải toán Hình học phẳng và Lƣợng giác bằng Số phức. 

Từ những nghiên cứu lý thuyết về năng lực, năng lực giải toán ta có thể 

hiểu là: Năng lực giải toán hình học phẳng và lượng giác bằng số phức của 

HS là những đặc điểm tâm lý cá nhân, đáp ứng cao yêu cầu lĩnh hội tri thức 

về giải toán hình học phẳng và lượng giác bằng số phức, có khả năng huy 

động các kiến thức, các kỹ năng khoa học, các cách thức giải quyết vấn đề 

trong hoạt động giải toán hình học phẳng và lượng giác bằng số phức hướng 

đến việc tạo ra các phẩm chất tư duy có tính mới mẻ, có giá trị đối với bản 

thân HS. 

 Học sinh biết sử dụng số phức như một công cụ để giải toán sẽ góp 

phần bồi dưỡng năng lực giải toán. HS có thêm một cách mới để giải toán 

hình học phẳng, có cách tiếp cận mới với lượng giác, những kiến thức, bài 

toán mà có thể các em đã biết. Qua đó, xây dựng cho HS một cơ sở tư duy 

mới làm nền móng cho việc tiếp cận với các tri thức cao hơn ở các bậc học 

cao hơn.  

 Có thể xác định một số năng lực cơ bản giải toán hình học phẳng và 

lượng giác bằng số phức của HS qua một số năng lực cụ thể sau. 

 Năng lực 1. Năng lực nhận biết bài toán hình học phẳng và lượng 

giác có thể giải được bằng số phức. 

Ví dụ 3. Trong mặt phẳng tọa độ cho tam giác ABC, với các đỉnh A(1; 0), 

B(0; 3) và C(-3; -5). 
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1) Xác định điểm I thỏa mãn điều kiện: 2 3 2 0IA IB IC
   

. 

2) Xác định trọng tâm G của tam giác ABC và điểm D sao cho tứ giác 

ABCD là hình bình hành. 

 Vì có thể đồng nhất mỗi số phức với một điểm trong mặt phẳng tọa độ 

Oxy nên từ giả thiết của bài toán ta có thể xác định được tọa độ của các điểm I 

hay G thông qua thông qua việc biểu diễn điểm và vectơ theo tọa độ phức. Vì 

vậy bài toán có thể giải được bằng số phức. 

Lời giải. 

1) Xác định điểm I thỏa mãn điều kiện: 

2   3   2   0IA IB IC
   

. 

Gọi tọa độ của các điểm ,  ,  I A B  và C  

là 
0

( ),  ( ),  ( )I z A a B b  và ( )C c .  

Khi đó ta có 

2   3   2   0IA IB IC
   

 

0 0 0
 2( ) 3( ) 2( ) 0a z b z c z  

                         
0 0 0

0 0

             2 2 3 3 2 2 0

             2 2 2 0 2 2 2

a z b z c z

a b c z z a b c
 

          Trong mặt phẳng phức thì  1,    3 ,  và   3 5a b i c i .  

Vì vậy 
0

 2 9 6 10   4 19 .z i i i  Suy ra điểm I có tọa độ 

( 4;  -19).I  

2) Gọi G   là trọng tâm của tam giác ABC và có tọa độ ( )G g , khi đó 

    
  

3

OA OB OC
OG

  


, từ đó suy ra 

1 3 3 5 2 2
        .

3 3 3 3

a b c i i
g i  
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Vậy điểm G có tọa độ là 
2 2

;  .
3 3

G  

 Nhận xét rằng ở ví dụ 2, HS vẫn thường làm bằng phương pháp tọa độ, 

xuất phát từ việc gọi tọa độ của điểm ( ;  )I x y  và áp dụng biểu thức vectơ đã 

cho. Từ đó tính được tọa độ của I nhờ tính chất của hai vectơ bằng nhau. Như 

vậy, nếu sử dụng số phức để giải bài toán này thì có một thuận lợi nổi bật đó 

là mỗi điểm chỉ có một tọa độ phức, còn theo cách cũ ta phải xác định được 

hai tọa độ. 

Ví dụ 4. Hạ bậc 4( ) cos .f x x  

 Yêu cầu của bài toán là biến đổi các lũy thừa bậc cao của cosx hay 

sinx  như: cos ,  sin  và cos .sinn n p px x x x  thành tổng chứa các số hạng bậc nhất 

đối với cos  hay sin .x x  Như vậy bài toán có thể sử dụng công thức Euler 

để giải quyết, tức là có thể giải được bằng số phức. 

Lời giải.  

4

4Ta có ( )  cos   ,
2

ix ixe e
f x x  

suy ra         
4 2 2 41

( )  4 6 4
24

ix ix ix ixf x e e e e   

        4 4 2 21
     ( )  4 6

16

ix ix ix ixf x e e e e  

1
     ( )  2cos4 4.2.cos2 6

16
f x x x  

Vậy 4 1 1 3
cos   cos4   cos2   .

8 2 8
x x x  

 Cần chú ý rằng nếu hạ bậc thành thạo và biết kết hợp với công thức 

Moivre chúng ta sẽ có phương pháp giải quyết các phương trình lượng giác 
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bậc cao hoặc phương trình lượng giác có chứa biểu thức của sin và côsin của 

cung bội rất hiệu quả.  

 Năng lực 2. Năng lực thiết lập hệ trục tọa độ trong mặt phẳng phức. 

 Để thiết lập một hệ trục tọa độ đối với những hình cơ bản thì không 

khó. Tuy nhiên để lựa chọn một hệ trục tọa độ thích hợp, dễ dàng phiên dịch 

được bài toán sang ngôn ngữ số phức, dễ dàng phát hiện và thiết lập các mối 

quan hệ của bài toán, từ đó có cách giải quyết ngắn gọn, rõ ràng thì lại không 

dễ. Do đó biết cách chọn hệ trục tọa độ sao cho phù hợp với hình vẽ, từ đó ta 

có thể thiết lập các tọa độ phức dựa vào vị trí của điểm và dẫn đến giải quyết 

bài toán dễ dàng. 

Ví dụ 5. Bài toán trực tâm. 

Cho tam giác ABC, gọi H là trực tâm và O là tâm đường tròn ngoại tiếp 

tam giác. 

1) Chứng minh rằng:       .OH OA OB OC
   

 

2) Chứng minh rằng điểm đối xứng của H qua mỗi cạnh của tam giác ABC 

thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác đó. 

Lời giải. 

1) Gọi M là điểm tùy ý thỏa mãn 

      .OM OA OB OC
   

 

Suy ra          2OM OA OB OC OI
    

, 

với I là trung điểm của BC. Vì OI là trung trực 

của đoạn BC nên từ   2OM OI
 

 ta suy ra 

  AM BC . Vậy M thuộc đường cao xuất phát từ A. 

Tương tự như thế ta chứng minh được M thuộc đường cao xuất phát từ 

B và C. Vậy nếu M thỏa mãn       ,OM OA OB OC
   

 thì M là trực tâm H 

của tam giác ABC. 
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2) Chọn tọa độ: Gọi O là gốc tọa độ và trục hoành là đường thẳng qua O 

và song song với BC.  

Đặt ,  ,  c,  a b h  tương ứng là tọa độ phức của các điểm A, B, C và H. 

+ Dựa vào hệ thức        ,OH OA OB OC
   

 ta có h a b c . 

+ Ta có  và 'BH BH
 

là hai vectơ đối xứng nhau qua trục BC. Vậy tọa độ 

của hai vectơ  và 'BH BH
 

 là hai số phức liên hợp. 

Ta có '     .h b h b h b   

Do đó  '       .h b a v h b c b a c  Suy ra 'h a c b . 

Mặt khác B và C đối xứng nhau qua trục ảo nên 0,  suy ra ' .c b h a   

Điều này chứng tỏ H’ là điểm đối xứng của H qua trục Ox thuộc đường 

tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

Ví dụ 6. Cho ba hình vuông được biểu diễn như hình vẽ dưới đây. 

Hãy so sáng tổng  và . 

Lời giải. Chọn hệ trục tọa độ ,  ,  A AB AH
 

. Từ hình vẽ ta dễ dàng suy ra tọa 

độ phức của các vectơ ,   và AE BE CE
  

 lần lượt là 3 ,  2  và 1i i i  và 

,  ,   tương ứng là acgumen của những số phức này. 

Ta có 

   

  ,   ,   

    arg   arg 1   
4CE

CD CE AB CE

z i

   

 

  ,    ,   AB AE BC BE
   

                                          

           
 ,    ,    arg   arg  

 arg 3   arg 2   arg 3 2 .

AE BE
AB AE AB BE z z

i i i i
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Vì 3 2   5 5  và arg 5 5  
4

i i i i  nên ta có kết quả 

    .
4

 

 Năng lực 3. Năng lực chuyển đổi giữa ngôn ngữ hình học thông 

thường sang ngôn ngữ số phức. 

Ví dụ 7. Cho hình bình hành ABCD. 

1) Chứng minh rằng: 2 2 2 2  MA MC MB MD  là hằng số không 

phụ thuộc vào vị trí của điểm M. 

2) Tìm quỹ tích của điểm M sao cho 

2 2 2 2 2  MA MC MB MD k k  . 

 Nhận thấy rằng trong các biểu thức trên có chứa bình phương độ dài 

của các đoạn thẳng. Các đại lượng đó cũng chính là bình phương môđun của 

các số phức tương ứng. Từ đó áp dụng các kiến thức về số phức ta dễ dàng 

suy ra yêu cầu của bài toán. 

Lời giải. 

Đặt giao điểm của hai đường chéo hình 

bình hành trùng với gốc tọa độ O. Khi đó ta có 

tọa độ  của các điểm là 

0
( ),  ( ),  ( ),  ( )M z A a B b C c  và ( )D d . 

1) Ta tính 2 2 2 2,  ,  ,  và MA MC MB MD  là 

bình phương của môđun các số phức. 

Khi đó ta có: 

     
2 22

0 0 0 0 0 0 0 0 0
     .MA a z a z aa z z az z a a z az z a  

Tương tự ta có: 

     
2 22

0 0 0 0 0 0 0 0 0
     .MB b z b z bb z z bz z b b z bz z b  
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2 22

0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 22

0 0 0 0 0 0 0 0 0

     .

     

MC c z c z cc z z cz z c c z cz z c

MD d z d z dd z z dz z d d z dz z d
 

Từ đó suy ra  2 2 2 2   MA MC MB MD  

2 2 2 2

0 0 0 0

2 2 2 2 2 2 2 2

         + 

  

a c b d z a c z a c z b d z b d

a c b d OA OC OB OD

 

2 2 2  2 ,OA OB  không đổi. 

2) Sử dụng các kết quả của phần trên ta có  

2 2 2 2 22 2 2 2

0

0 0

2 2 2 2 2

0

  4

                                                        

                                              4

                           

MA MC MB MD z a b c d

z a b c d z a b c d

z a b c d

2 2 2 2 2

2 2 2

                   4

                                              4 2 2 .

OM OA OB OC OD

OM OA OB

 

Từ đó suy ra  2 2 2 2 2   MA MC MB MD k k   

2 2 2 2

2 2 2

2

 4 2 2  

2 2
    .

4

OM OA OB k k

k OA OB
OM k




 

Vậy ta có các trường hợp sau. 

- Nếu 2 2 2  2 2k OA OB  thì quỹ tích M là tập rỗng. 

- Nếu 2 2 2  2 2k OA OB  thì 
2   0    .OM M O  Do đó quỹ 

tích của điểm M là tập hợp gồm có một điểm O. 

- Nếu 2 2 2 > 2 2  k OA OB thì 
2 2 2 21
   2 2

2
OM k OA OB .  

Do đó quỹ tích của điểm M là đường tròn tâm O, bán kính 

2 2 21
   2 2

2
R k OA OB . 

Ví dụ 8. 
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Cho n điểm ( ;  )
j j j

A x y  và 1n  số thực 
jk  với 1,...,j n  mà 

1 2
...   0

n
k k k . Tìm tập hợp các điểm M  sao cho 

2 2 2

1 1 2 2
...

n n
k MA k MA k MA k . 

Lời giải. 

Ta cho tương ứng các điểm ( ;  )
j j j

A x y  với các điểm có tọa độ là 

( )
j j

A z , 1,...,j n . Giả sử điểm ( )M z  với z x iy . 

Ta có 

    2 2 2

1 1 2 2
...

n n
k MA k MA k MA k  

   
1 1 1 2 2 2

 ...
n n n

k z z z z k z z z z k z z z z k 

   
1 1 1 1

         
n n n n

j j j j j j j j
j j j j

k zz k z z k z z k z z k                    (1.1) 

1 1 1

1

1 1 1

         0  do   0

n n n

j j j j j j j n
j j j

n n n j
j

j j j
j j j

k z k z k z z k

zz z z k

k k k

(1.2) 

phương trình (1.2) có dạng 0zz z z  với  . 

Đặt 
1 1

2

1

n n

j j j j
j j

n

j
j

k z k z

k

 và 
1

1

'

n

j j j
j

n

j
j

k k z z

k
. 

o Nếu '  thì tập hợp các điểm M là đường tròn có tâm là   
1

1

n

j j
j

n

j
j

k z

k
 và bán 

kính 'R . 

o Nếu '  thì tập hợp các điểm M là một điểm  
1

1

n

j j
j

n

j
j

k z

k
. 
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o Nếu '  thì bài toán vô nghiệm. 

Chuyển phương trình (1.2) về dạng thực. 

Ta có phương trình (1.1) tương đương với phương trình: 

1 1 1 2 2 2
1 1

 ... .
n n

j n n n j j j
j j

k zz k z z z z k z z z z k z z z z k z z k  

    (1.3) 

Thay   2;  Re   
j j j j j

z z z z z z xx yy  và 2 2  ;
j j j j

z z x y  

2 2  zz x y  vào (1.3) ta được. 

2 2

1 1 12 2

1 1 1

    2   2     0

n n n

j j j j j j j
j j j

n n n

j j j
j j j

k x k y k x y k

x y x y

k k k
. 

 Năng lực 4. Năng lực sử dụng linh hoạt các kiến thức về số phức. 

 Số phức là nội dung tương đối khó đối với mức độ nhận thức của HS 

bậc phổ thông. Việc giải các bài toán hình học phẳng và lượng giác bằng số 

phức đòi hỏi người giải toán không những phải nắm vững các kiến thức cơ 

bản về số phức mà còn phải có khả năng sử dụng, vận dụng các kiến thức về 

số phức tương đối thành thạo, linh hoạt, có khả năng liên hệ, chuyển đổi ngôn 

ngữ của bài toán. Cụ thể: 

Phải có khả năng sử dụng thành thạo các bài toán cơ bản của số phức 

như: Biểu diễn số phức trên mặt phẳng phức, xác định môđun và acgumen 

của số phức, số phức liên hợp, nâng lũy thừa và khai căn bậc n của một số 

phức... Biết và thành thạo trong các bài toán tập hợp điểm, xác định tọa độ 

của số phức, phương trình đường thẳng trong mặt phẳng phức... Vận dụng 

linh hoạt các công thức Moivre, công thức Euler,... 
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Trên cơ sở nắm vững các kiến thức về số phức và các bài toán cơ bản, 

HS có khả năng vận dụng linh hoạt các kiến thức về số phức vào các tình 

huống bài toán cụ thể. 

Ví dụ 9. Cho tam giác ABC với trọng tâm G, trực tâm H và O là tâm đường 

tròn ngoại tiếp tam giác. Gọi 
1 1 1
,  ,  A B C  tương ứng là trung điểm của 

,  ,  BC CA AB ; 
2 2 2
,  ,  A B C  là chân đường cao tương ứng kẻ từ ,  ,  A B C ; 

3 3 3
,  ,  A B C  là trung điểm các đoạn ,  ,  AH BH CH  (các điểm Euler).  

4 4 4
,  ,  A B C  là các điểm đối xứng của H qua  ,  ,  BC CA AB . 

1) Chứng minh rằng: O, G, H  thẳng hàng và   3OH OG
 

. 

2) Chứng minh chín điểm 
1 2 3 1 2 3 1 2 3
,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  A A A B B B C C C  nằm trên 

một đường tròn tâm O9 là trung điểm OH, 9
2

R
R , với R là bán kính 

đường tròn tâm O. 

3) Chứng minh 
4 4 4
,  ,  A B C  thuộc đường tròn (O) ngoại tiếp tam giác 

ABC. 

Lời giải. 

1) Ta chọn đường tròn ngoại tiếp tam giác 

ABC làm đường tròn đơn vị. Giả sử rằng tọa độ 

của các đỉnh lần lượt là ( )A a , ( )B b  và ( )C c . 

Gọi M là trung điểm của BC, suy ra M có tọa vị 

là 
2

b c
M . Mặt khác ta có 

2
  

3
AG AM
 

 nên 

suy ra tọa độ của điểm G là 
3

a b c
G . Bây giờ ta tìm tọa độ của điểm H. 

Phương trình đường cao đi qua A là đường thẳng đi qua A và vuông 

góc với c b  là:  0,c b z c b z c b a c b a  
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hay c b z a b c z a . Từ đó suy ra   
b c

z a z a
c b

.  

Do ,  ,  ( )A B C O  nên suy ra       1aa bb cc . 

Vậy ta có   ,
1 1

b c
z a z a

b c

 hay   z a bc z a                  (1.4) 

Tương tự đường cao đi qua B có phương trình là:   z b ac z b  

(1.5) 

Vì H là giao của các đường cao đi qua A và B nên ta có tọa độ của điểm 

H là nghiệm của hệ 
           (4)

           (5)

z a bc z a

z b ac z b
 

Nhân hai vế của phương trình (4) với a , của phương trình (5) với b  sau 

đó lấy phương trình (4) trừ vế với vế cho phương trình (5) ta được 

2 2a b z a b bc ac , suy ra z a b c  (do a b ) . 

Vậy tọa độ của điểm H là  ( )H a b c . 

Mặt khác do 
3

a b c
G  nên suy ra ba điểm O, G, H  thẳng hàng và 

  3 .OH OG
 

 

2) Ta có 1 1 1
,  ,  . 

2 2 2

b c c a a b
A B C  

 Ta tìm tọa độ của 
2 2 2
,  ,  A B C . 

Phương trình đường thẳng BC có dạng: 0b c z c b z bc cb . 

Biến đổi ta được phương trình tương đương 

         0b c z c b z bc cb bb bb  

                                            b c z b b c z b  
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do đó, phương trình đường thẳng BC là  .z b bc z b                         

(1.6) 

Tọa độ của điểm A2 là nghiệm của hệ 
                 (4)

  .           (6)

z a bc z a

z b bc z b
 

Cộng vế với vế phương trình (4) và (6) ta được 

1
    .

2 2 2

a b c bc
z a b c abc

a
 

Suy ra tọa độ của A2 là 
2

.
2 2

a b c bc
A

a
 Tương tự ta có tọa độ của 

các điểm 
2

,
2 2

a b c ac
B

b
 

2
.

2 2

a b c ab
C

c
 

 Ta tìm tọa độ của 
2 2 2
,  ,  A B C . 

Theo trên ta có 
3 2 2

,  ,  .
2 2 2

b c c a a b
A a B b C c  

Gọi ( )E e  là trung điểm của đoạn OH , suy ra tọa vị .
2

a b c
E  

Ta có:  

 
1 1

1
       .

2 2 2 2

b c a b c a
EA a e  

Tương tự 1 1

1
   .

2
EB EC  

 2 2

1
       .

2 2 2 2 2

a b c bc a b c bc
EA a e

a a
 

Tương tự 2 2

1
   .

2
EB EC  

 3 3

1
       .

2 2 2 2

b c a b c a
EA a e a  
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Tương tự 
3 3

1
   .

2
EB EC  

Vậy chín điểm 
1 2 3 1 2 3 1 2
,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  A A A B B B C C  và 

3
C  cùng thuộc một 

đường tròn có tâm E và bán kính là 
9
  .

2

R
R   

3) Tìm tọa độ của 
4 4 4 4 4 4
( ),  ( ),  ( ).A a B b C c  

Phương trình đường thẳng BC có dạng:  

  0b c z c b z bc cb  

     0.i b c z i c b z i bc cb  

Do H a b c  và A4 là điểm đối xứng của H qua BC nên  

   
4

   
  

i c b a b c i bc cb
a

i b c
 

hay 
4

  
     .

c b a b c bc cb
a

b c
 

Suy ra 4
 .

bc
a

a
 Tương tự ta có 4

 ,
ac

b
b

 4
 .

ab
c

c
 

Bây giờ xét 
4 4

 0     1.
bc

OA a
a

 Tương tự 
4 4

  1.OB OC   

Vậy A4, B4, C4 cùng thuộc đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC. 

Ví dụ 10. Cho các số thực ,  x y  và z  thỏa mãn  

                      sin sin sin 0  x y z  và cos cos cos 0  x y z .  

Chứng minh rằng  

                    sin2 sin2 sin2 0  x y z  và cos2 cos2 cos2 0  x y z . 

Lời giải. 
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Đặt 
1 2

cos sin , cos sin       z x i x z y i y  và 
3

cos sin   z z i z . 

Khi đó ta có 
1 2 3 1 2 3

0, vµ      = 1.z z z z z z  

Ta có 
22 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 2 3 3 1
2    z z z z z z z z z z z z  

                   
1 2 3 1 2 3 1 2 3

1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 1 1
2 2

2 0

           

   

z z z z z z z z z
z z z

z z z z z z

 

Từ đó suy ra 

2 2 2

1 2 3
cos2 cos2 cos2 sin2 sin2 sin2 0      z z z x y z i x y z . 

Vậy ta có sin2 sin2 sin2 0  x y z  và cos2 cos2 cos2 0  x y z . 

 Năng lực 5. Năng lực kết hợp giữa hình học thông thường và số 

phức, giữa các kiến thức cơ bản của lượng giác, đại số và số phức. 

 Sự kết hợp nhuần nhuyễn giữa hình học thông thường và số phức giúp 

ích nhiều cho quá trình giải toán hình học phẳng bằng công cụ số phức. Ngay 

từ khâu dự đoán việc bài toán có thể sử dụng công cụ số phức hay không, 

khâu thiết lập hệ trục tọa độ sao cho thích hợp, khâu chuyển đổi ngôn ngữ, 

khâu giải quyết bài toán trung gian,... 

 Trong quá trình giải quyết bài toán hình học phẳng bằng số phức, việc 

thuần túy sử dụng số phức cho cả lời giải của bài toán chưa chắc đã đem lại 

một lời giải gọn gàng, với một số bài toán nếu khéo léo vận dụng cả kỹ năng 

giải toán hình học phẳng thông thường và sử dụng số phức như một công cụ 

giải toán thì sẽ cho ta một kết quả nhanh chóng hơn, một lời giải gọn gàng và 

xúc tích hơn. Tất nhiên để làm được điều đó thì người giải toán phải hiểu một 

cách thấu đáo và có năng lực kết hợp giữa hình học phẳng giải bằng cách 

thông thường và sử dụng số phức để giải toán.    

 Lượng giác là một nội dung mà lâu nay vẫn được xem là phức tạp và 

khó đối với HS phổ thông. Với những bài toán lượng giác mà ở đó có chứa 
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các đại lượng bậc cao của các hàm số lượng giác, các biểu thức chứa các cung 

bội của cosin (hoặc của sin) như: cosnx  (hoặc sinnx ); các bài toán tính tổng 

dãy số với các số hạng lượng giác; các bài toán tính giới hạn của các tổng này 

thì quả là những bài toán gây không ít khó khăn cho các em HS. Tuy nhiên, 

đây lại là nội dung quan trọng của chương trình toán phổ thông và đặc biệt là 

thường gặp trong các kỳ thi. Vì vậy việc giới thiệu cho các em HS một 

phương pháp mới  đó là sử dụng số phức để giải quyết các bài toán này sẽ 

phần nào gây hứng thú hơn cho HS khi làm các bài toán về lượng giác. Qua 

đó giúp các em ôn tập, khắc sâu các kiến thức có liên quan như: Đại số tổ 

hợp, giới hạn,...    

Ví dụ 11. Cho tam giác ABC  với điều kiện độ dài phân giác trong và ngoài 

bằng nhau. Chứng minh rằng 2 2 24AC BC R  (với R  là bán kính đường 

tròn ngoại tiếp tam giác ABC ). 

 Bài toán này khá quen thuộc ở phổ thông, để giải quyết bài toán này HS 

có thể xuất phát từ nhiều hướng với những cách biến đổi khác nhau. Tuy 

nhiên đòi hỏi HS phải khá thành thạo về kỹ năng biến đổi vectơ và các phép 

biến đổi sơ cấp thông thường. Sử dụng số phức, đặc biệt là các kiến thức về 

tọa độ phức, kết hợp với những kiến thức thông thường của hình học phẳng 

và vectơ chúng ta có lời giải tương đối gọn gàng cho bài toán này.  

Lời giải.  

Gọi CI  là phân giác trong của 

góc  ,  C CM  là phân giác ngoài của 

góc C , suy ra CM CI  và CM CI  

(theo giả thiết).  

Gọi O  là trung điểm của MI, OC là trục ảo và OI là trục thực. Khi đó 

1 1 2 2 3 3 4 4 5 5
(0),  ( ),  ,  ( ),  ,  ( ),  ,  ( ),  ,  ( ),  . O A z z a B z z b C z z ic M z z c I z z c

 Do CI  là phân giác trong của tam giác ABC  nên ta có 
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2 2

2 2
      

AI AC AC AI

IB CB CB IB
, 

suy ra       3 1 3 1 5 1 5 1

2 3 2 3 2 5 2 5

  
z z z z z z z z

z z z z z z z z
 

       

2 2 2 2

2 2 2 2

2

       

   0.

c a a ic a ci c a a c

b ci b ci b cb c b c

a b c ab

 

Từ đó suy ra 
2

  
c

b
a

, do đó 
2

0
c

B i
a

. 

Vậy ta có 

4 4 2 2 4

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2
      

c a a c c
AC BC a c b c a c c

a a
 

Từ đó suy ra 

2
2 2

2 2   
a c

AC BC
a

.                      (1.7) 

Gọi E là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC , ( )
o

E z . 

Suy ra  

2 2

2 2
  

AE EC AE EC

AE EB AE EB
  

                  
  

 
  

o o o o

o o o o

z a z a z ic z ic

z a z a z b z b
 

                            

2 2

2 2

2 2

2 2

  
 

  

 0
 

 0

o o o o o o o o

o o o o o o o o

o o

o o

z z az az a z z icz icz c

z z az az a z z bz bz b

a ic z a ic z c a

a b z a b z b a

 

với 
2 2 2 2 2

  ,  suy ra    ,  suy ra   .  
2 2

o

c a c a c
b z ci E ci

a a a
 

Mặt khác ta lại có 
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2
2 2 2 2 2 2

2 24  4   4   
2 2 2

a c a c a c
R CE ci ci ci ci

a a a
      (1.8) 

Từ (1.7) và (1.8) ta suy ra 2 2 24AC BC R . 

Ví dụ 12.  Giải phương trình lượng giác  632cos   cos6   1.x x  

 Đây là một trong những phương trình lượng giác thuộc dạng: 

(sin ,  cos ,  tan ,  cot ,  sin2 ,  cos2 ,  tan2 ,  cot 2 ,  ...)  0.R x x x x x x x x  

Dạng phương trình này có thể được biến đổi thành: 

(sin ,  cos ,  sin2 ,  cos2 ,  ...)  0.R x x x x  

Vì hàm số lượng giác của các cung bội có thể biểu thị một cách hữu tỉ 

theo cosx  và sinx  nên phương trình có thể đưa về dạng 

(sin ,  cos )  0.R x x  

Tuy nhiên phương pháp tổng quát này nhiều khi phức tạp vì ta phải 

biểu thị hàm số lượng giác của các cung nx  theo cosx  hay sinx . Vì vậy, ta 

có thể dùng công thức Moivre: cos sin   cos   sin
n

x i x nx i nx  và nhị 

thức Newton để tìm hàm số lượng giác cosin (hay sin) của các cung nx  theo 

cosx  hay sinx .  

Như vậy với các phương trình lượng giác mà trong đó có hàm số lượng 

giác của các cung bội thì ta phải tùy theo từng phương trình cụ thể mà có 

phương pháp giải cho thích hợp. 

Lời giải. Ta đưa về cosin của cung x. 

Theo công thức Moivre: 
6

cos sin   cos6   sin6x i x x i x .      (1.9) 

Mặt khác, theo khai triển Newton : 

6

2 60 6 1 5 2 4 6

6 6 6 6

cos sin  

 cos   cos sin   cos sin ... sin ,

x i x

C x C x i x C x i x C i x
 

hay  
6 6 4 2 2 4 6cos sin   cos 15cos sin 15cos sin sinx i x x x x x x x                                                      
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                                     5 3 3 5 6cos sin 20cos sin 6cos sin .i x x x x x x (1.10) 

Từ (1.9) và (1.10) suy ra:   

6 4 2 2 4 6cos6   cos 15cos sin 15cos sin sinx x x x x x x . 

Áp dụng công thức 2 2sin   1 cos  x x , ta được:  

         6 4 2cos6   32cos 48cos 18cos 1.x x x x                          (1.11)                       

Thay (1.11) vào phương trình đã cho ta được: 

6 6 4 2

4 2

2 2

32cos   32cos 48cos 18cos 1  1

 48cos 18cos   0

 6cos 8cos 3   0

x x x x

x x

x x

 

    

2

2
2

,  
cos 0 2

    
38cos 3 0

cos
8

x k k Z
x

x
x

 

     
2

 
1 1

 arccos ,  .
2 4

x k

x k k Z

 

Vậy các họ nghiệm của phương trình đã cho là: 

2
x k , 

1 1
 arccos

2 4
x k . 

Ví dụ 13.  Hãy tính cos5x  theo cosx . Từ đó suy ra giá trị của cos .
10

 

Lời giải. 

 Theo công thức Moivre: 
5

cos sin   cos5   sin5x i x x i x .     

(1.12) 

Mặt khác, theo khai triển Newton : 

5 5 4 3 2 2 3 4 55 10 10 5 .a b a a b a b a b ab b  
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Vậy ta có:  

5 5 3 2 4cos sin   cos 10cos sin 5cos sinx i x x x x x x  

                                              4 2 2 5 5cos sin 10cos sin sin .i x x x x x  (1.13)   

Từ (1.12) và (1.13) suy ra:   

5 3 2 4cos5   cos 10cos sin 5cos sinx x x x x x . 

Mà 2 2sin   1 cosx x .  

Vậy  
2

5 3 2 2cos5   cos 10cos 1 cos 5cos 1 cosx x x x x x  

        5 3  16cos 20cos 5cos .x x x  

 Đặt .
10

x  

 Theo trên ta có: 5 35
cos   16cos 20cos 5cos ,

10 10 10 10
  

hay 
5

cos   cos   0.
10 2

 Vậy 5 316cos 20cos 5cos   0.
10 10 10

 

Như vậy cos
10

 là nghiệm của phương trình: 5 316 20 5   0x x x , hay 

phương trình:  4 216 20 5   0.x x x  

Mặt khác ta thấy rằng do cos   0
10

 cho nên cos
10

 là nghiệm của 

phương trình 
4 216 20 5  0.x x  Đặt 

2   0t x t , ta được phương trình  

216 20 5  0t t  

Nghiệm của phương trình này là: 

1

5 5
  

8
t  và 

1 1 2

5 5
   0,  0

8
t t t . 

Từ đó suy ra các nghiệm của phương trình đã cho là  
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1 2 3 4

5 5 5 5 5 5 5 5
 ;    ;   ;   .

8 8 8 8
x x x x  

Như vậy cos
10

 sẽ là một trong các nghiệm này. Nhận xét rằng 

cos   0
10

 và 0    
10 10

 thì cos   cos
10 4

 (bởi vì hàm số cosx  là 

hàm số đơn điệu giảm với x  thuộc đoạn 0;  
2

. Do đó ta chỉ cần so sánh 

1
x  

và 
3

x . Mà 

2

2

1

2
  .

2
x  Vậy 

3

5+ 5
cos    

10 8
x . 

1.2.5. Bồi dƣỡng năng lực giải toán.  

Trong bài tổng luận của tác giả Trần Thúc Trình  “Nhìn lại lịch sử cải 

cách nội dung và phương pháp dạy - học toán ở trường phổ thông trên thế 

giới trong thế kỉ XX” đã đưa ra mười chỉ tiêu năng lực là: 

a. Năng lực phát triển và tái hiện những định nghĩa, kí hiệu, các phép 

toán, các khái niệm.  

b. Năng lực tính nhanh và cẩn thận, sử dụng đúng các kí hiệu.  

c. Năng lực dịch chuyển các dữ kiện thành kí hiệu.  

d. Năng lực biểu diễn dữ kiện thành kí hiệu 

e. Năng lực theo dõi một hướng suy luận hay chứng minh.  

g. Năng lực xây dựng một chứng minh. 

h. Năng lực giải một bài toán đã toán học hoá. 

i. Năng lực giải một bài toán chưa toán học hoá. 

k. Năng lực khái quát hoá toán học. 

l. Năng lực phân tích bài toán và xác định các phép toán có thể áp dụng 

để giải. 
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   Do đặc thù của bộ môn toán nên hoạt động giải toán là hoạt động 

không thể thiếu được của người học toán, dạy toán, nghiên cứu về toán. Trong 

cuốn “Sáng tạo toán học” G.Polya đã viết: “... quá trình giải toán là đi tìm 

kiếm một lối thoát ra khỏi khó khăn hoặc một con đường vượt qua trở ngại, 

đó chính là quá trình đạt tới một mục đích mà thoạt nhìn giường như không 

thể đạt được ngay. Giải toán là khả năng riêng biệt của trí tuệ, còn trí tuệ chỉ 

có ở con người. Vì vậy giải toán có thể xem như một trong những biểu hiện 

đặc trưng nhất trong hoạt động của con người...’’ [20 -Tr 5]. 

Trong khi say mê giải toán, trí tuệ con người được huy động tới mức 

tối đa, khả năng phân tích và tổng hợp được rèn luyện, tư duy trở nên nhanh 

nhẹn. Bài toán mà chúng ta có thể bình thường không giải được nhưng nó có 

khêu gợi tính tò mò và buộc ta phải sáng tạo và nếu tự mình giải bài toán đó 

thì ta có thể biết được cái quyến rũ của sự sáng tạo cùng niềm vui thắng lợi.  

Một điểm chú ý nữa là: “Trong quá trình giải bài tập toán cần 

khuyến khích HS tìm nhiều cách giải cho một bài toán. Mọi cách giải đều 

dựa vào một số đặc điểm nào đó của dữ kiện, cho nên tìm được nhiều 

cách giải là luyện tập cho HS biết cách nhìn nhận một vấn đề theo nhiều 

khía cạnh khác nhau, điều đó rất bổ ích cho việc phát triển năng lực tư 

duy. Mặt khác tìm được nhiều cách giải thì sẽ tìm được cách giải hay 

nhất, đẹp nhất...” [30 -Tr 214]. 

 Ví dụ 14.  Cho 6 điểm A, B, C, D, E và F. Chứng minh rằng  

       A D BE CF A E BF CD
     

                          (1.14) 

Để giải bài toán này, HS có thể biến đổi theo nhiều hướng khác nhau 

trên cơ sở áp dụng tính chất: “Trên mặt phẳng phức cho hai điểm ,  A a B b  

khi đó ta có   A B b a


”.  
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Để giải bài toán, ta xét trên mặt phẳng tọa độ phức và giả sử tọa độ của 

các điểm là , , , ,     vµ A a B b C c D d E e F f . 

 Lời giải 1. 

 Ta có (1.14)      0 0d a e b f c e a f b d c , 

do đó ta có (1.14) đúng.                                  

Vậy đẳng thức (1.14) được chứng minh.  

Lời giải 2. 

 Biến đổi vế trái  

  

   .

A D BE CF d a e b f c

e a f b d c A E BF CD

  

    

Lời giải 3. 

 Biến đổi vế phải :  

  

   .

A E BF CD e a f b d c

d a e b f c A D BE CF

  

    

Nhận xét: Trong ba lời giải trên cho thấy lời giải thứ nhất là đơn giản nhất, 

chỉ cần biến đổi đẳng thức véctơ cần chứng minh tương đương với một đẳng 

thức đúng. 

 Như vậy, để bồi dưỡng năng lực toán học cho HS ở trường THPT thì 

điều quan trọng là bồi dưỡng năng lực giải toán cho họ. Mà để bồi dưỡng 

năng lực giải toán cho HS ta cần tập trung vào bồi dưỡng mười năng lực 

thành phần trên. 

1.3. Tổng quan về số phức và thực trạng giảng dạy ứng dụng của số phức 

ở trƣờng phổ thông. 

1.3.1. Số phức. 

1.3.1.1. Định nghĩa. 
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Trong tập 2 (bình phương Đề các của tập số thực) ta đưa vào phép 

toán cộng và nhân như sau: Với mọi 2

1 1 1 2 2 2
( ;  );  ( ;  )z a b z a b   

 
1 2 1 2 1 2

( ; )z z a a b b       

 
1 2 1 2 1 2 1 2 2 1
. ( ; )z z aa bb ab a b       

bằng thử trực tiếp ta thấy rằng với mọi 
1 2 3
, ,z z z  và 2( ;  )z a b  , ta có 

 1) 
1 2 3 1 2 3

( ) ( )z z z z z z  

 2) 
1 2 2 1

z z z z  

 3) 2(0,0) : z z  

 4)  2( ;  ) : ( )z a b z z  

 5)  
1 2 3 1 2 3

( . ). .( . )z z z z z z  

 6)  
1 2 2 1
. .z z z z  

 7)  
2(1;  0) : .u u z z  

 8)  
1 2 1

2 2 2 2
,    , : 

a b
z z zz u

a b a b
  

 9)  
1 2 1 2

( )  z z z zz zz . 

Do đó, theo ngôn ngữ Đại số, 2 cùng với hai phép toán cộng và nhân 

nói trên là một trường. Ta gọi trường này là trường số phức, kí hiệu là  . Mỗi 

phần tử  z   gọi là số phức.  

 Kí hiệu 0; 1i ; i  thoả mãn 2 1i .  

Ta có: Với mọi 
2( ;  ) :a b  ( ; )  ( ;  0)(1;  0)  ( ;  0)(0;  1)  a b a b a ib   

 Cách viết z a ib , với 2( ;  ) a b  gọi là dạng chính tắc (hay là dạng 

đại số) của số phức z .  

Ánh xạ     
2              là một đẳng cấu   - không gian véc tơ. 

             ;        a b a ib        
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Chú ý rằng với mọi 4,  ;  ',  '   a b a b  ta có  
'

  ' '   
'

a a
a ib a ib

b b
 

1.3.1.2. Số phức liên hợp, phần thực, phần ảo. 

a) Định nghĩa.  

Với mọi z a ib , với 2( ;  ) a b  ta định nghĩa (số) liên hợp z  của z  

bởi z a ib . Khi đó, ta có các tính chất sau. 

 1)  z C   z z  

 2)  2( , ')z z   ' 'z z z z  

 3)  2( , ')z z   ' . 'zz z z  

 4)  *

1

1 1 1 1

,  ( ,..., ) :   ,   
n nn n

n
k kn k k

k k k k

n z z z z z z   

 5)  :   
z z z

z
z z z i





 

Các phần tử của tập hợp ,   i ib b  được gọi là số thuần ảo.  

Ta có thể dùng số phức liên hợp để biến đổi mẫu số thành số thực. Thật 

vậy, ta có 
2 2

1
  ,

a ib

a ib a b
 với mọi 2( , ) \ 0;0a b   hoặc là với mọi 

z  : 
2

1
  

z

z z
. 

b) Định nghĩa. 

Với mọi z a ib , 2( ;  ) a b  ta gọi a là phần thực của z , kí                        

hiệu: Re( )z a  và b là phần ảo của z , kí hiệu: Im( )z b . Ta có các tính chất 

như sau.  1) 

1
Re( )Re( ) Im( ) 2

: ;
1Re( ) Im( )

Im( )
2

z z zz z i z
z

z z i z
z z z

    

 2) 2
Re( ') Re( ) Re( ')

, ' :
Im( ') Im( ) Im( ')

z z z z
z z

z z z z
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 3) 
Re( ) Re( )

, :
Im( ) Im( )

z z
z

z z
   

Nói chung,  Re '   Re .Re 'zz z z  và Im '   Im .Im 'zz z z .  

1.3.1.3. Môđun của số phức.  

a) Định nghĩa. 

Với mọi 2, ( ;  )z a ib a b  , ta định nghĩa môđun của số phức 

z , kí hiệu z  bởi: 2 2z a b . 

 Ánh xạ  . :      là thác triển của ánh xạ trị 

                              z z  

      . :        , điều đó lý giải cách chọn kí hiệu trên đây.  

                               x x  

b) Tính chất. 

 1)  z  : z   

 2)  z  : 0 0z z  

 3)  z  : 
2

.z z z . Đặc biệt với 
* 1
: 1z z z

z
  

 4)   z  :           z z  

 5)    
2( ;  ')z z  : ' . 'zz z z   

và bằng phép qui nạp ta có  
1 1

  
n n

k k
k k

z z . 

 6)  
2( ;  ')z z  : ' 'z z z z  ( Bất đẳng thức tam giác)  

Bằng quy nạp *n , 
1 2

( , ... ) n

n
z z z  : 

1 1

  
n n

k k
k k

z z . 

 7) 
2( ;  ')z z  :     ' 'z z z z   
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Thật vậy ' ' ' 'z z z z z z z , từ đó 2( ; ') : ' 'z z z z z z . 

Sau đó hoán vị vai trò của z  và 'z ta cũng có 

'   '   '   'z z z z z z z z . 

 8) 2( ;  ')z z  : 
0

' '   
:  '

z
z z z z

R z z
 

Nếu ' 0z  đặt 
2, ( ;  )

'

z
a ib a b

z
 , ta có ' 'z z z z , tức là ta có 

1 1a ib a ib  2 2 2 2(1 ) 1 2a b a b a ib a a ib  

                       
0

  
0 '

a z

b z
 . 

1.3.1.4. Dạng lƣợng giác và dạng mũ của số phức.             

a) Định nghĩa.  

 Cho số phức     0z a ib  kí hiệu   r z  là môđun của z  và góc 

 có cạnh đầu Ox  cạnh cuối là Oz  gọi là argumen của z .  

 Argumen  của z  thoả mãn 0 2  gọi là argumen chính của z ; kí 

hiệu arg( z ). Tập tất cả các argumen của z  kí hiệu                                   

Arg( z ) = arg 2 ,  z k k  . 

Ta thấy ngay cosa r  và sinb r . Do đó, số phức z  có thể viết 

dưới dạng cos sinz r i  gọi là dạng lượng giác của số phức.  

Với mọi số thực , như định nghĩa ta đặt cos sinie i . 

Như vậy số phức còn có thể viết dưới dạng iz re , gọi là dạng mũ.  

b) Tính chất.  Với mọi  1 2

1 1 2 2
, , .i iiz re z re z r e  Ta có  

 1) 1 2( )

1 2 1 2
  iz z rr e  

 2) 1 2( )1 1

2 2

  iz r
e

z r
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 3) *  ,  n n inz r e n   

Chứng minh. 

1 2

1 2 1 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1

1 2 1 2 1 2

( )

1 2

1) (cos sin )(cos sin )

         (cos cos sin sin ) (sin cos sin cos )

         cos( ) sin( )

         .i

z z rr i i

r r i

r r i

r r e

 

2) Chứng minh tương tự.  

3) Nhận được từ 1) và quy nạp theo n. 

Từ 3) ta có công thức sau đây gọi là công thức Moivre: 

 (cos sin )n nz r n i n . 

1.3.1.5. Các số phức có môđun bằng 1. 

Người ta thường kí hiệu số phức z  có môđun bằng 1 dưới dạng: 

  cos sin   iz i e . 

Khi đó, nếu  ' cos sin iz i e  thì: 

1)   ( )'   izz e  

2)   
( )  

'

iz
e

z
 

3)    ; n iz e   

4)    :    
1

0 :  i i

i
e e

e
 

5)    :    1    2ie z  

6)    :      i ie e  

1.3.1.6. Căn bậc n của số phức. 

Cho số phức    cos sinz r i . Ta gọi căn bậc n của z  là tập  

  : nn z z  

Đặt p . Theo công thức Moivre ta có 
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  (cos sin )  cos sinn np i r i  

Từ đó suy ra:  cos   cos  ; sin   sinn np n r p n r , hay 

2
 ;   ,n k

p r k
n

 . Như vậy ta có công thức  

 
2 2

  cos   sin : 0, 1,..., 1n n
k k

z r i k n
n n

. 

1.3.2. Biểu diễn một số khái niệm của hình học phẳng dƣới dạng ngôn 

ngữ số phức. 

1.3.2.1. Tọa độ của một điểm, của vectơ trong mặt phẳng. 

a) Bổ đề.  

 Trong mặt phẳng cho hệ tọa độ trực chuẩn 
1 2

;  ,  O e e
 

 và một điểm           

;  M x y . Cho tương ứng mỗi điểm M với một số phức z  sao cho Rez x , 

Imz y , nghĩa là tương ứng: 

2:        

   ;    x y z x iy

 


 

 Khi đó dễ thấy  là một song ánh. 

b) Định nghĩa tọa độ của một điểm. 

 Trong 2  mỗi điểm ;  M x y  cho tương ứng với mỗi số phức 

z x iy  và z  được gọi là tọa độ của điểm M, kí hiệu M z . 

c) Định nghĩa tọa độ của một vectơ. 

 Trong 2  vectơ ( ;  )a x y


 cho tương ứng với mỗi số phức z x iy , khi 

đó z  được gọi là tọa độ của vectơ a


, kí hiệu a z


. 

1.3.2.2. Khoảng cách giữa hai điểm. 

 Giả sử 
2

1 2
( ),  ( ) M z N z  , khi đó 2 1

  MN z z


 và khoảng cách 

giữa hai điểm M và N được xác định theo công thức sau: 
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2 1
2 1 2 1 2 1

      MN MN z z z z z z z z


 

Nhận xét. 

 Số phức z x iy  đồng nhất với điểm ( ;  )M x y  của mặt phẳng với hệ 

tọa độ trực chuẩn Oxy . Vì vậy ta không phân biệt số phức z  hay điểm z , 

điểm M hay số phức M. 

 Mỗi số phức M x iy  cũng có thể đồng nhất với vectơ OM


 có điểm 

đầu là gốc tọa độ O, điểm cuối là M. 

 Trên mặt phẳng phức cho hai điểm A, B. Khi đó ta có vectơ A B


. Từ 

đẳng thức vectơ       AB AO OB OB OA
    

 và việc đồng nhất A với 

OA


, B với OB


 ta có thể viết   A B B A


. Như vậy vectơ A B


 được xem là 

hiệu hai số phức B, A và do đó   B A AB


 là khoảng cách giữa hai điểm 

A và B.    

1.3.2.3. Phƣơng trình của đƣờng thẳng với hệ số góc trên mặt phẳng 

phức. 

a) Bổ đề. 

 Cho ba điểm 
1 1
( )M z , 

2 2
( )M z  và 

3 3
( )M z , khi đó ba điểm 

1 2
,  M M  và 

3
M  thẳng hàng khi và chỉ khi:  

1 1

2 2

3 3

      1

      1   0.

      1

z z

z z

z z

 

b) Định nghĩa. 

 Trong mặt phẳng 2  phương trình tổng quát của đường thẳng dưới 

dạng phức có dạng:   .   0,  z z với   0,    .  
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 Như vậy ta có phương trình của đường thẳng đ i qua hai điểm phân biệt 

1 1
( )M z , 

2 2
( )M z , với 

1 2
z z  có dạng 

1 1
  ,  1z z z z  với 

2 1

2 1

.
z z

z z
 

 Phương trình đó được gọi là phương trình đường thẳng dạng phức với 

hệ số góc 2 1

2 1

.
z z

z z
 

1.3.2.4. Khoảng cách từ một điểm đến một đƣờng thẳng. 

 Cho đường thẳng :    .   0,  z z với   0,      và 

O
M z . Khi đó, khoảng cách từ điểm M đến đường thẳng  được tính theo 

công thức 
, 

  .   
d   

2

O O

M

z z
 . 

1.3.2.5. Công thức tính diện tích tam giác. 

 Giả sử các đỉnh ,   A B và C  của một tam giác ABC  lần lượt có tọa độ 

là 
1 2

,  z z  và 
3

z . Khi đó diện tích của tam giác ABC  được tính bởi công 

thức 

1 1

2 2

3 3

      1
1

S         1  .
4

      1

ABC

z z

z z

z z

 

1.3.2.6. Đƣờng tròn trong mặt phẳng phức. 

a) Phƣơng trình của đƣờng tròn trong mặt phẳng phức. 

 Phương trình đường tròn có tâm ( )
O O

I z , bán kính r  trong mặt phẳng 

phức có dạng 
2

O O
z z z z r .  

Hoặc .     .     0z z z z , với 
2  ,        

O
z r  . 

b) Phƣơng tích của một điểm đối với một đƣờng tròn. 
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 Cho đường tròn xác định bởi phương trình 2

O O
z z z z r  (hoặc 

. 0zz z z  với . 0,   ) và điểm M z  bất kỳ, khi đó 

phương tích của điểm M đối với đường tròn tâm 
O

z  là: 

2
  

O O
O

M
z

z z z z r   (hoặc   .
O

M
z

zz z z ). 

c) Trục đẳng phƣơng của hai đƣờng tròn. 

 Trục đẳng phương của hai đường tròn là tập hợp tất cả những điểm có 

cùng phương tích đối với hai đường tròn đó. 

 Cho hai đường tròn có tâm 
1 2
,  I I  có phương trình lần lượt là. 

1 1 1
0zz z z  với 

1 1 1
0, .  

2 2 2
0zz z z  với 

2 2 2
0, .  

 Điểm M z  thuộc trục đẳng phương của hai đường tròn đã cho khi và 

chỉ khi   1 21 1 2 2
  zz z z zz z z  

               1 2 1 2 1 2
   0.z z  

Là phương trình của trục đẳng phương của hai đường tròn đã cho. 

1.3.3. Thực trạng dạy học ứng dụng số phức vào giải toán Hình học 

phẳng và Lƣợng giác ở trƣờng THPT. 

1.3.3.1. Thực trạng dạy học ứng dụng số phức vào giải toán Hình học 

phẳng và Lƣợng giác ở trƣờng THPT. 

 Trong các lĩnh vực toán học nói riêng, số phức có nhiều ứng dụng quan 

trọng trong hình học, đại số, giải tích, lượng giác,... Ứng dụng số phức để giải 

toán hình học phẳng và lượng giác có nhiều thuận lợi khi xét các bài toán có 

liên quan tới quỹ tích, dựng hình, các phép biến hình trong mặt phẳng,... các 

bài toán tính tổng vô hạn, giải các phương trình lượng giác có chứa các biểu 

thức cosnx  hay sinnx . 
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 Việc ứng dụng số phức vào giải toán không chỉ nhằm cung cấp cho HS 

những công cụ để giải toán mà còn tập cho HS làm quen với các phương pháp 

tư duy và suy luận, biết nhìn nhận các hiện tượng xung quanh với sự biến đổi 

của chúng để nghiên cứu, tìm tòi, khám phá, tạo cơ sở cho sự ra đời của 

những phát minh và sáng tạo trong tương lai, bước đầu mở rộng tầm hiểu biết 

của HS. 

 Ở nước ta, nội dung số phức đã từng được đưa vào giảng dạy trong 

chương trình phân ban, sau đó SGK cải cách (năm 1998) đã cắt bỏ nội dung 

này. Hiện nay, nội dung số phức đã được đưa vào chương trình SGK thí điểm 

Ban khoa học tự nhiên với mức độ hoàn thiện hệ thống số và bước đầu làm 

quen với ứng dụng số phức.   

 Tuy nhiên, tình hình thực tiễn hiện nay việc ứng dụng số phức vào giải 

toán nói chung, giải toán hình học phẳng và lượng giác nói riêng chưa được 

vận dụng, quan tâm đúng mức. 

Chúng tôi đã tiến hành điều tra (bằng phương pháp phỏng vấn) GV toán ở 

các trường THPT chuyên tỉnh Lào Cai, THPT số 1 Thành phố Lào Cai, THPT Hòa 

An - Cao Bằng, THPT chuyên tỉnh Thái Nguyên,  THPT Yên Thủy A – Hòa Bình, 

trong năm học 2006 – 2007 và 2007 – 2008, về việc ứng dụng số phức vào giải toán 

hình học phẳng và lượng giác. Kết quả thu được như sau: đa số các thầy cô giáo cho 

rằng nội dung số phức trong chương trình toán phổ thông không phải là nội dung 

quan trọng, chỉ giới thiệu cho các em HS một số kiến thức đơn giản của số phức 

chứ không đề cập nhiều đến vấn đề đưa số phức vào như một công cụ để giải toán. 

Một số thầy cô giáo dạy ở các trường THPT chuyên thì đã đề cập đến vấn đề đưa số 

phức vào như một công cụ để giải toán, tuy nhiên mới chỉ là giới thiệu chưa đề cập 

đến vấn đề bồi dưỡng, rèn luyện năng lực giải toán cho HS.  
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Tìm hiểu rõ hơn về vấn đề này chúng tôi đã đưa ra câu hỏi: “Khi dạy nội 

dung số phức và ứng dụng của số phức vào giải toán các thầy, cô gặp khó khăn gì? 

”  Đa số các ý kiến đưa ra đều tập trung ở một số điểm cụ thể như sau: 

Thứ nhất, bản thân các thầy cô giáo cũng không phải là những người có kiến 

thức vững vàng và thành thạo về số phức. 

Thứ hai, trong các kỳ thi hiện nay, số phức chưa phải là nội dung được quan 

tâm, hơn nữa thời lượng chương trình dành cho nội dung này không nhiều nên 

không có điều kiện để đi sâu thêm các vấn đề có liên quan tới số phức. 

Thứ ba, các tài liệu tham khảo hiện nay viết về nội dung ứng dụng số phức 

vào giải toán hình học phẳng và lượng giác chưa nhiều, chưa quan tâm đến các bài 

toán gần gũi với các em HS. 

Như vậy, mặc dù số phức là nội dung khá quan trọng của toán học nhưng lại 

chưa được các thầy cô giáo quan tâm đưa vào giảng dạy nhiều cho HS. Việc giảng 

dạy nội dung số phức và ứng dụng của số phức vào giải toán ở trường phổ thông có 

thể chưa đưa ra mức độ cao đối với các lớp thường, với đối tượng HS trung bình 

nhưng nó cần thiết phải đặt ra với các lớp mà đối tượng HS là khá giỏi, các lớp 

chuyên toán. Bởi lẽ, thông qua việc ứng dụng số phức vào giải toán không chỉ giúp 

các em có một phương pháp mới mà còn giúp các em phát triển tư duy, sáng tạo, 

phát huy tính tích cực chủ động trong học tập,... tạo tiền đề cho việc đào tạo những 

con người khoa học trong tương lai. Hơn nữa, số phức đã chính thức được đưa vào 

nội dung sách giáo khoa lớp 12 chuyên ban, do đó đòi hỏi các thầy cô giáo cũng 

phải có sự tìm tòi, sự hiểu biết sâu rộng hơn về số phức và các ứng dụng của nó 

trong các lĩnh vực toán học.  

1.3.3.2. Một số điểm cần lƣu ý khi dạy học nội dung số phức và ứng dụng 

số phức vào giải toán hình học phẳng và lƣợng giác cho học sinh khá giỏi. 
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 Khi dạy học nội dung số phức và ứng dụng của số phức để giải toán 

hình học phẳng và lượng giác cho HS khá giỏi cần lưu ý khai thác một số khía 

cạnh sau đây. 

 - Cho HS thấy được sự cần thiết và ý nghĩa quan trọng của sự mở rộng 

trường số phức trong toán học ngay từ những ví dụ mở đầu, đơn giản và gần 

gũi với HS, chẳng hạn như khi xét nghiệm của phương trình: 2 1 0x . 

 - Khi dạy các khái niệm, định lý, các công thức mới cần tạo cho HS có 

sự liên hệ với các kiến thức đã học trong các trường số khác để thấy được mối 

liên hệ trong toán học. 

 - Cần khai thác ý nghĩa hình học của số phức, qua đó giúp các em hiểu 

hơn về số phức, và đặc biệt thông qua ý nghĩa hình học của số phức chúng ta 

có thể xây dựng các công thức lượng giác cơ bản đã quen thuộc với HS.   

 - Thông qua những kiến thức cơ bản về số phức, GV lấy những ví dụ 

đơn giản, và phức tạp dần trong hình học phẳng và lượng giác mà giải bằng 

ngôn ngữ số phức, qua đó phân tích, so sánh, đánh giá để gây hứng thú cho 

các em trong việc sử dụng số phức để giải toán.  

 - Khi dạy nội dung số phức và ứng dụng của nó GV cần quan tâm đến 

vấn đề bồi dưỡng và rèn luyện kỹ năng giải toán của HS. Qua việc giải các 

bài toán hình học phẳng và lượng giác bằng số phức GV cũng giúp các em ôn 

tập các kiến thức cũ, tìm ra những mối quan hệ trong các kiến thức, trong nội 

bộ toán học.   

 - Giáo viên cũng nên cung cấp thêm các tư liệu về những ứng dụng của 

số phức trong các lĩnh vực toán để các em có thêm niềm tin trong quá trình 

vận dụng và sáng tạo.  

 - Tuy nhiên, số phức là một nội dung còn mới mẻ với các em HS nên 

khi vận dụng giảng dạy, GV cần chú ý lấy những ví dụ, bài toán phù hợp, 
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đảm bảo tính vừa sức với HS để các em có thể tích cực hơn trong việc vận 

dụng các kiến thức về số phức để giải toán.   

1.4. Kết luận chƣơng 1.  

 Trong chương 1, chúng tôi đã làm sáng tỏ một số vấn đề: Lý luận về 

năng lực toán học, năng lực giải toán, đặc biệt là năng lực giải toán hình học 

phẳng và lượng giác bằng số phức. Có thể nói rằng, số phức tuy không phải là 

nội dung mới của Toán học song nó là một vấn đề rất mới mẻ và tương đối 

phức tạp với các em HS bậc Trung học phổ thông, đặc biệt là ứng dụng số 

phức vào giải toán hình học phẳng và lượng giác. Tuy nhiên, việc sử dụng số 

phức như một công cụ giải toán không những mang lại cho học sinh một 

phương pháp giải toán mới mà góp phần đáng kể vào việc bồi dưỡng năng lực 

giải toán của HS, đặc biệt là giải toán hình học phẳng và lượng giác. Hơn nữa 

đây lại là một vấn đề mà trong thực tế giảng dạy hiện nay chưa được quan 

tâm, chưa được chú trọng bồi dưỡng cho các em khá giỏi. 

 Để góp phần khắc phục tình trạng đó, trong chương 2 của luận văn, 

chúng tôi sẽ xây dựng một số các chuyên đề về ứng dụng số phức giải một số 

bài toán hình học phẳng và lượng giác góp phần nâng cao năng lực giải toán, 

đồng thời đề ra một số biện pháp sư phạm nhằm bồi dưỡng năng lực giải toán 

hình học phẳng và lượng giác cho HS. 
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CHƢƠNG 2  

XÂY DỰNG MỘT SỐ CHUYÊN ĐỀ NHẰM BỒI DƢỠNG  

NĂNG LỰC ỨNG DỤNG SỐ PHỨC VÀO GIẢI MỘT SỐ  

DẠNG TOÁN HÌNH HỌC PHẲNG VÀ LƢỢNG GIÁC 

2.1. Những định hƣớng cơ bản. 

2.1.1. Định hƣớng về mặt mục tiêu và yêu cầu của việc ứng dụng Số phức 

vào giải toán Hình học phẳng và Lƣợng giác đối với học sinh khá giỏi ở 

trƣờng THPT. 

 Học sinh được bổ sung và hoàn thiện thêm các kiến thức về số phức. 

 Học sinh được trang bị thêm một phương pháp giải toán hình học 

phẳng và lượng giác, đó là sử dụng số phức. Sau khi được rèn luyện, HS biết 

sử dụng số phức như một công cụ để giải toán hình học phẳng và lượng giác, 

với các dạng bài toán quen thuộc, thường gặp, điển hình ở phổ thông. Qua đó 

rèn luyện cho HS thành thạo các kỹ năng cơ bản: kỹ năng chuyển đổi ngôn 

ngữ, kỹ năng thiết lập hệ trục tọa độ, kỹ năng vận dụng số phức vào giải 

toán,... Thông qua việc sử dụng số phức vào giải các bài toán hình học phẳng 

và lượng giác HS thấy được ý nghĩa của số phức, mối quan hệ giữa các yếu tố 

trong hình học, trong đại số và lượng giác. 

 Rèn luyện năng lực giải toán số phức, tăng cường khả năng vận dụng 

kiến thức về số phức vào giải toán, vào học tập thực tiễn, phát triển năng lực 

phát hiện và giải quyết vấn đề. 

 Rèn luyện và phát triển tư duy lôgic, linh hoạt, sáng tạo. Có sự liên hệ 

gắn kết giữa các quan hệ, kiến thức trong toán. 

 Qua việc ứng dụng của số phức vào giải các bài toán hình học phẳng và 

lượng giác góp phần kích thích HS khám phá, mò mẫm về việc ứng dụng 

của  số phức vào các bài toán trong các lĩnh vực khác như: Đại số tổ hợp, giải 

tích, ...  
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 Học sinh có được hiểu biết về sự phát triển của hệ thống số, thấy được 

vai trò và ý nghĩa to lớn về sự ra đời của số phức. 

2.1.2. Định hƣớng về mặt nội dung. 

 Số phức là một nội dung mới và khó đối với HS bậc phổ thông. Để số 

phức là một công cụ để giải toán hình học phẳng và lượng giác đòi hỏi HS 

phải nắm vững các kiến thức cơ bản về số phức. Vì vậy việc rèn luyện năng 

lực giải toán hình học phẳng và lượng giác bằng số phức cần được thực hiện 

thông qua việc đưa ra một hệ thống bài tập được phân dạng, có sự lựa chọn 

cao, có lời giải hoặc hướng dẫn giải, nhằm giúp HS nắm vững tri thức, phát 

triển tư duy, hình thành các kỹ năng, kỹ xảo ứng dụng toán học vào thực tiễn.  

 Hệ thống bài tập được phân dạng tương ứng với các dạng toán thường 

gặp của hình học phẳng và lượng giác, từ các bài toán định tính như chứng 

minh các quan hệ trong hình học phẳng như: song song, vuông góc,... đến các 

bài toán định lượng như: tính diện tích, khoảng cách,... Bên cạnh đó còn có 

những nội dung khó trong phổ thông như: bài toán về dựng hình, quỹ tích, 

cực trị hình học. 

 Để phù hợp với đặc điểm tâm lý nhận thức của các em HS, ngoài việc 

sắp xếp theo dạng, mức độ của bài tập cũng được nâng dần từ dễ đến khó. Có 

nhiều bài tập các em đã được làm trong các SGK Hình học 10, Đại số và Giải 

tích 11, Hình học 11. Một số bài tập nâng cao cũng được chúng tôi lựa chọn 

kỹ lưỡng từ các tạp chí và đề thi vô địch toán nhằm mục đích vừa tạo hứng 

thú cho các em vừa rèn luyện khả năng vận dụng số phức và khả năng phát 

hiện và giải quyết vấn đề. 

2.1.3. Định hƣớng về mặt phƣơng pháp.          

 Định hướng về mặt hình thức truyền thụ tri thức phương pháp. 

Căn cứ vào trình độ HS, giáo viên cần xác định truyền thụ tri thức 

phương pháp giải toán hình học phẳng và lượng giác bằng số phức dưới dạng 
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tường minh hay ẩn tàng. Đưa nội dung này một cách tường minh có nghĩa là 

GV dạy cho HS để HS lĩnh hội được ở mức độ hoàn chỉnh. Một điều quan 

trọng là trong việc truyền thụ và củng cố những tri thức phương pháp, cần biết 

nhiều cách thể hiện những phương pháp đó để có thể có cách lựa chọn thích 

hợp và có hiệu quả. Tuy nhiên, cách làm này đòi hỏi phải có thêm những tiết 

dạy ngoài quy định của chương trình và đôi khi không hẳn đã giúp ích nhiều 

cho sự phát triển khả năng độc lập của các em học sinh khá giỏi. Do vậy GV 

phải lựa chọn phần nào dạy một cách tường minh, phần nào đưa dưới dạng ẩn 

tàng. 

 Định hướng về phương pháp giảng dạy. 

Mỗi nội dung Toán học đều liên hệ với những hoạt động nhất định. Đó 

là những hoạt động được tiến hành trong quá trình hình thành hoặc vận dung 

nội dung đó. Phát hiện được những hoạt động tiềm tàng trong một nội dung là 

vạch được một con đường để truyền đạt nội dung đó và thực hiện những 

nhiệm vụ dạy học khác, cũng đồng thời là cụ thể hóa được những nhiệm vụ 

dạy học nội dung đó và chỉ ra được cách kiểm tra thực  hiện nhiệm vụ này. 

Cho nên điều cơ bản của phương pháp dạy học là khai thác được những hoạt 

động tiềm tàng trong mỗi nội dung để thực hiện nhiệm vụ dạy học. 

 Xuất phát từ nội dung dạy giải toán hình học phẳng và lượng giác bằng 

số phức ta cần phát hiện những hoạt động liên hệ với nó, rồi căn cứ vào mục 

tiêu dạy học mà tập luyện cho HS một số trong những hoạt động đã được phát 

hiện. 

 Quán triệt hoạt động trong phương pháp dạy học, cần tạo cơ hội và cho 

HS thực hiện và tập luyện những hoạt động và hoạt động thành phần tương 

thích với nội dung và mục tiêu dạy học; gây động cơ học tập tiến hành hoạt 

động; truyền thụ tri thức, đặc biệt là những tri thức phương pháp như phương 

tiện và kết quả của hoạt động.  Tuy đối tượng là những HS khá giỏi nhưng 
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cũng cần căn cứ vào tình hình cụ thể mà phân bậc hoạt động làm chỗ dựa cho 

việc điều khiển quá trình dạy học. 

 Rèn luyện năng lực ứng dụng số phức vào giải toán hình học 

phẳng và lượng giác cho HS khá giỏi ở trường THPT  là nhằm trang bị cho 

những HS này thêm một công cụ giải toán, thấy được ý nghĩa của số phức, 

mối quan hệ của số phức với các yếu tố trong hình học phẳng và điều quan 

trọng hơn là giúp các em biết tìm lời giải cho một bài toán. Vì vậy cần kết hợp 

và vận dụng linh hoạt các phương pháp dạy học để hướng dẫn,  tổ chức cho 

các em nắm được nội dung của việc ứng dụng số phức, vận dụng nó một cách 

linh hoạt thông qua hoạt động giải toán.  

 Trong dạy học, cần chú ý đến các vấn đề: sử dụng trực quan để hỗ trợ 

quá trình nhận thức của HS, đảm bảo tính vừa sức trong dạy học, tăng tần số 

hoạt động của HS đối với một vấn đề. 

 Để bồi dưỡng năng lực ứng dụng của số phức vào giải toán hình học 

phẳng và lượng giác một cách có hiệu quả, GV cũng cần bổ sung kịp thời các 

kiến thức mà HS còn thiếu, còn yếu, trang bị các tri thức phương pháp giải 

toán, rèn luyện từng kỹ năng cụ thể, rèn luyện các bài toán tổng hợp, coi trọng 

việc rèn luyện tư duy lôgic và tư duy sáng tạo trong quá trình vận dụng các 

thao tác và hình thức tư duy khi giải toán.  

 Định hướng về vấn đề xây dựng hệ thống bài tập. 

Năng lực giải toán chỉ có thể được hình thành và phát triển trong quá 

trình hoạt động của HS. Giải bài tập toán học là một nội dung quan trọng 

trong học tập, do đó ta phải xác định được một hệ thống bài tập sao cho vừa 

có tác dụng khắc sâu kiến thức, rèn luyện kỹ năng, vừa có tác dụng phát triển 

tư duy độc lập sáng tạo cho HS để chuẩn bị có hiệu quả cho việc vận dụng 

kiến thức vào thực tiễn cuộc sống của các em sau này.  
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Trên cở sở các chỉ tiêu về năng lực (đã trình bày trong chương 1) hệ 

thống các chuyên đề về bài tập hình học phẳng và lượng giác xây dựng với 

mục đích bồi dưỡng năng lực giải toán bằng số phức cho HS khá giỏi ở 

trường THPT  phải là hệ thống bài tập đáp ứng được những yều cầu sau.  

 Có tác dụng củng cố vững chắc các kiến thức kỹ năng trong chương 

trình số phức ở trường THPT. Giúp HS hiểu và thấy ý nghĩa của số phức 

trong toán. 

 Có tác dụng hình thành và rèn luyện các thành phần của năng lực giải 

toán bằng số phức cho HS. 

 Bài tập phải gợi ở HS sự ham thích tìm tòi.   

 Hệ thống bài tập phải có tính tổng hợp, tức là những bài tập đòi hỏi 

phải sử dụng nhiều nội dung kiến thức khác nhau, phải nhạy bén trong việc 

lựa chọn những kiến thức có liên quan để giải quyết yêu cầu do bài toán đặt 

ra. 

Để giải quyết được các yêu cầu trên, các dạng bài tập đưa ra phải 

phong phú, bài tập phải gồm nhiều loại: chứng minh, tính toán, bài tập về quỹ 

tích, dựng hình, cực trị trong hình học,... các bài toán về lượng giác cần tập 

trung vào khai thác các vấn đề gần gũi nhưng thường gây khó khăn cho HS 

như: tính tổng của biểu thức vô hạn, giải phương trình bậc cao, ... để bồi 

dưỡng khả năng vận dụng số phức vào nhiều tình huống khác nhau. Trong 

mỗi thể loại đó lại chú ý bao gồm nhiều dạng bài tâp như: bài tập có nội dung 

biến đổi, bài tập có nhiều kết quả, ... 

Vì số phức là một nội dung còn mới mẻ với HS bậc THPT nên khi mới 

làm quen với việc sử dụng số phức như một công cụ giải toán hình học phẳng 

và lượng giác cần có những bài toán cơ bản để các em tiếp cận và tự vượt qua, 

sau đó khi các em đã nắm được những vấn đề cơ bản mới nâng dần độ phức 

tạp bằng những bài toán khó hơn, tuy nhiên cũng cần theo dõi, giúp đỡ, khích 
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lệ một cách tế nhị để các em từng bước độc lập suy nghĩ, ngày càng bộc khả 

năng và phát huy những khả năng của mình. 

2.2. Xây dựng một số chuyên đề vận dụng số phức vào giải một số dạng 

toán hình học phẳng và lƣợng giác.  

2.2.1. Nguyên tắc xây dựng hệ thống bài tập, chuyên đề. 

Một hệ thống bài tập, chuyên đề là tập hợp các bài tập được liên kết  

với nhau bởi các quan hệ sau: Quan hệ trình độ phát triển tư duy toán học, 

quan hệ nội dung toán học và quan hệ mục tiêu đào tạo. 

Lựa chọn một hệ thống bài tập có chủ định và hệ thống bài tập ôn để 

hướng dẫn HS giải thông qua đó rèn luyện cho HS tư duy và kỹ năng giải 

toán nhất định.  

Các bài tập được xây dựng theo một quan điểm nhất quán, theo một 

định hướng và yêu cầu rõ rệt để HS có thể vận dụng kiến thức, kinh nghiệm 

có sẵn vào giải quyết những yêu cầu mới trong những tình huống mới.  

Ta cũng cần nhấn mạnh lại rằng, các bài toán ở trường phổ thông là 

một phương tiện rất có hiệu quả và không thể thay thế được trong việc giúp 

HS nắm vững được những tri thức, phát triển tư duy, hình thành kỹ năng, kỹ 

xảo, bồi dưỡng năng lực giải toán và đặc biệt là ứng dụng toán học vào thực 

tiễn. Hoạt động giải bài tập toán học là điều kiện để thực hiện tốt các mục 

đích dạy toán ở trường phổ thông, tổ chức có hiệu quả dạy giải bài tập toán có 

vai trò quyết định đối với chất lượng dạy và học toán, với sự phát triển năng 

lực trí tuệ của HS. Do vậy trong việc lựa chọn bài toán và hướng dẫn HS giải 

toán GV cần chú ý đến tác dụng của bài toán, nên chú trọng nhiều hơn đến 

việc lựa chọn hệ thống bài tập nhằm rèn luyện tư duy, kỹ năng và bồi dưỡng 

năng lực giải toán cho HS. 

Hệ thống bài tập, chuyên đề thường được chia làm hai loại: 
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 Loại 1. Là các bài tập củng cố các kiến thức, kỹ năng cơ bản. Việc làm 

cho HS nắm vững, khắc sâu kiến thức lý thuyết thông qua bài tập là một công 

cụ tốt để làm toán và có cách suy nghĩ về toán theo một chiều hướng tích cực. 

 Loại 2. Là những bài tập khó hơn nhằm nâng cao kỹ năng và bồi dưỡng 

năng lực giải toán cũng như năng lực tư duy toán học của HS. Sự có mặt của 

những bài tập này sẽ lôi cuốn HS vào hoạt động nhận thức, kích thích sự tò 

mò, sự ham muốn hiểu biết trí tuệ, giúp cho HS phát triển hết trí lực của mình 

vào hoạt động học tập. 

Đối với việc lựa chọn một hệ thống các bài tập ôn tập cần chú ý. 

Một hệ thống bài tập có lựa chọn sẽ là một công cụ hiệu quả nhằm tổng 

kết, giúp HS có cái nhìn tổng quát về tri thức toán học, kỹ năng giải toán sau 

khi học xong một chương, một phần hay toàn bộ chương trình học.  

Qua thực tế giảng dạy cho thấy nếu chúng ta lựa chọn được một hệ 

thống bài tập ôn tập phù hợp sẽ giúp cho HS có khả năng khắc sâu kiến thức 

cũ, củng cố được một số kỹ năng giải toán cần thiết và góp phần đáng kể vào  

việc bồi dưỡng năng lực giải toán cho HS. 

2.2.2. Chuyên đề 1. Ứng dụng số phức vào giải toán Hình học phẳng. 

2.2.2.1. Ứng dụng số phức giải một số bài toán dạng chứng minh, tính 

toán. 

Trong hình học phẳng, toán chứng minh, tính toán là một dạng toán cơ 

bản, thường gặp trong chương trình. Ứng dụng số phức vào giải dạng toán 

này tỏ ra khá thuận lợi khi đưa bài toán về xét trên mặt phẳng tọa độ phức. 

Đặc biệt, nhiều bài toán chứng minh nếu biết chọn hệ tọa độ thích hợp cùng 

với sự kết hợp linh hoạt các phép biến đổi thì sẽ cho ta lời giải đơn giản hơn, 

gọn gàng hơn.  

Các bài toán trong nội dung này chú trọng nhiều đến bồi dưỡng các 

năng lực 1, 2 và 3 (đã trình bày trong mục 1.2.4); các bài toán cũng được sắp 
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xếp theo mức độ phức tạp tăng dần nhằm đảm bảo tính vừa sức và gây hứng 

thú cho HS. 

 Bài toán 1. Cho tam giác ABC , trên BC lấy điểm E và F  sao cho 

  EB kEC
 

 và 
1

  FB FC
k

 
, với 1k . 

1) Biểu diễn các vectơ A E


, A F


 và EF


 theo các vectơ A B


, .AC


 

2) Chứng minh các tam giác ABC  và AEF  có cùng trọng tâm. 

3) Trên AB lấy điểm D, trên AC lấy điểm I sao cho DA kDB
 

, 

IC kIA
 

.  

   Chứng minh rằng     0.AE BI CD
   

 

Lời giải. 

Trên mặt phẳng tọa độ phức, gọi tọa 

độ của các điểm là , , ,  A a B b C c  

, , ,   D d E e F f và I z . 

1) Biểu diễn các vectơ A E


, A F


 và EF


 

theo các vectơ A B


, .AC


 

 Biểu diễn vectơ  A E


. 

Ta có   AE e a


, theo giả  thiết   EB kEC
 

    ( )b e k c e , 

hay ta có  1   k e kc b , suy ra   .
1

kc b
e

k
 

Từ đó ta có:     
1 1

kc b kc b ka a
e a a

k k
 

                             
1

       
1 1 1 1

k c aa b k
b a c a

k k k k
 

Vậy ta có:  
1

    .
1 1

k
A E A B A C

k k
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 Biểu diễn vectơ  A F


.  Ta có   AF f a


.  

Từ giả thiết ta có 
1

      FB FC c f k b f
k

 
, biến đổi tương 

tự như trên ta được: 
1

    .
1 1

k
f a b a c a

k k
 Hệ thức này có 

nghĩa là 
1

    .
1 1

k
A F A B A C

k k

  
 

 Biểu diễn EF


. Ta có 

        
1 1

          
1 1 1 1

k k
EF AF AE AB AC AB AC

k k k k

      
 

1 1 1
          .

1 1 1 1

k k k
AB AC AB AC

k k k k

   
 

Vậy 
1

    .
1

k
EF AB AC

k

  
 

2) Ở trên ta đã tính được   
1

kc b
e

k
 và   

1

kb c
f

k
. 

Từ đó ta có:      
1

kc b kb c
a e f a

k
 

             

  1
     .

1 1

ka kb kc a b c k
a b c a b c

k k
 

Đẳng thức này chứng tỏ rằng các tam giác ABC  và AEF  có cùng 

trọng tâm. 

3) Từ giả thiết   DA kDB
 

,   IC kIA
 

 theo trên ta tính được 

  
1

kb a
d

k
 và   

1

ka c
z

k
.  

Mặt khác ta có:  

             A E BI CD e a z b d c
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1

kc b ka a ka c kb b kb a kc c

k
 

                
      

   0.
1

k a b c k a b c a b c a b c

k
 

Vậy ta có       0.AE BI CD
   

 

 Bài toán 2. Cho tam giác ABC  với trọng tam là G, M là điểm bất kỳ 

thuộc mặt phẳng tam giác. Chứng minh rằng:  

1)       3     AB BC CA GA GB GC2 2 2 2 2 2  

2)            3MA MB MC GA GB GC MG2 2 2 2 2 2 2 . 

Hãy tìm trong tam giác ABC  điểm M  sao cho     MA MB MC2 2 2  

là nhỏ nhất. 

Lời giải. 

Không làm giảm tính tổng quát ta có 

thể giả thiết rằng trọng tâm G  của tam giác 

ABC  trùng với gốc tọa độ O G O . 

Trên mặt phẳng tọa độ phức, giả sử 

tọa độ của các đỉnh là , , , , .    A a B b C c G g M m  

 Vì G là trọng tâm tam giác ABC  nên suy ra tọa độ của G là 

  
1

3
g a b c , mà   G O  nên suy ra       0a b c . 

1) Ta có, vế phải  3       3     
2 2 22 2 2GA GB GC a b c . 

Vế trái           
2 2 22 2 2AB BC CA b a c b c a . 

Tính từng số hạng theo công thức .z z z
2

, ta có. 
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    . . . . ,

    . . . . ,

    . . . . .

2

2

2

b a b a b a bb a a a b a b

c b c b c b c c bb bc bc

a c a c a c c c a a a c a c

  

Cộng các đẳng thức trên, vế với vế ta được 

    

                   

2 2 2

2 2 2

2

b a c b c a

a b c a b c b a c c a b
 

Do       0a b c , suy ra       0a b c . 

Từ đó suy ra     ,        ,     . b c a a c b a b c  

Do đó ta có              .a b c b a c c a b a a bb cc  

                                                                                    
2 2 2

a b c  

Vậy ta có       3     ,
2 2 2 2 2 2

b a c b c a a b c  suy ra 

điều phải chứng minh.  

2) Ta có            
2 2 22 2 2MA MB MC a m b m c m  

                         .a m a m b m b m c m c m  

                
 . . . .   

        3 .
2 2 2 2 2 2 2 2

3

3

a a bb cc m m m a b c m a b c

a b c m GA GB GC MG

 

 Vậy     MA MB MC2 2 2  nhỏ nhất khi và chỉ khi MG 2  nhỏ nhất khi 

và chỉ khi M G , nghĩa là M là trọng tâm của tam giác ABC. 

 Bài toán 3.  Cho tam giác ABC nội tiếp đường tròn  ,  O R  cho trước. 

Tìm giá trị lớn nhất của biểu thức 2 2 2P  BC CA AB , và tính giá trị đó 

theo R . 
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Lời giải.  

Chọn tâm O làm gốc tọa độ và giả sử tọa 

độ của các đỉnh tam giác lần lượt là ( ),  ( )A a B b  

và ( )C c . Vì ,  O R  ngoại tiếp tam giác ABC 

nên ta có: 2      aa bb cc R . 

Xét biểu thức 

2 2 2P  BC CA AB  

 c b c b a c a c b a b a  

Biến đổi biểu thức trên ta được 

2

2 2

P   

        

R a b c a b c

R a b c a b c R
 

Từ đó suy ra 
2

max
P  R , khi và chỉ khi   0a b c , khi và chỉ khi 

          0OA OB OC
   

.                                (2.1) 

Gọi A’ là điểm đối xứng với A qua tâm O. Khi đó    

        (2.1)     '      0OA OB OC OA OB OC
      

          (2.2) 

Mà (2.2) xảy ra khi và chỉ khi 'A BC  đều, hay tam giác ABC  cân đỉnh A 

và  0  120A . Từ đó suy ra    AB AC R .  

Vậy P đạt giá trị lớn nhất: 
max

P R , khi và chỉ khi ABC  thỏa mãn 

   AB AC R . 

 Bài toán 4.  (Công thức Ơle về tứ giác)  

 Chứng minh rằng trong một tứ giác, tổng bình phương của hai đường 

chéo cộng với bốn lần bình phương của đoạn thẳng nối trung điểm hai đường 

chéo bằng tổng bình phương các cạnh của tứ giác.  
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Lời giải.  

 Giả sử cho tứ giác ABCD. Gọi M là 

trung điểm của cạnh AC, N là trung điểm 

của cạnh BD.  

Từ yêu cầu của bài toán ta phải 

chứng minh 

2 2 2 2 2 2 2    4         AC BD MN AB BC CD DA  

2 2 2 2 2 2 2        4AB BC CD DA AC BD MN  

Giả sử ta có tọa độ của các đỉnh tứ giác là A(a), B(b), C(c) và D(d). Khi 

đó ta có kết quả sau: 

 
2 2 2( ) ;   ( ) ;  ( ) ;  AB b a b a DA a d a d CD d c d c  

và  
2 2 2( ) ;  ( )( );  ( ) ;BC c b c b BD d b d b AC c a c a  

Từ đó suy ra 
2 2 2 2 2 2       AB BC CD DA AC BD  

                         aa bb cc dd ab ac ad ba ba bc  

                                                       + bd ca cb cd da db dc          (2.3) 

 Mặt khác, vì M và N là trung điểm của các đoạn thẳng AC và BD nên ta 

có tọa độ của ,    
2 2 2

a c b d b d a c
M N MN


. 

Vậy ta có 

        
24   4   

2 2

b d a c b d a c
MN aa bb cc dd ab ad  

  ac bd ba bc cb cd ca db da dc (2.4) 

So sánh (2.3) và (2.4) ta được 

2 2 2 2 2 2 24AB BC CD DA AC BD MN , (đpcm) 

 Bài toán 5. (Đề thi vô địch Anh, năm 1983). 
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Cho tam giác ABC cân đỉnh A, gọi I là tâm đường tròn ngoại tiếp tam 

giácABC ; D là trung điểm của AB và  J là trọng tâm của tam giác ACD. 

Chứng minh rằng IJ CD . 

Lời giải.  

Chọn đường tròn tâm I làm đường tròn đơn 

vị (gốc I, 1r ). 

Giả sử ( ),  ( )A a B b  và ( )C c . Vì A, B và C 

cùng thuộc đường tròn, nên ta có 

      1aa bb cc , và do D là trung điểm của 

AB  

nên tọa độ của 
2

a b
D . 

Suy ra 
2

      
2 2

a b c a b
DC c


. Mặt khác, vì J là trọng tâm 

của ACD  nên có tọa độ là 2  
3

a b
a c

j , hay 
3 2

  
6

a c b
j . Từ đó 

suy ra 
3 2

  
6

a c b
IJ


 ( vì I  là gốc tọa độ). 

Để chứng minh IJ CD , ta cần chứng minh .   0IJ CD
 

. 

Thật vậy, ta có 

        
1 3 2 2 3 2 2

.   .   . 
2 6 2 6 2

a c b c a b a c b c a b
IJ CD
 

 

        

1
 6 3 3 4 2 2 2 6 4
24

               2 3 2 3 2  

ac aa ab cc ca cb bc ba bb ca cc

cb aa ca ab ab bc bb

 

                  
1

 4 4 4 4
24

ab ca ab ac . 
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Suy ra 
1

.   
6

IJ CD ca ac ab ab
 

.                    (2.5) 

Mặt khác, do AC AB  nên suy ra: 

                                c a c a b a b a  

                                     cc ca ac aa bb ba ab aa  

                                     ca ac ba ab                           (2.6) 

Từ (2.5) và (2.6) suy ra  .   0IJ CD
 

, vậy IJ CD .  

 Bài toán 6.  Cho tam giác ABC có độ dài các cạnh là  BC = a, CA = b,         

AB = c. Chứng minh rằng 2 2 2 2  9a b c R . 

Lời giải.  

 Ta chọn đường tròn tâm (O) ngoại 

tiếp ABC  làm đường tròn đơn vị và gốc 

tọa độ là O. 

Giả sử tọa độ của các đỉnh là 

1 2
( ),  ( )A z B z  và  

3
( )C z . Theo bài ra ta có 

2

1 1 2 2 3 3
. . .z z z z z z R . 

Khi đó ta có      

   2 2 2 2 2 2 a b c BC CA AB  

     
3 2 3 2 1 3 1 3 2 1 2 1

 ( ) ( ) ( )( )z z z z z z z z z z z z  

     
3 3 2 2 2 3 3 2 1 1 3 3 3 1 1 3 2 2 1 1 1 2 2 1

 z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z z  

 2

1 1 2 2 3 3 1 1 2 3 2 1 2 3 3 1 2 3
 6R z z z z z z z z z z z z z z z z z z  

     
2

1 2 3 1 2 3
 9 ( )R z z z z z z  

     
2 2

1 2 3 1 2 3
 9  ( )   9R z z z z z z R  
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Do 
1 2 3 1 2 3

( )   0z z z z z z  nên dấu "=" của bất đẳng thức trên 

xảy ra khi và chỉ khi: 
1 2 3

0        0z z z OA OB OC
  

, khi và chỉ 

khi   O G , hay ABC  đều.  

Vậy 2 2 2 29a b c R , dấu “=” xảy ra khi tam giác ABC đều. 

 Bài toán 7.  Chứng minh rằng với mọi tam giác ABC ta có 

3
cos   cos   cos   

2
A B C . 

Lời giải.  

Ta chọn đường tròn tâm (I) nội tiếp ABC 

là đường tròn đơn vị. Gọi  A', B', C' là các tiếp 

điểm của đường tròn tương ứng với các cạnh BC, 

CA và cạnh AB  và giả sử lần lượt có các toạ độ 

là a, b và c. Ta có  ' ' ' 'C AB C IB , suy ra  

cos( ' ')  cos( ',  ')
 

C AB IB IC . 

 Do đó ta có   1
cos   cos( ' ')  ( )

2
A C AB bc cb . 

Tương tự ta có 
1 1

cos  = ( );  cos   ( ).
2 2

B ac ca C ab ba  

Vậy ta có    
1

cos cos cos  
2

A B C bc cb ac ca ab ba . 

Từ đó suy ra: cos cos cos  A B C
3 1 3

   ( )   ,
2 2 2

a b c a b c  

do( )   0.a b c a b c  

Dấu "=" xảy ra khi và chỉ khi  0a b c   '  '  '  0
  
IA IB IC    

   I G  xảy ra khi và chỉ khi  ' ' 'A B C , tức là ABC  đều.  
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Vậy ta luôn có, với mọi tam giác ABC thì 

3
cos   cos   cos   

2
A B C , dấu “=” xảy ra khi tam giác ABC  đều. 

 Bài toán 8. Cho tam giác ABC với trọng tâm G và một điểm M bất kỳ 

trong mặt phẳng. Chứng minh rằng:  

                   2 2 2 2 2 2 21 1
    

3 9
MG MA MB MC AB BC CA .  (2.7)       

Lời giải. 

Chọn đường tròn ngoại tiếp tam giác ABC làm đường tròn đơn vị và giả 

sử 
0

( ),  ( ),  ( )M z A a B b  và ( )C c . Vì G là trọng tâm của ABC  nên tọa độ của 

G xác định bởi   
3

a b c
g . Khi đó: 

2

0 0
 MG g z g z , 

2

0 0
MA a z a z , 

2

0 0
MB b z b z , 

2

0 0
 MC c z c z ,   

2  AB b a b a ,
2  BC c b c b   và 

2  AC c a c a . 

Thay vào vế trái của (2.7), ta có    

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0 0 0

1 1
   

3 9

1
 
3

MA MB MC AB BC CA

a z a z b z b z c z c z

 

1
                                

9
b a b a c b c b c a c a  

Biến đổi biểu thức trên với chú ý       1aa bb cc , ta được 

2 2 2 2 2 2

0 0 0 0

1 1
   

3 9

1
 3 3 9
9

                                                                            

MA MB MC AB BC CA

aa bb cc z a b c z a b c z z

ba ab cb bc ca ac
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0 0 0 0

1
 3  9   9   9             
9

z g z g z z ba ab cb bc ca ac  

     
0 0 0 0 0 0

           VPz z z g z g gg g z g z  

Vậy ta có 2 2 2 2 2 2 21 1
    

3 9
MG MA MB MC AB BC CA . 

 Nhận xét: Bài toán 8 có thể có ngay kết quả nhờ áp dụng các kết quả 

của bài toán 2.   

2.2.2.2. Ứng dụng số phức vào giải một số bài toán tìm tập hợp điểm. 

Ở trường phổ thông, các bài toán có yếu tố thay đổi, mà thường gặp với 

HS là các bài toán quỹ tích luôn làm cho HS gặp khó khăn. Khi sử dụng số 

phức để giải các bài toán về quỹ tích, HS sẽ thấy đơn giản hơn nhờ việc xác 

định tọa độ phức của các yếu tố thay đổi, từ đó dễ dàng tìm được quỹ tích của 

nó.  

Nói chung,  các bài toán tìm tập hợp điểm có thể giải được bằng số 

phức khi bài toán đã cho có sẵn các yếu tố về tọa độ (loại này HS thường 

nhận biết ngay được cách thức giải), hoặc cho các yếu tố liên quan đến vectơ, 

môđun (đòi hỏi HS phải biết chọn hệ trục tọa độ và phiên dịch bài toán sang 

ngôn ngữ số phức). Vì vậy, cần tạo cho HS có kỹ năng thiết lập tọa độ phức 

và biết phiên dịch bài toán sang ngôn ngữ số phức để giải quyết.  

 Bài toán 1.  

Trong hệ tọa độ Oxy cho các điểm ( ;  0)A a  và (0; )B b ,  (với a > 0). 

1) Viết phương trình đường tròn (C) tiếp xúc với Ox tại A và có tâm 

C  

mà 
2

  
2

C

m
y .  Xác định giao điểm thứ hai P  của đường tròn đó với 

đường              thẳng AB.  

 2) Viết phương trình đường tròn (C’) đi qua P và tiếp xúc với Oy tại B.  
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 3) Hai đường tròn cắt nhau tại P và Q. Viết phương trình đường thẳng 

PQ. Chứng minh rằng khi m thay đổi đường PQ luôn đi qua điểm cố định.  

Lời giải. 

Trong mặt phẳng phức, các điểm ( ;  0)A a  tương ứng với điểm 

( 0)  ( )A a i A a ; điểm (0; )B b  tương ứng với điểm (0 )  ( )B ia B ia . 

1) Vì đường tròn (C) tiếp xúc với Ox tại A suy ra A Cx x a , suy ra tọa 

độ tâm của đường tròn (C) là 
2

2

m
C a i  và bán kính là 

2
  

2
C

m
R , 

suy ra phương trình đường tròn (C) có dạng. 

2

2 2
         

2 2

2 2 2
                                            

2 2 2

m m
zz a i z a i z

m m m
a i a i

 

hay  
22

  ( )  ( )   0
2

m
zz a z z i z z a .                           (2.8)  

Bằng cách thay  2 ; 2z z x z z iy  vào (8) ta được dạng thực như 

sau  

2 2 22 2 0x y ax m y a . 

Phương trình đường thẳng AB có dạng  

                                    
22 0a ia z ia a z ia                          (2.9) 

Khi đó tọa độ điểm P là nghiệm của hệ 

2

2

2
0

2

2 0

m
zz a z z i z z a

a ia z ia a z ia
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Mặt khác 2   cos2   sin2z x i x , nên ta có cos2   1,x  suy ra 

 .x l l Z  Vậy các họ nghiệm của phương trình đã cho là: 

    
12

  .

k
x

x l

 

 Bài toán 4. Giải phương trình.  

cos cos2 cos3 1      x x x . 

Lời giải. 

Với cos sin    z x i x , ta có  

2 4 6

2 3

1 1 1
cos , cos2 , cos3

2 2 2
        

z z z
x x x

z z z
. 

Thay vào  phương trình ta được  
2 4 6

2 3

1 1 1

2 2 2
      1.

z z z

z z z
  

Sử dụng phép biến đổi tương đương ta được phương trình  

4 2 5 6 3

6 5 4 3 3 2

1 2 0

1 0

  

     

z z z z z z

z z z z z z z
 

hay 3 3 21 1 0  z z z z . 

Từ đó ta có phương trình 
23 1 1 1 0  z z z , suy ra 

1, 1 z z  và 3 1z . Thay trở lại ta được nghiệm của phương trình đã cho 

là 

2

2 ,

2

3 3

 

    víi 

   

x k

x k k

k
x

 , hay , .

2

 

 víi 
   

x k

k
x k

  

 Bài toán 5. Giải phương trình.  

2 2tan   cot x  6.x  
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Lời giải. 

Áp dụng công thức (2.49), ta có 

2 22 2

2 2
2 2

1 1
    6.

1 1

z z

z z
 

Biến đổi ta được phương trình:  

4 4 2
2 2 41   1   6 1 .z z z  

Từ đó suy ra: 8 8 1  0   1.z z  Nhưng ta lại có 

8  cos8   sin8z x i x , do đó ta có  

cos8   1      ( ).
8 4

k
x x k Z  

Vậy các họ nghiệm của phương trình đã cho là: 

    ( )
8 4

k
x k Z  

2.3. Bài tập tự luyện. 

Bài 1. Cho , , , , ,     vµ M N P Q R S  là trung  điểm của các đoạn thẳng 

, , , ,    vµ AB BC CD DE FA  của một lục giác ABCDEF .  

Chứng minh rằng 2 2 2    RN MQ PS  khi và chỉ khi   MQ PS . 

Bài 2. Cho hình vuông ABCD, cạnh a   ngoại tiếp đường tròn tâm O. Cho P là 

điểm bất kỳ trên đường tròn đó. 

Tìm giá trị của biểu thức 2 2 2 2PA PB PC PD . 

Bài 3. Cho tam giác ABC có G là trọng tâm; điểm S  thỏa mãn 

      IS IA IB IC
   

 và điểm 'A  đối xứng với A qua I. Chứng minh rằng: 

1) Hai tam giác ABC và 'ASA  có cùng trọng tâm. 

2) 3  IS IG
 

. 

Bài 4. Cho hình vuông ABCD. Chứng minh rằng: 

2 2 2 2      AB CD AD BC  khi và chỉ khi   AC BD . 
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Bài 5. Cho các điểm , , ,   A B C D  và ba số thực , ,  a b c  không đổi. Lấy các 

điểm , , ,   vµ M N P Q  sao cho , ,     BM a t BA BN b t BC
   

 và 

,      DQ b t DA DP c t DC
   

, với t  là số thực. Chứng minh khi số 

thực t  thay đổi nhưng tổng   MP NQ
 

 không đổi. 

Bài 6. Chứng minh rằng nếu cos sin    z x i x  và 1z , thì 

1 1
Re

1 2
  

z
. 

Bài 7. Tính giá trị của tích 0 0 0cos20 cos40 cos80  P , bằng ít nhất hai cách 

khác nhau. 

Bài 8. Tính các tổng sau 
1 1

cos sinS   vµ T  
n n

k k

k k

q kx q kx  

Bài 9. Giải phương trình  5sin3   3sin5   0.x x  

Bài 10. Tính giới hạn  
1 1 1

1 cos cos ... cos
2 4 4 2 2 4

lim         
n

n

n
. 

2.4. Kết luận chƣơng 2. 

Trong đề tài đã nêu những định hướng cơ bản về vấn đề dạy học nội 

dung ứng dụng số phức vào giải toán hình học phẳng và lượng giác và vấn đề 

xây dựng hệ thống các bài tập, chuyên đề. Qua chương này chúng tôi đã xây 

dựng được một số chuyên đề với một số dạng bài tập điển hình từ đơn giản 

đến phức tạp,  cùng với một hệ thống bài tập tự luyện thường gây khó khăn 

cho HS phổ thông. Thông qua các chuyên đề này góp phần bồi dưỡng năng 

lực giải toán cho HS, đặc biệt năng lực ứng dụng số phức vào giải toán hình 

học phẳng và lượng giác cho HS khá giỏi ở trường Trung học phổ thông.  
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CHƢƠNG 3 

 

THỬ NGHIỆM SƢ PHẠM 

3.1. Mục đích thử nghiệm sƣ phạm. 

Thử nghiệm sư phạm được tiến hành nhằm mục đích kiểm tra tính khả 

thi và hiệu quả của các chuyên đề đưa ra để dạy HS nội dung ứng dụng số 

phức vào giải toán hình học phẳng và lượng giác.  

3.2. Tổ chức thử nghiệm. 

3.2.1. Nội dung thử nghiệm.  

 Thử nghiệm dạy học một số nội dung về ứng dụng của số phức vào giải 

toán hình học phẳng và lượng giác cho HS khá giỏi ở trường THPT.   

Tiến hành dạy thử nghiệm nội dung: Ứng dụng số phức vào giải một số dạng 

toán của hình học phẳng và lượng giác: 

 + Bài toán chứng minh, tính toán. 

 + Bài toán quỹ tích, dựng hình. 

 + Một số bài toán chứng minh, tính tổng các biểu thức chứa các hàm số 

lượng giác. 

 + Ứng dụng số phức để giải một số phương trình lượng giác thường gặp.   

3.2.2. Đối tƣợng thử nghiệm. 

Đối tượng thử nghiệm là HS lớp 12A1 chuyên Toán, trường THPT 

chuyên tỉnh Lào Cai, gồm 25 học sinh. Đây là lớp chuyên toán của trường nên 

đối tượng HS đều là các em HS có kiến thức, kỹ năng tương đối tốt về môn 

toán, có khả năng vận dụng và tính sáng tạo trong giải toán. Đạo đức tốt, tác 

phong nhanh nhẹn.  

Giáo viên dạy thử nghiệm là cô giáo Nguyễn Thị Minh – là giáo viên 

giảng dạy lâu năm, có nhiều kinh nghiệm trong giảng dạy, đặc biệt là trong 

công tác bồi dưỡng cho HS khá giỏi.  
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3.2.3. Triển khai thử nghiệm. 

Sau khi trao đổi nội dung với Tổ chuyên môn, kết hợp với nắm bắt tình 

hình thực tế học tập của HS, chúng tôi tiến hành tổ chức thử nghiệm trong 

thời gian bốn tuần.  

+ Tuần thứ nhất tiến hành dạy cho HS những kiến thức về số phức 

trong chương trình.  

+ Tuần thứ hai hoàn thiện các kiến thức về số phức trong chương trình 

và tiến hành dạy bổ sung cho HS một số kiến thức về số phức phục vụ cho 

việc làm các chuyên đề.  

+ Tuần thứ ba dạy cho HS chuyên đề về ứng dụng số phức vào giải 

toán hình học phẳng. 

+ Tuần thứ tư dạy cho HS chuyên đề về ứng dụng số phức vào giải toán 

lượng giác, các chuyên đề được tiến hành dạy vào các buổi bồi dưỡng, mỗi 

tuần 2 buổi. 

Tiến hành kiểm tra, đánh giá vào cuối tuần thứ tư.  

Mỗi tiết dạy, mỗi chuyên đề đều được trao đổi, thảo luận kỹ về mục 

tiêu, nội dung, phương pháp giảng dạy. Sau mỗi tiết dạy, mỗi chuyên đề đều 

có nhận xét, rút kinh nghiệm cho các tiết dạy tiếp theo được  tốt hơn. 

Về dạy chuyên đề, chúng tôi đã hướng dẫn HS giải một số bài tập (có 

lựa chọn kỹ lưỡng) như trong luận văn đã trình bày. Ngoài ra còn cung cấp 

cho HS tài liệu tham khảo giúp các em thấy được những ứng dụng khác 

phong phú của số phức trong các lĩnh vực toán học, chúng tôi cũng cung cấp 

thêm các bài tập để HS tự giải và nghiên cứu. 

Chúng tôi đã chuẩn bị bài kiểm tra, sau khi đã bàn bạc, trao đổi với 

giáo viên bộ môn về mục đích, nội dung của bài kiểm tra và cho HS thực hiện 

vào thời điểm đã định trước.  

3.3. Kết quả thử nghiệm. 
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 Để đánh giá kết quả, sau khi dạy thử nghiệm chúng tôi đã phát cho các 

em trả lời vào phiếu thăm dò ý kiến (được trình bày trong phụ lục của luận 

văn) với nội dung thiết thực, cụ thể nhằm thu được những thông tin phản hồi 

từ phía HS. 

 Tổng hợp các ý kiến tự đánh giá của HS và trao đổi cùng một số thầy 

cô giáo trong Tổ bộ môn chúng tôi thấy. 

 Về giáo viên. 

Số phức lâu nay vẫn được đưa vào giảng dạy cho các lớp chuyên toán, 

tuy nhiên chỉ dừng lại ở mức độ giới thiệu và làm các bài tập cơ bản về số 

phức. Nội dung ứng dụng số phức vào giải toán đã được đề cập song chưa 

nhiều. Việc dạy cho HS ứng dụng số phức vào giải toán hình học phẳng và 

lượng giác làm cho HS thấy được ý nghĩa, vai trò của số phức trong Toán 

học.  

Số phức là một nội dung khó song việc áp dụng nó vào giải toán cho ta 

nhiều kết quả lý thú và đẹp, gây hứng thú cho sự tìm tòi, làm tiền đề cho sự 

sáng tạo,... mà những điều đó rất cần cho người học toán, làm toán.  

Việc đưa nội dung ứng dụng số phức vào giải toán hình học phẳng và  

lượng giác (đặc biệt là các bài toán quỹ tích, giải phương trình) tạo điều kiện 

cho các thầy cô giáo có một hướng suy nghĩ mới, mặc dù một số bài toán nếu 

giải bằng số phức có thể dài hơn song ta có thể dùng số phức để nghiên cứu 

các vấn đề khác của toán, gây hứng thú hơn cho việc nghiên cứu các vấn đề 

về số phức. Qua đó cũng phát huy tích cực năng lực giải bài tập toán không 

chỉ của HS  mà cả các thầy cô giáo. 

Tuy nhiên nếu có nhiều thời gian hơn để có thể rèn luyện, bồi dưỡng 

kiến thức cho HS thì hiệu quả sẽ cao hơn.  

 Về học sinh. 
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Sau khi cho các em trả lời các phiếu thăm dò, chúng tôi nhận được kết 

quả từ câu hỏi thứ nhất như sau. 

 

Stt Nội dung 
Mức độ hiểu bài 

Không có ý kiến  Không hiểu  Hiểu 

1 Bài toán chứng minh, tính toán 4 8 13 

2 Bài toán quỹ tích. 1 9 15 

3 
Tính tổng các biểu thức lượng 

giác.  
2 11 12 

4 
Phương pháp sử dụng số phức 

để giải phương trình lượng giác.  
3 13 9 

(Số trong các ô là số ý kiến của học sinh) 

 

Stt Nội dung 

Mức độ thích thú 

Không BT Thích Rất 

thích 

1 Bài toán chứng minh, tính toán  4 14 7 

2 Bài toán quỹ tích.   10 15 

3 
Tính tổng các biểu thức lượng 

giác.  
 1 10 14 

4 
Phương pháp sử dụng số phức 

để giải phương trình lượng giác.  
 3 12 10 

(Số trong các ô là số ý kiến của học sinh) 

 Như vậy, qua việc tổng hợp các ý kiến của học sinh ở phiếu tự đánh 

giá, kết hợp với trao đổi cùng các em, có thể đưa ra một số nhận định sau.  

Đa số các em (chiếm khoảng trên 60%) đều có khả năng lĩnh hội được 

những nội dung cơ bản của số phức, biết ứng dụng các kiến thức đó giải một 
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số dạng toán cơ bản của hình học phẳng như: Quỹ tích, chứng minh,... và một 

số bài toán về lượng giác có chứa cung bội nx . Trong số các vấn đề được hỏi, 

cho thấy các em đã nhận thức rõ được hiệu quả của việc ứng dụng số phức 

vào giải các bài toán quỹ tích, các bài toán tính tổng mà lâu nay vẫn là bài 

toán khó với các em. Đối với việc giải phương trình lượng giác, do các em đã 

quá quen với việc biến đổi, phân tích nên khi giải bằng số phức các em chưa 

thực sự thích thú. Tuy nhiên, nhiều em đã thấy được sự khác biệt giữa giải 

phương trình lượng giác bằng số phức với phương pháp biến đổi, phân tích 

quen thuộc. 

 Sau đợt thử nghiệm, các em thấy thích thú hơn với những vấn đề về số 

phức; thấy rằng số phức không phải là cái gì đó quá xa lạ, quá phức tạp. Đặc 

biệt, năng lực giải các bài toán hình học phẳng về quỹ tích, dựng hình; năng 

lực giải các bài toán về lượng giác được nâng lên rõ rệt.  

  Tổng hợp ý kiến trong câu hỏi 2 trong phiếu thăm dò cho kết quả: 

24/25 chọn phương án trả lời là: Lựa chọn phương pháp giải (dùng kiến thức 

lượng giác lớp 11 hoặc số phức) tùy theo đặc điểm của từng bài (chiếm gần 

98%). Như vậy đứng trước một bài toán học sinh đã có sự linh hoạt, tự tin để 

lựa chọn một phương pháp giải phù hợp; nhờ đó mà năng lực giải toán của 

các em cũng được phát triển.  

 Về kết quả thử nghiệm.  

 Sau đợt thử nghiệm, chúng tôi đã tiến hành kiểm tra đánh giá học sinh 

qua một bài kiển tra viết với thời gian 60 phút. Đề kiểm tra gồm 3 bài, với nội 

dung như sau.  

BÀI KIỂM TRA (45 PHÚT) 

Câu 1. Giải các phương trình sau. 

sin3 sin5
1) cos cos3 cos5   0.                             2)   .

3 5

x x
x x x  
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Câu 2. Tính giới hạn sau. 

2 4 4
sin   sin   ...  sin

2 1 2 1 2 1
lim
n

n

n n n
. 

Câu 3. Trong mặt phẳng Oxy cho hai đường thẳng 
1 2

   vµ có phương trình 

là 

2 2

1 2
: 0,                     :  (1 ) 2 (1 ) 0.mx y m m x my m  

 1) Tìm toạ độ giao điểm I của 1  và 2  ứng với mỗi m.  

 2) Cho m thay đổi tìm tập hợp các giao điểm đó. 

 Kết quả: 84%  bài đạt điểm từ trung bình trở lên, cụ thể như sau. 

Điểm 10 9 7; 8 5; 6 dưới 5 

Số học sinh  1 1 10 9 4 

Tỉ lệ (%) 4 4 40 36 16 

 Những kết luận rút ra qua bài kiểm tra của HS. 

     + Nhìn chung các em đều tích cực, cố gắng làm bài kiểm tra.  

+ Đa số các em đều có khả năng phiên dịch bài toán sang ngôn ngữ số 

phức để giải quyết bài toán. 

+ Qua bài làm của HS thấy các em nắm vững kiến thức cơ bản về số phức, 

biết trình bày lời giải rõ ràng, mạch lạc, biết suy luận và vận dụng linh hoạt 

các kiến thức về số phức vào giải toán. Một số em biết kết hợp giữa số phức 

và phương pháp tổng hợp thông thường để giải quyết bài toán do đó có lời 

giải gọn gàng, ngắn gọn. Như vậy năng lực ứng dụng số phức vào giải toán 

hình học phẳng và lượng giác ở các em đã được phát triển. 

+ Số các em đạt điểm giỏi chưa nhiều, qua đó cũng cho thấy, mặc dù các 

em có khả năng tiếp thu, vận dụng song kỹ năng giải toán còn chưa thật linh 

hoạt, chưa biết suy nghĩ tìm tòi để có một lời giải nhanh, đơn giản. 
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+ Một số bài kiểm tra chưa đạt điểm trung bình cho thấy mức độ nhận thức 

của HS trong lớp không đồng đều. Một số còn phân vân trong việc lựa chọn 

phương pháp giải, khả năng áp dụng chưa linh hoạt. 

+ Từ kết quả của những bài kiểm tra dưới trung bình cũng cho thấy kỹ 

năng ứng dụng số phức vào giải toán nói riêng, kỹ năng giải toán nói chung 

của một số em còn chậm, chưa thực sự tích cực trong việc vận dụng các kiến 

thức đã biết, vì vậy chưa hoàn thành được toàn bộ bài kiểm tra.  

3.4. Kết luận chƣơng 3. 

Qua đợt thử nghiệm, dựa trên các kết quả thu được có thể kết luận rằng.  

Vấn đề sử dụng số phức như một công cụ giải toán hình học phẳng và 

lượng giác nêu lên trong luận văn là có thể thực hiện được. Việc phối hợp và 

sử dụng các biện pháp sư phạm trong việc dạy HS giải một số bài tập hình 

học phẳng và lượng giác bằng số phức đã góp phần làm cho việc học môn 

hình học, lượng giác và đặc biệt là số phức nói riêng và môn toán nói chung 

trở nên hấp dẫn, thực sự lôi cuốn và gây hứng thú cho HS, góp phần làm giảm 

đáng kể những khó khăn và sai lầm cua các em, đồng thời phát triển năng lực 

giải toán cho HS, góp phần nâng cao chất lượng dạy và học. Thử nghiệm 

bước đầu minh họa được tính khả thi của việc xây dựng các chuyên đề nhằm 

bồi dưỡng năng lực giải toán ứng dụng số phức vào giải toán hình học phẳng 

và lượng giác cho HS khá giỏi ở trường THPT. 
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KẾT LUẬN 

 

Từ những vấn đề đã trình bày, có thể rút ra một số kết luận sau. 

1. Luận văn đã làm sáng tỏ một số khái niệm về năng lực giải toán của HS. 

2. Luận văn nghiên cứu việc ứng dụng số phức vào giải các bài toán hình học 

phẳng và lượng giác ở một số tình huống điển hình như: Một số bài toán 

chứng minh, bài toán tính toán, giải bài toán quỹ tích, dựng hình trong hình 

học phẳng; một số bài toán tính tổng, giải phương trình lượng giác có chứa 

các cung bội của các hàm số lượng giác.  

3. Luận văn đã đề xuất một số chuyên đề nhằm phát triển năng lực giải toán 

cho HS khá giỏi trường THPT. 

4. Kết quả thử nghiệm bước đầu minh họa cho tính khả thi và hiệu quả của 

các chuyên đề đã đề xuất, giả thuyết khoa học là chấp nhận được và những 

nhiệm vụ nghiên cứu đã hoàn thành. 

5. Bồi dưỡng năng lực giải toán ứng dụng số phức vào các lĩnh vực toán học 

cho HS khá giỏi ở trường THPT là một đề tài mới mẻ, nếu được sự quan tâm 

đúng mức từ phía các thầy cô giáo thì góp phần đáng kể trong việc bồi dưỡng 

năng lực giải toán cho các em khá giỏi.  
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PHỤ LỤC 

1. Mẫu phiếu thăm dò ý kiến học sinh. 

PHIẾU THĂM DÒ Ý KIẾN 

Xin em cho biết ý kiến về những vấn đề sau 

(Đánh dấu       vào ô tương ứng nếu nhất trí) 

1) Sau khi được rèn luyện cách sử dụng số phức vào giải toán hình học 

phẳng và lượng giác, em tự đánh giá về các nội dung như sau.  

Stt Nội dung 
Mức độ hiểu bài 

Không có ý kiến  Không hiểu  Hiểu 

1 Bài toán chứng minh, tính toán    

2 Bài toán quỹ tích.    

3 
Tính tổng các biểu thức lượng 

giác.  
   

4 
Phương pháp sử dụng số phức 

để giải phương trình lượng giác.  
   

 

Stt Nội dung 

Mức độ thích thú 

Không BT Thích Rất 

thích 

1 Bài toán chứng minh, tính toán     

2 Bài toán quỹ tích.     

3 
Tính tổng các biểu thức lượng 

giác.  
    

4 
Phương pháp sử dụng số phức 

để giải phương trình lượng giác.  
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2) Đứng trước một bài toán tính tổng (hoặc giải phương trình) lượng giác 

có chứa cung bội nx  của sin (hoặc côsin, tang, côtang) em sẽ: 

    Cố gắng giải bằng kiến thức lượng giác lớp 11. 

    Cố gắng giải bằng số phức. 

    Lựa chọn phương pháp giải (dùng kiến thức lượng giác lớp 11 hoặc số 

phức) tùy theo đặc điểm của từng bài.     

2. Hƣớng dẫn - Đáp số bài tập tự luyện. 

Bài 1. Trên mặt phẳng tọa độ phức ta có  

2 2 2    

 

                    

RN MQ PS

e f b c e f b c

d e a b d e a b f a c d f a c d

 

Từ đó ta có 0  d e a b f a c d , suy ra   MQ PS . 

Bài 2. Trên mặt phẳng tọa độ phức  (như hình vẽ), ta 

có tọa độ của các đỉnh của hình vuông lần lượt là 

2 2 2 2
, , ,

2 2 2 2
   

A B c D

a a a a
z z i z z i . 

Giả sử cos sin
2

 
P

a
z x i x  là tọa độ của điểm P. 

Khi đó ta có 

2 2 2 22 2 2 2

2 2

2 2 2

2 3
4 2 . 2cos 2cos 2cos 2cos 4

2 2 2 2 2 4

2 0 3

  

   

A P B P C P D P
PA PB PC PD z z z z z z z z

a a a a
x x x x

a a a
Bài 3. 

1) Từ giả thiết       IS IA IB IC
   

, suy ra 2   s z a b c .  Gọi G’ 

là trọng tâm của tam giác 'ASA , thế thì 
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1 1
' ' ...

3 3
      g a s a a b c . Suy ra các tam giác ABC  và 

'ASA  cùng trọng tâm. 

2) Ta có 3 3 3 3      s z a b c z g z g z , chứng tỏ 

3  IS IG
 

. 

Bài 4. Trên mặt phẳng tọa độ phức, gọi tọa độ của caccs đỉnh hình vuông và 

sử dụng tính chất ta có  

2 2 2 2      

   

AB CD AD BC

b a b a d c d c c b c b a d a d
 

Từ đó suy ra 0  c a b d , hay   AC BD . 

Bài 5. Từ giả thiết tính , , ,   vµ m b n b q d p d ; từ đó suy ra 

2  p q m n b a d c c d d b a b a b b c , nghĩa 

là 2          MP NQ aAB b DA CB cDC BD
      

, không đổi. 

Bài 6. Biến đổi 
cos

1 1 1 2...
1 1 cos sin 2

2sin
2

        

x

i
xz x i x

, ta có 

điều phải chứng minh.  

Bài 7.  

* Cách 1. Sử dụng biến đổi lượng giác quen thuộc: nhân cả hai vế của biểu 

thức với 
0sin20  và áp dụng công thức nhân đôi ta được 

1
.

8
  P  

* Cách 2. Chuyển sang ngôn ngữ số phức: Cho 
0 0cos20 sin20z i , biểu 

diễn 0 0 0cos20 , cos40 cos80  vµ  theo lũy thừa của z . Thay vào biểu thức và 

rút gọn ta được 
7

7

1 1

8 1 8
    

z
P

z
.   
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Bài 8. Biến đổi 
0 0

1 cos sin cos sinS T    
n n

kk k

k k

i q kx i kx q x i x , 

ta được   

1 1

2

1 cos 1 sin 1 1 cos sin
1

2 cos 1
S T  

n nq n x iq n x q x iq x
i

q q x
. 

Từ đó suy ra  
2 1

2

cos cos 1 cos 1
1

2 cos 1
S  

n nq nx q n x q x

q q x
   

và                       
2 1

2

sin sin 1 sin

2 cos 1
T  

n nq nx q n x q x

q q x
. 

Bài 9. Áp dụng công thức 
2 1

sin
2

  
n

n

z
n

iz
, ta biểu diễn sin3 sin5 vµ x x  

theo z . 

Thay vào phương trình tìm được các giá trị của z  là: 

2 2 2 5
1

3 3
  vµ     

i
z z . Áp dụng công thức Moivre 

cos sinnz nx i nx  và đồng nhất phần thực ta tìm được 

cos2 1

2
cos2

3

x

x
,           

suy ra 1 2

2 3

 

 arc   

x k

x k
. 

Bài 10. Áp dụng kết quả 

2

2 1

2

1 cos cos2 ... cos

cos cos 1 cos 1

1 2 cos

 

                             

n

n n

r x z x r nx

r nx r n x r x

r x r

, 

ta được 

1
1 cos

1 1 1 2 41 cos cos ... cos
1 12 4 4 2 2 4

1 2. cos
2 4 4

  
n

n
. 

www.VNMATH.com



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên         http://www.lrc-tnu.edu.vn 

95 

Từ đó suy ra   

1 1 1 4 2
1 cos cos ... cos

2 4 4 2 2 4 5 2 2
lim           

n
n

n
. 

Mặt khác 2   cos2   sin2z x i x , nên ta có cos2   1,x  suy ra 

 .x l l Z  Vậy các họ nghiệm của phương trình đã cho là: 

    
12

  .

k
x

x l

 

 Bài toán 4. Giải phương trình.  

cos cos2 cos3 1      x x x . 

Lời giải. 

Với cos sin    z x i x , ta có  

2 4 6

2 3

1 1 1
cos , cos2 , cos3

2 2 2
        

z z z
x x x

z z z
. 

Thay vào  phương trình ta được  
2 4 6

2 3

1 1 1

2 2 2
      1.

z z z

z z z
  

Sử dụng phép biến đổi tương đương ta được phương trình  

4 2 5 6 3

6 5 4 3 3 2

1 2 0

1 0

  

     

z z z z z z

z z z z z z z
 

hay 3 3 21 1 0  z z z z . 

Từ đó ta có phương trình 
23 1 1 1 0  z z z , suy ra 

1, 1 z z  và 3 1z . Thay trở lại ta được nghiệm của phương trình đã cho 

là 

2

2 ,

2

3 3

 

    víi 

   

x k

x k k

k
x

 , hay , .

2

 

 víi 
   

x k

k
x k
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 Bài toán 5. Giải phương trình.  

2 2tan   cot x  6.x  

Lời giải. 

Áp dụng công thức (2.49), ta có 

2 22 2

2 2
2 2

1 1
    6.

1 1

z z

z z
 

Biến đổi ta được phương trình:  

4 4 2
2 2 41   1   6 1 .z z z  

Từ đó suy ra: 8 8 1  0   1.z z  Nhưng ta lại có 

8  cos8   sin8z x i x , do đó ta có  

cos8   1      ( ).
8 4

k
x x k Z  

Vậy các họ nghiệm của phương trình đã cho là: 

    ( )
8 4

k
x k Z  

2.3. Bài tập tự luyện. 

Bài 1. Cho , , , , ,     vµ M N P Q R S  là trung  điểm của các đoạn thẳng 

, , , ,    vµ AB BC CD DE FA  của một lục giác ABCDEF .  

Chứng minh rằng 2 2 2    RN MQ PS  khi và chỉ khi   MQ PS . 

Bài 2. Cho hình vuông ABCD, cạnh a   ngoại tiếp đường tròn tâm O. Cho P là 

điểm bất kỳ trên đường tròn đó. 

Tìm giá trị của biểu thức 2 2 2 2PA PB PC PD . 

Bài 3. Cho tam giác ABC có G là trọng tâm; điểm S  thỏa mãn 

      IS IA IB IC
   

 và điểm 'A  đối xứng với A qua I. Chứng minh rằng: 

3) Hai tam giác ABC và 'ASA  có cùng trọng tâm. 

4) 3  IS IG
 

. 
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Bài 4. Cho hình vuông ABCD. Chứng minh rằng: 

2 2 2 2      AB CD AD BC  khi và chỉ khi   AC BD . 

Bài 5. Cho các điểm , , ,   A B C D  và ba số thực , ,  a b c  không đổi. Lấy các 

điểm , , ,   vµ M N P Q  sao cho , ,     BM a t BA BN b t BC
   

 và 

,      DQ b t DA DP c t DC
   

, với t  là số thực. Chứng minh khi số 

thực t  thay đổi nhưng tổng   MP NQ
 

 không đổi. 

Bài 6. Chứng minh rằng nếu cos sin    z x i x  và 1z , thì 

1 1
Re

1 2
  

z
. 

Bài 7. Tính giá trị của tích 0 0 0cos20 cos40 cos80  P , bằng ít nhất hai cách 

khác nhau. 

Bài 8. Tính các tổng sau 
1 1

cos sinS   vµ T  
n n

k k

k k

q kx q kx  

Bài 9. Giải phương trình  5sin3   3sin5   0.x x  

Bài 10. Tính giới hạn  
1 1 1

1 cos cos ... cos
2 4 4 2 2 4

lim         
n

n

n
. 

2.4. Kết luận chƣơng 2. 

Trong đề tài đã nêu những định hướng cơ bản về vấn đề dạy học nội 

dung ứng dụng số phức vào giải toán hình học phẳng và lượng giác và vấn đề 

xây dựng hệ thống các bài tập, chuyên đề. Qua chương này chúng tôi đã xây 

dựng được một số chuyên đề với một số dạng bài tập điển hình từ đơn giản 

đến phức tạp,  cùng với một hệ thống bài tập tự luyện thường gây khó khăn 

cho HS phổ thông. Thông qua các chuyên đề này góp phần bồi dưỡng năng 

lực giải toán cho HS, đặc biệt năng lực ứng dụng số phức vào giải toán hình 

học phẳng và lượng giác cho HS khá giỏi ở trường Trung học phổ thông.  
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CHƢƠNG 3 

 

THỬ NGHIỆM SƢ PHẠM 

3.1. Mục đích thử nghiệm sƣ phạm. 

Thử nghiệm sư phạm được tiến hành nhằm mục đích kiểm tra tính khả 

thi và hiệu quả của các chuyên đề đưa ra để dạy HS nội dung ứng dụng số 

phức vào giải toán hình học phẳng và lượng giác.  

3.2. Tổ chức thử nghiệm. 

3.2.1. Nội dung thử nghiệm.  

 Thử nghiệm dạy học một số nội dung về ứng dụng của số phức vào giải 

toán hình học phẳng và lượng giác cho HS khá giỏi ở trường THPT.  

Tiến hành dạy thử nghiệm nội dung: Ứng dụng số phức vào giải một số dạng 

toán của hình học phẳng và lượng giác: 

 + Bài toán chứng minh, tính toán. 

 + Bài toán quỹ tích, dựng hình. 

 + Một số bài toán chứng minh, tính tổng các biểu thức chứa các hàm số 

lượng giác. 

 + Ứng dụng số phức để giải một số phương trình lượng giác thường gặp.   

3.2.2. Đối tƣợng thử nghiệm. 

Đối tượng thử nghiệm là HS lớp 12A1 chuyên Toán, trường THPT 

chuyên tỉnh Lào Cai, gồm 25 học sinh. Đây là lớp chuyên toán của trường nên 

đối tượng HS đều là các em HS có kiến thức, kỹ năng tương đối tốt về môn 

toán, có khả năng vận dụng và tính sáng tạo trong giải toán. Đạo đức tốt, tác 

phong nhanh nhẹn.  

Giáo viên dạy thử nghiệm là cô giáo Nguyễn Thị Minh – là giáo viên 

giảng dạy lâu năm, có nhiều kinh nghiệm trong giảng dạy, đặc biệt là trong 

công tác bồi dưỡng cho HS khá giỏi.  
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3.2.3. Triển khai thử nghiệm. 

Sau khi trao đổi nội dung với Tổ chuyên môn, kết hợp với nắm bắt tình 

hình thực tế học tập của HS, chúng tôi tiến hành tổ chức thử nghiệm trong 

thời gian bốn tuần.  

+ Tuần thứ nhất tiến hành dạy cho HS những kiến thức về số phức 

trong chương trình.  

+ Tuần thứ hai hoàn thiện các kiến thức về số phức trong chương trình 

và tiến hành dạy bổ sung cho HS một số kiến thức về số phức phục vụ cho 

việc làm các chuyên đề.  

+ Tuần thứ ba dạy cho HS chuyên đề về ứng dụng số phức vào giải 

toán hình học phẳng. 

+ Tuần thứ tư dạy cho HS chuyên đề về ứng dụng số phức vào giải toán 

lượng giác, các chuyên đề được tiến hành dạy vào các buổi bồi dưỡng, mỗi 

tuần 2 buổi. 

Tiến hành kiểm tra, đánh giá vào cuối tuần thứ tư.  

Mỗi tiết dạy, mỗi chuyên đề đều được trao đổi, thảo luận kỹ về mục 

tiêu, nội dung, phương pháp giảng dạy. Sau mỗi tiết dạy, mỗi chuyên đề đều 

có nhận xét, rút kinh nghiệm cho các tiết dạy tiếp theo được tốt hơn. 

Về dạy chuyên đề, chúng tôi đã hướng dẫn HS giải một số bài tập (có 

lựa chọn kỹ lưỡng) như trong luận văn đã trình bày. Ngoài ra còn cung cấp 

cho HS tài liệu tham khảo giúp các em thấy được những ứng dụng khác 

phong phú của số phức trong các lĩnh vực toán học, chúng tôi cũng cung cấp 

thêm các bài tập để HS tự giải và nghiên cứu. 

Chúng tôi đã chuẩn bị bài kiểm tra, sau khi đã bàn bạc, trao đổi với 

giáo viên bộ môn về mục đích, nội dung của bài kiểm tra và cho HS thực hiện 

vào thời điểm đã định trước.  

3.4. Kết quả thử nghiệm. 
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 Để đánh giá kết quả, sau khi dạy thử nghiệm chúng tôi đã phát cho các 

em trả lời vào phiếu thăm dò ý kiến (được trình bày trong phụ lục của luận 

văn) với nội dung thiết thực, cụ thể nhằm thu được những thông tin phản hồi 

từ phía HS. 

 Tổng hợp các ý kiến tự đánh giá của HS và trao đổi cùng một số thầy 

cô giáo trong Tổ bộ môn chúng tôi thấy. 

 Về giáo viên. 

Số phức lâu nay vẫn được đưa vào giảng dạy cho các lớp chuyên toán, 

tuy nhiên chỉ dừng lại ở mức độ giới thiệu và làm các bài tập cơ bản về số 

phức. Nội dung ứng dụng số phức vào giải toán đã được đề cập song chưa 

nhiều. Việc dạy cho HS ứng dụng số phức vào giải toán hình học phẳng và 

lượng giác làm cho HS thấy được ý nghĩa, vai trò của số phức trong Toán 

học.  

Số phức là một nội dung khó song việc áp dụng nó vào giải toán cho ta 

nhiều kết quả lý thú và đẹp, gây hứng thú cho sự tìm tòi, làm tiền đề cho sự 

sáng tạo,... mà những điều đó rất cần cho người học toán, làm toán.  

Việc đưa nội dung ứng dụng số phức vào giải toán hình học phẳng và 

lượng giác (đặc biệt là các bài toán quỹ tích, giải phương trình) tạo điều kiện 

cho các thầy cô giáo có một hướng suy nghĩ mới, mặc dù một số bài toán nếu 

giải bằng số phức có thể dài hơn song ta có thể dùng số phức để nghiên cứu 

các vấn đề khác của toán, gây hứng thú hơn cho việc nghiên cứu các vấn đề 

về số phức. Qua đó cũng phát huy tích cực năng lực giải bài tập toán không 

chỉ của HS  mà cả các thầy cô giáo. 

Tuy nhiên nếu có nhiều thời gian hơn để có thể rèn luyện, bồi dưỡng 

kiến thức cho HS thì hiệu quả sẽ cao hơn.  

 Về học sinh. 
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Sau khi cho các em trả lời các phiếu thăm dò, chúng tôi nhận được kết 

quả từ câu hỏi thứ nhất như sau. 

 

Stt Nội dung 
Mức độ hiểu bài 

Không có ý kiến  Không hiểu  Hiểu 

1 Bài toán chứng minh, tính toán 4 8 13 

2 Bài toán quỹ tích. 1 9 15 

3 
Tính tổng các biểu thức lượng 

giác.  
2 11 12 

4 
Phương pháp sử dụng số phức 

để giải phương trình lượng giác.  
3 13 9 

(Số trong các ô là số ý kiến của học sinh) 

 

Stt Nội dung 

Mức độ thích thú 

Không BT Thích Rất 

thích 

1 Bài toán chứng minh, tính toán  4 14 7 

2 Bài toán quỹ tích.   10 15 

3 
Tính tổng các biểu thức lượng 

giác.  
 1 10 14 

4 
Phương pháp sử dụng số phức 

để giải phương trình lượng giác.  
 3 12 10 

(Số trong các ô là số ý kiến của học sinh) 

 Như vậy, qua việc tổng hợp các ý kiến của học sinh ở phiếu tự đánh 

giá, kết hợp với trao đổi cùng các em, có thể đưa ra một số nhận định sau.  

Đa số các em (chiếm khoảng trên 60%) đều có khả năng lĩnh hội được 

những nội dung cơ bản của số phức, biết ứng dụng các kiến thức đó giải một 

www.VNMATH.com



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên         http://www.lrc-tnu.edu.vn 

103 

số dạng toán cơ bản của hình học phẳng như: Quỹ tích, chứng minh,... và một 

số bài toán về lượng giác có chứa cung bội nx . Trong số các vấn đề được hỏi, 

cho thấy các em đã nhận thức rõ được hiệu quả của việc ứng dụng số phức 

vào giải các bài toán quỹ tích, các bài toán tính tổng mà lâu nay vẫn là bài 

toán khó với các em. Đối với việc giải phương trình lượng giác, do các em đã 

quá quen với việc biến đổi, phân tích nên khi giải bằng số phức các em chưa 

thực sự thích thú. Tuy nhiên, nhiều em đã thấy được sự khác biệt giữa giải 

phương trình lượng giác bằng số phức với phương pháp biến đổi, phân tích 

quen thuộc. 

 Sau đợt thử nghiệm, các em thấy thích thú hơn với những vấn đề về số 

phức; thấy rằng số phức không phải là cái gì đó quá xa lạ, quá phức tạp. Đặc 

biệt, năng lực giải các bài toán hình học phẳng về quỹ tích, dựng hình; năng 

lực giải các bài toán về lượng giác được nâng lên rõ rệt.  

  Tổng hợp ý kiến trong câu hỏi 2 trong phiếu thăm dò cho kết quả: 

24/25 chọn phương án trả lời là: Lựa chọn phương pháp giải (dùng kiến thức 

lượng giác lớp 11 hoặc số phức) tùy theo đặc điểm của từng bài (chiếm gần 

98%). Như vậy đứng trước một bài toán học sinh đã có sự linh hoạt, tự tin để 

lựa chọn một phương pháp giải phù hợp; nhờ đó mà năng lực giải toán của 

các em cũng được phát triển.  

 Về kết quả thử nghiệm.  

 Sau đợt thử nghiệm, chúng tôi đã tiến hành kiểm tra đánh giá học sinh 

qua một bài kiển tra viết với thời gian 60 phút. Đề kiểm tra gồm 3 bài, với nội 

dung như sau.  

BÀI KIỂM TRA (45 PHÚT) 

Câu 1. Giải các phương trình sau. 

sin3 sin5
1) cos cos3 cos5   0.                             2)   .

3 5

x x
x x x  
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Câu 2. Tính giới hạn sau. 

2 4 4
sin   sin   ...  sin

2 1 2 1 2 1
lim
n

n

n n n
. 

Câu 3. Trong mặt phẳng Oxy cho hai đường thẳng 
1 2

   vµ có phương trình 

là 

2 2

1 2
: 0,                     :  (1 ) 2 (1 ) 0.mx y m m x my m  

 1) Tìm toạ độ giao điểm I của 1  và 2  ứng với mỗi m.  

 2) Cho m thay đổi tìm tập hợp các giao điểm đó. 

 Kết quả: 84%  bài đạt điểm từ trung bình trở lên, cụ thể như sau. 

Điểm 10 9 7; 8 5; 6 dưới 5 

Số học sinh  1 1 10 9 4 

Tỉ lệ (%) 4 4 40 36 16 

 Những kết luận rút ra qua bài kiểm tra của HS. 

     + Nhìn chung các em đều tích cực, cố gắng làm bài kiểm tra.  

+ Đa số các em đều có khả năng phiên dịch bài toán sang ngôn ngữ số 

phức để giải quyết bài toán. 

+ Qua bài làm của HS thấy các em nắm vững kiến thức cơ bản về số phức, 

biết trình bày lời giải rõ ràng, mạch lạc, biết suy luận và vận dụng linh hoạt 

các kiến thức về số phức vào giải toán. Một số em biết kết hợp giữa số phức 

và phương pháp tổng hợp thông thường để giải quyết bài toán do đó có lời 

giải gọn gàng, ngắn gọn. Như vậy năng lực ứng dụng số phức vào giải toán 

hình học phẳng và lượng giác ở các em đã được phát triển. 

+ Số các em đạt điểm giỏi chưa nhiều, qua đó cũng cho thấy, mặc dù các 

em có khả năng tiếp thu, vận dụng song kỹ năng giải toán còn chưa thật linh 

hoạt, chưa biết suy nghĩ tìm tòi để có một lời giải nhanh, đơn giản. 
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+ Một số bài kiểm tra chưa đạt điểm trung bình cho thấy mức độ nhận thức 

của HS trong lớp không đồng đều. Một số còn phân vân trong việc lựa chọn 

phương pháp giải, khả năng áp dụng chưa linh hoạt.  

+ Từ kết quả của những bài kiểm tra dưới trung bình cũng cho thấy kỹ 

năng ứng dụng số phức vào giải toán nói riêng, kỹ năng giải toán nói chung 

của một số em còn chậm, chưa thực sự tích cực trong việc vận dụng các kiến 

thức đã biết, vì vậy chưa hoàn thành được toàn bộ bài kiểm tra.  

3.4. Kết luận chƣơng 3. 

Qua đợt thử nghiệm, dựa trên các kết quả thu được có thể kết luận rằng.  

Vấn đề sử dụng số phức như một công cụ giải toán hình học phẳng và 

lượng giác nêu lên trong luận văn là có thể thực hiện được. Việc phối hợp và 

sử dụng các biện pháp sư phạm trong việc dạy HS giải một số bài tập hình 

học phẳng và lượng giác bằng số phức đã góp phần làm cho việc học môn 

hình học, lượng giác và đặc biệt là số phức nói riêng và môn toán nói chung 

trở nên hấp dẫn, thực sự lôi cuốn và gây hứng thú cho HS, góp phần làm giảm 

đáng kể những khó khăn và sai lầm cua các em, đồng thời phát triển năng lực 

giải toán cho HS, góp phần nâng cao chất lượng dạy và học. Thử nghiệm 

bước đầu minh họa được tính khả thi của việc xây dựng các chuyên đề nhằm 

bồi dưỡng năng lực giải toán ứng dụng số phức vào giải toán hình học phẳng 

và lượng giác cho HS khá giỏi ở trường THPT. 
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KẾT LUẬN 

 

Từ những vấn đề đã trình bày, có thể rút ra một số kết luận sau. 

1. Luận văn đã làm sáng tỏ một số khái niệm về năng lực giải toán của HS. 

2. Luận văn nghiên cứu việc ứng dụng số phức vào giải các bài toán hình học 

phẳng và lượng giác ở một số tình huống điển hình như: Một số bài toán 

chứng minh, bài toán tính toán, giải bài toán quỹ tích, dựng hình trong hình 

học phẳng; một số bài toán tính tổng, giải phương trình lượng giác có chứa 

các cung bội của các hàm số lượng giác.  

3. Luận văn đã đề xuất một số chuyên đề nhằm phát triển năng lực giải toán 

cho HS khá giỏi trường THPT. 

4. Kết quả thử nghiệm bước đầu minh họa cho tính khả thi và hiệu quả của 

các chuyên đề đã đề xuất, giả thuyết khoa học  là chấp nhận được và những 

nhiệm vụ nghiên cứu đã hoàn thành. 

5. Bồi dưỡng năng lực giải toán ứng dụng số phức vào các lĩnh vực toán học 

cho HS khá giỏi ở trường THPT là một đề tài mới mẻ, nếu được sự quan tâm 

đúng mức từ phía các thầy cô giáo thì góp phần đáng kể trong việc bồi dưỡng 

năng lực giải toán cho các em khá giỏi.  
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PHỤ LỤC 

1. Mẫu phiếu thăm dò ý kiến học sinh. 

PHIẾU THĂM DÒ Ý KIẾN 

Xin em cho biết ý kiến về những vấn đề sau 

(Đánh dấu       vào ô tương ứng nếu nhất trí) 

3) Sau khi được rèn luyện cách sử dụng số phức vào giải toán hình học 

phẳng và lượng giác, em tự đánh giá về các nội dung như sau.  

Stt Nội dung 
Mức độ hiểu bài 

Không có ý kiến  Không hiểu  Hiểu 

1 Bài toán chứng minh, tính toán    

2 Bài toán quỹ tích.    

3 
Tính tổng các biểu thức lượng 

giác.  
   

4 
Phương pháp sử dụng số phức 

để giải phương trình lượng giác.  
   

 

Stt Nội dung 

Mức độ thích thú 

Không BT Thích Rất 

thích 

1 Bài toán chứng minh, tính toán     

2 Bài toán quỹ tích.     

3 
Tính tổng các biểu thức lượng 

giác.  
    

4 
Phương pháp sử dụng số phức 

để giải phương trình lượng giác.  
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4) Đứng trước một bài toán tính tổng (hoặc giải phương trình) lượng giác 

có chứa cung bội nx  của sin (hoặc côsin, tang, côtang) em sẽ: 

    Cố gắng giải bằng kiến thức lượng giác lớp 11. 

    Cố gắng giải bằng số phức. 

    Lựa chọn phương pháp giải (dùng kiến thức lượng giác lớp 11 hoặc số 

phức) tùy theo đặc điểm của từng bài.     

2. Hƣớng dẫn - Đáp số bài tập tự luyện. 

Bài 1. Trên mặt phẳng tọa độ phức ta có  

2 2 2    

 

                    

RN MQ PS

e f b c e f b c

d e a b d e a b f a c d f a c d

 

Từ đó ta có 0  d e a b f a c d , suy ra   MQ PS . 

Bài 2. Trên mặt phẳng tọa độ phức  (như hình vẽ), ta 

có tọa độ của các đỉnh của hình vuông lần lượt là 

2 2 2 2
, , ,

2 2 2 2
   

A B c D

a a a a
z z i z z i . 

Giả sử cos sin
2

 
P

a
z x i x  là tọa độ của điểm P. 

Khi đó ta có 

2 2 2 22 2 2 2

2 2

2 2 2

2 3
4 2 . 2cos 2cos 2cos 2cos 4

2 2 2 2 2 4

2 0 3

  

   

A P B P C P D P
PA PB PC PD z z z z z z z z

a a a a
x x x x

a a a
Bài 3. 

3) Từ giả thiết       IS IA IB IC
   

, suy ra 2   s z a b c .  Gọi G’ 

là trọng tâm của tam giác 'ASA , thế thì 

www.VNMATH.com



 

Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên         http://www.lrc-tnu.edu.vn 

113 

1 1
' ' ...

3 3
      g a s a a b c . Suy ra các tam giác ABC  và 

'ASA  cùng trọng tâm. 

4) Ta có 3 3 3 3      s z a b c z g z g z , chứng tỏ 

3  IS IG
 

. 

Bài 4. Trên mặt phẳng tọa độ phức, gọi tọa độ của caccs đỉnh hình vuông và 

sử dụng tính chất ta có  

2 2 2 2      

   

AB CD AD BC

b a b a d c d c c b c b a d a d
 

Từ đó suy ra 0  c a b d , hay   AC BD . 

Bài 5. Từ giả thiết tính , , ,   vµ m b n b q d p d ; từ đó suy ra 

2  p q m n b a d c c d d b a b a b b c , nghĩa 

là 2          MP NQ aAB b DA CB cDC BD
      

, không đổi. 

Bài 6. Biến đổi 
cos

1 1 1 2...
1 1 cos sin 2

2sin
2

        

x

i
xz x i x

, ta có 

điều phải chứng minh.  

Bài 7.  

* Cách 1. Sử dụng biến đổi lượng giác quen thuộc: nhân cả hai vế của biểu 

thức với 
0sin20  và áp dụng công thức nhân đôi ta được 

1
.

8
  P  

* Cách 2. Chuyển sang ngôn ngữ số phức: Cho 
0 0cos20 sin20z i , biểu 

diễn 0 0 0cos20 , cos40 cos80  vµ  theo lũy thừa của z . Thay vào biểu thức và 

rút gọn ta được 
7

7

1 1

8 1 8
    

z
P

z
.   
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Bài 8. Biến đổi 
0 0

1 cos sin cos sinS T    
n n

kk k

k k

i q kx i kx q x i x , 

ta được   

1 1

2

1 cos 1 sin 1 1 cos sin
1

2 cos 1
S T  

n nq n x iq n x q x iq x
i

q q x
. 

Từ đó suy ra  
2 1

2

cos cos 1 cos 1
1

2 cos 1
S  

n nq nx q n x q x

q q x
   

và                       
2 1

2

sin sin 1 sin

2 cos 1
T  

n nq nx q n x q x

q q x
. 

Bài 9. Áp dụng công thức 
2 1

sin
2

  
n

n

z
n

iz
, ta biểu diễn sin3 sin5 vµ x x  

theo z . 

Thay vào phương trình tìm được các giá trị của z  là: 

2 2 2 5
1

3 3
  vµ     

i
z z . Áp dụng công thức Moivre 

cos sinnz nx i nx  và đồng nhất phần thực ta tìm được 

cos2 1

2
cos2

3

x

x
,           

suy ra 1 2

2 3

 

 arc   

x k

x k
. 

Bài 10. Áp dụng kết quả 

2

2 1

2

1 cos cos2 ... cos

cos cos 1 cos 1

1 2 cos

 

                             

n

n n

r x z x r nx

r nx r n x r x

r x r

, 

ta được 

1
1 cos

1 1 1 2 41 cos cos ... cos
1 12 4 4 2 2 4

1 2. cos
2 4 4

  
n

n
. 
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Từ đó suy ra   

1 1 1 4 2
1 cos cos ... cos

2 4 4 2 2 4 5 2 2
lim           

n
n

n
. 
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