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LOI CAM DOAN

Toi xin cam doan lugn van nay la mot cong trinh nghién cuu doc lap,

nhitng trich dan néu trong ludn van déu chinh xdc va trung thyc.
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LOI CAM ON

Truede hét, t6i xin bay t6 long biét on sdu sdc dén PGS. TS. Lé Thi Hoai Chdu
vi Cé la nguwoi da timg buée dan ddt toi buée vao con dwong nghién ciru khoa hoc
va la nguwoi da tan tinh chi dan, déng vién téi, gitp téi c¢6 di niém tin va nghi lic
dé hoan thanh ludn van nay.

Toi xin tran trong cam on : PGS. TS. Lé Thi Hoai Chau, TS. Lé Van Tién,
TS. Doan Hiru Hdai, PGS. TS. Claude Comiti, PGS. TS. Annie Bessot, TS. Alain
Birebent dd nhiét tinh gidng day, gidi ddp nhitng thdc mdc givip ching t6i c6 thé

tiép thu mét cach tot nhdt vé chuyén nganh nghién ciru rdt thii vi - Didactic Todn.

Téi xin tran trong cam on PGS. TS. Nguyén Xudn Tv Huyén dd nhiét tinh
gip t6i dich ludn van nay sang tiéng Phdp.

Toi xin chdn thanh cam on :

e Ban lanh dao va chuyén viéen phong Khoa hoc cong nghé - Sau dai hoc, ban
chii nhiém va giang vién khoa Todn — Tin cia truong PHSP Tp. Ho Chi

Minh da tao thudn loi cho chung toi trong suét khod hoc.

e Ban gidm hiéu truong THPT Nguyén Trdi (Pong Nai) dd hé tro givip t6i to
chiec thue nghiém.

e Ban gidm hiéu va cdc dong nghiép trong té6 Todan truong THPT Thi xd Cao
Lanh (Pong Thap) da luén san sang givip dé va tao moi diéu kién dé t6i cé
thé hoan thanh ludn van nay.

Loi cam on chdn thanh dén cac ban cing khéa di luén chia sé cing téi
nhitng buén vui va khé khén trong qud trinh hoc tdp.
Cuéi ciing, téi xin bay t6 long biét on sdu sdc dén nhitng nguoi than yéu

trong gia dinh, ddac biét la me toi, nguoi luon nang do' va bao ban toi vé moi mat.

Nguyén Thiy Trang
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NHUNG TU VIET TAT

: cai cach gido duc

: chinh 1y hop nhat

: trung hoc pho thong

: trung hoc co s&

: khoa hoc tu nhién

: sach gido khoa

: SGK toan 9 — tap 2 hi¢n hanh

: SGK Pai s6 10 thi diém 2003 — bo 1, ban KHTN

: SGK Pai s6 10 thi diém 2003 — bo 2, ban KHTN

: sach gido vién toan 9 — tap 2 hién hanh

: sach gido vién Pai s6 10 thi diém 2003 — bo 1, ban KHTN
: sach gido vién Pai s6 10 thi diém 2003 — b6 2, ban KHTN
: sach bai tap Pai s6 10 thi diém 2003 — b 1, ban KHTN

: sach bai tap Pai s6 10 thi diém 2003 — b 2, ban KHTN

: t6 chirc toan hoc

: ki hiéu tat bang tiéng Phap cia TCTH

: may tinh bo tui

: hé hai phuong trinh bac nhét hai an

: hé ba phuong trinh bac nhat ba 4n
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MO DAU

1. LY DO CHON PE TAI

Phuong trinh 1a mét trong nhimng chu dé quan trong trong chuong trinh toan ¢ nha
truong phd thong. Kién thirc vé phuong trinh dugce dua dan ¢ mic d6 thich hop véi
tung khdi 16p. Pac biét, trong 16p 10, hang loat chu dé duoc nhic lai va dugce 1am mdoi
nhu : phuong trinh bac nhit mot an, hé phuong trinh bac nhét hai an, bat phuong trinh
bac nhat mot an, phuong trinh va bat phuong trinh bac hai. Khi do, viéc nghién ctru
mot cach tong quat va c6 hé thong cac chu dé nay ludn gin lién v6i sy xuat hién cing
lac cua hai d6i twong : tham sé va algorit (hay con goi 1a thudt todn).

Su xudt hién cua tham sd kéo theo su thay ddi ban chét cua bai toan. Lic béy gio,
dbi tuong thao tac khong con 1a mot phuong trinh cu thé voi hé sb thuan s nira ma 1a
mot ho cac phuong trinh v6i hé sé chira tham sb. Nhu thé, budc chuyén tir phuong
trinh s6 sang phuong trinh chira tham s6 khong chi thé hién ¢ tinh lién tuc ma con &
su ngit quing cta viée giang day & 16p 10 so v6i nhitng 16p trude déy.

Vé van dé nay, Odile Schneider da c6 nhimng phan tich rat hay trong luan van “Le
passage des equations numériques aux eéquations paramétriques en classe de
seconde” V. Theo tac gia, su ngit quing d6 xuat phat tir mau thuan gitta “cai ci”
(phuong trinh khong chira tham sd) va “cai méi” (phuong trinh chira tham s6), tir su
thong tri cua “cai cii” di voi “cai méi”,... Do vdy ma gido vién va hoc sinh s& gip
phai mot sd kho khin nhét dinh trong thoi diém bat dau 1am quen v6i phuong trinh
chtra tham s6. D6 1a nhiing két qua nghién ctru chinh lién quan dén sy tac dong cua
tham s trong qua trinh day hoc phwong trinh ma cong trinh nay dat duoc.

Thé nhung, nhu da nodi, tham sb khong xuét hién mot cach “don doc” trong day
hoc chu dé phuong trinh ma di cting véi né con co algorit. That vay, qua xem xét SGK
toan THPT & cac giai doan khac nhau (tir giai doan 1990 danh dau cuéc CCGD trén
quy mo toan quéc dén giai doan thi diém phan ban 2003), chiing t6i nhan thay ctr mdi
1an c6 mat phuong trinh chira tham s6 1a & day lai hién dién mét algorit. Pidu nay da
dan chung t6i dén vai nhitng cu hoi hét sire tha vi sau day

Tai sao algorit lai dong hanh cing tham s6? Phdi chdng sw ¢é mdt cia né da
lam giam bot tinh phirc tap trong qua trinh giai va bién ludn, tir do giup cho
phirong trinh chira tham s6 tré nén dé tiép cin hon? Ngwoc lai, ¢é phdi chii dé

) Luan van DEA, chuyén nganh didactic toan véi nhan d& (dugc dich sang tiéng Viét) 1a “Budc chuyén tir
phuwong trinh s6 sang phwong trinh chita tham s6”.



www.VNMATH.com
2

“phwong trinh chita tham s6” la manh dat thudn loi dé dwa vdo cdc algorit
hay khong?

Qua thuc, di tim 10 giai dap cho cac cau hoi van con dang bo ngd nhu trén s& rat
c6 ¥ nghia dbi voi viéc day hoc “phuong trinh”, nhét 13 trong bdi canh d6i méi
chuong trinh va SGK hién nay. Nhan thic duoc diéu do, chung t6i da manh dan lya
chon dé tai :

« Algorit va tham sb trong day - hoc chii dé phwong trinh & truong THPT.
Truong hop hé phuwong trinh bic nhét nhiéu an. »

Nhu vay, voi luan van nay, song song véi viéc nghién ciru algorit va tham s trong
cha dé phuong trinh cdp THPT, chung t6i s& ludn chu y dén su tac dong qua lai giita
chung. Va dé c6 mot sy phan tich sdu sic hon, chung t6i s& xem xét hai d6i tuong
algorit - tham sb trong trudng hop cu thé 13 “Hé phwrong trinh bdc nhat nhiéu an”
duoc day hoc ¢ ca hai lop 9 va 10.

2. CAU HOI XUAT PHAT

Chung t6i trién khai van d€ nghién ctu da chon thanh mét s6 cau hoi cu theé hon
nhu sau :

1) Trong day hoc chu d& phuong trinh ¢ truong THPT, cac ddi tuong algorit va
tham s6 xut hién nhu thé nao, dong vai tro gi va tién trién ra sao qua nhiing
lan thay d6i chuong trinh va SGK? Pau 1a nhitng diéu kién va rang budc cho
phép chung ton tai va tién trién? Trong chii & phuong trinh d6, mdi lién hé
giita algorit va tham s6 thé hién ra sao? N6 xuét phat tir nhitng dic trung toan
hoc nao ctia khai niém algorit, tham sé va phuong trinh chira tham s4?

2) Ciing nhitng cau héi 4y, nhung dugc dat trong trudng hop cu thé 1a hé phuong
trinh bac nhat nhiéu 4n day & hai 16p 9 va 10.

3) Néu nhin tir goc do tri thirc & bac dai hoc thi algorit va tham sb xuat hién & dau
va nhu thé nao trong hé phuong trinh tuyén tinh?

4) Pau 1a sy khac biét vé cach trinh bay trong SGK véi cach trinh bay trong gido
trinh dai hoc vé hé phuong trinh tuyén tinh? Ly do cua sy khac bi¢t d6?

5) Céach trinh bay ctia SGK anh huéng nhu thé nao dén viéc day cia gido vién vé
hé phuong trinh bac nhét nhiéu 4n cling nhu viéc hoc ctia hoc sinh vé chu dé
nay?

6) Lién quan dén cac d6i twong algorit va tham s trong hé phuong trinh bac nhat
nhiéu an, gido vién va hoc sinh ¢ nhitng quyén loi va nghia vu gi?
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3. KHUNG LY THUYET THAM CHIEU

Pé tim kiém yéu t6 cho phép tra 1i cac cau hoi trén, ching t6i dat nghién ciru ciia
minh trong khuon khd cua 1y thuyét didactic toan. Cu thé, chung t6i s& van dung mot
s6 khai niém cong cu cua 1y thuyét nhan ching hoc (quan hé thé ché - quan hé ca
nhan, ly thuyét chuyén ddi didactic, to chtrc toan hoc (TCTH), cach dat van dé sinh
thai hoc) va cua Iy thuyét tinh hudng (khai niém hop dong didactic).

3.1. Ly thuyét nhan chiing hoc
3.1.1. Quan hé thé ché - Quan hé c4 nhan
Quan hé thé ché

Trong luan vin ndy, chiing t6i quan tdm dén hai méi quan hé thé ché : R(1,,0) va
R(1,,0”), v6i I, 1a thé ché & bac dai hoc, I, 1a thé ché & truong THPT ; O 1a algorit va
tham s6 trong hé phuong trinh tuyén tinh, O’ 1a algorit va tham sb trong chu dé
phuong trinh (noi riéng 1a trong hé phuong trinh bac nhét nhiéu an).

Viéc nghién ciru quan hé thé ché R(I;,0) s& cho phép chiing toi tra 15i phan nao
cho cau hoi thir ba. Viéc nghién ctru quan hé thé ché R(I,,0’) s& cho phép ching t6i
tra 101 phan nao cho cau hoi thir nhat va thir hai.

Quan hé¢ ca nhan

Vi¢c van dung khai ni€ém nay s€ giup chung t6i nhan ra dugc phan nao cach ma
giao vién cling nhu hoc sinh ¢6 the hiéu vé O’, co thé thao tac O’, tic 1a s€ giup ching
t61 phan nao tim dugc cau tra 101 cho cau hoi thir nam.

L& di nhién, muon nghién clru cac moi quan hé cd nhan nay, chiing t61 can dat
trong moi quan h¢ thé che R(1,,0").

3.1.2. Ly thuyét chuyén doi didactic

Khai ni¢m nay dugc van dung la nham tim mot phén 101 giai dap cho cau hoi thi
tu, nghia 13 dé xac dinh khoang cach giita O va O’, nghién ctru tinh hop phap cua tri
thirc can giang day O’ va giai thich dugc mot sb rang budc cia I, dbi voi O’.

Cor Dy
I
|

I,
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3.1.3. To chikc toan hoc

Viéc xdy dung cac TCTH gan v6i hai ddi tugng tri thirc O va O’ s& cho phép :

~  vach rd moi quan h¢ thé ché R(1;,0) va R(1,,0’), tur d6 gép ph'?m tra 101 cho cac
cau hoi thir nhat, thi hai va thi ba.

—  hiéu dugc mdi quan hé ca nhan (gido vién hay hoc sinh) duy tri dbi véi O tir
mdi quan hé thé ché R(I,,0°), tir 46 bo sung phan tra 10i cho cau hoi thir nam.

—  xéac dinh sy chénh 1éch c6 thé ¢6 gitta TCTH ¢ I; va TCTH ¢ I,, tor 46 gép phﬁn
tra 101 cho cau hoi thur tu.

3.1.4. Cach dit van deé sinh thai hoc

Céch dat van dé sinh thai hoc s& giup lam rd nhimng diéu kién va rang budc cho
phép su ton tai va tién trién ciia mdi dbi twong algorit, tham sb ciing nhu cua méi lién
hé gitra chung, boi vi nhu Chevallard (1989b) da noi : “... Mot ddi tuong tri thuc O
khong ton tai doc 1ap trong mat thé ché ma n6 c6 mbi quan hé twong hd va thir bac véi
cac d6i twong khac trong cung thé ché. Nhitng d6i twong nay dat diéu kién va rang
budc cho su ton tai ciia nd trong thé ché. Néi cach khac, cac dbi tuong nay hop thanh
diéu kién sinh thai cho cudc séng cua ddi tuong tri thirc O trong thé ché dang xét.”

N6i tom lai, cach tiép can “sinh thai hoc” s& gop phan bd sung cac ¥ tra 10i cho ciu
hoi thi nhat va thi hai.

3.2. Ly thuyét tinh hudng (khai niém hop dong didactic)

Viéc dit nghién ctru trong pham vi cta 1y thuyét Nhan chung hoc s& cho phép
chung t6i hinh dung dugc cudc sdng cua hai dbi twong algorit va tham s trong thé
ché day hoc ma chung t6i quan tam. Vén dé 1a sy lya chon cua thé ché s& anh huodng
nhu thé nao dén hoat dong day cua giao vién va hoat dong hoc ctia hoc sinh. Noi cach
khac, lién quan dén algorit, tham s6 va hé phuong trinh bac nhat nhiéu an, cai gi sé& chi
phdi tng xtr ctia gido vién va hoc sinh, cai gi cho phép hop thirc hoa cach thao tac cua
ho trén cac ddi tuong nay?

Pé tim kiém nhitng yéu t6 tra 15i cho cau hoi vira néu, ching t6i s& s dung khai
niém hop dong didactic. Khai niém d6 d3 duoc Brouseau (1980) dua ra dé mo hinh
hoa nhirng gi ma mdi bén — gido vién va hoc sinh — c6 quyén hay khong co quyén lam
ddi voi mot tri thic, nhitng tng xr ma hoc sinh trong doi ¢ giao vién va nguoc lai,
nhimg tng xir ma gido vién mong doi & hoc sinh. O déy, chung t6i s& phai 1am rd
nhiing quy tic ngdm an phan chia ciing nhu gidi han trach nhiém cua gido vién va hoc
sinh vé d6i tuong tri thirc O’.
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4. MUC PiCH NGHIEN CUU

Trong khuon kho ciia pham vi 1y thuyét tham chiéu da lya chon, cac cau hoi cau

thanh nén muc dich nghién ctru ctia chung t6i ¢ thé duoc trinh bay lai nhu sau :

Q.

Q..

Qs.

Q.

Qs.

Qs-

Trong toan hoc, khai niém algorit, tham sd va phuong trinh chira tham s
duoc hiéu nhu thé nao? Pau 1a dic trung ctia ching? T d6, mdi quan hé
giita algorit va tham sb (n6i rd hon 1a giita algorit va phuong trinh chira tham
sé) duoc hinh thanh dya trén nhitng dac trung nao?

Trong giao trinh Pai sb tuyén tinh & dai hoc, td chic toan hoc (TCTH) nao
gin v4i cac phuong phap giai hé phuong trinh tuyén tinh khong chia tham
s6 va v6i cac phuong phéap giai hé phuong trinh tuyén tinh c6 chtra tham s6?

Trong cac chuong trinh va SGK toan THPT, algorit va tham s6 xuat hién &
dau va nhu thé nao? Mbi quan hé giita chung thé hién ra sao?
Lién quan dén ndi dung “Hé phuong trinh bac nhat nhiéu an” & trudng phd
thong, cac phuong phap dé giai quyét né dugce dua vao nhu thé nao? Chung
c6 phai la algorit hay khong? Pau 1a TCTH dugc xay dung xung quanh céc
phuong phap nay? Co6 su chénh 1éch nao gitta TCTH ¢ bac dai hoc véi
TCTH & trudng phd thong? Su chénh 1éch d6 bit ngudn tir nhitng diéu kién
va rang budc nao cua thé ché?
Pau 14 nhimng quy tic ctia hop dong didactic duoc hinh thanh giita gido vién
va hoc sinh trong qua trinh 1am viéc véi algorit va tham s cling nhu khi day
- hoc giai va bién luan hé hai phuong trinh bac nhat hai an chta tham s6?
Chung duoc thé hién cu thé & nhitng kiéu nhiém vy, nhitng k¥ thuat nao?
Céch trinh bay cua SGK c6 anh hudng gi dén viéc giai va bién luan hé
phuong trinh bac nhat hai 4n chira tham sb ctia hoc sinh?

5. PHUONG PHAP NGHIEN CUU VA CAU TRUC CUA LUAN VAN

N&i tiép phan md dau 13 bdn chuong (chuong 1, 2, 3, 4) va phan két luan chung.

Chirong I nham tra 10i cho nhom cau hoi Q,. Trong chuong ndy, bang cach tham

khao mot so tai liéu, chung t6i 1an luot thyc hién cac cong viéc sau :

Truoc hét, chung toi s€ trinh bay mot so dinh nghia vé algorit cung cac dac
trung toan hoc cta nd.

Keé den 1a mot s6 mo ta vé khai niém tham sd, vé phuong trinh chtra tham s6
cung dac trung toan hoc cua chung.

Sau cung, dya trén cac dac trung nay, ching t6i s€ chi ra sy hinh thanh moi
quan hé giita algorit va phuong trinh chtra tham s6.
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Trén co so nhimg két qua dat duoc ¢ chuong 1, ching toi budc vao Chuwong 2 véi
vi€c tim 101 giai dap cho nhém cau héi Q,. No6i rd hon, trong chuong nay, chung toi s€
c¢b ging chi ra TCTH tham chiéu lién quan dén cac phuong phéap giai hé phuong trinh
tuyén tinh dugc trinh bay trong mét sb gido trinh ¢ bac dai hoc.

Nghién ctru ciia chwong 1 va chuong 2 s& 1a yéu t6 tham chiéu cho nghién ciru &
Chwong 3. Trong chuong 3, dé tim dap an cho cac nhéom cau hoi Q;, Q4 Qs va Qg,
chung t6i lan luot thyuc hién hai nhiém vu sau :

e Thir nhdt, thong qua nghién ctru chuong trinh, tai liéu huéng dan giao vién,
chung t6i 1am 3 su tién trién cua hai ddi twong algorit va tham sb qua cac giai
doan khac nhau ; tir day c6 thé dy doan duoc tuong lai ciia chung trong chuong
trinh toan bac THPT.

e Thir hai, bang mdt phan tich sdu hon cac SGK (SGK toan 9 hién hanh va hai
bd SGK thi diém Pai s6 10 dung cho ban KHTN do nhom tac gia Poan Quynh
va nhom tac gia Tran Vin Hao soan thao), ching t6i s& cd gang chi rd cac k¥
thuat lién quan dén kiéu nhiém vu “giai h¢ phuong trinh bac nhét hai 4n, ba an
khong chtra tham $6” va dic biét 1a kiéu nhiém wvu “giai va bién luan hé
phuong trinh bac nhét hai an chira tham s6”. Song song d6, chung t6i con quan
tam dén sy chénh 1éch c6 thé giita TCTH tham chiéu va TCTH cén giang day.

Hai nghién ctru trén s& gitp ching t6i xac dinh mdi quan hé thé ché véi algorit va
tham s6, dong thoi cho phép chiing toi hinh thanh nén mot sd gia thuyét nghién ciru
lién quan dén viéc day hoc cac ddi tuong nay qua chu dé “hé phuong trinh bac nhat
nhiéu an”. Pdng thoi, cling chinh 1a thong qua viéc phan tich cac TCTH, nhiing bai
tap duoc giai hodc dugc wu tién ma ching toi co thé 1am rd nhiing quy tic cta hop
d6ng didactic lién quan dén viéc day - hoc hé phuong trinh bac nhat nhiéu an.

Cac gia thuyét & chuong 3 lai can phai dugc kiém chimg biang mot nghién ctru
thuc nghi¢ém & Chwong 4. Thuc nghiém nay dugc tién hanh trén hai ddi tuong giao
vién va hoc sinh, trong d6 thuc nghiém dbi véi gido vién dugce tién hanh trudc.

e Vé phia gido vién : Nham kiém chtng tinh dtng dén cua cac gia thuyét nghién
ctru d4 néu ¢ chuong 3, chiing t6i du dinh tham do y kién cia mot s6 gido vién
day toan 10 qua bo cau hoi diéu tra duoc xay dung theo dinh hudng dat gido
vién trudc nhitng tmg xir ciia hoc sinh khong phu hop véi diéu giao vién mong
doi. Chinh danh gia cua gido vién vé nhiing tmg xir nay ciing cho ta thay duoc
hiéu g cua hop dong didactic.

o« Ve phia hoc sinh : Chung t61 dat hoc sinh 16p 10 tham gia thuc nghiém vao mot

tinh hudng “quen thudc” hodc “duong nhu quen thudc” vi ca hai loai tinh
huéng nay, nhu d biét, déu co thé giup nhan ra dugc hiéu ing cua hop dong
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didactic. Cu thé hon, viéc phan tich nhitng cau tra 161 do hoc sinh cung cép,
nhting cach stir dung tri thirc ctia hoc sinh s€ chi ra cho chiing t61 hi€u Ung cta
hop dong didactic, tir d6 cho phép chiing t6i hop thirc hoa hay bac bo tinh thoa
dang ctia nhimg gia thuyét di néu ra.

Trong phan Két ludn, chung toi s& tom tat lai nhitng két qua dat duoc qua cac
chuong 1, 2, 3, 4 va néu 1én mot $6 hudng nghién ctru mo ra cho luan van.
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Chuong 1

NGHIEN CUU VE KHAI NIEM ALGORIT, THAM SO VA
PHUONG TRINH CHUA THAM SO

Chuwong nay c6 muc dich tim 10i giai dap cho nhém cau héi Q; di néu & phan
mé& dau. Cu thé 1a :

e Trong todn hoc, cdc khdi nhiém algorit, tham sé va phwong trinh chita tham sé
dwoc hiéu nhie thé nao? Pdu la ddic trung ciia chiing?

o Tir d6, méi quan hé giita algorit va tham sé (néi ré hon la gitta algorit va
phirong trinh chiva tham s6) dwoc hinh thanh dwa trén nhitng dic trung nao?

Trude hét, ching t6i can nhan manh rang nhitng ndi dung trinh bay duéi ddy chwa
phai 1a mdt nghién ctru khoa hoc luan, hiéu theo ding nghia cta n6. Boi thiét nghi, voi
muc dich nghién ctru dit ra, viéc xem xét nhirng trd ngai va diéu kién cho phép nay
sinh cac khai niém algorit - tham s ciing nhu phuong trinh chtra tham s6 1a khong can
thiét. Vay nén, chuong 1 chi gidi han ¢ viéc lam rdo mat s6 dic trung cua cac khai
niém nay, nghia 1a chi tip trung nghién ctru nhitng gi phuc vu cho ba chuong tiép
theo.

1.1. KHAI NIEM ALGORIT @
1.1.1. M6t s6 mé ta vé algorit

Algorit 1a mgt trong nhiitng khai niém co s& ctua todn hoc. Mac du ngay nay co
khoang hon 20 dinh nghia vé thuat ngit algorit @, thé nhung trong subt thoi gian dai
cua lich st phat trién toan hoc, khai niém ndy van thudng duoc hiéu theo nghia truc
giac nhu sau :

Algorit “la mot hé théng chat ché va ro rang cac qui tdc nham xdc dinh mot
day cac thao tdc trén nhitng doi tuwong, sao cho sau mot $6 hitu han budc thuc

hién cdc thao tac, ta dat dwoc muc tiéu dinh trudc”. [32, tr.3]

bay khong phai 1a dinh nghia toan hoc cua khai niém algorit ma chi 1a mot cach
phat biéu gitip ta hinh dung khai niém nay. Noi riéng, mot hé cac qui tic s& duge xem
1a algorit néu nhu sau khi huéng dan hé d6 cho mot sé nguoi khac nhau thi ho s& hanh
dong giéng nhau, mic du ho c6 thé khong hiéu gi vé ban chat va y nghia cua van dé,

D& “Sy tién trién cia khdi niém algorit trong toan hoc”, tham khao & phén Phu luc.
@ Tham khao [68].
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tirc khong can hiéu vi sao algorit lai dugc thiét ké nhu vay. Chinh diéu nay di cho
phép dua algorit vao cho may thuc hién mot cach “mdy méc”, “tw dong”, khong can
c6 su can thi¢p cua con nguoi.

Ngoai ra, cach phat biéu trén con chta dung mot s6 thuat nglr chua dugc chinh xac
hoa, chang han : qui tic, thao tac (nhiing thuat ngit ndy ciing dugc hiéu theo nghia
truc giac).

Véi cach hiéu truc gidc d6, ngudi ta phan biét thanh hai loai : algorit hiéu theo
nghia chdt va algorit hiéu theo nghia réng.
e Theo nghia chat
“Algorit la mot day sd'p thir tw cdac quy tdc can thuce hién trén mét sé hitu han
cac dw liéu va dam bao rcfng sau mot s6 hitu han budce sé dat dwoc két qua nao
do. Hon nita, quy trinh nay doc ldp voi cac dir ligu.” [66]
e Theo nghia rong
“Algorit la mot day hitu han cac buoc can thuce hién theo mét thir tw nhat dinh
dé gidi quyét mot kiéu nhiém vu nao dé.” [66]
Nhu vdy, trong mét algorit theo nghia réng, diy cac budc can thuc hién co thé
khong mang du cac dic trung di néu o trén cta algorit theo nghia chdt. Cu thé 1a :
—  MBOi chi dan trong mot budc co thé chua mo td mot cach xac dinh hanh dong
can thuc hién.
— €0 thé c6 nhitng budc khong thye thi duoc.
~ Két qua thuc hién mdi budc ¢ thé khong duy nhit (khong don tri).

~ Viéc thuc hién hét mot day hiru han cac budc khong dam bao chic chan dem
lai két qua.

1.1.2. Cac dac trweng cua khai niém algorit
Duéi day 1a 6 ddc trung ctia mot algorit hiéu theo nghia chit :
e Tinh két thiic (tinh dirng) : Algorit bao gio ciing phai dimg sau mot sd hiru han
budc thuc hién.

e Tinh xdc dinh ™ : Doi hoéi & mdi bude cua algorit, cac thao tac phai hét stc 16
rang, khong thé gdy nén sy nhap nhang, 13n 10n, tuy tién. N6i cach khac, trong cling
mot diéu kién, hai bo xir 1y (nguoi hodc may) thuc hién cing mot bude cia algorit thi

U'N6i chung, algorit hiéu theo nghia réng cing cac khai niém nhu kich bdn, cach ding, chwong trinh hanh
dong, phuong phap v.v... thuong vi pham tinh xac dinh.
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phai cho cing mot két qua.

e Tinh phé dung : Algorit cho phép giai bat ky bai todn nao trong mot 19p cac
bai toan. Cu thé 1a algorit c6 thé lam viéc v6i cac dit lidu khac nhau trong mot mién
xéac dinh va ludn ludn dan dén két qua can tim.

o Dgi lwong vao : Mot algorit c¢6 thé c6 hay khong co dai lugng vao ma chung ta
thuong goi la cac dir li¢u vao.

e Dagi luwgng ra : Sau khi dung algorit, tuy theo churc nang algorit ddm nhiém ma
chung ta c6 thé thu duoc mét sb dai luong ra xac dinh.

e Tinh hiéu qud : Yéu ciu dau tién vé tinh hiéu qua cua algorit 1a s diing dan,
cu thé : voi dit liéu vao cho truée, algorit hoat dong sau mot sb hitu han budc s& dung
va cho két qua mong mudn. Yéu cdu quan trong thir hai cta tinh hiéu qua 13 tinh hiu
hiéu : trong sb cac algorit thyc hién cting mét chtrc ning, c6 thé chon ra algorit tot
nhat. Tiéu chuan tét & day duoc hiéu 1a :

— Algorit thyc hién nhanh, it tén thoi gian.

— Algorit ding it gidy hodc it thiét bi luu trir cac két qua trung gian.

1.2. KHAI NIEM THAM SO VA PHUONG TRINH CHUA THAM SO

1.2.1. M6t s6 md ta vé tham sb

“Tham s6” (tham bién hay théng s6) 1a mot khai niém “paramathématique” : co
tén nhung chua duoc dinh nghia chinh x4c vé mit toan hoc . Chinh vi vay, dudi day,
chung t6i chi xin trich dAn mot s6 mo ta vé khai niém nay.

e “Tham s : Pai lugng ma gia tri cia né duoc dung dé phan biét cac phan tur
cta mot tap hgp nao do.” [60, tr.138 - 139]

o “Paramétre : Terme non mathématique, utilis€ par opposition a inconnue,
pour désigner certains coefficients ou certaines quantités en fonction desquels on veut
exprimer une proposition ou les solutions d’un systéme d’équations.” [63]

Co thé dich nhu sau : “Tham s khong phai la mot thudt ngir toan hoc, nd dugc su
dung trai voi an s6, nham dé mo ta mot vai hodc mot sb 16n cac hé sd ma nguoi ta
mudn dua ra mot dé nghi hay cac cach giai mot hé phuong trinh.”

e “Au lieu d’étre numériques, les coefficients d’une équation peuvent dépendre
d’un ou plusieurs parametres. On nomme paramétre une lettre représentant un réel

() Chevallard (1985) phan biét ba loai khai niém toan hoc : khai niém protomathématique (khéng cé tén,
khong co dinh nghia, nhung dugc ding mot cach ngam an), khai niém paramathématique (c6 tén, khong
dinh nghia) va khai niém mathématique (c6 tén, cd dinh nghia).
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fixé, non précisé.” [69]
Co6 thé dich nhu sau : “Thay vi la s6, cac hé sb cua mot phuong trinh c6 thé phu thudc
vao mdt hay nhiéu tham sd. Nguoi ta goi tham s6 12 mot chir dai dién cho mdot sb thuc
¢ dinh nhung khéng xac dinh.”

e “Il n’y a aucune différence fondamentale entre une constante et une variable.
Tout dépend du raisonnement dans lequel cette lettre intervient. Dans certains
raisonnements, il arrive qu’une méme lettre d’abord considérée comme une constante,
puis comme une variable (ou le contraire). Dans un tel cas, cettre lettre recoit parfois
le nom de paramétre.” [69, tr.83]

C6 thé dich nhu sau : “Khong c¢6 sy khac nhau co ban giita hing s6 va bién sb. Tt ca
phu thudc vao suy luan ma trong d6 chit dugce dua vao. Trong mot sb suy luan, v6i
cung mdt chit nhung dau tién duge xem nhu 1a hé“mg s6, sau do, duoc xem nhu 12 bién
s6 (hodc nguoc lai). Trong trudng hop nay, chit ¢6 tén goi 1a tham s6.”

e “Cho ham sd f(x), ngoai ddi sb ra con co cac chir a, b, c, ... Néu trong viéc
khao sat va nghién ctu, ta xem cac chtr a, b, c, ... nhu la da biét thi chung duoc goi la
tham sé, hay thong sé hay tham bién.” [36, tr.94]

Nhu vay, tit ca cac mo ta trén day déu khong dua ra mot tiéu chi thong nhét cho
phép phan biét khi nao tham s 1a bién s6, khi nao no6 déng vai tro 1a hang so. Piéu
nay cang khang dinh : tham sé la mét khdi niém paramathématique.

Gan lién voi “tham s6” 1a “phuong trinh chira tham s6” ma viéc mo ta khai niém

thr hai nay s& duoc trinh bay ngay dudi day. Qua do, ban chét cta tham s (xét trong
phuong trinh chtra tham s6) ciing s& dugc nhin nhan mét cach ré rang hon.

1.2.2. M6t s6 md ta vé phwong trinh chira tham sé

Theo [38, tr.63 - 64], khai niém “phuong trinh chia tham sé (hay tham bién” duoc
hiéu thong qua viéc chi ra cac dic trung ctia phuong trinh nhiéu bién nhu sau :

“Mot phuong trinh nhiéu bién c6 thé duoc xét dudi nhiéu g6c d6 khac nhau, chéng han :

—  Tim tit ca cac bd s6 1a nghiém ctia phwong trinh do.

~  Dung nhu mdt cong thirc dé biéu thi sy twong quan giita nhiéu dai luong, vi du nhu
S = vt. Khi 4y, van dé khong phai & chd tim nhitng bo ba s6 thoa man phwong trinh
trén ma 1a & chd phuong trinh biéu thi mbi quan hé giita quing dudng, van tdc va thoi
gian trong chuyén dong déu.

— Ding dé dic trung cho mét dang phwong trinh nhat dinh. Cac phuong trinh 2x = 3 ;
1 4 X r Y
0,4y=2; Et =0,15; Ea = g déu co6 cung mdt dang 1a ax = b. Van dé ¢ day khong

phai 12 tim nhimg bd ba s théa man phuong trinh nay. Trong khi ¢ hai truong hop
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dau, vai trd ctia cac bién 13 binh dang thi trong trudng hop thir ba nay cac bién a, b co
vai trd khac vé cin ban so véi bién x. Bién x 1a bién can duogc biéu thi qua cac bién
con lai, con cac bién a, b dung dé biéu thi dang cta phuong trinh nén con goi 1a bién
chi dang hay tham bién. Phuong trinh nhiéu bién néu duoc nhin dudi goc d6 nhu thé
thi s& bao gém duoc tit ca cac phuong trinh c6 cing mot dang. Dudi goc do do,
phuong trinh nhiéu bién duoc goi 14 dang phirong trinh hay phwong trinh ¢6 chira
tham bién. [...]

Phuong trinh ax = b dugc goi 14 phuong trinh mot an c6 chira hai tham bién a va b.
[...] ta can hiéu ré“mg day 1a mét phuong trinh c6 3 bién, trong do6 c6 su phan biét gitra
hai loai bién: x 14 bién can biéu thi qua cac bién con lai, con a va b 1a cac bién chi
dang phuong trinh. Thyc chét ciia phuong trinh c6 tham bién 1a nhu vay. Khi giai mot
phuong trinh chira tham bién, cac tham bién dugc xem nhu dai dién cho nhiing sb da
biét va ta phai biéu thi nghiém qua cac tham bién d6.”

Ngoai ra, trong mot s6 tai liéu khac, phuong trinh chtra tham s6 con dugc mo ta
nhu sau :
“Phuong trinh f(x, a, b,...., ¢) = 0 vdi an s6 x e C" va cac tham s a, b, ..., ¢ dugc goi la
phuong trinh chira tham s6. Khi c6 mot hé théng gia tri thra nhan dugc cia tham
s6", phuong trinh trd thanh phuong trinh cuy thé
f(X7 a) 187"'7 7/):0

v6i an s6 xeC" va khéng chira tham s6 nira, va tap nghiém ctia n6 hoan toan xac dinh
(c6 thé rdng). Giai phuong trinh chita tham s6 13 xac dinh tit ca cac nghiém cua nd
voi moi hé théng gia tri thira nhan duoc ctiia tham $6.” [36, tr.94 - 95]

Nhu viy, trong cac bai todn c6 chira tham s, nguoi ta phai xem xét d6i tuong
tham s & hai khia canh :

e Tham sé la s6 c6 dinh. Tinh ¢ dinh nay cho phép xét tham sé nhu mot gia tri

e Tham sé c6 dp tw do (su thay ddi gia tri). Chinh vi dé tw do cta tham sé nén
dudi su diéu khién cua cac rang budc, diéu kién cu thé cua bai toan ma ndy sinh su
phan chia truong hop. Khi timg diéu kién, rang budc di thoa man thi tham sé lai xuét
hién & tinh c6 dinh. Tién trinh nay goi 1a bién ludn.

N6i 5 hon, bign ludn chinh 13 qua trinh 1ap luan vé s6 nghiém cua phuong trinh
theo gia tri nhan dugc cua tham s6. Phan 16n cac bai toan bién luan déu lién quan chat
ché& dén viéc phan chia cac truong hop riéng d6i voi tham so. Tir d6 dan dén sy phan

D Gia sira =a,b=p0,..,c= y latap hop cac gia tri béng $6 nao do cua cac chix a,b,..c. Néu thay cac
gié tri d6 vao ham s6 fthi ta duoc f(x, @, B, .., ). Néuf(x, @, 3, ..., 7 ) xac dinh mot ham s6 nao do
cia ddi sdé x thiar, B, ..., ¥ dugc goi 1a hé théng gia tri thira nhan dwogc cua cac tham sé. Néu fx, a,
B, ..., 7) khong co nghia v6i moi gi4 tri bing sb ctia x trén truong s di cho thi a, A, ..., ¥ 1a mot hé
thong gié tri khong thira nhan duoc.
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16p céc tap nghiém, nghia 1a img véi trudng hop nay ciia tham sb thi ta co tp nghiém
nay va ung voi truong hop kia ta lai ¢6 tap nghiém kia ...

1.3. MOI QUAN HE GIUA ALGORIT VA PHUONG TRINH CHUA
THAM SO

Algorit va phuong trinh chita tham sd, hai d6i tuong thoat nhin tuong chimg nhu
hoan toan biét 1ap nhung ky thuc ching c6 mdi quan hé kha gan bo véi nhau. Diéu
nay duoc thé hién qua mot s6 diém sau day :

e Thir nhat, xét cho cing, phwong trinh chira tham sé chinh 14 phuong trinh dai
sO co dang tong quat, né dai dién cho mot 16p cac phuong trinh (v6i hé s6 1a cac s6 da
cho). Déi voi cac phuong trinh ndy, viée sir dung mot cong thire ndo d6 dé tim nghiém
chinh 14 giai va bién luan mot 16p phuong trinh theo mot algorit nao d6. O day, cong
thirc tinh nghiém éy lai 13 mot hinh thtc thé hién cua algorit. Nhirng 1ap luan co tinh
mic xich vira néu da minh chimg phan nao cho sy ton tai ciia mdi lién hé giira algorit
va phuong trinh chtra tham sb.

e Thir hai, nhu d3 biét, bién luan phuong trinh chtra tham s chinh 1a qua trinh
ldp lugn vé s nghiém cua phuong trinh theo gia tri nhan dugc cua tham s6. Phan 16n
cac bai toan bién luan déu lién quan chit ché dén viéc phan chia cac truong hop riéng
d6i véi tham sb sao cho : phan chia phai lién tuc, triét dé, khong bo sot, khéng duoc
trung 1ap. Do d6, dé dam bao dugc cac yéu cau nay thi cing voi tu duy logic, tu duy
algorit ciing dong vai trd rat quan trong & day ; bai 1& nd gitp cho viéc giai phuong
trinh chtra tham s6 duogc thue hién theo mét trinh tu xac dinh, chit ché va rd rang hon.
Thé ma tu duy algorit va khai niém algorit lai lién hé mat thiét véi nhau. Tir ddy co
thé suy ra sy gin bo gitra algorit voi phuong trinh chtra tham s6.

Tw duy algorit ¢ — — — — — —, > Algorit

Phuwong trinh chira tham

Tuy nhién, can luu v réng vi van dung mét algorit chinh 1a thyc hién theo “khuon

mau” san c6 nén d¢ dan dén sy thu hep tinh 7 do trong qua trinh bién luéan. Hon nira,
cach hiéu hinh thirc va may moc cua algorit giai con c6 nguy co che khuat nghia ctua
qué trinh bién luan.
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1.4. KET LUAN CHUONG 1
Nhitng nghién ctru ¢ trén cho phép chung t6i dua ra mot sd két luan sau

« Vé algorit

Theo cach hiéu truc giac, c6 hai loai algorit : algorit hiéu theo nghia chdt va
algorit hiéu theo nghia réng.

Véi algorit hiéu theo nghia chit, 6 dic trung clia n6 ¢6 thé ké ra 1a : tinh két thuc,
tinh xac dinh, tinh phé dung, dai lugng vao, dai lugng ra va tinh hi¢u qua.

e V& tham s6 va phwong trinh chira tham s6
Tham sb 1a mot khai niém paramathématique.
Trong phuong trinh chira tham s6, tham s6 dugc hiéu 14 bién chi dang va duoc xét
& hai khia canh : tham sd 1 s& ¢é dinh va tham s ¢ dé tw do. Néi cach khac, khi giai
mot phuong trinh chira tham s, ngudi ta khong chi xem cac tham sb dai dién cho
nhitng s6 da biét ma con phai biét bién luan cac trudng hop tly theo sy thay doi gia tri
cua no.
« V& méi quan h¢ giira algorit va phwong trinh chira tham so6
M&i quan hé nay thé hién qua hai quan diém sau day :
Quan diém 1 :
~ Céan giai mot 16p cac phuong trinh cing dang — dung tham sb dé biéu dién
cac hé sb.
~ Qua trinh giai phu thudc vao cac tham s — xuét hién cac algorit.
Nguoc lai :
~ Céc phuong trinh cing dang c6 cach giai gidng nhau — xuat hién algorit.
~ Pua vao cac tham sé dé phat biéu algorit.

Quan diém 2 : Mbi quan hé giira algorit va phuong trinh chtra tham sé thé hién &
mdi quan hé bién chung giita algorit, tu duy algorit va giai phuong trinh chira tham sd.

Nhitng két qua ¢ chuong 1 s& 1a co s& phuwong phap ludn cho viéc nghién ciru &
cac chuong tiép theo.
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Chuong 2

TO CHUC TOAN HQC GAN VOI CAC PHUONG PHAP
GIAI HE PHUONG TRINH TUYEN TiNH

Chuwong nay c6 muc dich tra 16i cho nhém ciu héi Q,. Cu thé 1a :

Trong giao trinh Pai sb tuyén tinh & dai hoc,

e TCTH ndo gan véi cdc phwong phdp gidi hé phwong trinh tuyén tinh khéng
chiwra tham so?

o TCTH ndo gan véi cdc phwong phdp gidi hé phwong trinh tuyén tinh cé chira
tham so?

Vé tai liéu tham khao cho chuong 2, mot trong nhiing sach viét vé lich str qua trinh
hinh thanh cac phuong phap giai hé phuong trinh tuyén tinh 1a [66]. Tuy nhién, tac
pham nay lai khong trinh bay cac phwong phap giai hé phuong trinh tuyén tinh mot
cach 16 rang. Chinh vi thé, dé xay dung TCTH tham chiéu, ngoai vi¢c su dung [66],
chung t6i s& phai tham khao thém mdt s6 gido trinh dai hoc . Cu thé 12 :

[13] Nguyén Minh Chuong (chi bién) (2001), Gidi tich s6, NXB Giao duc.

[20] Nguyén Viét Pong — Lé Thi Thién Huong — Nguyén Anh Tudn — Lé Anh Vi
(1999), Todn cao cdp tdp 2 (ding cho sinh vién giai doan dao tao co ban cia cac
truong dai hoc va cao ding), NXB Gido duyc.

[21] Nguyén Viét Pong — Lé Thi Thién Huong — Nguyén Anh Tuin — Lé Anh Vi
(1999), Bdi tdp todn cao cdp tdp 2, NXB Gido duyc.

[24] Bui Xuan Hai (chu bién) (2001), Pai s6 tuyén tinh, NXB Dai hoc Qudc gia Thanh
phé H6 Chi Minh.

2.1. VAI NET VE SU TIEN TRIEN CUA CAC PHUONG PHAP GIAI
HE PHUONG TRINH TUYEN TiNH

Trong lich str, c6 rat nhiéu bai toan duoc giai quyét boi hé hai phuong trinh bac
nhét hai an hoic hé phuong trinh bac nhat nhiéu an. Nhitng bai todn nhu thé thuong
gip o thoi Babylon va Ai cap, cling nhu vao thoi trung ¢ & An dd, hay trong nhiing
nudc vung Islam va & chau Au.

Trong s6 nhitng phuong phap dé giai hé phuong trinh tuyén tinh, phai ké dén cac
phuong phap cta nguoi Trung hoa. Tir thé ki tha II trude cong nguyén, nguoi Trung

O Nhu da biét, cac tri thuc trong gido trinh dai hoc rat gﬁn vai tri thirc bac hoc.
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hoa di biét phuong phap dé giai hé phuong trinh tuyén tinh. Nhitng phuong phap nay
duoc thé hién dudi dang mot chudi cac chi dan. Tiéu biéu trong sé d6 co6 phuong phap
fangcheng biéu dién cac hé s6 ctia hé phuong trinh qua bang.

Duéi day 1a mot miéu ta ) ciia phuong phap fangcheng @ dé giai hé sau :
x=2y=1 (1)
2x+3y=16 (2)

Buwéc 1 : Dit cic hé s cua x, y va cac hé s6 tu do (¢ ddy 1a 1 va 16) trong bang dudi
day (nguoi Trung hoa viét theo hang doc tir trai sang phai).
phuong trinh (2)

phuong trinh (1)

HE s6 cua x 2|1

Hésbcuay | 3 | -2
Hésbtudo |16 1

Buoc 2 : Xo6a h¢ so cua y (hodc cua x) bang cach nhan mdt cdt véi mot so va bang
cach cong hai cot lai.

2 1 2 -2 210

-2 4 7

16 | 1 16 | -2 16 | 14
. Dodo 7y=14

Vayy=2

Buwéc 3 : Tinh gia tri ciia x (hodc cia y) khi biét gia tri ciia y (hay cua x).
Theo (1) x=1+2y.
Vayx=1+2x2=35.

C6 1& vao cudi thé ki tha 17, 1an dau tién hé phuong trinh tuyén tinh duoc gidi
thiéu voi hé s6 la cde chir. Nam 1750, nha toan hoc nguoi Thuy Si, Gabriel Cramer
(1704 — 1752) da gidi thiéu cong thirc tong quat dé giai bat cr hé phwong trinh tuyén
tinh nao ma s phuong trinh bang s6 an va dinh thirc thanh 14p tir hé sd cua cac an
khéc khong.

M5 ta nay dugc tham khao tir [65].
@ That ra, day la phuong phap cong dai s6 ma chiing ta biét ngay nay.
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Sau khi Cramer dwa ra quy tic giai hé phuong trinh tuyén tinh thi quy tic nay tr&
thanh “mot” trong cac cong trinh vé toan mg dung trong mot thoi gian dai. Nhung
nhitng cau hoi vé Thién van va Trac dia hoc da dan dén nhiing hé v6i s6 phuong trinh
rat 16n ma dé giai ching can c6 mot luong phép tinh khong 16. Do d6, phuong phap
Cramer tré nén kho ap dung, chang han dbi véi hé 10 phuong trinh 10 4n, can phai
thuc hién 300 triéu phép tinh. TUr ddy, cac nha toan hoc khic dd c6 nhitng phuong
phap dé rat gon lai cac phép tinh, chiang han nhu phuong phap Gauss.

Hon nita, tr viéc do dac, nguoi ta thu dugc cac hé phuong trinh ma hé sb cua cac
phuong trinh trong hé khong that chinh xac va s6 phuong trinh thuong 13 16n hon s

an. Do d6, van d¢ 1a tim cach t6t nhat dé giai nhiing hé nay.

Trudc tién, cac nha toan hoc s& phai tim ra mot phuong phap dé tir hé ban dau din
dén giai mot hé khac c6 sd phuong trinh bang véi s6 an va c6 nghiém gan ding nhat
v6i gia tri can tim. Trong sd nhitng phuong phap duoc dé nghi, co6 phuong phap binh
phuong t6i thiéu (moindres carrés) ciia Legendre va Gauss. Phuong phap ndy cho
phép giam bét nhitng sai sé vi nd cho nhitng gia tri v4i sai s6 trung binh 1a nho nhét
c6 thé.

Cong viée thir hai ctia cdc nha toan hoc 1a tim nhitng phuong phap dé 4p dung hon
cong thirc Cramer ciing nhu tim kiém sy loai bo nhiing cach thirc ¢6 dién theo phuong
phap Gauss dé giai hé (n, n) (v6i n rat 16n) ; didc biét, nhitng hé xuat phét tir phuong
phap binh phuong tdi thiéu.

Vao thé ki 19, cac phuong phap lap duoc phat trién di cho phép tim nghiém véi

mot su chinh xac cho trudc.

Nhu vdy, dé giai hé phuong trinh tuyén tinh, ¢ hai nhém phwong phap 1a :

e Nhém phwong phdp truc tiép (nhém phuong phap giai “diing”) : Pic diém
chung ctia nhém phuong phap nay 13 sau mot sé hiru han phép tinh s& c6 két qua. Vi
vay, nhom phuong phap nay thuong dugc ap dung véi 16p cée bai todn co kich thudce
nho, va cic s6 lidu ban dau 1a dung. Tuy nhién, do phai thuc hién mot sd phép tinh
tuong d6i 16n nén co nguy co tich liy sai sd, nhat 1a ddi v6i trudng hop s liéu ban
dau khong that chinh xéc.

e  Nhoém phuwong phdp gidn tiép (phuong phap giai “gdn diing” hay phuong phap
l1ap) : Nhom phuong phép nay thuong dugc ap dung cho 16p cac bai toan co kich
thude 16n, s6 lidu ban dau 13 ¢6 sai sb.
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2.2. CAC TO CHUC TOAN HOC
Trong céac gido trinh dai hoc, hai kiéu nhiém vu chil yéu lién quan dén hé phuong
trinh tuyén tinh 1a :
T " : Gidai hé phwong trinh tuyén tinh khong chira tham sé
TS« Gidi hé phirong trinh tuyén tinh c6 chira tham sé
Duéi day, chung t6i s& mé ta cac TCTH tuwong Gng v6i hai kiéu nhiém vu nay.

Trong d6, chung toi dic biét quan tim dén thanh phan thw hai (k§ thudt) cua céac
TCTH do. "

2.2.1. TCTH gén véi kiéu nhiém vu T!"" “Gigi hé phwong trinh

tuyén tinh khéng chira tham s6”

Bang mot “su tong hop” tht ca cac gido trinh dai hoc dd néu @, ching t6i nhan
thiy c6 9 k¥ thuat dé giai quyét kiéu nhiém vu T{™" . Cac k¥ thuat nay duoc an dudi
tén goi “phwrong phdp”. Tuy nhién, dé twong thich véi tén cua thanh phan thér hai
trong mot TCTH ([T/7/6/©1]), thay cho tor “phwong phap”, chling t6i sé su dung tur
“kp thudt”. Cu thé 1a :

Té’; " : K thuat giai hé Cramer
T(C'f - K¥ thuat dua vé hé Cramer
7, Ky thuat Gauss

7, - K¥ thuat Gauss — Jordan
T - KY thuét Cholesky

Tree - K¥ thuat can bac hai

To, - KY thuat tryc giao

7, :K¥thuatlap don

Tg,; Ky thuat Seidel

Nhu dé néi, cac ki thuat ndy c6 thé duge phan loai thanh 2 nhom :

()'Nhic lai rang mét TCTH [T/7 /0/® ] bao gdm 4 thanh phan (kiéu nhiém vu - k¥ thuat - cong nghé - 1y
thuyét).
@ Nhu dé noi, néu xét riéng mot gido trinh dai hoc nao do thi sy gidi thi¢u cling nhu mo ta tat ca cac ky

thuat dé giai quyét TS " 1a khong ddy du.
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Nhom ky thuat giai truec tiép | 70", 7", 7., 74,

Nhoém kg’ thué.t glél gldl’l tlép TCho ’ TRac ’ TOrth s T];e s TSei

Tu day, viéc phan tich cdc TCTH géan véi kieu nhiém vu T{™" s& quy vé viéc

phan tich timg TCTH gan v&i mdi k§ thuat ké trén.

Tuy nhién, vi cdc k§ thudt 7., , Tres Tomn> Tue V2 Tg,; KhOng phod bién (chi xuat
hién trong tai lidu Gidi tich s6 hay Phwong phdp tinh) va vi chiing ciing khong duoc
ding dé tham chiéu cho bat ki k¥ thuat giai hé phuong trinh nao dugc dé cap ¢ truong
phé thong nén & dy, chung toi chi md ta cac TCTH gan véi 4 ki thuat thuong gip 1a
tem g r o va 7, bang cach xem xét hé phuong trinh tuyén tinh trén truong
K c6 dang viét gon :

n A P ——
Zla{./.xj =b (i=1,m)
j:
hay viét duéi dang ma tran :
AX=B
véi ma tran hé sb A = (al.j) , cOt an sd X, ¢ot tw do B va ma trin mé rong (hay bd

sung) A = [A|B].

Nhu thé, ndi dung cy thé clia timg k¥ thuat 7 ., , Tres Tomns Tue VA Tgy € dugc
trinh bay trong phan phu luc.

(m, n)

Dé xay dung TCTH gan vé6i bon ki thuat 7", ", r,., 7., trong phan duéi
day, chung t6i chii yéu chon phan tich hai gido trinh [20] va [21]. Con gido trinh [24]

chi dugc st dung dé d6i chiéu trong mot sd trudng hop can thiét.

2.2.1.1. TCTH gin lién véi ky thuit giai hé Cramer va ky thuit dwa vé
hé Cramer

< Noi dung ky thuat giai hé Cramer (z>") ™

~  Kiém tra xem hé phuong trinh di cho c6 phai 1a hé Cramer khong ©.

~ Néu hé phuong trinh 14 hé Cramer thi tinh nghiém cua hé theo cong thuc :
D.

x, =— le,_n

JB’

) Tham khao [21, tr.32].
@ H¢ phwong trinh tuyén tinh gom n phirong trinh, n dn s6 dwoc goi la hé Cramer néu dinh thirc ciia ma
tran hé 56 khac 0. Moi hé Cramer déu cé nghiém duy nhat.
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(trong d6 D la dinh thtrc cia ma tran hé s6 cua hg, D i la dinh thirc nhan duogc tur D

bing cach thay cot thir j boi cot twdo;j=1,n).

Nghiém cta h¢ Cramer con c6 thé tim duoc theo cong thuc :

X=A"B.
+ Noi dung ky thuat dwa vé hé Cramer (7/>") ™
Tinh rank(A) va rank(K)
~ Néu rank(A) < rank(K) thi h¢ vo nghiém ;
~ Néurank(A) = rank(K) thi h¢ c6 nghiém.

+ Chon mdt dinh thirc con co s¢ D(r) = 0 cap r = rank(A) (0 <r < min{m, n}).

+ Xac dinh cac phuong trinh chinh, cac 4n chinh va céc an ty do. Bo di cac phuong
trinh con lai, chuyén cac so0 hang chira cac an ty do sang vé phai va xem cac an tu
do 1a tham s6 (nhan gia tri tuy y trén K), ta thu dugc hé Cramer doi vdi cac an
chinh twrong duong véi hé da cho.

. D. -
+ Sau d6 giai hé Cramer bang cong thitc Cramer : X; - Ej . j=1,r (trongdo D la

dinh thirc cua ma tran hé sé ctia hé Cramer, D; 1a dinh thirc nhan dugc tr D bf‘?mg
cach thay cdt thir j boi cot terdo; j=1,1).

Nhan xét

o K§ thuat gidi hé Cramer t-™ chinh la truong hop riéng ciia k¥ thuat duwa vé

(m, n)

hé Cramer ;" khi sd phuong trinh bang s an.

e Khi ap dung k¥ thuat Tg,” " vi ¢dt tu do chira ca cac an tu do nén viéc tinh D;
s& rat phurc tap.

« Céng nghé 0" dé giai thich cac ky thuat ¢ va "
Do 1a cac dinh 1y sau :
— Dinh Iy Kronecker - Capelli (vé tiéu chuan hé c6 nghiém)
Mot hé phuong trinh tuyén tinh ¢6 nghi¢m khi va chi khi ma tran h¢ sb va ma tran
mo rong cua hé cé hang béng nhau.
~  Dinh ly Cramer

Moi hé Cramer n phuong trinh, n an sé déu c¢6 duy nhat mot nghiém cho boi cong
thtre

j P .
Xj-=— ,]=1,n ;

trong d6 D la dinh thirc cia ma trdn hé sb cua hé, D; la dinh thirc nhan dugc tir D

() Tham khao [20, tr.106].
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bang cach thay cot thir j boi cotty do;j=1,n.
« Ly thuyét @ dé giai thich céng nghé 0"
— Ly thuyét hang ctia ma tran.
— Ly thuyét ma tran (ma tran khong suy bién, ma trin nghich d4o).
Duéi day la bang tom tat cac thanh phan ctia TCTH gan véi hai k¥ thuat 70" va

(m, n) .
TC/‘ .

Kiéu nhiém vu | K§ thuat | Cong nghé | Ly thuyét

(n, n)
T,

Cr
T(m, n)

R

(m, ,
oo | e
z_(m,n)

Cr

2.2.1.2. TCTH gin véi ki thuit Gauss va ky thuit Gauss - Jordan
< N&i dung ky thuat Gauss (7,)

~  Lap ma trén bo sung A.
~  Dung cac phép bién dbi so cip trén dong cua ma trn A dua ma tran A vé dang
bac thang dong.
— Can ctr vao hang cua A va hang cua A dé két luan vé sb nghiém cua hé phuong
trinh. Cu thé :
+ Néurank(A) < rank(K) thi h¢ vo nghiém.
+  Néu rank(A) = rank(K) thi hé c6 nghiém duy nhat.
+ Néu rank(A) = rank(K) = <n thi hé c6 vo sb nghiém phu thudc n — r tham $0.
Truong hop nay trong dang béc thang dong ctia A ton tai dinh thirc con cép T,
D(r)# 0. Pinh thttc con D(r) d6 goi 13 dinh thiic con co so. Cac an s c6 hé sb
nam trong D(r) goi 1a cc an chinh (c6 r an chinh), cic an s6 con lai goi 1a tham
s6 (hay an tu do). Tinh cac an chinh theo cac tham sd, ta duoc hé nghi¢m téng
quat cua h¢ phuong trinh da cho.
Khi 4p dung 7, trong qua trinh bién ddi so cip trén dong ctia ma tran b sung A,

can luu ¥ may diém sau :
~  Néu thiy xuat hién mot dong bang khong thi c6 thé xoa bo dong do.

~ Néu théy hai dong béng nhau hodc ti I¢ v6i nhau thi x6a di mdt dong.

~ Néu thiy xuét hién mot dong dang [ 0,0,...,0

al,a € K\{0} (trc 1a dong chi c6 mot

() Tham khao [21, tr.33].
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phan tir khac khong duy nhit & cot tu do) thi két luan ngay hé vo nghiém ma khong
can bién dbi tiép.
— Trong mdt vai trudng hop, néu thiy hé méi c6 thé giai d& dang thi khong nhét thiét

phai dua A vé dang bac thang dong.

Vé ky thuat Gauss T, tail liéu [24] trinh bay n6 khong phai bang ngdn ngit tu
nhién nhu trén ma qua céac budc thuc hi¢n, cu thé 1a :
—  Budc 1. Ma tran hoa hé phuong trinh dudi dang A= [A]|B]
Diti:=1vaj:=1rdichuyén sang Budc 2.

~  Budc 2. Néu j > n hodc i > m thi algorit két thiic. Nguoc lai thi ta chuyén sang
Budc 3.

~ Buéc 3. Néu a; = 0 thi chuyén sang Budc 4. Nguoc lai thi lan luot thuc hién céc
phép bién doi
a,. [
di— —Ld, k=i+ 1, m, (v6idy,d;1akihi¢u cia dong thu £, thir i)
a..
y

ta thu dugc ma tran dang

e o ... o o
e o ... o o

©a; e - | el«dongi
0O e ° °
0O e ° °
cotj

ro1 chuyén sang Budc 5.

— Budc 4. Néu ton tai k > i sao cho a,;# 0 thi ta thyc hién bién d6i d <> d; roi quay lai
Budc 3. Nguoc lai, ta thay j boi j + 1 rdi quay lai Budc 2.

— Budc 5. Thayiboii+ 1 vajboij+ 1 rdi quay lai Budc 2.
Nhan xét

Du dién dat theo cach thirc nao thi ¥ tudng co ban cua ki thuat Gauss ciing 1a khur
dan cdc dan. T trén xubng dudi, sé an chinh trong cac phwong trinh s& giam déan, cho
dén phuong trinh cudi (néu khong ké cac phuong trinh tng vé6i cac dong bang khong
bi bo di) chi con diing mot an chinh.
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% Noi dung ky thuat Gauss - Jordan (7, )

Trudc hét, tinh rank(A) va rank(K)
~ Néu rank(A) < rank(X) thi h¢ vo nghiém ;
~ Néurank(A) = rank(X) thi hé c6 nghiém :
+ Chon mdt dinh thirc con co sé D(r)# 0 cép r = rank(A) (0 <r < min{m, n}).
Xéc dinh cac phuong trinh chinh, 4n chinh va an ty do. Trong A, loai bé céc
dong khong chira phan tir cia D(r), ta nhan dugc ma tran con S cip r x (n + 1).
Goi S(r) 1a ma trdn vudng cép r con clia S sao cho det S(r) = D(r).
+ Bién ddi so cip trén cac dong ciia S (khong bién ddi cot) dé dua S(r) vé dang
chinh tic I, (ma trdn don vi cap r). Luc d6, S bién thanh S'.
+  Xét hé¢ phuong trinh méi (twong duwong voi hé da cho) véi S 1ama tran mo
rong. Chuyén cac s0 hang chtra an tu do sang v€ phai va xem céc an tu do 1a
tham sO nhan gi4 tri tuy y trén K, ta thu dugc nghiém tong quat cua hé da cho.

Nhdn xét

e Néu dién dat theo algorit thi theo [24], k¥ thuat Gauss - Jordan nhan dugc bﬁng
cach thay Budc 3 trong ky thuat Gauss boi Budc 3” manh hon sau :

Buéc 3. Néu a;j=0thita chuyén sang Budc 4. Nguoc lai thi ta thuc hién lan luot
cac phép bién dbi
1 a; .
— d, - - , Vk#1,
a; d,
ta thu dugc ma tran dang

ij 2

-0 e .. @ .
0O e ° °
o ... o e |« dongi
0O e ° °
0 e o e °
T
cot j

roi chuyén sang Budc 5.
e Ky thuat Gauss — Jordan cai tién hon k¥ thuat Gauss vi trong khi qué trinh khtr
Gauss dua hé vé hé méi UX = B” (voi U 1a ma trdn tam giac trén) thi khir Gauss -
Jordan thuc hién khir dua hé vé dang I X = B (trong d6, 1. 12 ma tran don vi capn) ;

lac d6, nghiém cua hé chinh 1a X = B". Nhu vay, voi k§ thuat Gauss - Jordan, qua

() Tham khao [20, tr.110].
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trinh tinh toan trong budc khir s& nhiéu hon ky thuat Gauss nhung lai thu ngay dugc
nghiém.

e Hai k¥ thuat Gauss va Gauss - Jordan c6 cac budce lap lai nhiéu 1an va sb budc
khong cé dinh trudc.
< Céng nghé 0. dé giai thich cac ky thuat 7. va 7,

—~ Dinh ly
Cho hai hé phuong trinh tuyén tinh trén K ¢6 cting m phwong trinh cta n an s6 véi
ma trin m& rong 1an luot 1a A=[A|B] va A'=[A’|B'], (m > 2). Khi d6, néu A’
nhan duge tr A bdi mot sb hitu han cac phép bién ddi so cip dong thi hai hé
phuong trinh da cho twong duong vi nhau.

— Dinh Iy Kronecker - Capelli
Mot hé phuong trinh tuyén tinh ¢6 nghi¢m khi va chi khi ma tran h¢ sb va ma tran
mo rong cua hé c6 hang béng nhau.

< Ly thuyét ©, dé giai thich cédng nghé 0
~ Ly thuyét ma tran.
Duéi day 1a bang tom tat cac thanh phan cuia TCTH gén v6i hai k¥ thuat T, va

Ty -

Kiéu nhiém vy | K thuat | Congnghé | Ly thuyét

T
(m, n) G
" 0, C)

R
TG

2.2.1.3. Mot s6 nhén xét khac vé bon k¥ thuat giai true tiép

Tuong tng véi kiéu nhiém vu T ", 4 k§y thuat 700", 79", 7, va 7, :
~ déu mang ban chét dai s6 ;
— chu yéu 1a cac algorit hiéu theo nghia réng.

e Ngoai k¥ thuat giai hé Cramer, cac k¥ thuat khac ap dung dbi voi hé phuong
trinh tuyén tinh c¢6 s6 phuong trinh va s6 an bat ky.

e O cac vi du va bai tap, s6 phuong trinh va sd an thuong nam giita 3 va 5. Trong
truong hop sé an ciia hé kha 16n, cac tac gia khuyén dung k§y thuat Gauss hodc Gauss -
Jordan chtr khong str dung k¥ thuat giai hé Cramer hay k¥ thuat dwa vé hé Cramer vi
néu nhu thé thi viéc tinh toan sé& rat cong kénh.



www.VNMATH.com
25

“Viéc tinh todn sé rat cong kénh néu ta ding céng thirc Cramer dé giai mt hé thong
phirong trinh tuyén tinh, nhdt la khi s6 an ciia hé khd 1ém. Vi vdy, ta thiong ding
phirong phép Gauss dé gidi mot hé thong phuwong trinh tuyén tinh ©, ndi dung cua cac
phuong phép nay 1a ding cac phép bién ddi so cdp trén hé da cho dé dwa nd vé hé
tuong duong, don gian, dé tim nghiém.” [25, tr.268]

“... quy tic trén @ tuy tudng minh nhung c6 nhuoc diém 1a kha phirc tap. Trong thuc
té, nguoi ta ding thudt todn Gauss dé giai mot hé phuong trinh tuyén tinh.” [54,
tr.153]

Mong muén nay thé hién cong khai khi twong tmg véi kiéu nhiém vu T{™ ", cac
dé toan déu yéu cau str dung hai ky thuat 7, hodc 7., (tham chi ddi v6i ca truong
hop s6 phuong trinh bang sb 4n). Chang han :

Bai 135 [21, tr.135]

Giai cac hé phuong trinh sau bang phuong phap Gauss — Jordan va phuong phap
Gauss roi so sanh cac cong thirc nghiém.

[...]
Bai 2.28 [24, tr.65]

Dung thuat toan Gauss hodc Gauss - Jordan giai cac h¢ phuong trinh sau.

2x + x,—2x, =10 X —=2x,+ x, =7
a) 13x + 2x +2x =1 b) ¢ 2x,— x, +4x, =17 [...]
5x,+ 4x, +3x, =4 3x—2x,+2x =14

2.2.2. TCTH gan véi kiéu nhiém vu T{." “Giadi hé phwong trinh
tuyén tinh cé chira tham s6”

2.2.2.1. Truong hop hé c6 sé phwong trinh va s6 an bat ki

Theo gi4o trinh [20], vé phuong dién 1y thuyét, c6 thé st dung mot trong ba ky
thuat sau dé giai quyét T\"" :

(m,n) .

~ K thuat dua vé hé Cramer o
- Ky thuét Gauss 7 ;

- K¥ thuét Gauss - Jordan 7 .

) Trong luan van nay, ching t6i s& in ddm, nghiéng, hoic gach duwdi dé 1am ndi rd mot y trich dan nao do.
@Y noi ky thuat giai hé Cramer hay k¥ thuat dura vé hé Cramer.
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Nhan xét

(m, n)

o Micdu Ty™" va Ty cung st dung ", 7, 7., nhung cac budc thuc
hién twong tmg vé6i kiéu nhiém vu T{";") s& phuc tap hon. Tuy nhién, cac tac gia da
khong c6 mot luu ¥ nao vé diéu d6 va ho dong nhit ba k¥ thuat giai nay cho ca hé
phuong trinh tuyén tinh khong chira tham s6 va hé phuong trinh tuyén tinh chira tham
5.

o Véibaky thuat 7", 7., 7, dé gidi quyét Ty"»" , k¥ thuat Gauss 7,; dugc
wa chudng hon ca. That vdy, qua xem xét 2 gido trinh ciia nhom tac gia Nguyén Viét
Pong, chiing t6i nhan thiy sé vi du trong [20] va sb bai tap trong [21] twong tng véi
moi k¥ thuat nay nhu sau :

Kiéu nhiém vu Ky thuat | Vidu Bai tap Téng cong
i ™ 1 0 1
I T, 1 3 4
TG 0 0 0

Nhu vay, vé phuong dién thuc hanh, dé giai quyét TV"™ , k¥ thuat Gauss - Jordan
khong dugc van dung (co6 1€ vi hé chira tham sb6 nén kho dua hé vé dang I X = B);
con k¥ thuat 7™ thi xuat hién mot cach khiém ton (that ra k¥ thuat nay ciing khong
may duoc ua chudng khi hé khong chira tham sd).

N6i tom lai, dé giai hé phuong trinh tuyén tinh chtra tham sb ¢ sb phwong trinh va
sd an bt ki, k¥ thuat Gauss 7, dong vai tro quan trong.

2.2.2.2. Truong hop hé ¢6 sé phwong trinh bang sé 4n

Trong trudng hop hé ¢ sb phuong trinh bang sb an, dé giai hé phuong trinh tuyén
tinh chira tham sd, xuat hién mot k§ thuat mdi ma cac tai lidu goi 1a “phwong phdp
Cramer” hay “phiong phdp dinh thirc” (con trong luin van nay, chung toi s& thay thé
bang tén goi “ky thudt Cramer” hay “ky thudt dinh thirc” va ki hidu la 7, ).

Duéi day 1a mot mé ta TCTH gin v6i k§ thuat Cramer (7,,,..)
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% N&i dung ky thuat Cramer (7., )
—  Tinh D = det A va cac dinh thirc D ; (la dinh thtc nhan dugc tor D bé“mg cach thay
cot thirj béi cot twdo;j=1,n).
~ Néu D # 0 thi hé phuong trinh c6 nghiém duy nhat
X = (X1, X2, ..., Xp), VO1 Xj = &
hoac X=A"B.
~ NéuD =0 va ton tai je{l, 2, ..., n} sao cho D, #0 thi h¢ phuong trinh v6
nghiém.
~ NéuD=0vaD i=0,vj= 1,n thi hé khong c6 nghiém duy nhit (nghia 1a hé

vé nghiém hodc vé so nghi¢m). Trong trudng hop nay, mudn biét hé vo
nghiém hay c6 vo s6 nghiém (va giai tim nghiém) thi ta phai quay lai giai
true tiép bang ky thuat Gauss 7, hodc Gauss -Jordan 7 ;.

Nhdn xét
« KhiD=0, 7, chinhliky thuat gidi h¢ Cramer 7" .

*  Tiramer dUQC sy tro gilp cua 7, hodc 7, trong truong hop D=0 va D;= 0,

< Céng nghé 0, dé giaithich ky thuat 7.
Do 1a cac dinh 1y sau :
~ Dinhly
Cho A € M, (K). Khi d6 rank(A) = n khi va chi khi h¢ AX = B c6 nghiém duy
nhit véi moi B e M_(K).

— Dinh ly Cramer (dd trinh bay o trén).

< Ly thuyét ©_ . dé giai thich cédng nghé 0., .

~ Dinhly
Cho A = (a;)eM, (K), véi mdi i, j, dat c; la phan bir dai sb ctia a; va C = (c;)
eM, (K). Khido:
ACT =C'A=|AlL.
Suy ra A kha nghich thi A =|A|" CT.

— Ly thuyét dinh thirc.

~ Ly thuyét ma tran (hang clia ma trn, ma trin khong suy bién, ma tran nghich dao).
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Nhu di phan tich, vé phuong dién 1y thuyét, mic du k¥ thuat dwa vé hé Cramer va
k¥ thuat Gauss - Jordan hoan toan c6 thé dugc sir dung dé giai quyét kiéu nhiém vu

T{™™ , nhung trong phan thuc hanh, ching rat it dugc nhic dén.

Nhu vay, co thé noi, lién quan dé he phuong trinh chtra tham s6, chi c6 ky thuat
Gauss 7; va ky thuat Cramer 7, dugc quan tam.

2.2.2.3. Nhan xét vé ky thuat Gauss va ky thuit Cramer dé gidi quyét

ki€u nhiém vu TS""
o T, Vvad T, COtdn sudtsidung nhuw nhau.

That vay, trong phan 6n chwong (sach “Bdi tdp todn cao cdp tdp 2” ciia nhdm tac
Nguyén Viét Dong), sé bai tap twong tng voi cac hé co “sé phuong trinh khdc s6 an”
(s6 phuong trinh bé hon hodc Ién hon s an) chiém ti 1& twong dwong véi sd bai tap

tuong ung voi cac hé cod “so phuong trinh bang s6 an” .

S6 phuong trinh (m), s6 an (n) | SO bai tap

m=n 4

m#n 6

o Voi hé chira tham so co so phwong trinh bang so an, t,,,. V4 T; €O vai tro

binh ddng nhw nhau.

That vay, trong truong hop hé chira tham sb co “sé phuong trinh bang sb an”,
ngoai vi du sir dung 7. con xuat hién vi du dung k¥ thuat 7. Chang han :

Bai tap 4.3.3 [20, tr.39] (Su dung ky thuéat Gauss 7;)
Giai va bién luan hé phuong trinh tuyén tinh sau theo tham s k
X+ x,+ x;+x,=-k
X, — X, tkx;+x,= k
x,tkx, — x;+x,=-1
kx,+kx, —x; —x,=—1
Tinh binh dang ndy cang dugc nhan manh khi trong phan bai tap thudc kiéu nhiém
vu T{™ | ngudi ta da khong chi dinh cu thé k¥ thuat sir dung. Tir diy ngam hiéu 13 c6
thé thuc hanh giai hé chira tham s (c6 s6 phuong trinh va sé an bang nhau) hoic theo
theo 7,,,,., » hodc theo 7.
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2.3. KET LUAN
Nhiing phan tich trén day cho phép chung t6i tra 101 cho cac cau hoi dat ra.
Cuthéla:

% Céac thanh phan cia TCTH gan véi kiéu nhiém vu T " “Gidi hé phuong

trinh tuyén tinh khong chira tham s6” :

Kiéu nhiém vu K¥ thuat Cong nghé Ly thuyét
(n, n)
T
Cr
o e(crf n) @(Cr:f,n)
giai T(m’ n)
tryc cr
tiéb T
G
eG ®G
TGy
T(m9 n) 9
R-D TCho Cho
. 7’-Ra(; eRac
giadi
gld”l TOrth eOrth moindres carres
tiéep
Tte O e
Z-Sei 95€i

Vé nhiing nhan xét, danh gia cu thé vé nhoém k¥ thuat giai truc tiép, xin xem lai
muc 2.2.1 ¢ trén.

K/

% Cac thanh phan ciia TCTH gan véi kiéu nhiém vu TVS" “Gidi hé phuong

trinh tuyén tinh co chita tham so” :

Kiéu nhiém vu | K§ thuat | Congnghé | Ly thuyét
(m, n) (m, n) (m,n)
z-Cr 9Cr ®Cr
T(m, n) Tcramer eCramer ®Cramer
R-D .
G
05 oF
TG

Su xuat hién ctia tham sb gan lién véi viée gi6i thidu k¥ thuat Cramer 7, . (dé
giai quyét kiéu nhiém vu T{%™ trong truong hop sé phuong trinh bang s6 an). Thé

nhung, diéu d6 khong c6 nghia 1a k¥ thuat 7, . gilt vi tri “ddc quyén” vi di ciing
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v6i né con ¢6 3 k¥ thuat 7", 7, va 7, ; ddc biét 1a k¥ thuat Gauss 7, rat dugc
chu trong.

% C6 hai TCTH dia phuong gin v6i T va TU™ ma cic thanh phan cua

chung la :
TCTH Kiéu o . o
: o Ky thuat | Congnghé | Ly thuyét
dia phuong | nhiém vu
(n, n)
T
T](am’ n) Cr
oM, | emn | e
T | e
T
(m, n) ¢
Ts -
G-J
OML2 0. 04
(m, n) ‘6
m, n
Tr'p
6

Mo ta TCTH tham chiéu & chuwong 2 cho phép phan tich trd lai sy xdy dung cé thé
ctia cac TCTH can giang day trong chuong trinh va SGK & chuong 3.
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Chuong 3

NGHIEN CUU MOI QUAN HE THE CHE VOI
CAC POI TUQNG ALGORIT VA THAM SO

Muc dich cua chuong 3 1a tim hiéu mo6i quan hé thé ché véi cac doi tuong algorit
va tham s, nghia 1a ching toi s& giai quyét cac van dé dit ra trong bon nhom cau hoi
con lai : Qs, Q4, Qs va Qg. Cu thé nhu sau :

Qs. Trong cac chuong trinh toan THPT, algorit va tham s6 xuét hién & dau va nhu
thé nao? Sy tién trién cta timg dbi tuong va mdi quan hé giira chiing thé hién
ra sao?

Q.. Lién quan dén noi dung “Hé phuong trinh bac nhat nhiéu an” & truong phd
thong, cac phuong phap dé giai quyét nd duge dua vao nhu thé nao? Ching
c6 phai la algorit hay khong? Pau 1a TCTH dugc xay dung xung quanh céc
phuong phap nay? Co6 su chénh léch nao gitta TCTH & bac dai hoc véi
TCTH ¢ truong phé thong? Su chénh I¢ch do bat nguén tor nhitng diéu kién
va rang budc nao cua thé ché?

Qs. Nhiing quy tic ctia hop dong didactic c6 thé dugc hinh thanh giira gido vién
va hoc sinh trong qua trinh 1am viéc véi algorit va tham sd ciing nhu khi day
- hoc giai va bién luan hé phuong trinh (2, 2)? Chung dugc thé hién cu thé &
nhitng kiéu nhiém vy, nhitng k¥ thuat nao?

Q. Cach trinh bay cia SGK c6 anh huong gi dén viec giai va bién luan hé (2, 2)
chira tham sb cua hoc sinh?

3.1. ALGORIT VA THAM SO TRONG CAC CHUONG TRINH

Day - hoc toan ¢ truong THPT Viét nam dugc danh dAu béi cude CCGD 1990 trén
quy md toan qudc. Pén nam 2000, ngudi ta hop nhét 3 bo sach cia giai doan trudc lai
thanh mot theo tinh than giam nhe ndi dung va yéu cau ddi véi hoc sinh. Trong nam
hoc 2003 - 2004, SGK mdi (soan theo chwong trinh phan ban) bit dau dugc thi diém
trude khi dugc trién khai dai tra ké tir nam hoc 2006 - 2007.

Pé tra 10i cho nhém cau hoi Qs, ching t6i s& phdn tich mét cdach tong quat cac
chuong trinh 1990, 2000 va 2003 (ban KHTN). O day, hai ddi tuong algorit va tham
s6 chu yéu s& dugc xem xét trong “phurong trinh”, mot chut ¢ mang tinh truyén thong
va ludn chiém vi tri quan trong qua cic giai doan day hoc khac nhau. Khi phan tich
chuong trinh, trong nhitng trudng hop can thiét, ching t6i s& ludt qua SGK dé xem
céc tac gia d thé hién chuong trinh dé ra nhu thé nao.
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3.1.1.Chwong trinh CCGD 1990

3.1.1.1. V& algorit
% Lép10

Trong chuong trinh 16p 10 CCGD, algorit xuat hién véi tu cach 1a ddi twong cia

tin hoc va toan hoc.
> Trong tin hoc

Khai niém algorit hiéu theo nghia truc gidc xuat hién mot cach tudng minh @
trong chuong “Mot s6 yéu té vé phwong phdp va ki thudt tinh todn”. Chuong nay bao
gdm cac myc sau :

1. Théng tin va biéu dién thong tin. Ma. Pai cuong vé ngdn ngit.

2. Thuét toan. So d6 khéi. Tinh chét. Cac dang thuat toan. Vi du vé 1ap trinh.
3. So luge vé& may tinh dién tir. Lich sw, vai tro.

4. Khai niém vé phuong phap s6. Mot vai phuong phap s6 don gian.

Véi viéc dua algorit vao mot ndi dung nhu thé, theo ¥ kién ctia [67] : “Diéu nay ¢
thé mang lai mot vai diéu kién thuan lgi cho viéc dua vao day hoc dbi tugng giai gan
dung phuong trinh”. Béi 18, algorit, giai gan dung phuong trinh (mot phan ciia phuong
phap s6) va may tinh dién tir c6 méi lién hé voi nhau @. Tuy nhién, ciing theo [67],
“su xuat hién ciia cac phuong phap s6 dudong nhu chi lién quan dén hai dbi tuong méi
13 may vi tinh va tin hoc. Chinh vi vy, kha niang giang day giai gan dung phuong
trinh (mot phan cua phuong phéap sd) van con nhiéu diéu dé mo dbi véi cac nha soan
SGK...].”

> Trong todan hoc
Trong Pai s6 10, nguoi ta dua vao hang loat cic phuong trinh, hé phuong trinh
nhu sau :
~  phuong trinh bac nhit mot 4n ax + b =0,
— phuong trinh bac hai mot an ax”+ bx + ¢ =0,
— phuong trinh tring phuong ax*+ bx*+¢ =0,
—  h¢ phuong trinh (2, 2), v.v...

Va mot trong nhitng yéu cau dat ra d6i véi hoc sinh trong viéc hoc chii & phuong
trinh @1a :

126, tr.112] gi6i thiéu khai niém algorit (thudt toan) : “Mgt danh sach cdc lénh can phai lam theo timg
buée mot dé giai quyét mot bai todn nao dé dwoc goi la mét thudt todn dé gidi bai todn do.”

@ V& mdi lién hé giita algorit — phirong phdp sé — mdy tinh dién tir, tham khao phan Phu lyc.

© Trong nha truong pho thong, khai niém phuong trinh dwgc nhin & ca hai phuong dién : phuong dién cu
phap va phuong dién ngit nghia (xem phan phu luc).
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“Hoc sinh [...] thanh thao véi viéc giai phuong trinh hay bat phuong trinh theo
thudt giai, theo cong thirc hoac theo mot hé thong quy tdc bién doi xdc dinh, ...”
[38, tr.67]

Xuit phat tir yéu cau d6, SGK 16p 10 dua vao cac “thuat giai” (hay algorit). Cu
thé:

Gidi va bién lugn phwong trinh ax +b =0

Phwong trinh ax + b =0

. ; b
e a #0 : phuong trinh c6 nghi¢m duy nhat x = ——
a

e a=0vab=0 : phuong trinh vd nghiém

e a=0vab=0:phuong trinh nghi¢m dung v6i moi x € R

Gidi va bién lugn phwong trinh ax’ +bx +c =10

ax’+bx+c=0  (2)
A=b’— dac; (A= b?— ac)

1) a=0:
Khi A<0 (A'<0), (2) vé nghiém.

: : b b’
Khi A=0(A"=0), (2) c6 nghiém kép x, = x, = N (hay ——).
a a

Khi A>0 (A'>0), (2) ¢6 hai nghiém phan biét

:_—b—@( —b'—@j :—b+JZ( _bwzj
2a o 2a a )

X hay —— | ; x hay

a

1

2) a=0:Troé vé giai va bién luan phuong trinh bx + ¢ = 0.

Céc k¥ thuat dai s trén chinh 13 cac algorit dé giai va bién luan phuong trinh bac
nhat - bac hai mot an, bat phuong trinh bac nhat mot an,... Ching mé ta mot phuong
phép cho phép tinh todn hodc tim nghiém chinh xé&c ciia mot phuong trinh.

% Lép11
Trong 16p hoc nay, “phwong trinh” tiép tuc 1a mot trong nhiing ving séng ngam
an cua algorit. Cu thé, algorit thé hién qua cach giai cac phuong trinh lugng giac sau
day :
—  Phuong trinh mii dang a* =b,
—  Phuong trinh mil dang a"™ = a®™ | trong d6 f(x) = g(x) da biét cach giai,
— Phuong trinh logarit dang f(x) = log,g(x), trong do f(x) = g(x) da biét cach giai,
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—  Céc phuong trinh lugng giac co ban
sinx = sint, cosx = cost, tgx = tgt, cotgx = cotgt

—  Céc phuong trinh bac nhat d6i voi mot ham sb luong giac
asin’x + bsinx + ¢ =0, acos’x + bcosx +¢ =0,
atg’x + btgx +c¢=0,  acotg’x + bcotgx +c =0

— Phuong trinh bac nhat ddi véi sinx va cosx
asinx + bcosx + ¢ =0

— Phuong trinh ddng cip ddi véi sinx va cosx

asin’x + bsinxcosx + ccos’x = m

¢ Lép 12

Chu dé phuong trinh khong con duogc dé cap dén nita. Vung song cua algorit luc
nay 1a ham s véi cac algorit lién quan dén viéc khao sat ham sd, tinh toan gia tri sb
ciia ham, tinh dao ham hay nguyén ham, ...

3.1.1.2. V& tham s6

Chung t61 ty hoi : trong chuong trinh CCGD 1990, muc dich cua viéc dua vao
tham s6 13 gi?

Qua bai viét “Pung ddnh gid thap hoc sinh” (Bao Gido duc va Thoi dai, sb 52,
24/12/1995), gido su Nguyén Canh Toan dd dua ra phan nao 10i giai dap cho cau hoi
trén :

“T6i nhé ¢ 1an co quan quan 1y khi chi dao viéc day toan da quyét dinh [...] “bd bién
ludn theo théng s6”. [...] Thién chi ctia ngudi quan 1y 1a s¢ “khé” ddi véi da s hoc
sinh khi yéu cau ho [...] “bién luan theo thong s6”. Nhung cach giai quyét thi sai ¢
chd tir bo nguyén tic (rén luyén vé phwong phdp ludn) trong luc ding ra 1a phai mém
déo vé sach luge, tim cho dugc [...] nhiing bai toan doi hoi bién luan, nhung muc do
khé dé khac nhau, phu hop véi ting loai hoc sinh (gioi, trung binh, kha).”

Nhu vay, sy hién dién cua tham sb trong bai toan chira tham s6 duoc xem 1a mot
trong nhitng cach dé rén luyén cho hoc sinh vé mit phwong phap luan.

¢ Lép 10

O l6p 10, ddi tuong tham s6 hién dién twong minh qua mot chudi cac chu dé nhu
phuong trinh bac nhét - bac hai mot an, hé phuong trinh bac nhat hai an, bt phuong
trinh bac nhit mét an, ... Theo d6, muc tiéu caa chuong trinh Dai s6 1014 :

“_ Biét cach giai va bién luan phuong trinh, hé phuong trinh bac nhit mot an va hai
an chira tham s.

~ Biét cach giai phuong trinh bac hai mét an chira tham s4.” [30, tr.5]
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Chinh viéc gidi thi¢u mat loat chu dé ndi tiép nhau nhu thé da tao nén mot hé sinh
thai vo cung phong phu cho d6i tugng tham sb. Chang han :
Viéc gidi thiéu trudc cach giai va bién luan phuong trinh bac nhat mét an chia
tham s6 s& 1a tién dé thuan loi cho qua trinh xay dung k¥ thuat Cramer (di tir
k¥ thuat cong dai s6) dé giai va bién luan hé (2, 2) chira tham sb.
Khi giai va bién luan phuong trinh ax*+ bx + ¢ = 0 hay bat phuong trinh béc
nhit ax + b < 0 chtra tham s6, viéc xét hai truong hop a = 0 va a=0 14 nhiing
thao tac tuong tu nhu d6i voi phuong trinh ax + b = 0.
Khong nhitng thé, lién quan dén phuong trinh, & 16p 10, tham sé con duoc dé cap
trong cac van dé nhu :
~  tim diéu kién ciia tham s6 sao cho phiong trinh, bat phwong trinh c6 nghiém
(hodc vo nghiém) ;
— tim diéu kién ciia tham sé dé bdt phirong trinh dwoc théa mén véi moi x nam trong
mot khoang (doan) cho trudc ;
— tim tham s6 sao cho cdc nghiém ciia phrong trinh théa man diéu kién nao dé ;

— nhitng bai todn lién quan dén tam thirc bdc hai, ...

¢ Lépll

O 16p hoc nay, tham sb xuat hién trong phuong trinh, hé phuong trinh, bat phuong
trinh lugng giac, phuong trinh mii va logarit.

% Lop12

Vi chuong trinh 12 CCGD khéng dua ra mot thong tin nao vé tham sé ciing nhu
phuong trinh chtra tham s6 nén chung t6i phai quay vé xem xét SGK cuia 16p hoc nay.

Trong SGK 12, xuat hién mot kiéu nhiém vu lién quan dén phuong trinh chia

tham s6, 46 1a : Ts0n “Bién ludgn 6 nghiém ciia phuong trinh chira tham sé bang do

raph

thi”. Ching t6i nhan thay kiéu nhiém vu T, dwoc phat biéu dudi hai dang sau :

raph

Dang 1 :

Cho ham sé f dugc dinh nghia béi mot biéu thirc dai s6 f(x).

1) Khao sat sy bién thién va v& d6 thi cia ham s f.

2) Bién luan b?‘?mg dd thi sb nghiém cia phuong trinh g(x, m) =0 (biét réng phuong
trinh g(x, m) = 0 c6 thé bién doi thanh phuong trinh f(x) = m).

Dang 2 : Bién luan bang db thi sé nghiém cua phuong trinh g(x, m) = 0.

Dvi viée xay dung k¥ thuat Cramer di tr k¥ thudt cong dai s6 s& dan dén phuong trinh bac nhit mot an
chtra tham s6.
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Dudi day 1a ki thuat giai twong g v6i moi dang trén :

Ky thudt 1 :

- Bién dbi phuong trinh da cho g(x, m) = 0 vé& dang f(x) = m vé6i f 12 ham s da
dugc khao sat va v& dd thi trudc do.

- Bién luan s6 nghiém cta phuong trinh f(x) = m bang cach dua trén s giao diém
ctia duong thiang (d) : y=m va dd thi (C) ctia ham s f.

Ky thugt 2 :

- Bién ddi phuong trinh da cho g(x, m) = 0 vé dang f(x) = m.

- V& d6 thi (C) ctia ham s y = f(x) va duong thang (d) : y = m trén cing mot hé
truc toa do.

- Bién luan bang d6 thi s6 nghiém ciia phwong trinh f(x) = m dya trén sb giao diém
ctia duong thang (d) va do thi (C).

Nhan xét

So voi cac ky thuat dai s dé giai quyét kiéu nhiém vu “giai va bién luan phuong
trinh, hé phuong trinh, bat phuong trinh chira tham s6”, hai k¥ thuat trén thuc ra chi
méi 1a cac budc hudng dan cht chua phai 1a algorit. Va lai, chung khong dugc néu
mdt cach tuong minh ma 1a do chiing t6i mé ta lai thong qua mot sb 10 giai cua cac vi
du trong SGK (hay cuia cac bai tap trong sach gido vién). Pidu nay cho thay : néu nhu
trong pham vi dai s6, mdi quan hé giita algorit véi tham s (hay giita algorit véi
phuong trinh chtra tham s6) 13 kha “chit ch&” thi trong pham vi hinh hoc, mdi quan hé
nay lai kha “roi rac”.

It el ettt St et el |
| " I
i PHAM VI DAI SO I
| |
! Aloori Phuwong trinh |
I [gorit chira tham so I
! !
[ M NN LI R BN VER T ]

3.1.2. Chwong trinh CLHN 2000
3.1.2.1. V& algorit

Khac voi chuong trinh CCGD, ndi dung “Mét s6 yéu t6 vé phieong phdp va ki
thudt tinh todn” bi loai ra khoi chuong trinh toan 10 ké tir ndm hoc 2000 —2001.

) Theo [67, tr.17], d6 14 do : rang budc thoi gian didactique, rang budc clia quan hé dinh dudng, rang budc
ctia lya chon didactique, rang budc lién quan dén phwong phap lip noi riéng.
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Trong chuong trinh CLHN, “noi cw tri” ngdm an cua dbi tuong algorit ciing
khong co gi thay d6i so v6i chuong trinh CCGD. Nghia 14 phuong trinh va ham sb
van 1a viing song noi bat cia algorit.

3.1.2.2. Vé tham s
<  Lép10

Mot trong hai quan diém co ban cta B Gido duc va Pao tao trong dot CLHN ba
bo sach toan THPT CCGD la : giam tai, nghia 1a giam nhe mutc do yéu cau, dong thoi
gian lugc nhirng nodi dung qua phirc tap hodc xét thay khong can thiét.

“Viéc giam tai chu yéu 1a bo bot mot s6 ndi dung 1y thuyét khong can thiét va giam
mirc d6 kho cua cac bai tap [...]. Vé bai tdp, giam bot cdc bdi tdp bién ludn theo tham
s6 (ddc biét doi véi phirong trinh va bat phwong trinh bdc hai) [...].” [14, tr.5]

% Lép 11

Trong chuong trinh 16p 11 CLHN, ngudi ta con khong dit ra yéu cau vé “giai va
bién luan cic phuong trinh mii va logarit c6 chira tham s6” nhu chuong trinh 11
CCGD.

% Lép 12

Tuong tu nhu & giai doan trudc, chuong trinh 12 khong c¢6 mot phat biéu nao vé
“phuong trinh chtra tham s6”. Thé nhung qua xem xét SGK 12 - chuong “Ung dung
cua dao ham”, chiing t61 nhan théy su hién dién trd lai cua kiéu nhiém vu T6,on “Bién
luan s6 nghiém cua phuong trinh chtra tham sb bang do thi” (sau khi nd xuit hién

thodng qua trong phan bai hoc vé phuong trinh bac hai & 16p 10).
3.1.3. Chworng trinh thi diém 2003

3.1.3.1. Vé algorit

Tuong tu nhu chuong trinh 2000, trong chuong trinh nay, du thuat ngtr “algorit”
(hay “thuat toan”) khong dugc dé cap nhung noi chung algorit van xuit hién ngim an
qua phuong phap giai cac phuong trinh. Mot trong nhiing 1y do cua viéc dua vao céc
phuong phap do 1a :

) Trong phan mén Hinh hoc, nguoi ta cling bét dAu tranh dé cap dén phuong trinh chira tham sé. Cu thé,
khong con phuong trinh tham sé cta mit phing nhu trude day, tuy van c6 cip vecto chi phuong ciia mit
phang.



www.VNMATH.com
38

“...cac van dé vé phuong trinh va hé phuong trinh bac nhit va bac hai ciing 1a mot noi
dung trong tdm cta chwong trinh. Chiing dugc trinh bay chinh xac hon, ddy du hon,
hé thdng hon so v6i 16p dudi. Trong d6, diéu ddang leu ¥ va tuwong doi khé la van dé
giai va bién lugn phwong trinh. Boi vay, chuwong trinh doi hoi nhitng ky nang thanh
thao trong viéc gidi cdc phwong trinh va hé phwong trinh bdc nhdt va bdc hai trén co
s6 cdc phwong phdp co ban ma sdach gido khoa di cung cap.” © (M, tr.63)

No6i nhu thé c6 nghia 13 “cac phuong phap co ban” hay algorit s& “hé tro' cho viéc
suy ludn” d6i v6i bai toan chira tham sd.

Ngoai ra, trong chuong trinh 2003, viéc MTBT clng cac van dé& vé sai s, wéc
luong s6 ngay cang duoc quan tdm lai 13 mot trong nhitng yéu té khich 1& cac hoat
dong giai toan theo algorit ®. Piéu nay s& dugc minh ching rd hon qua viéc phan tich
chuong trinh ctia hai khbi 16p 10 va 11.

% Lép 10

Lién quan dén hé phuong trinh bac nhat nhiéu an, khac v&i chuong trinh cii,
chuong trinh méi dua thém ndi dung “giai hé ba phuong trinh bac nhét ba an” bang k¥
thuat Gao-xo0. Ngoai ra, k§ nang str dung MTBT dé giai hé ciing dugc chu trong hon.
Sach gido vién toan 10 néu 10 :

“... dbi v6i nhitng noi c¢6 diéu kién, yéu cau hoc sinh phai sir dung duoc may tinh bo
tai dé giai hé hai phuong trinh bac nhat hai an va giai phuong trinh bac hai theo cong
thirc (khong giai theo chwong trinh cai sdn trong may).” (G, tr.52)

% Lép 11

O 16p 11, xuat hién bai doc thém v&i nhan d& “Tim gid tri gan diing nghiém ciia
phwong trinh”. Qua d6, cac tac gia dua vao mot cach ngam an phwrong phdp chia doi.
Phuong phép nay vira c6 co ché kiém ching vé mit 1y thuyét (vi né 1a mot ap dung
ctia hé qua trong dinh 1y vé gia tri trung gian ctia ham sd lién tyc), vira c6 co ché nhu
mot algorit dé tinh gia tri gan dung cta nghiém voi sai s6 ma ngudi ta ¢ thé kiém tra
bang cc tri thirc 1y thuyét hay bang MTBT.

' Nhic lai ring nhitng dong in ¢am va in nghiéng 1a do chiing t6i thyc hién.
@ Mot $6 dac trung cua chuong trinh 2003 1a :

o “May tinh bo tii, ngoai vai tro hd tro tinh toan con duge khai thac & viée tinh gan dung, sir dung
céc algorit c6 két hop may tinh bo tai (giai hé phuong trinh bac nhat hai 4n, giai phuong trinh bac
hai) va ¢6 huéng dan sir dung cic chwong trinh cai sin (phwong trinh, hé phuong trinh, lwong
giac). Cong ning clia may tinh bo tai duge “tan dung” nhiéu hon va ciing hoat dong nhiéu hon so
v6i cac chuong trinh trudce day.” [23, tr.20]

o Cung vé6i viée st dung MTBT, vén dé sai sd, uéc luong sb ciing ngay cang duoc cha y. That vay,
trong chuong trinh toan 10 trudc thi diém, van d& nay ndm & chwong cudi va thuong bi coi nhe.
Trong chuong trinh toan 10 thi diém 2003, chiing khong nhitng dugc gop vao chwong dau khi noi
vé tap s6 thuc ma con duoc thé ché yéu cau nhic lai & cac chuong sau.
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]C6 thé néi, day 1a mot tin hiéu cho thay cac nha soan chuong trinh bit dau quan
tam tro lai dén “giai gan dung phuong trinh”, mot kiéu nhiém vu d3 timg xuat hién
trong chuong trinh CCGD 1990, sau d6 bi loai bé khéi chuong trinh 2000.

3.1.3.2. V& tham s6

Lién quan dén tham sb va bai toan chira tham sd, dinh huéng vé xdy dung chuong
trinh phan ban mon toan néu 10 :
“Pdi voi ban Khoa hoc tu nhién viéc suy luan s€ dugc ting cuong hon so vdi ban
Khoa hoc x3 hoi va nhan vin thong qua hai bién phap : Mot la bé sung mét sé Iy
thuyét hé tro cho viéc suy ludn, ching han khdi nigm dinh thivc cdp hai d@é bién
lud@n hé phwong trinh bdc nhit hai dn theo tham sé hay dinh 1y ddo vé ddu cia tam
thiec bdc hai, [...]. Haila [...].” (G, tr.4)

Nhu thé, chinh do phtic tap cta bai todn “gidi va bién luan” da tao co hdi cho
algorit xuat hién nham giap hoc sinh phan chia cac truong hop riéng mot cach thuan
lo1 hon.

% Lép 10

Tiép nbi tinh than ciia chuong trinh 2000, chuong trinh thi diém 2003 dic biét
giam nhe yéu cau vé van dé bién luan nhitng phuong trinh, hé phuong trinh phtc tap :
“Gidam bot nhitng yéu cau vé ki nang, tranh cdc vi dy, bai todn phirc tap, doi héi
nhiéu ki thudt nhé (ki nang gidi va bién lugn phwong trinh, bit phwong trinh).” [56,

tr.21]
“Bién

(Thé nhung, SGK thi diém 10 lai quan tim hon dén kiéu nhiém vu Terapn

luan s6 nghiém ctia phuong trinh chira tham sé bang dd thi” (Tgqpn KhOng chi Xuét

hién trong phan bai hoc ma cé trong phan bai tip cta bai phuong trinh bac hai)).

% Lép 11

Trong trinh thi diém 11, ngudi ta d& nghi : “Khdng yéu cau gidi va bién ludn

1

phirong trinh lwong gidc chiva tham s6.”
Giai thich 1i do cho dé nghi trén, [46, tr.12] cho rﬁng :
“...vida s6 cdc bai todn logi nay thuong dan dén phan bién ludn khd phirc tap. Céc
véan dé phtc tap nhu thé, néu can, nén dua vao chuong trinh cac chuyén dé ty chon.”
s Lop 12

Trong 16p hoc ndy, chiing t6i cling khong tim thdy mot binh luan nao ciia chuong
trinh vé “phuong trinh chtra tham s6”. Nhung tir hai bd SGK 12 thi diém, ching toi
nhan théy - kiéu nhiém vu “Giai va bién luan céc phuong trinh mii va logarit chira
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tham s6” da bi loai bo ; con kiéu nhiém vu T, , “Bién lun s6 nghiém cia phuong
trinh chira tham sO bang do6 thi” tiép tuc hién dién qua chwong “Ung dung cua dao

2

ham”.

3.1.4. Két luan
 Veé algorit

Trong chuong trinh 1990, mac du algorit theo nghia truc gidc dugc mod ta nhung
n6 chi xuat hién véi tu cach 1a ddi tuong cia tin hoc ; véi toan hoc, no 1a dbi tuong
ngam an. Con trong cac chuong trinh 2000 va 2003, thut ngit “algorit” hay “thudt
todn” khong dugc nhac dén. Algorit trong cac giai doan dong vai trd nhu mot phuong
tién day hoc cho phép hinh thanh va linh hoi viing chic cac ky ning, nim bat cac
phuong phap toan hoc.

Lién quan dén Pai s6 va Giai tich, phwong trinh va ham sé 1a ving séng kha 6n
dinh cta ddi twong nay. Algorit dé giai cac phuong trinh thuong dua trén nhimng ky
thuét bién doi dai sb.

Dudi day 1a bang tong két su tién trién cua algorit qua cic chuong trinh :

Chuong trinh Ving séng Chirc nang

- M6 ta phuong phdp tim nghiém “chinh xdc” cua
phuong trinh, hé phuong trinh, bit phuong trinh va bién
ludn trong truomg hop ¢ chira tham sb

- Phuong trinh | - Xét tinh chin - 1¢, dong bién - nghich bién ciia ham s
CCGD 1990 - Ham s6 - Lam quen v&i may tinh va tin hoc
- Tin hoc - Tinh giéi han cuia day s6, ham sd

Xét tinh lién tuc ctia ham so tai mot di€m

Khao sat ham so

Tinh tich phan, nguyén ham

_ H‘ A _ K \ A ’
CLHN 2000 am so Gli)n‘(?’ chuong trmh C’CGD‘ 1?90 (11hu’ng khong c6
- Phuong trinh | muc “Lam quen voi may tinh va tin hoc”)
- Gibng chuong trinh CLHN 2000
Thi diém 2003 | iam 50 - Giaihe (3, 3)
i diem \ 5
- Phuong trinh | _ Tjy nghiém gan ding cta phuong trinh

Str dung MTBT
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Nhu vay, mic du hién tai algorit van chua phai 1a ddi tuong toan hoc dugc giang
day nhung nhin chung, chuong trinh toan & truong THPT cé kha ning to 16n dé hinh
thanh, nghién ctru va ap dung algorit thong qua cac chu dé toan hoc nhu duge dé cap
dén ¢ trén. Pic biét, trong chuong trinh thi diém phan ban 2003, MTBT ngay cang tro
nén thong dung cling gép phén o vii nhiing hoat dong co tinh algorit. Diéu nay duong
nhu m& ra mot tuong lai ddi v6i viéc hién dai hoa chuong trinh giang day toan &
truong pho thong 13 : tao moi lién hé chdt ché hon giita algorit, phwong phdp tinh (ma
mét b phdn cua né la gidi gan ding phiong trinh) va mdy tinh dién tir (mdy vi tinh
hodac MTBT).

e Vétham sb
Bang dudi ddy tom tit sy tién trién ctua dbi tuong tham sé qua cac chuong trinh.

Chuong | | Muc dich ciia Viine sén Kiéu nhi¢gm vy
trinh op | viéc dua vao g song chii yéu
tham so
- Phuorqg trinh : bac nhét mot e A
an, hai an, trung phuwong - Gidi va b‘1¢n luarAl
. . . ., | phuong trinh  (h¢
10 - ]?ag phuong trinh bac nhat phuong trinh, bt
mot an | phuong trinh)
- H¢ phuong trinh : bac nhat
CCGD hai an, bdc hai hai an - ,TGmph “Bién ludn
1990 - Phuong trinh : lugng giac, | s0  nghiém  cua
mi, logarit phuong trinh chita
1 - Bit phuwong trinh lwong gidc ;Zam s6 bang do
i
- H¢é phwong trinh luong gidc ’
- Ham sb - Tim diéu kién cua
12| Rén luyén cho | _ Phuong trinh tham s6 thoa man
hoc sinh tu diéu kién nao do
duy logic va to - Phuong trinh : béc nhat mot . R
hop. an, hai an - Bién luén theo m
10 - Béfg phuong trinh bac nhét zg cyc tri cta ham
mot an
CLHN - H¢ phuong trinh béc nhét
2000 hai an
1 - Phuong trinh lugng gidc
- Bit phuong trinh luong giac
- Ham s6
12 .
- Phuong trinh
- Phuong trinh : bac nhét
Thi diém mot an, hai an
2003 10 - Bat phuong trinh béc
nhat mot an
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- H¢ phuong trinh béc nhét
hai an
11
- Ham s6
12 )
- Phuong trinh

Nhu vay, trong khi chuong trinh CCGD rdt chii trong dén viée giai va bién luan
phuong trinh chira tham s6 thi van dé nay ngay cang duoc gidm nhe & chuong trinh
CLHN va dic biét 1a & chuong trinh thi diém phan ban 2003.

Qua céc giai doan khac nhau, tham s6 thuong gan lién véi phuong trinh va ham
sO. Trong d6, viing séng néi bdt nhdt ciia tham s6 la cdc chii dé vé phirong trinh ¢ Pai
s6 10. G 16p 10, chinh viéc gi6i thiéu mot loat chu dé ndi tiép nhau nhu phwong trinh
bac nhét - bac hai mét an, hé phuong trinh bac nhat hai an, bat phuong trinh bac nhat
mot an, ... da tao nén mot hé sinh thai phong phu cho ddi twong tham sb.

V4 lai, phuong trinh chira tham s6 duoge xét trong ca hai pham vi dai s6 va hinh
hoc, thé hién chil yéu qua kiéu nhiém vu “Giai va bién luan phuong trinh” hay kiéu
“Bién luan s6 nghiém cua phuong trinh bang do thi”. O 16p 10, “Giai

nhi¢ém vu T, ,

va bién luén phuong trinh” tép trung day dac, con T, chi xut hién thoang qua. Lén

lop 12, T, duoc dé nghi nhiéu hon nhung nhin chung né chi 13 mét trong nhimg

ung dung cua dao ham va ham s6 nén mat do xuét hién cling kha thua thot. TAt ca
diéu nay néi 1én rang dé giai quyét cac phuong trinh chtra tham sd, trong khi ki thuat
dai s ludn thé hién rd nét thi ky thuat hinh hoc (dé thi) mac du dang dan duge quan
tam nhung nhin chung van con rat mo nhat.

() Nhan n6i vé do thi va phwong trinh, ching toi ciing xin néu mot vai ghi nhén sau :

% Giai doan trwéc thi diém 2003

«... dd thi chi dong vai tro minh hoa va giai thich nhitng khai ni¢m hodc tinh chét toan hoc, hodc nhin lai
nhitng két qua dat dugc qua viéc nghién ctru 1y thuyét. Van dé nghién ciu phuong trinh nho vio ham sé
luén chiém vi tri yéu ot trong chuong trinh ciing nhi trong SGK. Phwong trinh gan nhi chi dwoc gidi
quyét trong pham vi dai s6, nghia la béi ky thudt dai s6.” [67]

% Giai doan thi diém 2003

So v6i cac SGK trude, SGK thi diém chi trong hon dén viéc rén luyén cho hoc sinh kha ning doc va vé
do6 thi. Ngoai cach cho ham sb bang biéu thirc, bang, biéu dd, con c6 ham sb cho bang do thi. Hon nira,
cac kiéu nhiém vu nhu dira vdo do thi dé : 1ap bang bién thién ctia ham sb ; tim gia tri 16n nhét, nhé nhét
ctia ham sb ; tim céc gia tri cua ham $6 dua vao céc gia tri cua bién sb ; tim tap hop céac gia tri cua bién s
thoa didu kién ndo do cia him s6 ; xéc dinh toa do giao diém ciia dudng thing va parabol, hay nhu kiéu
nhiém vu : tim d6 thi nhan dwgc tir mot dd thi duoc tinh tién, ... thuong xuyén xuét hién.
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N6i tém lai, d6i trong tham sé ¢ truong THPT song trong nhimg noi rat dic biét
ma tai d6 gin lién voi algorit : cic chil & phuong trinh - hé phuong trinh - bat phuong
trinh chira tham s6. Viéc thuc hanh gidi va bi¢n luan phuong trinh chira tham s6 theo
mdt algorit s& gop phan hinh thanh & hoc sinh kha ning suy luan co li, hop logic.
Nguoc lai, sy hi¢n dién cua tham ) trong chuong trinh da phén nao khich 1¢ nhiing
hoat dong c6 tinh algorit. Hon nita, cac algorit dé giai cac phuong trinh chira tham sb
cha yéu bao gém cac phép bién doi dai sb.

Mat khéc, trong khi algorit ngay cang dwoc chu trong thi cdac bai toan chira tham
s6 ngay cang thu hep dat séng. Theo chung t6i, diéu nay ciing dé hiéu vi tiy theo muc
tiéu dao tao cla timg giai doan ma van dé nay hay van dé kia duoc quan tim nhiéu
hon. Ngay nay, viéc nghién ctru algorit s& 1a nén tang rat tot dé tiép can dan véi Tin
hoc — mo6n hoc da va dang thaim nhdp manh mé vao moi linh vyc hoat dong ctia con
nguoi. Noi nhu vay khong co nghia 1a bai toan chtra tham sé khong dong vai tro gi.
Thé nhung, v6i thoi lwong danh cho viée day hoc toan ¢ trudng THPT khong ting 1én
ma c6 phan eo hep di thi moi van dé khong thé déu duoc wu tién ngang nhau. Mit
khac, nhu di biét, dé rén luyén cho hoc sinh “tu duy logic va t6 hop” thi giai va bién
luan phuong trinh chira tham sé khong phai 1a cach duy nhét vi hau hét cac noi dung
toan hoc & truong phd thong déu c6 thé dam nhan nhiém vu nay.

Dé hiéu sau sac hon mbi quan hé thé ché véi cac ddi tugng algorit va tham s, tiép
theo chung t61 s€ thyc hién mdt nghién cuu trong truong hop “HE phuong trinh bac
nhat nhiéu 4n”. Nghia 1 chung t6i s& di tim cau tra 16i cho ba nhom cau hoi con lai :

Q4, Qs va Q.

3.2. QUAN HE THE CHE VOI CAC POI TUQONG ALGORIT VA
THAM SO. TRUONG HQP “HE PHUONG TRINH BAC NHAT
NHIEU AN”

Trong nha trudng pho thong ), hé phuong trinh bac nhat nhicu 4n dugc gidi thidu
& hai cap do :
~ Cép d6 1 : giai hé hai phuong trinh bac nhat hai 4n khdng chita tham sé (goi
tat 1a hé (2, 2)), dugc trinh bay cha yéu & 16p 9.
~ Cép d6 2 : giai va bién ludn hé (2, 2) ¢6 chira tham sé ; giai hé ba phuong trinh
bac nhit ba 4n khdng chita tham sé (goi tit 1a hé (3, 3)), duoc trinh bay &
16p 10.

(' Lép 9 hién hanh va 16p 10 thi diém 2003.
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Pé nghién ctiru mdi quan hé thé ché véi algorit va tham sd, di nhién chung t6i s&
phai quan tim dén ca hai cap do nay.

O day, ching toi s& phan tich SGK toan 9 hién hanh va hai bd SGK Pai sb 16p 10
viét theo chuong trinh thi diém 2003 ban KHTN. Bé cho tién, chung t6i dung ki hiéu
M, dé chi SGK toan 9 hién hanh, M, dé chi SGK Pai s6 10 do nhém tac gia Poan
Quynh bién soan va M, dé chi Pai s6 10 do nhom tac gia Tran Van Hao bién soan.

Pi kém véi méi SGK 1a sach gido vién. Trong nhiéu trudng hop, dé hiéu 15 ¥ dd
clia tic gia, chung toi s& phai tham khao céc sach gido vién niy ma ching t6i 1an luot
ki hléu la G(), G1 va Gz.

3.2.1. Hé (2, 2) trong sach giao khoa toan 9 hién hanh

Trong M, chuong I1I “Hé hai phuong trinh bac nhat hai an” gdm céc ndi dung :
§1 - Phuong trinh bac nhat hai 4n
§2 - Hé hai phuong trinh bac nhat hai an
§3 - Giai hé phuong trinh bang phuong phap thé
§4 - Giai hé phuong trinh bang phuong phap cong dai sb
§5 va §6 - Giai toan bang cach 1ap hé phuong trinh
Muc tiéu chu yéu cua chuong nay 1a :

“Cung cap phuwong phdp va rén luyén ky ning giai hé hai phuong trinh bac nhat hai 4n
cling cac ing dung trong viéc giai toan bang cach 1ap hé phuong trinh.” (G, tr.3)

3.2.1.1. Cac TCTH lién quan dén hé (2, 2) khong chira tham s6

Qua phan tich SGK toan 9, chung t6i nhan thay c6 hai kiéu nhiém vu lién quan
dén hé phuong trinh (2, 2) khong chtra tham s6 :
t'> 2 Gidi hé phwong trinh (2, 2)
Ty : Podn nhdn sé nghiém cia hé phirong trinh (2, 2) va gidi thich ré Ii do
Tuong tmg véi kiéu nhiém vu t%?, c6 3 k¥ thuat giai, d6 1a : ky thudt hinh hoc

(do thi) va cac ky thudt dai sé (k¥ thuat thé hodc ki thuat cong dai sb).

. , + by = 1) (d
Bang cach xem xét h¢ c6 dang tong quat : (1) aic ?} c, D @) (a,b,c,a’,
x +by=c"(2) (d"

b’, ¢’ khac 0), ching t6i s& phan tich cac TCTH gin voi hai kiéu nhiém vy trén ; tir do,

@ Chung t61 st dung ki hiéu t(Rz' ' dé nhat quan véi viée goi tén nhiém vu & ph?m phén tich cac sach M, va
M, vé sau.
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chung toi s€ lam rd nhiing di€u kién va rang budc cua the ché doi véi cac ky thuat giai
va xac dinh mot so qui tac cua hgp dong didactic.

bé thuén lgi cho viéc trinh bay, ching t6i ki hi¢u :

* 7,,7,, 7, lanluot la cac ky thuat : hinh hoc, the va cong dai so.

o 17, laky thuat dé giai quyét kiéu nhiém vu T,.

a) TCTH gin vo6i kiéu nhiém vu t>? “Gidi hé phwong trinh (2, 2)”

Nhu di noi, co 3 ky thuat dé giai quyét kiéu nhiém vu t?. Do vay, viéc phan
tich TCTH gan véi t? s& quy vé viéc phan tich lan lugt tng TCTH gan véi mbi ky
thuat.

< TCTH gan v&i ky thuat hinh hoc 7,

Vi 7, khong duoc néu tuong minh trong M, nén dé mo ta lai nd, chung toi sé phai
xem x¢ét 101 gidi cua cac vi du va bai tap.
Ky thuat 7 P
~ Tim phuong trinh cta hai duong thang bang cach tinh y tir hai phwong trinh cta
h¢.
~ V& hai duong thang trén cing mdt mét phang toa do.
—  Dua vao db thi, xac dinh vi tri tuong dbi cua hai duong théng :
+ Néu hai duong thing cit nhau :
o Doc toa dd giao diém cua chung ;
o Dé dam bao toa do giao diém 1a nghiém cua hé, thir lai béng cac phép tinh.
+ Néu hai duong thiang trang nhau thi hé (I) ¢6 v6 sb nghiém, tdp nghiém cia hé
dugc biéu dien bdi mot trong hai phuong trinh duong thing.
+ Néu hai duong thing song song thi hé (I) vé nghiém (luu y : dé chic chin hai
duong thang song song, sir dung hé so goc va tung do goc cua ching).

Nhin xét — dinh gia 7,
o 7, laky thuat thudn tiy hinh hoc trong trudng hop hai duong thing cat nhau.

e Ratkho ding 7, dé co thé tim chinh xac toa d giao diém cua hai duong thang
néu do khong phai la toa do nguyén hodc hitu ty dac biét (thi du : -1,5; -0,5; 0,5 ;
1,5;...).

o 17, khong la vét ciia kj thudt nao & dai hoc. Piéu nay ciing that d& hiéu vi cac

hé phuong trinh tuyén tinh & bac dai hoc thuong c6 s6 an va s6 phuong trinh tir 3 dén
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5 nén khong ton tai k¥ thuat cho phép xac dinh dugc nghiém trong khong gian co sb
chiéu 16n hon 2.

e Mot rang buoc cua thé ché day hoc doi véi 7, : Sau khi giai hé bcing ky thudt
hinh hoc 7, phai thir lgi nghi¢m.

Rang budc nay duogc nhdn manh qua luu y

“Khi minh hoa tip nghiém ctia hé hai phuong trinh bac nhat hai 4n, ta ciing c6 thé tim
duogc nghiém cua hé phuong trinh bang cach xac dinh toa d6 giao diém cua hai duong
thang (biéu dién hai tip nghiém ctia hai phuong trinh thudc hé). Tuy nhién, két qua
thu dugc co6 thé khong chinh xac. B&i vdy, khi mudn khdng dinh chinh xdc mét cdp sé
la nghiém cia hé phwong trinh, ta nén thir lai bang tinh todn.” (G, tr.7)

Va no dugce cu thé hoa, chang han qua vi du 1 (M, tr.9 — tr.10) nhu sau :
Xét hé phuong trinh
x+y=3
x=2y=0 s

Goi hai phuong trinh xac dinh boi hai
phuong trinh da cho trong hé 1a (d;) va g\
(da). I M @7)‘.’1"

Vé (d;) va (d,) trong cung mot hé toa do,

¥

ta thdy ching cat nhau tai mot diém duy 9
nhat M. Ta xac dinh duoc toa do cua diém bPN
M 1a (2 ; 1). (Thit lai, ta thiy (2 ; 1) 12 mot v
nghiém cua h¢.)

Vay hé phuong trinh da cho ¢6 nghiém duy nhat (x ; y) = (2 ; 1).

Nhu vay, theo céc tac gia sich gido vién va SGK, viéc giai quyét kiéu nhiém vu
t? bang do thi chi 1a céng cu truc gidc va can thiét phai dwoc bo sung bang cdc
phép tinh.

Ngoai ra, luu ¥ trén con cho thiy :

e Vai trd chinh ciia 7, 14 d& “minh hoa hinh hoc tGp nghiém” chi khong phai dé
“giai hé” (thé hién qua cau thir nhat ca luu ¥).

e I, chi duoc khuyén khich van dung dé tim “nghiém dung” chu chua dugc

khuyén khich dé tinh “gid tri gan diing ciia nghiém” (thé hién qua hai cau con lai cua
lwu y). Chang han, néu nhu nghiém cia hé phuong trinh 1a s6 vo ti thi két qua thu
duoc bang d6 thi chi 1a gan ding. Trong trudng hop Ay, du c6 thi lai bang bao nhiéu
phép tinh ciing khong thé 1am xuat hién ddu “ = ” & mdi phwong trinh nhu sach gido
vién mong muén va do d6, budc cudi cung “thir nghiém” s& chang c6 ¥ nghia gi ca.
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Cong nghé 6, cia ky thuat 7,

Phat biéu dudi day dong vai trd nhu cong nghé giai thich cho T,
“Trén mit phang toa do, néu goi (d) 1a dudng thiang ax + by = ¢ va (d’) 1a dudng
thing a’x +b'y=c' thi diém chung (néu c6) ciia hai duong thing 4y c6 toa do la
nghiém chung cua hai phuong trinh cua (I). Vay, tdp nghiém cua hé phuwong trinh (I)
duge biéu dién béi tdp hop cdc diém chung ciia (d) va (d’).” (Mo, tr.9)

Pic trung ciia cac hé phwong trinh dwoc gin véi ky thuat 7,
o Dic trung 1 : Cic hé s6 cua hé 13 nhiing s6 nguyén khéng qud lom.
« Dic trung 2 : Nghiém cta hé bao gid ciing duy nhdt va 1a nghiém nguyén
(nghiém dung).
Thi du :
Bai 7 — cau b) (M, tr.12)
Cho hai phuong trinh 2x + y=4 va 3x + 2y = 5.
a) Tim nghiém tong quat cia mdi phwong trinh trén.

b) V& cic dudng thang biéu dién tip nghiém cia hai phwong trinh trong cing mot hé

toa do, rdi xac dinh nghiém chung cua chung.
Pap s6 : cdu b), nghiém (3 ; -2).
Bai 8 (M, tr.12)
Cho hé phuong trinh sau :

x=2 x+3y=2
a) ; b)
2x—y=3 2y =4

Trude hét, hiy doan nhan sd nghiém ciia mdi hé phwong trinh trén (giai thich rd li
do). Sau d6, tim tap nghiém cua cac hé da cho bang cach v& hinh.
Papsd:a)(2;1) ; b) (-4;2).

% TCTH gén véi ky thuat thé 7.
Ky thuat 7,

(Ky thudt nay chinh la phwong phdp thé)

~ Tu mot phuong trinh ctia hé di cho (coi 13 phuong trinh thir nhét), ta biéu dién
mot an theo an kia roi thé vao phirong trinh thir hai dé duge mot phuong trinh méi
(chi con mot an).

—  Dung phuong trinh méi dy dé thay thé cho phwong trinh thir hai trong hé (phuong
trinh thir nhat cling thuong dugc thay thé boi hé thic biéu dién mot an theo an kia
c6 duogc o budce 1).
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—  Giai hé phuong trinh mot an vira co, roi suy ra nghiém cua hé da cho.

Co thé dién dat nge‘in gon lai cac budc trén nhu sau :

~  Biéu dién x theo y (hay y theo x) tir mét trong hai phuong trinh.
~ Thé két qua d6 vao phuong trinh thit hai.

— Giai phuong trinh thir hai theo y (hay x).

~  Tinh x theo y (hay y theo x).

~ Két luan nghiém cua hé da cho.
Nhin xét — ddnh gid vé ky thudt 7,

e 7, c6 thé xem nhu mot algorit dé giai quyét kiéu nhiém vu t?. Algorit ndy
dugc hiéu theo nghia chit vi nd dam bao cac dic trung co ban cia algorit 1a tinh két
thiic, tinh xac dinh, tinh phd dung, tinh hiéu qua, ...

o Khisirdung 7, [22, tr.83] chi din :

“... can xét xem nén rit an nao theo an con lgi. Trong truong hop c6 an co hé sé bang
1 hay (-1) s& rat an d6, néu khong xay ra trudng hop nay thi thuong an dugce rit cd hé
s6 nho hon hé sb 4n con lai (vé gia tri tuyét dbi).”

Con M, (tr.14) thi luu y :

“Néu trong qua trinh giai hé phuong trinh bang phuong phép thé, ta thay xuat hién
phirong trinh cé cdc hé s6 ca ca hai an déu bang 0 thi hé phuong trinh dd cho ¢ thé
c6 vo s6 nghiém hodc vo nghiém.”

Nhimng chi tiét trén day cho thay can c6 sy linh hoat khi sir dung 7, .

o 7 _khongla vét cia ky thudt nao o dai hoc. Co thé théy, néu sb an tir 4 trd 1én

thi viéc khtr an bang 7, s€ tr¢ nén kha rudm ra.

Cong ngh¢ 0, giai thich ky thuit 7,

D6 chinh 1a dinh 1y sau vé phép bién doi twong duwong hé phuong trinh.
Néu tir mot phuong trinh cua h¢ da cho ta biéu thi mét an s theo an sb kia roi thé vao
phuong trinh thir hai ciia hé dwoc mot phuong trinh méi ¢6 mot an sb thi hé phuong
trinh 1ap boi phuong trinh méi ndy v6i phuong trinh thir nhat cua hé 1a twong dwong
voi hé da cho.

Pic trung ciia cac hé phwong trinh gin véi ky thuat T,

o Hé s6 ciia mot dan trong phwong trinh bang 1 hay —I. Néi cach khac, SGK ludn
tao thuan loi dé sau khi rat an nay theo an kia, co thé thé vao phuong trinh con lai dé
dang. Chang han :

Gidi cdc hé phwong trinh sau bang phirong phdp thé :
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Bai 16 (M), tr.16)
3 5 3x+5y=1 x_2
X— y= X = —=—
a Y ;b g ;0 ©)y 3
Sx+2y=23 2x—y=-8
x+y-10=0

Bai 17 (M, tr.16)

a){xx/i—y\/gzl : b){X—Z\/Ey=\/§ _ (\/i)x_y:\/5
x+ 3 =42 ’ 2 +y=1-+10 ’ x+(\/ﬁ)y=1

C6 dén 18/19 hé trong §3 déu c6 nghiém duy nhat.

< TCTH gan véi ky thuat cong dai sé 7,

Ky thuat 7,

(Pdy chinh la phwong phdp céng dai sé)

Nhén hai vé ctia mdi phuong trinh v6i mot sé thich hop (néu can) sao cho cac hé
s6 ciia mot an ndo d6 trong hai phuong trinh cia hé 1 bang nhau hoic di nhau.
CoOng trur tung vé hai phuong trinh ciia hé phuong trinh vira nhan dé dugc mot
phuong trinh mai.

Dung phuong trinh méi Ay thay thé cho mét trong hai phirong trinh ciia hé (va giit
nguyén phuong trinh kia).

Giai phuong trinh mot an vira thu dugc roi suy ra nghiém cua hé da cho.

Nhin xét — dinh gid T,

7, chinh 13 algorit hiéu theo nghia réng vi véi chi din & budc thir nhat, c6

nhiéu cach chon sb thyc dé nhan vao hai vé caa phuong trinh, tirc chua c6 sy théng
nhét trong hanh dong can thuc hién ; ndi cach khac, bude nay vi pham tinh xac dinh
cua mot algorit.

T, chinh la vét cua ky thudt Gauss ¢ dai hoc vrng voi so phwong trinh va so an

bang 2.

Cong nghé 0. cua k¥ thuit 7,

D6 chinh 1a cac dinh 1y sau vé& phép bién ddi twong duwong hé phuong trinh.

Néu nhan hai vé ctia mot phuong trinh ctia hé voi mot sb k= 0 thi hé phuong trinh
moi twong duong voi hé da cho.

Néu cong hay trir timg vé hai phuong trinh ctia hé da cho dwgc mot phuong trinh
m&i thi hé phuong trinh 1ap bdi phuong trinh nay véi mét trong hai phuong trinh
cii 1a tuong duong véi hé da cho.
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Pic trung ciia cac hé phwong trinh gin véi k§ thuit 7, : C6 dén 19/20 hé trong
§4 ¢6 nghiém duy nhat.

b) TCTH gin vé6i kiéu nhiém vu T4 “Podn nhin sé nghi¢m ciia hé (2,
2) va gidi thich ro ly do”

Trude hét, chiing t6i xin trich din mot s6 bai tap dac trung cho kiéu nhiém vu Ty :
Bai 4 (M, tr.11)

Khong can vé& hinh, hiy cho biét s6 nghiém ctia mdi phuong trinh sau day va giai
thich vi sao :

__ 1 3 3x-y=3
y=3-2x y——2x+ 2y =-3x r=
) =3x-1 > ) 1 9 3y=2x 9 1 =1
y= pe—ta y= x-3y=
Bai 9 (M, tr.12)
Poan nhan sé nghiém ctia mdi hé phuong trinh sau, giai thich vi sao :
+y=2 3x-2y=1
a) Xty ; b X—=2y
3x+3y=2 —6x+4y =0
Khi do :

Ky thuat 7, dwdi day cho phép giai quyét kiéu nhiém vu Tq

o y=—gxie () (@
— Bién dbi (I) thanh

! !

y:—%xé 2) ()

d
— Xét cac truong hop :
+ Hé (I) c6 v s6 nghiém néu (d) va (d’) c6 cing hé sb goc va tung do gbe, nghia
. a a c ¢
la: —= va —=—.
b b d d
+ Heé (I) vo nghiém néu (d) va (d’) ¢ ciing hé s6 goc va khac tung d6 gdc, nghia 1a:
a da ¢
—=—va —#—.
b b d d
+ Hé (I) c6 mot nghiém duy nhat néu (d) va (d’) c6 hé sé goc khac nhau, nghia 1a:
a a
—F—.
b b

Nhin xét — danh gid vé ky thudt t,
[ )

7, hoan toan bao gom cac thao tac bién do6i dai soO : trudc hét 1a bién doi (I)
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thanh hé hai phuong trinh duong thang véi hé sd goc va tung do gdc duoc hién thi
mot cach rd rang ; ké dén 1a so sanh cac hé sb gbc va tung do géc dé két luan vé sb
nghiém cua h¢. Nhu vay, thuc chat t, khong phai la mot ky thudt hinh hoc mac du

budce thtr hai cua 7, lién quan dén viéc xét vi tri tuong doi cua hai duong thang.

e 1, khong cho phép tim nghiém nhung lgi cho phép xdc dinh nhanh chéng sé

nghiém.
Cong nghé 0, cia k§ thuat 7,

Chung t6i nhan thay cong nghé 0, cua k¥ thuat 7, ndm & 16i giai thich sau :

“... ¢ thé doan nhan sé nghiém ctia hé phuong trinh bac nhét hai an (I) bang cdch xét
vi tri twong doi ciia hai dwong thang ax + by =c va a’x +b'y=c'.” (M, tr.11)

¢) Panh gia chung vé cac ky thuit (gin véi t>?)
Ngoai mot s6 nhan xét — danh gia dbi vai riéng timg k¥ thuat (twong tng véi kiéu
nhiém vu t?) nhu da néu, trong phan nay, chiing t6i chii yéu nhin nhan lai mét cach

sau sac hon cac k¥ thuat nay dya trén quan diém so sanh.
< Ky thuat thé 7, va ky thuat cong dai sé 7,

Diém chung cia cua 7, cling nhu cua 7, 1a khwr dn. Tuy nhién, 7z, nhanh chong

giup ta dat dugc muc dich nay hon 7, .

That vay, nhu di biét, diém quan trong trong ky thuat 7, 13 phai nim dugc quy tac
thé, va mot khi dd nim duoc quy tic thé thi ta c6 ngay hé phuong trinh, trong d6 mot
phuong trinh chi con mot an, tirc 1a ta nhanh chong dat dugc muc dich khu an.

Trong khi do, ddi voi ky thuat cong dai sb T, dé dat duoc muc dich kht an, ta
phai sir dung quy tic cong dai s6 két hop véi viée bién ddi cac phuong trinh cta hé
mot cach hop li. Theo cac nha soan SGK, ddy 1a diéu khong don gian. Cho nén, ddi
v61 7, , phuong phap tiép can duoc st dung trong SGK 14 “ddn ddt tir truong hop don
gian (cdc hé sé cia cing mét an trong hai phwong trinh bang nhau hodc doi nhau)
dén trwong hop phirc tap, doi héi phai bién doi phirong trinh dé dwa vé truong hop
thir nhat”. (G, tr.15)

Tom lai, tir §3 (Giai hé phuong trinh bang phuong phéap thé) sang §4 (Giai hé
phuong trinh bang phuong phap cong dai sb), “k ndng gidi hé hai phwong trinh bdc
nhdt hai dn bat dau nang dan 1én” (G, tr.15).
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< Ky thuat hinh hoc 7, va cac ky thuat dai s6 7, 7,

Bang dud6i day cho thdy uwu — khuyét diém cua k¥ thuat hinh hoc, k¥ thuét thé va
k¥ thuat cong dai s6 dé giai hé phuong trinh bac nhat hai an :

K¥ thuat Uu diém Khuyét diém
7, Co thé “nhin thdy " nghigm. | "\emém khong chinh xdc khi no
khong phai 1a nghiém nguyén.
- Tim nghiém chinh xéac.
7, - D& sir dung khi c6 hé sb ctua | Khong thé nhin thay nghiém mot
mot 4n trong phuong trinh cach nhanh chéng.
bang 1 hay -1.
- Tim nghiém chinh xéc. R P i R
. . . .| Khong thé nhin thay nghiém mat
Fe - De sir dyng cho di h§ c6 hé s cach nhanh chéng.
la s6 thap phan hay phan so.

Nhu vay, mdi ky thuat déu c6 wu — khuyét diém riéng. Uu diém cua k¥ thuét hinh

hoc c6 thé 1a khuyét diém cua céac ky thuat dai s6 va nguoc lai.
Vay, thé ché day hoc Viét nam da cé sw lwa chon nhu thé nao giira cac ky

thuat nay?
Quan diém chi dao xay dung chuong trinh mon toan THCS néu 13 :
“Yéu cau chii yéu 13 hoc sinh nam viing cach giai hé phuwong trinh bac nhat hai an
bang phwong phdp céng va phwong phdp thé.” (tr.92)
Nhu the, d€ giai hé (2, 2), nguoi ta khong coi trong ky thuét hinh hoc 7, . Diéu nay

cang dugc minh chig qua hai sy ki¢n sau :

o Thir nhat 1 qua sd luong bai tap " twong ng véi mdi ky thuat (day 13 nhing

bai tap ma M, chi dinh dich danh ky thuat can phai st dung) :

K¥ thuat 7, T T,

Sé luong baitap | 2 8 8
~11% | ~44% | ~44%

Til¢

o Thir hai 1a qua viéc kP thugt hinh hoc t, chi xuat hién sau phan ly thuyét c6

ndi dung li€n quan, con voi cac ndi dung khac nhu “giai bai toan bang cach 1ap hé

(' M3i bai tap bao gdm nhiéu hé phuong trinh.
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phuong trinh”, k¥ thuat ndy hodn todn ving béng. Noi 16 hon, trong bai “Giai toan
bang cach lap hé phuong trinh”, dbi véi phan 1y thuyét, tit ca cac vi du dua ra déu
duoc giai quyét bang hai ky thudt dai s6 (r, hodc 7,). Riéng phan bai tap, mic du

sach giao vién chi cho biét dap sb nhung v&i mat s6 hé duoc thiét 1ap c6 dang nhu :

x+ y=124
Bai 44 (M, tr.27) 10 1
—x+—y=15
89 7
x+ y =720
Bai 46 (M, tr.27) 115 112
—x+—y =819
100 100

thi lam thé nao hoc sinh c6 thé v& chinh xac nhitng dudng thang twong ung dé xac
dinh giao diém boi qui tic chia khoang trén cac truc toa do?

T6m lai, vai tro chu yéu cia 7, 1a d& minh hoa hinh hoc tdp nghiém (sau khi giai
hé bang cac k¥ thuat dai s6 7, 7,) chir khong phai dé giai hé. Khi d6, nhim huéng
vao viée st dung 7, dé toan thuong phai kém theo cum tur “bcing minh hoa hinh

. dx+y=2
hoc”. Cu thé 13 vai hé (IV) {8" Y

. (hoat dong 3, tr.15), M, dé nghi : “Bcfng minh

hoa hinh hoc va bang phwong phép thé, chirng t6 rang hé (IV) vé nghiém”.

Tir day, chiing t6i tu hoi : liéu khi thiéu vang cum tir ndy, hoc sinh di c6 k¥ ning
phéi hop ca hai k¥ thuat (hinh hoc va dai s6) dé giai hé phuong trinh hay chua, hay ho
ludn tim cach giai hé bang cac kj thudt dai s6?

d) Swhd trg ctia ky thuat 7, doi véi cac ky thuit 7,, 7, va 7,

Sy hd tro nay thé hién trudc hét qua khéng dinh sau day cua Gy :

“Khéng cdn tinh nghiém hay vé dé thi , ta ciing c6 thé biét dugc mot hé phuong
trinh bac nhét hai 4n cho trudc c6 mot nghiém duy nhét, vo nghiém hay vo ) nghiém
[...]. Mudn vay, ta biéu dién tdp nghiém cua mdi phuong trinh trong hé boi mot
duong thing roi xét xem hai thang d6 cat nhau, song song v6i nhau hay tring nhau
(n6i chung, ta c¢é thé nhdn biét duwoc diéu do thong qua hé sé géc va tung dé goc cia
cdc dwong thang dige xét).” (G, tr.7)

% Sy ho trg ctia 7, doi véi 7,

K¥ thuét 7, s hd tro cho 7, , dac biét trong truong hop hé vo nghiém.

(' Co nghia 14 khong can giai hé bang cac ky thuat dai so hay bang k¥ thuat hink hoc.
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Chung ta xét dudi day mét vi du dugc trinh bay trong M, :

Vi du 2 (M, tr.10)

Xét hé phuong trinh
3x-2y=-6
3x—2y=3 yA S
3 &
Do3x -2y =-6 < y= —x + 3 nén tép ~
2 q 3 &
nghiém cua phuong trinh thir nhat dugc biéu
X . : 3
dién bdi duong thang (d;) : y = EX + 3.
Tuong tu, tdp nghiém cua phuong trinh tht hai 2 _
dugc biéu dién boi phuong trinh dudng thing o /1 X
3 3 32
d):y=—x ——.
(d):y ) )

Hai dwong thang (d)) va (ds) ¢6 tung do goc
. S 3
khac nhau va co cung hé so goc bang 5 nén song song voi nhau. Chung khong co

diém chung. Piéu d6 chimg t6 hé da cho vé nghiém.

% Swhé trg cua 7, doivei 7, va 7,

Du sir dung k¥ thuat thé 7, hay k¥ thuat cong dai s6 7, thi k¥ thuat r, cia kiéu

nhiém vu Ty “Podn nhan so nghiém...” van t6 ra rat hitu hi¢u khi cho phép dua ra két

luan nhanh chéng trong truong hop hé vo nghiém hay vo s6 nghiém. Chinh boi wu

diém d6é ma mot trong nhitng yéu cau cua thé ché dat ra doi véi gido vién cling nhu

hoc sinh khi day — hoc cac k¥ thuat dai sb1a:

Pbi voi giao vién :

“No6i chung, trudce khi giai h¢ phuong trinh, nén tao cho hoc sinh thoi quen nhan xét
vé s6 nghiém ciia hé (c6 nghiém duy nhat, vo nghiém hay v6 sé nghiém). Néu khong
chic rang hé v6 nghiém hay vo s6 nghiém thi giai bang phuong phap cong dai sé (hay
phuong phap thé). Néu chdc chén rang hé vé nghiém hay cé vé sé nghiém thi nén ldp
ludn dé rit ra tdp nghiém ma khéng can ding phwong phdp cong dai sé hay phwong
phdp thé.” (G, tr.15)

D61 véi hoc sinh :
“Trude khi giai hé phwong trinh néi chung, hoc sinh nén ¢6 théi quen dodn nhdn vé sé

nghiém cia hé phuong trinh s& giai dé so bo biét trude rang hé phuong trinh s& ¢
nghiém duy nhat hay v nghiém hay v6 sé nghiém.” (G, tr.15)

Tom lai, ky thuat 7, dugc st dung nhu mdt bién phap bé sung ddac Iyc cho cac ky

thuat dai so trong khau “doan nhén s6 nghiém”.
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3.2.1.2. Tham s6 trong hé phwong trinh (2, 2)

Néu nhu & Tiéu hoc, tham sb chi 4n sau cac chit trong biéu thirc chta chit ) thi ¢
cap THCS, ving sbéng ctia nd dugc mo rong hon rat nhiéu. Trong pham vi S6 hoc va
Pai s6 ¢ cip 2, tham sb dugc 1am quen mot cach ngam an khong chi thong qua viée
nghién ctu biéu thirc dai s6 (trudng hop riéng cua biéu thirc chira chir) ma con qua
viéc nghién ctru phuwong trinh va ham so.

Véi hé (2, 2) & 16p 9, doi twong tham s6 xuat hién khong tudng minh chi qua hai
bai tap trong SGK c6 dang nhu sau :

Bai 15 (M, tr.15)

x+3y=1

Giai hé phuong trinh { trong moi truong hop sau :

(@ +1)x+6y=2a

a)a=-1; b)a=0; c)a=1.
Bai 42 (M,, tr.27)
2x—y=m
4x—m2y=2\/5
a)m=f\/5; b)m=\/5 c)m=1.

Giai hé phuong trinh { trong moi truong hop sau :

Trén day la hai bai toan trong SGK toan 9 hién hanh va dudong nhu n6 khong gay
kho khin gi dang ké dbi voi hoc sinh, c6 ching chi 1a thém thao tac thé gid tri cua
tham s vao hé di cho dé nhan duoc hé véi hé sd bﬁng $6.

Nhu vay, trong giai doan ngdm an nay, giai hé phuong trinh chtra tham s thé hién
qua viéc giai hé d6 tmg véi mot sb gia tri cho trude cta tham sd, tirc 1a van giai nhitng
hé phuong trinh v6i hé s6 bang s6. Mot diém déng luu ¥ 13 cac gia tri ciia tham so rat
khéo chon sao cho hé hodc c6 nghiém duy nhat, hoac vé nghiém, hoac vo s6 nghiém ;
nghia 14 d4 bao quat hét ba trudng hop vé tip nghiém cua hé (2, 2).

Luu ¥ rang truée khi dua vao giang day dai tra, cling véi hé phuong trinh nhu
trong bai 42 trén ddy nhung SGK thi diém 16p 9 lai dit ra nhimg yéu cau sau :

Bai 47 [8, tr.30]
2x—y=m

Cho h¢ phuong trinh
{4)6 —-m’y = 22

) Theo [34] : “Viéc day cac biéu thirc chira chit truée hét nhiam khai quat hoa mot s6 tinh chat cua cac phép
tinh s& hoc. Mdi chit trong biéu thirc c6 thé nhan cac gia tri s6 khac nhau, d6 1a sy lam quen véi khai
niém “bién”, nhung mdi chi trong biéu thirc ciing c6 thé nhan gia tri xac dinh nao do, day ciing 1a cach
gi6i thidu vé dai lugng khong dbi : “hang s6 . Noi cach khac, ching ta ¢ thé gip cac biéu thirc chira chir

7
A9 99

ma cac chit trong né dong vai tro la “tham so
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a) Vi gia tri nao cia m thi hé¢ phuong trinh v6 nghiém?
b) Vi gia tri ndo cta m thi hé phuong trinh ¢6 v6 sé nghiém? Khi d6, tim dang tong
quat nghiém cua h¢ phuong trinh.

¢) Vi gia tri ndo ciia m thi hé phuong trinh c6 nghiém duy nhat?
Vay khi @0, bai tap 47 s& dugc giai quyét nhu thé nao?
Sach gido vién twong ing di dua ra huéng dan giai ¢ trang 19 nhu sau :

Cich 1 : (Ding ky thudt thé)

Ttr phuong trinh dau ta ¢6 : y = 2x — m. Thé vao phuong trinh sau khir an thi duoc :
4x -m’2x-m) =22 o 22-md)x=22-m’

= 2(V2-m)( V2 +m)x=(V2-m)2 +myV2+m?) (1)

a) Hé phuong trinh v nghiém néu va chi néu (1) v6 nghiém. Diéu kién 1a
2(\/5—m)( 2 +m)=0 va (\/E—m)(2+m\/5+m2) £0 & m=—2

b) Hé phuong trinh c¢6 v6 s6 nghiém khi va chi khi (1) ¢6 vo sé nghiém. Diéu kién 1a
2(\/5—111)( V2 +m)=0 va (\/E—m)(2+m\/5+m2)=0 o m=+2

xXeR

y=2x-2

¢) Hé phuong trinh c6 nghiém duy nhat khi va chi khi (1) c6 nghiém duy nhat. Piéu

kién l1a

2(V2-m)(V2 +m) 20 & m = + 2.

Khi d6, cong thirc nghiém la {

Ciach 2 : (Ding ky thudt cong dai s6)

Nhan hai vé ctia phuong trinh dau véi —2 roi cong timg vé hai phuong trinh thi duoc
22-md)y=2(v2-m). (2)

a) H¢ vo nghiém < (2) vo nghiém < m= 2.

b) Heé co vo s6 nghiém < (2) ¢6 vo s6 nghiém < m = V2.

¢) Hé co nghiém duy nhit < (2) c6 nghiém duy nhit < m # + V2.

Nhu véy, diém mau chdt ctia ca hai k¥ thuat trén 1a khir an dé dua vé phicong trinh
bdc nhdt mét an chira tham sé.

Thé nhung, & 16p 9, giai va bién ludn cac phuong trinh chua dugc giang day.
Trong tinh hudng nay, phuong trinh bac nhat mot an chira tham sd, theo hai 10i giai
trén, da duoc xu Iy dwa vao cdch gidi phwong trinh bdc nhdt khong chia tham sb
ax+b=0 (a=0) va dua vao tinh hop thirc ciia phép chia (dé thuc hién dugc phép tinh
chia, s6 bi chia phai khac 0 ; trong truong hop nay, vi sd bi chia chira tham sd, chua
biét khac 0 hay khong nén phai chia truong hop dé giai).
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Tuy nhién, khong hin cir di theo mét trong hai cach trén thi tat ca hoc sinh déu
giai quyét tot bai tap 47, vi diéu dé con tuy thudc vao kha nang 1ap luan chat ché, ro
rang va chinh xac ctia ho. Vay trong tinh huéng nay, liéu ton tai k¥ thuat nao khac kha
thi hon k¥ thuat thé va k¥ thuat cong dai s6 hay khong? Néu co thi phai ching trong
thoi diém k§ thuat kha thi d6 chua xuét hién :

~  SGK to4n 9 thi diém, mot mat da khong dua vao hé phuong trinh véi tAt ca cac
hé sb déu chia tham sd ; mat khéac, ludn tao thuan loi cho ky thuat thé — ky
thuat cong dai s6 dugc st dung? @
- Con M, rat kinh nghi¢m tu sach thi diém, da cai bién bai tap nay thanh bai tap
42 v6i yéu cau “nhe nhang” hon?
Cudi cung, tai sao sach gido vién (sach twong mg v&i chuong trinh thi diém
toan 9) lai khong khai thac k¥ thuat 7, khi ma no6 co thé cho phép dé dang giai bai tap
47 trén day? Phai chiang 7, chi dugc uu tién cho cac hé (2, 2) khong chira tham s6?

3.2.1.3. Két luan

e Vécac TCTH lién quan dén hé (2, 2) khong chira tham s

Cac TCTH gin v6i hai kiéu nhiém vu t>? “Giai hé (2, 2) khong chira tham s6” va
T, “Poan nhan s6 nghiém cua hé phuong trinh va giai thich 16 li do” dugc mo ta tom
tat lai nhu sau :

Kiéunhiémvu | K§ythuat | Congnghé | Ly thuyét
hinh
T 0
hoc g g
te vang mat
® dai Ts 0, &
$6 . 0
T4 Ty 0,

Dé giai hé (2, 2), hai k¥ thuat dai s6 : thé 7, va cong dai s6 7. ludn chiém wu thé
con ky thudt hinh hoc 7, khong dugce coi trong. Vai tro chu yéu cua 7, la dé minh hoa
hinh hoc tdp nghiém (sau khi giai hé bang cac k¥ thuat dai s6 z,, z,) chir khong phai
dé giai hé. Mat khac, 7., 7, co thé xem nhu 1a nhitng algorit ; ching dugc mo ta tuong
minh trong M,. Con 7, thi khong phai la mot algorit ; n6 an trong 101 giai cua cac vi

MG bai 47, ton tai hé s cua an y trong phuong tr1nh dau bang — 1 (cb vii phuong phap the) hé sb cta an x
trong phuong trinh thtr hai gap doi hé s6 ciia 4n x trong phuong trinh thir nhat (khuyén khich st dung
phuong phép cdng).
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du va bai tap.

Trong trudng hop hé duoc gidi bang 7 . » k¥ thudt nay s€ chiu cac rang budc sau :

~ Giai hé bang k¥ thuat hinh hoc 13 tim nghiém diing cta hé.

— Sau khi giai h¢ béng k¥ thuat hinh hoc, hoc sinh ¢6 trach nhi¢m thir lai nghi¢m

bang cac phép tinh.

Con véi ky thuét 7,, tuy nd khong cho phép tim nghiém nhung lai gitp xac dinh
nhanh choéng 56 nghiém. Nhu thé, 7, s& hé tro 7,, dac biét trong truong hop hé vo
nghiém va nd duge st dung nhu mot bién phap bé sung dic hee cho cac k¥ thuat dai

s0 trong khau “doan nhan s6 nghiém”.

e V& TCTH tham chiéu va TCTH cin giang day

TCTH tham chiéu - > TCTH cén gidng day

[te /7,70, ]

> - G

[T 77,10,0 O] ) ==mimemiimemimimen > [t /7,/0,] ]

v

Nhu vy, z,, 7, khong xuét hién trong cac gido trinh dai hoc. Con 7, chinh la vét

ctia k¥ thuat Gauss ¢ dai hoc Gng véi s6 phuong trinh va s an bang 2.
e V& tham sb

Trong giai doan nay, tham sé van giit vai trd ngdm an. Hé phirong trinh chira tham
s6 dwoc gidi thiéu trong khung canh ciia nhitng hé phiwong trinh sé. Nhu vay, du hoc
sinh chua biét “giai va bién theo tham s6 13 gi nhung rd rang 1a ddy 1a co s& ban dau,
1a budc chuan bj dé tao thuan loi cho viéc tiép thu hé phuong trinh c6 chira tham s6 &
16p hoc tiép theo.

Mot diém dang luu ¥ nira 1a mic du ki thuat thé va ky thuat cong dai s6 chiém uu
thé d6i v4i hé (2, 2) khong chira tham s6 nhung khi tham s6 xut hién thi chung lai
khong mé ta mot quy trinh 1 rang cho phép giai quyét nhanh chong moi hé (2, 2) c6
chtra tham sd. Vay, liéu c6 k¥ thuat nao khac “tréi” hon hai k¥ thuat dai s6 & 16p 9 hay
khong? Cau tra 10i s& duoc lam 13 trong ndi dung ké tiép.
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3.2.2. Hé phwong trinh bac nhat nhiéu an trong cac SGK
toan 10 thi diém 2003 @

Dudi day, thong qua viéc phan tich mot s TCTH gan véi “Hé phuong trinh bac
nhét nhiéu 4n” trong hai bd SGK Dai sb 16p 10 thi diém M, va M,, chung toi s€ cd
ging lam sang td mdi quan hé thé ché véi algorit va tham sé ; tir ddy c6 thé chi ra
dugc quy tic cua hop dong didactic lién quan dén hai d6i tuong nay.

Nhu ching t6i da noi, di kém véi méi SGK 14 cac sach gido vién G, va G, ; ngoai
ra con cd ca sach bai tdp ma ching t61 1an luot ki hiéu 13 E, va E,. Trong nhiéu truong
hop, dé hiéu 1d hon y dinh cta cac tac gia, chung toi s& phai tham khao thém sach giao
vién va sach bai tap nay.

Trong bai “Hé phuong trinh bac nhat nhiéu an”, cdu trac phan 1y thuyét va phan
bai tap ctia hai bo sach twong ddi gidng nhau.

Vé Iy thuyét, dau tién cac tac gia déu gidi thiéu mot sd khai niém co ban : hé
phuong trinh bac nhét hai an, nghiém cua h¢, giai hé, quy tac (k¥ thuat) Cramer dugc
xay dung dua vao k¥ thuat cong dai s6. Tiép d6 1a cac ndi dung : y nghia hinh hoc cua
tap nghiém (hay biéu dién hinh hoc cua tdp nghiém), thuc hanh giai va bién luan, giai
hé ba phuong trinh bac nhat ba an.

Vé bai tap, trong M, va M, xuat hién céac ki€éu nhi¢m vu sau :

« T, : Giai hé phuong trinh khong chira tham s6
Hai nhiém vy thudc kiéu nhiém vu T, 1a :
o t%?:Giai hé (2, 2) khong chira tham sb
o t%¥:Giaih¢ (3, 3) khong chira tham s6
o T®? :Giai va bién luan hé phuong trinh (2, 2) c6 chira tham s
e T, :Gidibai toan bang cach 1ap hé phuong trinh
Hai nhiém vu thuc kiéu nhiém vu T, 1a:
o t2?” :Gidi bai todn bang cach lap hé (2, 2)
o to* : Gidi bai toan bang cach 1ap hé (3, 3)
« T, : Tim diéu kién cta tham s6 théa man yéu cau cia dé bai
e T, :Tinh nghiém gan dung cua hé phuong trinh
e T

.. - Chon két luan dung trong cac khang dinh
Di nhién, mot sb trong $6 nhiing kiéu nhiém vu trén cling hién di¢n & phﬁn ly

thuyét ctia ca hai bo sach.

'P3 c6 mot cong trinh nghién ciru dé cap dén hé phuong trinh (2, 2), d6 1a [23]. C6 thé thiy, mic du cing
xem xét hé phuong trinh (2, 2) nhung nhitng van dé ma ching t6i quan tm 1a hoan toan méi mé.
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Trude hét, ching t6i théng ké s6 lugng vi du va bai tap @ tuong tng véi timg kiéu

nhiém vu :
Kiéu . Bai tap | Baitip | Bai tap | Baitdp | . 5
nhiém Nhi¢m Vidu | trong trong fg:g Vidu | trong trong Ig:g ggig
vu vu 1\/[1 El ong M1 El ong 9
. ti? 2 2 2 6 1 1 1 3 9
R
t 2 2 2 6 2 5 4 11 17
TS:? 1 3 3 7 1 2 2 5 12
ti 0 3 1 4 1 2 0 3 7
TR" (3.3)
e 0 0 2 2 2 4 0 6 8
" 0 2 2 4 0 1 5 6 10
Cal 0 1 2 3 0 1 0 1 4
. 0 2 0 2 0 0 0 0 2
TONG CONG 5 15 14 34 7 16 12 35 69

Trong séu kiéu nhiém vu vira néu, T, va T? 1a hai kiéu nhiém vy trong tim va
gan bo mat thiét v4i hai d6i tugng algorit va tham sb. Thé nén, dé nodi dung phan tich
duoc tap trung, chung t6i quan tdm chii yéu dén cac TCTH géan voi hai kiéu nhiém vu
ndy ; trong d6, ching toi dic biét luu y dén thanh phan thir hai (k§ thuat) ciia mdi

TCTH.

3.2.2.1. TCTH gin v6i kiéu nhiém vu T, “Giai hé phwong trinh

khéong chira tham s6”
a) TCTH gin véi nhiém vu tf’ ? “Giai hé phwong trinh (2, 2)”

< Phan ly thuyét

Dic trung cua hé phuong trinh gan v6i nhiém vy t* 2 :
R

— Giai hé (2, 2) thi bao gid hé ciing c6 nghiém duy nhat. N6i cach khac, d6 1a cac
hé Cramer.
—  Khong giai hé (2, 2) thudn nhat.

(VK& ca phan on tdp chwong va on tdp cuoi nam.
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Dac trung nay thé hién & tt ca cac vi du va hoat dong trong céa hai by SGK.
Trong M,

Vidu 1 (M, tr.79) Hoat dong 3 (M, tr.79)
Giai h¢ phuong trinh Bing dinh thtc, giai hé phuwong trinh
5x — 2y=-9 2x — 3y =13
{4x+ 3y=2 {7x+ 4y =2
Nghiém (-1 ; 2) Nghiém (2 ; -3)

Trong M,

Hoat dong 2 (M,, tr.80)
Giai h¢ phuong trinh

3x+4y=1 . .
bang quy tac Cramer.
2x-5y=3

Nghi¢m (17 ;—7j
23 23

Nhu thé, dé giai hé (2, 2) khong chira tham sb, c6 thé s dung “dink thirc” (theo
cach noi cua M) hay st dung “quy tic Cramer” (theo cach noi cia M,) ; nghia 13 co
thé van dung hodc bang tom tat & trang 78 cua M, hodc bang tom tat & trang 80 cua
M, (chung t6i s& trinh bay ndi dung cu thé cua hai bang ndy & muc 3.2.2.2). Thé
nhung, vi “Quy tdc Cramer chi dp dung cho nhitng hé phwong trinh ma dinh thirc
khac 0.” (G,, tr.77) nén that ra k¥ thuat dé giai hé¢ Cramer (2, 2) chi gém cac budc don

gian nhu sau:

- Tinh céc dinh thirc D (D # 0), Dy, D,

A A A r A A D Dy
- K&t luan : hé c6 nghiém duy nhat (x ; y) = | —=;—|.
D D
(2,2)

Chung t61 goi day la k¥ thuat giai h¢ Cramer (2, 2) va ki hi¢u la 7,

Nhdn xét

o 72? la algorit hiéu theo nghia chit.

(2,2)

® TCV o

chinh la vét cia ky thuat giai hé Cramer t.>" o dai hoc.

e Mirc do uu tién giita k¥ thuat 7> 2 va hai k¥ thuat dai s6 & 16p 9 (k¥ thuat thé,

ky thuat cong dai sé) khong dugc M, va M, dé cap dén. Nhung no6 da ting xuét hién
trong [26, tr.43] nhu sau :

“Pé giai hé phuong trinh bac nhat hai 4n, ta c6 thé dung tiy ¥ phuong phap cong,
phuong phap thé hodc str dung cong thiic Cramer. Tuy nhién, trong mdi trudng hop
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sau dy, ta co thé dung mot phuwong phép giai thich hop hon
- Néua=+ a' hoicb= + b :tadung phuong phap cong.
- Néua=+ 1| hoicb=+ l:ta dung phuong phap thé.

- Néucachésoa,b,c, a’, b, ¢’ 1acac so phic tap, ta dung cong thirc Cramer.” "

K/

< Phan bai tap

Trong hé thdng bai tap cua ca hai bd sach, ngudi ta cling chi yéu cau giai cac hé
phuong trinh Cramer (2, 2) .

Trong M,

Bai 15 (M4, tr.81)
Bang dinh thirc, giai cac hé phuong trinh :

) {5x—4y=3 b) \/§x+\/5y=—1
a
Tx— 9y =28 2\/5x+\/§y= 0
Nghiém (—i : —QJ Nghiém (\/3 ; —2\/5)
17 17
Trong M,

Bai 2 (M., tr.87)

Gidi cac hé phuong trinh

Lo _ 2.4
3x-5y=4 2x 3y—
a) b)
2x+7y=5 3.4
4 3y
- 2 : 4 4
Nghiém 33 ; 23 Nghiém | —— ; il
11 11 7 7
J2x - 3y=1 0,3x-0,2y = 0,33
c) d)
4x+\/§y=\/g L,2x+0,4y=0,6
. 3+3v6 243 -4 .
Nghiém \/_Jr \/_ ; \/— Nghiém (0,7; —0,6)
\/g+12 \/g+12

1,4x+3,8y =3,4

thi hdn nhién 1a céc k¥ thudt &
2,5x—1,7y =-10,5

M Chéng han, v6i nhiing h¢ c6 hé $6 phtre tap nhu : {

16p 9 t6 ra kém hi¢u qua hon k¥ thuat T(Ci 2
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Xem xét cac bai tap trén, chiing t6i nhan thay hé sé cua an trong mot s6 hé phuong
trinh 14 khong don gian dé str dung cac k¥ thuat dai s6 & 16p 9 (ching han nhu ciu b)
bai 15 va cau c) bai 2). Va ¢ vé nhu cac hé phuong trinh nay ngdm noi 1én wu thé cua
k¥ thuét giai hé Cramer so voi k¥ thuat thé va cong dai sé trong truong hop hé sé cua

an la cac so phc tap.

b) TCTH gin lién véi nhiém vu t*¥ “Giai h¢ phwong trinh (3, 3)

< Phan ly thuyét
Khéac v6i SGK 2000, cac SGK thi diém trinh bay thém ndi dung “Gidi hé ba
phuong trinh bac nhat ba an” (goi tat 1a hé (3, 3)).
“Po 1a h¢ phuong trinh
ax+by+cz=d,
a,x+b,y+c,z=d,
a,x+b,y+c,z=d,
trong d6 X, y, z 13 ba an, cac chir con lai 1a cac hé s6.” (M., tr.82)
Muc dich cua viéc dua vao h¢ phuong trinh (3, 3) 1a :
“... nham phuc vu cho viéc gidi cdc bai todn trong thuc tién ciing nhie @é sir dung
trong cdc 16p sau. Chang han viéc tim giao diém cia dwong thang (d) va mdt phang
(P) olop 12”. (G, tr.76)
Tir 46, mbi SGK déu trinh bay ky thuat dé giai quyét nhiém vu t** . Chung t6i ky

hidu 7% 1a k¥ thuat xuat hién trong M, va 7 1a k¥ thuat trong M,.

Trong M,
Tur 101 gidi cho vi du dudi day :
Vidu 3 (M, tr.80 — 81)
“Giai h¢ phuong trinh [...]
X+ y+ z= 2 (6)
) § x+2y+3z=1 (7)
2x+ y+3z=-1 (8)
Cach giai : “Tu (6) ta co
zZ=2-X-Yy. ©)
Thay thé z trong (7) va (8) boi (9) :

' G day, M, va M, khong néi gi dén tong binh phuong cic hé sd ctia an trong mdi phuong trinh trén c6
khac 0 hay khong.
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x+2y+32-x-y)=1 < 2x+y=35;
2X+y+3Q2-x-y)=-1 & x+2y=7.
Ta thu dugc hé phuong trinh bac nhét hai 4n quen thudc

2x+y=>5
av)
x+2y=17

H4 | Giai tiép hé (IV) dé tim x va y roi thé vao (9) dé tim z va két luan vé nghiém
cua hé (II).”

M, néu 1én nhan xét :
“Qua vi du trén, ta thdy : nguyén tic chung dé gidi hé phirong trinh nhiéu an la khir
bot an dé quy vé gidi cdc phwong trinh hay hé phwong trinh c6 sé an it hon. Pé khir
bot an, ta ciing c6 thé ding cdc phwong phdp cong dai s6 hay phwong phdp thé giong
nhu doi véi hé phwong trinh hai an.” (tr.81)

Nguyén tic ndy chinh 1a y twéng co ban ciia k§ thuat 7.

Nhan xét

o %713 algorit hiéu theo nghia rong.

o T 10i gidi cho vi du 3, ching t6i nhan thdy dé khir bét an thi gitra hai k¥ thuat
dai s6, M, cht trong hon dén ky thuat thé.

o Néu st dung ky thuat cong dai sé 7, dé khir an thi & chinh la vét cia ky

thudt Gauss t; ¢ bdc dai hoc trong truong hop s6 phuong trinh va s an cung béng 3.

G- ciia ky thuat > : k§ thuat thé 7, hodc k¥ thuat cong dai s6

Cong nghé 0
. dé giai hé (2, 2) khong chira tham so.

Ly thuyét ©° ¥ ciia cong nghé 0% : cic phép bién d6i hé phuong trinh twong
duong.
Trong mot hé phuong trinh, ta c6 thé thay mot phuong trinh ctia hé béi mot phuong
trinh twong dwong hodc bdi mot phuong trinh khéac, ¢ duge bang cach cong (trir,
nhan) ting vé ctia hai phuong trinh trong hé.

Trong M,

Ky thuat z* duoc M, gidi thiéu dudi tén goi phuwong phap Gao - xo  (trong
phan tich, chung t61 goi day la k¥ thuat Gao - x0).

Giai thich tai sao can giang day k¥ thuat 7*¥ cho hoc sinh, cac tac gia néi rang :

) Hay con goi la phuong phap Gauss.
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“V& cach giai hé ba phuong trinh bac nht ba 4n. Quy tic Cramer khong chi ap dung
cho hé hai phuong trinh bac nhat hai 4n ma con ap dung cho hé n phuong trinh bac
nhét n an, dya trén khai niém dinh thtrc cap n. Tuy nhién, quy tic Cramer chi 4p dung
cho nhitng h¢ phuong trinh ma dinh thire khac 0.

Hon nita, viéc dp dung phirong phdp nay cho hé ba phirong trinh bdc nhdt ba an thi
phdi trinh bay khéi niém dinh thire cdp 3, la diéu ma chuwong trinh khéng cho phép, vi
khd phire tap. Do d6, SGK da chon phuwong phdp khir dan an sé (phwong phdp Gao -
x0), dé dwa hé phwong trinh vé dang tam gidc.” (G, tr.77)

Theo d0, cac budc trong ky thuat 7> lan luot dwoc 1am 16 thong qua cac hoat

dong va vi du.

Trude hét, M, dé nghi gidi hé phuong trinh c6 dang tam gidc :
Hoat dong 4 (M,, tr.82)
Cho h¢ phuong trinh

xX+3y—-2z=-

4y +3z=

W Njw =

2z=

Pay c6 phai 12 hé ba phuong trinh bac nhét ba an hay khong 2 Hay giai hé phuong
trinh do.

Véi yéu cau “Hay giai hé phwong trinh d6”, M, huéng dan :
“Viéc gidi hé phwong trinh ndy rdt don gian : tir phuong trinh cudi tinh dwoc z roi
thay vao phwong trinh thir hai tinh dwoc y, cudi cing thay y va z da tinh dwoc vao
phirong trinh dau ta tinh dwoc x.” (tr.82)

Nbi tiép hoat dong nay 1a :
Vidu 1 (M,, tr.82)

Giai h¢ phuong trinh

1
X+2y+2z = 5 (6)

2x+3y+5z =2 (7)
—-4x-Ty+z =—4 (8

' Pé tra 10i cho cau hoi : “Pdy ¢6 phdi la hé ba phicong trinh béc nhat ba an?”, hoc sinh phai ngam sir
dung két qua “Cdc hé sé ciia dn trong méi phwong trinh cia hé (3, 3) la khéng dong thoi bang 07 vi M,
cling nhu G, khong hé cho biét diéu nay.
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Gidi. Nhan hai vé ctia phuong trinh (6) véi (-2) 10i cong vao phuong trinh (7), nhan
hai vé ctia phuong trinh (6) véi 4 rdi cong vao phuong trinh (8) ta dugc hé phuong

1
X+2y+2z= —
4 2

trinh (d4 khtr x & hai phwong trinh cudi) |  _ y+z=-3

y+9z=-2

Tiép tuc cong phuong trinh thir hai vao phuong trinh cudi vé véi vé, ta duoc hé

1
X+2y+2z= —
d 2

phuong trinh dang tam giac -y +z=-3
10z = -5
Ta dé dang giai ra dugc z = LR X = 7
¥ 2 ) y 2 D) 2 .

Twr hoat dong va vi du trén, M, téng két nguyén tdc co ban dé giai mot hé (3, 3) la
dira hé phuwong trinh di cho vé hé c¢é dang tam gidc bang cdch khir dan dn sé va goi
nguyén tic d6 1a phuong phap Gao - xo (k¥ thuat 7).

< Phan bai tap
Trong M,

Tuong tg v&i nhiém vu t ¥, s6 bai tap trong M, 1a 2. Tét ca cac hé (3, 3) dugc

cho déu c¢6 nghiém duy nhat.

Bai 18 (M, tr.82) Bai 26 (M, tr.86)
Giai h¢ phuong trinh Giai h¢ phuong trinh
x+ y+z=11 X—y+z=7
2x— y+z=35 x+y—z=1
3x+2y+z=24 —x+y+z=3
Nghiém (4;2;5) Nghiém (4;2;5)
Nhin xét

Viéc khir 4n trong cac hé phuong trinh trén kha don gian vi hé s6 cia cac an da s6
la 1 hay -1.
Trong M,

Duéi day, chiing toi s& xem xét mot trong sd 5 bai tip twong ng v6i nhiém vu

3.3)
£
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Bai 5 (M, tr.87)
Giai h¢ phuong trinh
x=3y+2z=-2 —-x+5y+ z=2
a) —2x+5y+ z=5 b) 2x-9y+2z=38
3x-T7y+4z= 8 3x-4y+ z=5
2x+5y-3z=3 -3x+2y+ z=9
c) x+3y-2z=-1 d) 2x-3y—-2z=-3
3x— 2y+2z=4 4x+3y— z=-11

Vi cac hé sd nhu trong bai tap 5, dé khir an, rd rang hoc sinh can thuc hién nhiéu
phép bién ddi hé phuong trinh.

Cu th¢, viéc khir an c6 thé duoc tién hanh nhu sau :

“V& mit thuc hanh, viéc khir an x & hai phuong trinh cudi s& don gian néu hé sb cua x
& hai phuong trinh cudi 1 bdi ctia hé sb x & phuong trinh dau (chiang han néu hé sd
ctia x & phuong trinh dau 13 1 hay —1).

Néu truong hop nay khong xay ra thi co thé c6 ba kha ning :

a) Mot trong hai phuong trinh dudi c6 hé s6 cta x 1a 1 hay —1, hay 1a udc cia hé sd
ctia x trong hai phuong trinh kia (chang han ciu c) bai tap 5). Khi do, ta d6i chd
dé dua phuong trinh nay 1én dau tién va thyuc hién viéc khir 4n x & cac phuong
trinh con lai.

b) Kha ning trén ciing khong xay ra (chiang han cau d) bai tap 5). Khi d6 néu hé sd
clia z trong phuong trinh dau 12 udc cua hé sb cia z trong hai phuong trinh sau thi
ta c6 thé khir z, dua vé dang tam giac ma phuong trinh cudi chi con an x (hay y)
ma thoi. [...]

¢) Néu ca hai kha ning trén déu khong xay ra thi ta phai nhan ca hai vé cia mot
phuong trinh véi cing mot s6 dé tao ra mot trong cac kha nang trén, hodc chap
nhan c6 hé sb 1a phan sb bang cach chia ca hai vé cia mot phuong trinh véi ciing
motsb [...].” (Ga, tr.77 -78)

Ngoai cach lam trén, trong sach bai tap E,, nguoi ta con cho biét co6 thé thuc hién
viéc khir 4n nho ky thuat thé.
“Dung phuong phép thé biéu thi mot 4n qua hai an kia tir mot phwong trinh ctia hé, roi
thay vao hai phuong trinh con lai, dwa vé hé hai phuong trinh bac nhat hai an.” (E,,
tr.80)

Tt nhiing phan tich vira néu, ching toi trinh bay lai ky thuat ;> ¥ nhu sau :

~ Khir an (thuc hién nhu chi dan trén day cia G,) dé dwa phuong trinh da cho vé hé
c6 dang tam giac hodc bang k¥ thuat thé (thuc hién nhu chi dan trén ddy cua Ey).



www.VNMATH.com
68

— Giai hé tam giac tam gidc bang cach :
+ tir phuong trinh cudi tinh dugc 4n thu ba,
+ thay an tht ba di tinh dugc vao phuong trinh th hai tinh dugc an thr hai,
+ thay 4n th{r hai va thi ba da tinh duoc vao phuong trinh ddu ta tinh dugc an
thtr nhat.

Nhu vay, ndi dung cua hai ky thuat 7> va 71> that ra 1a mot (vi cung st dung
ky thuat thé hodc k¥ thuat cong dai sb dé khir 4n), duy chi co hinh thirc trinh bay
chung trong mdi SGK 12 khac nhau. Tir d6 suy ra rang hai ky thuat nay c6 chung cong
nghé 0% va ly thuyét @2 .

Nhan xét

e (6 thé xem 7> nhur mét algorit hiéu theo nghia rong.
e D¢ khir an, néu sir dung k¥ thuat cong dai s 7, thi 7> chinh la vét cia ky
thuat Gauss t; ¢ bdc dai hoc truong hop 6 phirong trinh va sé dn ciing bang 3.

o Vét £*? thé hién 1d nét hon vét 7 vi:
~ ¢*? duge mo ta cu thé hon 7> (do @6, z{* ¥ dé van dung hon z* ) ;
~ cac hé sb cuia hé (3, 3) trong M, doi hoi k§ nang khir 4n tt hon trong M, ;
~ s bai tap twong ing v&i nhiém vu t& ¥ trong M, nhiéu hon trong M
e Ngoai hé (3, 3) c6 nghi¢m duy nhit, trong M, con xuét hién mot hé phuong

trinh v6 nghiém, do 1a :

Bai 1 (M., tr.87)

Cho h¢ phuong trinh
2x-3y— z=2
3x+2y+3z=5

4x—-6y—2z=-1
Khong can giai chi tiét, c6 thé két luan duoc hé phuong trinh nay vé nghiém hay
khong?
Pay 1a bai tap duy nhét vé& hé (3, 3) vo nghiém.
Theo G», ¢ thé 1y giai h¢ trén vo nghiém nhu sau :

“Hé phuong trinh vé nghiém vi vé trai cua phuong trinh thir ba bang vé trdi cua
phuong trinh d4u nhan véi 2, trong khi vé phai lai bang vé phai ciia phuong trinh dau
chia cho -2.” (G, tr.79)
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3.3)
N .

Tuy nhién, 101 giai ndy chua thé hién rd viéc khir an dya vao k¥ thuat 7

S va % chi ap dung cho truong hop hé

1 2

Vay duong nhu cad hai ky thuat ¢
phuong trinh (3, 3) ¢6 nghiém duy nhét.

¢) Moi lién hé giira hai nhiém vu tg’ ? va tf’ 3

Cho dén thoi diém nay,

(2,2

Tuong ing voi ti” ¢6 4 k¥ thuat, dola: 7, 7 &2 Vol

s

T.vVar
- 7, : laky thudt mang ban chét hinh hoc.

7., 7, va 7o ? : 1a cac k¥ thuat mang ban chat dai so.

Tuong tmg véi t& ¥ ¢6 2 ki thuat mang ban chat dai s6, d6 1a : 7% va 75"
Vé phiong dién 1y thuyét, c6 thé xem khéi k¥ nang [t /7, 7, r,, 27 ] déng
vai tro nhu mot phan cta k¥ thuat 7 hodc 7{*? ¢ giai quyét nhiém vu t>*. Cu

thé 14 sau khi khir an bang k¥ thuat z, hodc 7, dé dua vé hé (2, 2), c6 thé sir dung mot

(2,2) 3R :2: 4: A
Cr

trong bon k¥ thuat 7,, 7, 7, hodcr

(2,2) (2,2)
[ty /7, 75T 76 7]

I

i

|
4

(3, 3) 3, 3) (3, 3)
[tR / T, s Ty

Nhung vé phirong dién thiec hanh, chi cé sy tham gia cia [t /7, 7_].

Su vang mit ciia [t/ r,]co thé duoc 1y giai 1a do k§y thuat 7, vbn khong duoc
chii trong dé giai quyét t> 2. Nhung con [t> /7% ? ], tai sao khoi ki ning nay khong
théiy xuét hién trong 101 gidi cia cac SGK va sach bai tap li€n quan dén hé (3, 3), dac

(3,3)

biét khi k¥ thuat 7> duoc gi6i thidu lién trudc hai ky thuat 7> va 7 ? V& cau

hoi nay, chung t61 chua tim thay 101 giai thich nao cua céc tac gia.
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3.2.2.2. TCTH gin v6i kiéu nhiém vu T3,” “Giai va bién luin hé
phuong trinh (2, 2) ¢6 chira tham s6”

< Phan ly thuyét

Tuong tng vai ki€u nhiém vu T\,”, hé duge cho ludn c6 dang chinh tac

+by = 2+ 20
axtby=c {a ) (trong M)
ax+by=c (a?+b7?#0)
+by= +b> %0
hay ar+by=c (4 5 #0) (trong M)
a,x+by=c, (a’+b’#0)

Kiéu nhiém vu T\’,” rat dugc uwu tién.

G, nhan manh : “Trong tdm ciia bdi la phwong phdp gidi va bién ludn hé phwong
trinh bdc nhat hai an bang dinh thirc cdp hai.” (tr.94 - 95)

Va mdt trong nhiing muc ti€u quan trong ma G, dat ra cho hoc sinh 1a : “Biét giai
va bién lugn hé hai phwong trinh bdc nhat hai an chira tham sé.” (tr.73)

Khi d6, mdi SGK déu xay dung nén cung mot ky thuat cho phép giai quyét kiéu
nhiém vy TZ.? . Ching han, dudi day 1a qua trinh xdy dung k¥ thuat nay trong M,.

R . R L ax+by=c )
“Xét h¢ phuong trinh béc nhat hai an : ()
ax+by=c (2)
- Nhan hai vé ctia (1) v6i b, hai vé ctia (2) véi — b rdi cong cac vé tuong tng, ta dugc :
(ab’— a’b)x =cb’ — ¢’b. 3)
- Nhan hai vé ctia (1) voi —a’, hai vé ciia (2) v6i a rdi cong cac vé twong tng, ta dugc :

(ab’—a’b)y =ac’—a’c. 4)

- Trong (3) va (4) tadat D = ab’ — a’b, D, =cb’ —¢’b va Dy = ac’- a’c. Khi do, ta c6 hé
phuong trinh hé qua :

Dx =D,
(1)
Dy = Dy

Déi vai hé (ID), ta xét cac trudong hop sau :

1) D=0, lic nay h¢ (IT) c6 nghiém duy nhat

iy [ LoD
YD D )

Ta thiy day ciing 1a nghiém cua hé (I).
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Ox = D,
2) D =0, ltc nay h¢ (II) tré thanh :
0y =D,

o Néu Dy # 0 hoac D= 0 thi h¢ (IT) v6 nghi¢m nén h¢ (I) vo nghiém.
« NéuD, = Dy = 0 thi h¢ (II) c6 vo s6 nghiém.Tuy nhién, muén tim nghiém ciia hé (I), ta
phai tré vé hé (I) (do (IT) chi 1 h¢ phuong trinh hé qua).
Theo gia thiét, hai s6 a va b khong dong thoi bang 0 nén ta co thé gia st a= 0 (truong hop
b= 0 ciing giai tuong tu). Ta co
a !
D =ab-ab=0= b’=—b ;
a

a
Dy=ac’-ac=0= ¢’ = —c.
a

Boi vay, hé (I) c6 thé viét thanh

ax+by=c

a a
—(ax+by)=—c
a a

Do d6, tap nghiém ctia hé trung véi tap nghiém cta phuong trinh ax + by =c¢.”

(M,, tr.76 — 77)

Ké dén, ky thuat dé giai quyét ki€u nhiém vy T ? duoc M, va M, mo ta qua cac

bang tom tit sau :

Trong M,

{ax Ly =c (@ +b#0)

ax+by =c (a'2+b'2¢ 0)

1) D=0 : Hé c6 nghiém duy nhit (x ; y), trong d6
D D

X= X ; =_y
D Y D

2)D=0:
o Dy #0 hodc Dy # 0 : Hé v6 nghiém.

e Dy=Dy=0:HEco6vo ) nghi¢m, tap nghiém cua
h¢ 1a tap nghiém cua phuong trinh ax + by = c.

Trong M,
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D D
D#0 x=—2 ; y=—
D D
D;#0 hoac Dy#0 H¢ v6 nghiém
D=0
Dy=D,=0 Giai phuong trinh a,x+ b,y =,

Vé tén go1 cua viéc gidi va bién luan theo cac bang tom tat trén, M, cho do la gidi
va bién luan béng dinh thirc ; con M, cho 1a giai va bi¢én luan bﬁmg quy tac Cramer.
Nhung dé théng nhét, trong luan vin nay, chung t6i s& goi 1a giai va bién luan bang iy

(2,2)
Cramer *

thudt Cramer va ki hi¢u ky thudt nay la

(2,2)
Cramer

cia ky thult 7> 2 : qua trinh xay dung k§ thuat Cramer tur

Cﬁng nghé 9 Cramer
ky thuat cong dai sb (trinh bay & cac trang 76 - 77 ctia M, va cac trang 78 - 79 cua
M,).

(2,2)

Ly thuyét ©> 2 ciia cong nghé 6> > : cac phép bién doi hé phuong trinh twong

Cramer

duong.

(2,2)

Luru y : Ky thuat giai hé Cramer 77> va ky thuat Cramer 772

Cramer

c6 cung chung

cong nghé va 1y thuyét.

Y M6t s6 nhan xét lién quan dén ky thuat Cramer

Nhdn xét 1

Trudce khi xay dung k§ thuat Cramer, M, dan giai :
“Ta d4 biét, dé giai mot hé phuong trinh bac nhat hai an, ta c6 thé ding phuong phéap
hinh hoc, phuong phap cong dai s6 hodc phuong phap thé. Duéi ddy chiing ta sé xdy
dung cong thire gidi va bién ludn hé phirong trinh bdc nhat hai an trong truong hop
tong quat.” (Mj, tr.76)

Viéc SGK dit nhom ba k¥ thudt (hinh hoc - thé - cong dai s6) twong tmg voi “giai
hé (2, 2) khong chira tham $6” va ky thuat Cramer tuong trng voi “giai va bién luan hé
(2, 2) ¢6 chita tham s¢” nhu trén ngdm cho biét su xuat hién cia tham sé gin lién véi
su hién dién cua k¥ thuat Cramer. Thé nhung, phat biéu nay cung voi tat ca cac noi
dung khéc trong SGK Iai chua cho phép lam sang to cac cau hoi dudi day :

& Bén canh kp thudt Cramer thi liéu ba kp thudt (hinh hoc - thé - cong dai sé) co
thé dwoc sir dung dé giai va bién ludn hé (2, 2) hay khéng? Néu cé thi so véi
cdc kj thudt nay, kj thudt Cramer c¢6 wu diém gi néi bit?
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Chinh vi vay, dé du doan kha nang anh hudng cua ky thuat hinh hoc - thé - cong
dai s6 ddi véi hoc sinh, chung t6i khong nhimg can xem xét “qud khit” (hay “cudc
song”) clia ba k¥ thuat nay ¢ 16p 9 ma con can dit chung trong mdi lién hé véi cac ddi
tugng tri thue khac ¢ 16p 10.

V& kj thudt hinh hoc, mot ki thuat von di da khong dugc wu tién d6i véi hé (2, 2)
khong chira tham s thi voi hé co chira tham sb, dudng nhu nd cang it ¢6 co hdi duoc
van dung hon. Boi 1€, khi éy, béan chét cua bai toan thay ddi ; ddi tuong thao tac khong
con 1a mgt hé phuong trinh cu thé vai hé s6 thuan sd nira ma 1a mot Ao cac h¢ phuong
trinh v&i hé s6 chira tham s6. Cho nén, mudn van dung tdt k¥ thuat hinh hoc thi trudc
hét can phai hiéu rang tham s 12 mot dai luong ma gia tri ctia né duoc dung dé phan
biét cac phan tir cia mot tdp hop nao d6 ; rang trong hé phuong trinh chira tham sd,
tham s6 1a bién chi dang,... Thé nhung, nhimg mé ta vé tham s va phuong trinh chira
tham sb & 16p 10 chua cho phép hoc sinh nhan thirc sau sic vé diéu nay. That vay,
khai niém vé tham s va phuong trinh chtra tham sé dugc dua vao cac SGK nhu sau :

“Chiing ta con xét ca nhitng phuong trinh, trong d6 ngoai an sé x con ¢ nhing chir
khac. Cac chit nay duoc xem nhu nhiing sb cho trude va duoc goi 1a tham sé. Chang
han, phuong trinh m(x + 2) = 3mx — 1 1a mot phuwong trinh chira tham sé m.” (M,
tr.68)

“Trong mot phuong trinh, cac biéu thirc ¢ hai vé co thé chita nhiing chir khac ngoai
cac an. Cac chit nay dugc xem nhu nhiing hang so6 va duoc goi 1a tham so. Luc do,
phuong trinh dugc goi 1a phwong trinh chira tham so.

Chang han, phuong trinh |2x—1| = x+m va phuong trinh 2mx + y = 5 chtra tham s6
m.” (M,, tr.70)

O day, nguoi ta xem tham sé nhu “hang s6” cht khong phai 1a “bién chi dang”.
Mit khac, viéc md ta “tham sé nhu nhiing chir khac ngoai an x” 1a kha don gian va
chu yéu dua vao hinh thire biéu thi ctua tham sb. Nhu thé, khi chuyén sang phuong
trinh chtra tham s6, SGK da lam viéc trén cdc doi twong phé bay. Nhitng dbi tuong
pho bay chinh 1a céac ki tu, chung cho biét khi nao thi thao tic v&i tham sd, khi nao thi
thao tac voi hé $0. Cu thé, cac ki trx,y,z, ... ngﬁm chi d6 14 4n, va cac chit cai khac
nhum,n, ... ngém chi do 1a tham sb.

N6i tom lai, cac cach mo ta trén day dé dan dén viéc hiéu khong dung ban chét cua
tham s6 ; tir d6 gdy kho khin cho viéc van dung k¥ thuat hinh hoc dé giai quyét kiéu
nhiém vu “Giai va bién luan hé (2, 2)”.

Cau hoi dat ra

& Trong truong hop kj thudt hinh hoc cho phép mang lai mét 1oi gidi tot, liéu

hoc sinh ¢é biét van dung kj thudt nay dé giai va bién ludn hé (2, 2) hay
khong?
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Chung t6i s& tim cach tra 11 cau hoi ndy qua phan thuc nghiém & chuong 4.

V& hai ky thudt dai sé — thé va céng dai sé, nhu d3 biét :

~ O16p 9, hai k§ thuat nay ludn chiém wu thé ;

~ O 16p 10, phuong trinh bac nhat mot an co chira tham s6 dé chinh thirc duoc

giang day. Diéu d6 s& tao diéu kién cho viéc giai va bién ludn hé (2, 2) bang k¥
thuat thé hay k¥ thuat cong dai sd.

~ Hon nita, & 16p 10, k¥ thuat cong dai s6 con tham gia vao qua trinh xdy dung

ky thuéat Cramer.

Tt ca cac sy kién trén dudng nhu cho thiy hai ky thuat dai s6 ¢ 16p 9 c¢6 thé anh
huong dén thyuc hanh gidi va bién luan hé (2, 2) cua hoc sinh ¢ 16p 10.

Bay gio, trd lai voi cau hoi thir hai ¢ trén : “So vdi cde k thudt da biét ¢ 16p 9, ky
thudt Cramer ¢é wu diém gi noi bt ?”

V& wu diém cua k§y thuat Cramer, cac tac gia chi néu 1én mot nhan xét ngin gon
nhu sau :

“Trong thyc hanh giai va bién luan hé phuong trinh bac nhat hai an, dinh thire la mot
cong cu dem lgi nhiéu thudn tién.” (M, tr.78)

Ngoai cau noi nay ra, cac sach M;, M,, G; va G, khong binh luan thém gi nira veé
ky thuat Cramer ciing nhu vé thé manh ctia né so voi hai k§ thuat dai s6 ¢ 16p 9.

Thé nhung, néu ding & goc d6 toan hoc ma noi thi voi riéng truong hop hé (2, 2)
¢ chtra tham s, k¥ thuat Cramer dac biét ddm bao dugc yéu cAu co ban cua bai toan
bién luan 1a phan chia céc truong hop riéng mdt cach tri¢t dé, lién tuc, khong bo sot,
khong trung ldp. Trong khi d6, hai k¥ thuat dai sé 7, hay 7, lai khong mo td mot quy
trinh rd rang cho phép giai va bién ludn tot moi hé (2, 2) . Do vay, theo quy ludt
canh tranh, t>?  tré thanh k§y thuat 67 wu (& trudng phd thong) déi véi kiéu nhiém

(2, 2)
vu T 7.

Nhan xét 2

Ky thudt Cramer trong M; va M, chi la algorit hiéu theo nghia rong chir chwa
phiii la algorit hiéu theo nghia chdt dé gidi quyét kiéu nhiém vu T\>,” vi né vi pham
hai trong s6 nhitng dic trung ciia mot algorit 13 tinh két thiic va tinh xac dinh.

— Lién quan dén “tinh ket thuc”, t:2 khong dua ra cac két qua cu thé ma chi

M Xem lai muc 3.2.1.2.
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cho biét cac truong hop bién ludn.

» T(Z, 2)

~ Lién quan dén “tinh xac dinh”, 7., khong mo ta tat ca cac thao tac trong

tung truong hop bién luén.

Chung t61 s€ lam 10 hai khia canh nay thong qua cac vi du sau day :
Vidu2 (M, tr.79 — 80) :
“@Giai va bién luan hé phuong trinh

mx+y=m+l
x+my=2

Gidi : Trude hét, ta tinh dinh thic

m 1 5

D= =m-1=(m-1)(m+1);
1 m
m+1 1 )

D, = =m+m-2=(m-1)(m+2);

2 m
m m+1
y = =m-1.

1 2

Ta phai xét cac truong hop sau :

1) D#0, ttem # + 1. Ta cd

D, (m-1)(m+2) m+2
(m-D(m+1) m+1"~

m—1 1 1

X =
D
Dy

D (m-Dm+1)2 m+l’

y

. +2 1
H¢ c6 mét nghiém duy nhat (x ; y) = - — |
m+1 m+1

2) D=0, ticlam=1hoac m=-1.
% . A s X+ty=2 . JXty=2
- Néum =1 thi D=D,=Dy =0 va hé tr¢ thanh . Ta co =

x € R
xty =2 <:>{ .
y=2-x
- Néum=—1thiD=0nhungDX¢O nén hé v nghiém.

Két lugn : [...]”

Vi du (M, tr.80)
“@Giai va bién luan hé phuong trinh sau theo tham sdm:

3x—my =1
-mx+3y=m-—4
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Giai. Ta co

3 -m )

D= =9-m = 3-m(B3+m);
-m 3

1 -m 5

D= =m-4m+3 = (m—-1)(m-3);
m—4 3
3 1

D, = = 4m— 12 =4(m-3).
-m m—4

Bién luan :
1) D#0 < m #3vam #-3. Lic d6 hé c6 mot nghiém duy nhat (x ; y) véi
<= (m—-1)(m-3) _ 1-m ,
B-m)3+m) 3+m
4(m-3) -4
o (3=m)(3+m) T 3am

2) D=0 < m=3hodacm=-3.
a) m=3 = D=D,=D,=0.Liac do6 hé¢ phuong trinh da cho tr¢ thanh

3x -3y =1
< 3x-3y=1.
-3x + 3y = -1
X tuy y thudéc R
Heé ¢6 vo s nghiém (x ; y) v6i 3x —1 [...].
y:

3

b) m=-3 = D, =24: H¢ vd nghiém.”

Hai vi du trén cho théy :

K¥ thuat Cramer trong M; va M, chi giup phan chia céc truong hop bi¢n luan

theo D, Dy, D,

bé giai va bién luan hé (2, 2) c6 chura tham sO, ta can thuc hién nhiéu budc

bién ddi dai sd hon so véi cac bude trong k¥ thuat Cramer. Chéng han, véi

truong hop D = 0, can phai tién hanh thém thao tac tim gia tri cua tham sb sao
cho D =0 ; sau d6, lan lugt thé cac gid tri nay vao Dy, Dy, vao hé phuong trinh

da cho dé bién luan tiép, v.v...

Chinh vi thé, mét trong nhiing diém quan trong ma G, nhac nhd giao vién 14 :
“... gido vién nén nhan manh cho hoc sinh, trong truong hop D = 0, ta can giai ra
cac gia tri ciia tham sd rdi thay vao hé phuong trinh di cho dé giai trong ting
truong hop cu thé.” (G, tr.76)

Con trong phﬁn on tap cua E,, cac tac gia lai luu y hoc sinh :

“Thong thudng, trong truong hop D = 0, ta tinh duoc gia tri ctia tham s6. Thay gid



www.VNMATH.com
77

tri cta tham sb vao hé ta dugc mot hé phuong trinh véi cac hé ) bz‘ing s, tir do
6 cac két luan cu thé.” (E,, tr.80)

Vay, co thé noi ky thudt Cramer chua phai la mdt algorit dé giai va bi¢n luan hé
phuong trinh (2, 2) ma an ding sau né moi 14 mot algorit véi nhiéu phép bién doi dai
s6 hon.

Nhdn xét 3

Ton tai mdt rang bupc ciia thé ché day hoc doi véi kj thudt Cramer : 32 chi
cho phép giai quyét kiéu nhiém vy TS véi dieu kién “tong binh phuong cdc hé so

ciia dn trong méi phwong trinh ciia hé phdi khdc 0 véi moi gid tri ciia tham s6”
(chung t6i goi déy 1a diéu kién (*)).

V¢é van dé nay, G; nhac nhé :

“Can tao cho hoc sinh tinh than trong : Khi gidi va bién luan h¢ hai phuong trinh bac
nhat hai 4n, phdi xét xem liéu cé thé xdy ra truong hop c6 mét phuong trinh ciia hé
suy bién (ca hai hé so cia dn bang 0) hay khéng. Boi vi néu thé thi nén xét riéng
trwong hop dé ma khéng tinh dinh thire. Chi sau khi dd chdc chdn rdang hé phirong
trinh da cho la hé phwong trinh bdc nhat thi méi gidi va bién lugn bc%ng dinh thirc.” "
(Gy, tr.95)

Con theo céch 1y giai cua G, thi :

“Truong hop a; = b; = 0 hodc a; = by = 0, hé nay khong phdi la hé phwong trinh bdc
nhdt hai dn nén khéng nam trong viéc gidi va bién ludn ¢ trén.” (G, tr.75)

Ay thé ma nhitng luu ¥ trén day lai khéng hé dugc thé hién qua cac vi du minh
hoa. That vay, & budc dau tién cua hai 161 gidi da néu trong nhan xét 2, ngudi ta ludn
tinh ba dinh thic D, D,, D, chtt khong kiém tra cac hé s6 clia an co théa diéu kién (*)
hay chua.

Tat ca nhitng ghi nhan trén cho thidy dudng nhu ton tai quy tic cia hop dong
didactic sau :

R : Hoc sinh khéng c6 trach nhiém kiém tra xem tong binh phwong cdc hé
$6 cua an trong méi phwong trinh c6 luén khac 0 véi moi gid tri cia tham

s6 hay khong.

() Nhic lai ring tit ca cac cu trich din dugc in nghiéng, in dam hay gach dudi trong luan vin nay la do
chung t6i thyce hién.



www.VNMATH.com
78

Luu ¥ rang trong cac gido trinh dai hoc, khi noi vé ky thuat Cramer dé giai hé
phuong trinh tuyén tinh c6 chira tham s, nguoi ta khong dat diéu kién cho céac hé sb
(. Vi cach trinh bay nay, khi D = D, = D,= 0 s& xdy ra hai kha ndng : hé vé nghiém
hodc co vo so nghiém.

Cau hoi dat ra

& Tai sao thé ché ¢ truong THPT Viét nam lgi dat ra rang buoc vé cac hé sé cua
an ngay tir burde dau tién cia 1o gidi va bién ludn hé (2, 2)? 7

Dé tra 101 cho cau hoi nay, trudc hét ching t61 phai quay trd lai bai hoc “Phuong
trinh bac nhét hai 4n ax + by = ¢” vi hé phuong trinh dang nghién ctru duoc tao thanh
tir hai phuong trinh bac nhat hai an.

C6 thé thdy, trong phuong trinh bic nhét hai an, rang budc vé “cac hé sb cua an
khong ddng thoi bang 07 da ting xuét hién.

“Nhic lai rang phuong trinh bac nhat hai 4n (x va y) 1a phuong trinh dang
ax +by=c (v6i a’ +b> #0).” (M, tr.74)

“Phuong trinh bac nhat hai an Ia phuong trinh c6 dang
ax +by=c

trong d6 x va y 1a hai an; a, b, ¢ 1a cac sd da cho, voi diéu kién a va b khong déng
thoi bang 0.” (M, tr.74)

Qua do6, cac tac gid mong mudn :

“... giip cho viéc gidi va bién lugn hé hai phwong trinh bdc nhdt hai an & tiét sau
duwoe don gian hon, dong thoi khi biéu dién hinh hoc ta dwa ngay vé do thi ham sé
bdc nhat.” (G, tr.68)

Phu hop v6i mong muén nay, G, ciing luu ¥
“Truoc khi dinh nghia hé hai phwong trinh bdc nhat hai an, nén cho hoc sinh nhdc lai
dinh nghia phiong trinh bédc nhdt hai dn ax + by = ¢ véi diéu kién a va b khéng dong

thoi bdng 0. Sau do viéc dinh nghia hé hai phuong trinh bdc nhat hai an sé don
gian.” (G, tr.73)

Vay “si don gian hon” d6 s& duoc thé hién & dau va nhu thé ndo trong qua trinh
giai va bién luan hé (2, 2) co6 chira tham s6 khi hé phwong trinh di thoa
a+ b*#0,a*+ b*#0?

M Xem lai muc 2.2.2.1.
@ Khi xem xét [65, tr.133], chung t6i nhan th?iy thé ché day hoc & Phap da khong hé dua ra bat ctr diéu kién
nao vé hé s6 cua phuong trinh bac nhat hai an ciing nhu cua hé (2, 2).
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Theo nhu cach xay dung k¥ thuat Cramer dugc mo ta trong cac SGK, diéu kién
“@+ b*#0,a%+ b*#0” (*) chi that sy c6 y nghia db6i v6i truong hop
D =Dy =D, =0 . Néi r6 hon, trong truong hop nay, néu khong co didu kién (*) thi
hé hoidc v6 nghiém hodc c6 v6 sb nghiém ; con véi diu kién (*), c6 thé két luan ngay
rﬁng hé c6 vo ) nghi¢m. Chinh vi thé ma c6 18 su Xuét hién cua diéu kién (*) s€ lam
don gian hon qué trinh bi¢n luan.

Nhu vdy, rang bugc vé dieu kién (*) da dan dén su khac biét gitta ky thudt

Cramer 72 trong SGK phé théng véi ky thudt Cramer t

Cramer

trong gido trinh dai

Cramer

(2,2)
Cramer?

hoc. Cu thé la trong truong hop tat ca cac dinh thirc triét tiéu, véi © ta ¢ thé
két ludn ngay rang hé c¢é vé sé nghiém con véi t,, , ta chua thé khang dinh gi (Vi

khi do, hé co thé vo nghiém hodc co vo so nghiém).

Tuy nhién, trong SGK, diéu kién (*) va truong hop D = D, = D, = 0 lai duoc dat
tach bi¢t nhau (n6i cach khac, chung khong cuing nam trong mot budc bién luan). biéu
nay lam nay sinh ¢ chung t6i cau hoi :

& Liéu hoc sinh c¢é nhdn ra dwoc moi lien hé giita diéu kién

a’+b*#0, a” +b" #0 vdi truong hop D = D, = D, = 0 hay khong ?

C6 thé thdy, céu tra 16i cho ciu hoi trén 14 hé qua cia quy tic hop dong didactic R.
Nghia 1a néu thyc nghiém & chuong 4 ching té tinh hop thirc ciia R thi diéu dé ciing
ddng thoi néi 1én rang mdi lién hé gitra diéu kién a> +b* £0, o’ +b% %0 va truong
hop D = D, = Dy = 0 da khong dugc hoc sinh nhin ra. Ttr didy cho phép chung t6i
khang dinh lai mot 1an nita rang k§ thuat Cramer khong phai 1a mot algorit hiéu theo
nghia chat (vi nhu da biét, véi mot algorit hiéu theo nghia chat, cac thao tac phai hét
strc chat ché va khong thé gdy nén su nhap nhang, 1an 16n).

< Phan bai tap

Trong M,, E; va E,, tat ca cac hé phuong trinh déu duoc cho véi diéu kién (*).
Phai ching vi thé ma cac tac gia cho rang khong nhat thiét phai ghi ra budc kiém tra
diéu kién nay?

Thé nhung, ngay ca vé6i hai hé phuong trinh sau day trong M; @ :

Bai 23, cau a) (M, tr.85)

(M Con khi D = 0 ma D, hodc Dy khéc 0 thi vi hé v6 nghiém nén (*) khéng c6 co hdi dugce st dung ; khi
D # 0 (twong duong ab’ —a'b # 0) thi truong hop ndy da bao ham (*).

@ Pay 14 hai hé phuong trinh duy nhét trong M, Ms, E; va E, ¢6 cac hé s6 cua an chwa thoa didu kién (*).
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Giai va bién luan cac hé phuong trinh

S5x+(a-2)y=a
(a+3)x+(a+3)y=2a

Bai 61, cau b) (M, tr.100)
Giai va bién luan cac hé phuong trinh
x+my=1
{mx—3my =2m+3
ngudi ta cling bat dau bang viéc tinh D, D,, D, mic du m”+(-3m)’ =10m> va
(a+3)’ +(a+3)’ =2(a+3)" khong phai luon khac 0 véi moi gia tri ciia m hay moi gia

tri cla a.

Piéu nay cho phép chung t6i nhic lai quy tic ctia hop dong didactic R ma ching
t6i da phat biéu khi phan tich phan Iy thuyét trén day :

R : Hoc sinh khéng c6 trach nhiém kiém tra xem tong binh phwong cdc hé sé
ciia an trong moi phwong trinh ¢é luén khdc 0 véi moi gid tri cia tham sé hay

khong.

3.2.2.3. N§i dung “Y nghia hinh hoc ciia tip nghiém”
< Phan ly thuyét
Céac SGK trinh bay ndi dung nay chi von ven qua miy y sau dy :
Trong M,
“Gia sir (d) 1a dudng thing ax + by = ¢ va (d’) 1a duong thang a’x + b’y = ¢’. Khi d6
1) Hé (I) c6 nghiém duy nhat < (d) va (d’) ct nhau.

2) Hé¢ (I) vo nghiém < (d) va (d’) song song v&i nhau.
3) Heé (I) v6 sé nghiém < (d) va (d’) tring nhau.” (M,, tr.78)

yh y
(dp
@ﬂ)

Q

(dy) @D

¥
.V
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Trong M,

“Trong tiét trude ching ta da biét tap nghiém cua cac phuong trinh (1) va (2) lan luot
duogc biéu dien bdi hai duong thang, ki hi¢u 1a (d;) va (d;). Do do, tap nghiém cua hé
(D) 1a tap cac toa do di€ém chung cua (d,) va (d,).

e Hé (I) c6 nghiém duy nhét khi va chi khi (d;) va (d) cat nhau.

e H¢ (I) vd nghiém khi va chi khi (d;) va (d,) song song v6i nhau.

e Hé (I) vo s nghiém khi va chi khi (d;) va (d,) tring nhau.” (M, tr.81)

Neéu cac hé so6 khac 0, ta c6 bang

a4,.% 4_%4 4 4 _4H _ 4
bl b2 bl 2 CZ bl bZ cZ
yh v y
(dp N
3
) 25
CARNEY] 2 (d,) N
Yo
. 0 "X -
0 % = X o X
Nghiém duy nhat Vo6 nghiém V6 s6 nghiém
Nhan xét

Thoat dau, khi bét gip tiéu dé “Y nghia hinh hoc” (trong M,) hay “Biéu dién hinh
hoc ctia tap nghiém” (trong M,), chiing toi rat hy vong day 1a mot co hoi dé phuwong
dién ngir nghia cia ky thudt Cramer dugc dé cap dén. Phuong dién nay thé hién &
cach nhin tap nghiém ctia hé phuong trinh dudi “con mat” giao diém cia hai dwong
thcfng; nghia la nhan ra dugc moi lién hé gilra ba truong hop bién luan theo D, Dy, D,
v6i vi tri tuong ddi ciia hai dudng thang (hay véi ba trudng hop vé hé sb goc va tung
d6 gdc cua hai duong thang). Ching han, tir (hé (2, 2) c6 nghiém duy nhit < (d) va
(d') cat nhau) c6 thé suy ra 1a (D#0< (d) va (d') cit nhau) hay (D= 0< hé s6 goc
ctia hai duong thang khac nhau).

V6i cach nhin nhu thé, ¢ thé khic phuc dugc tinh hinh thirc va may moc trong
viéc ap dung cac budc theo ky thuat Cramer.

Nhung rd rang ndi dung trén hoan toan khéng c6 gi méi hon so véi ¢ 16p 9. Méi
lién h¢ gifta céc trudng hop bién luan theo D, D,, D, v6i céc truong hop vé hé sé goc
va tung do gbc cua hai duong thang di khong duoc xem xét. Vi lai, kém theo phan
trinh bay hét strc so lugc nay da khong co 1dy mot vi du minh hoa nao.
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Tw dady, chung toi tw hoi

& Liéu hoc sinh c¢é thiét lap duoc moi lién hé gitra vi tri tuong doi cua hai
dwong thang véi cdc truong hop bién ludn theo D, D, D, trong ky thudt
Cramer hay khong?

Mat khac, nhu tiéu dé viét trong cac SGK, nguoi ta khong dat ra van dé giai va
bién luan hé phuong trinh bang dd thi ma chi 1a “biéu dién hinh hoc cia tdp nghiém”.
Nhu thé, voi kiéu nhiém vu TZ 2, k¥ thuat hinh hoc di khong dugc céc tac gia quan

R-D >

tam. Vay nén ¢ day, mot lan nira ching t6i ty hoi :

& Trong truong hop ky thudt hinh hoc cho phép mang lai mét loi gidi tot, liéu
hoc sinh ¢é biét van dung ky thudt nay de giai va bién lugn hé (2, 2) hay
khong?

< Phan bai tap

Trong M, xuét hién mot bai tap thude kiéu nhiém vu T, “Tim diéu kién cua tham
$6 théa man yéu cdu ciia dé bai”.
Bai 25 (M, tr.86)
Cho hai duong thang (d;) : x + my =3 va (dy) : mx + 4y = 6.
1. Vi gia tri nao ctia m thi hai duong thang cat nhau?
2. Véi gi4 tri nao cia m thi hai duong thang iy song song v4i nhau?

3. Vi gia tri ndo ciia m thi hai duong thiang 4y tring nhau?
Nhdn xét

Pé giai quyét bai 25, G, di hudng din sir dung ky thuat Cramer. Chinh vi vay, co
thé noi day 1a mot gach ndi lién hé giira vi tri twong ddi ciia hai dudng thang véi cac
truong hop vé ba dinh thtc D, D, Dy. Nhung gach nbi nay qua 1a rat “mo nhat” boi
trong M, (va ca trong M,), chi co6 duy nhit mot bai tap nhu thé. Chinh diéu nay lai
cang dan chung toi trd lai véi cau hoi trén day :

& Lidu hoc sinh ¢é thiét ldp duoc moi lién hé gitra vi tri twong doi cua hai
dwong thang véi ba truong hop bién ludn theo D, D, D, trong ky thudt
Cramer hay khong?

Chung t6i s& cd ging tim 101 giai dap cho ciu hoi nay bang thuc nghiém dugc trinh
bay ¢ chuong 4.
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3.2.2.4. Két luan (sau khi phén tich M; va M,)
e V& TCTH gin lién véi hai kiéu nhiém va T, va T:?

Cac thanh phan cua cac TCTH gan lién v6i hai kiu nhiém vy T, va T;? duge

thé hién qua bang dudi day :

Kiéu nhiém vu | Nhiém vu | K§ thuiat | Cong nghé | Ly thuyét
T tf‘ K 2.2 2.2
R .o ~ TCr Cramer
Giai hé (2, 2) Chc phé
Giai ac phep
hé CAE) Tl(s’ & bien doi hé
¢ 2 ER) phicong
phuong trinh Gidi hé (3, 3) 73 '
2 trinh twong
(2,2) jvs2s N Tin n duwon
T, Gidi va bién ludn o o g
hé (2’ 2 ) Cramer Cramer

V6i kiéu nhiém vu “Gidi hé phiong trinh khong chira tham s6”, ba ky thuat 722,
¥ va ¥ 4p dung cho nhimg hé phuong trinh c6 nghiém duy nhdt. Chung déu 1a

cac algorit (7 hiéu theo nghia chat, con 7> va zi*? thi hi€u theo nghia rong).

. L (3, 3) 3,3 31X A (3,3)
Tuwong tmg voi t," 7, 7,>” dé van dung hon 7;” 7.

e
2

Vé6i kiéu nhiém vu “Gidi va bién ludn hé (2, 2) ¢é chira tham s6”, k¥ thuat Cramer
khong 1a algorit hiéu theo nghia chat ; khi do, trong thuc hanh giai va bién luan hé
phuong trinh, nguoi ta can thuc hién thém nhiéu thao tac bién ddi dai s6 hon cac thao

tac mo ta trong ky thuat Cramer 7322 .

e Vé cac ky thuit tham chiéu va cac ky thuit cin giang day

Lién quan dén kiéu nhiém vu “Giai hé phuwong trinh”

Kiéu nhiém vu K§ thuit

T 7" (gidi h¢ Cramer)

Gidi (m, n) A A
j giai 7" (dua vé hé Cramer)
hé
truc
phuong tiép | 7, (Gauss)
trinh (m, n)
7., (Gauss —Jordan)




www.VNMATH.com

84
Kiéu nhi¢m vu | Nhi¢m vu Ky thuat
2.2
tR
Giai vet cua L
TR h A Téi 2 T(n, n) the hlel’l ro net
é o
Giai 22
hé dai s
G3 P
phuong Ly 70 L fhe hzgn ’
trinh Gidi vet cua khong ro nét
hé - T 7
3, 3) 2% thé hién ré nét

K thuat Gauss 7, dé lai dén ba vét1a 7, (&'16p 9) va =2, & (6 16p 10)).

1 b

Vét 73> ? thé hién 16 nét hon vet 7% vi: 73 duge mo ta cy thé hon 7% ; cac
hé s6 cua hé (3, 3) trong M, doi hoi ki nang khur an to6t hon trong M; va s6 bai tap
twong ing voi nhiém vy t}" ¥ trong M, nhiéu hon trong M,

Lién quan dén ki€u nhi€ém vu “Giai va bién lugn hé phwong trinh”

Kiéu nhiém vu K§¥ thuat Pac trung cia ky thuat
Khi D =0 va D;= 0, hé vo nghiém
To - 't .
Tlgmb") Cramer hodc ¢ vo so nghiém.
Gldl (m, n)
\ TCr
va
bién ludn Ts
hé (m, n)
TG—J
(2,2) ‘
Tib vét
Giai i . AN oA X
2.2 cua Khi D= D,=D, =0, hé ¢é vo so
va‘ Cramer y
nghiém.
“A A Cramer *
bién lugn
hé (2,2)

Nhu vay, lién quan dén céac hé sd cua an, do c6 su khac biét vé cach trinh bay
trong giao trinh dai hoc va trong SGK phd thong nén dan dén sy khéc biét gitta 7> >

Cramer

va 7 trong truong hop cac dinh thirc bang 0.
Hon nira, d6i vai kiéu nhiém vu “Giai va bién luan hé phuong trinh”, trong khi &
dai hoc, ky thuat Cramer co6 vi tri binh dfmg so voi ky thuat Gauss thi ¢ 16p 10 phé

thong, no6 lai to ra 14n 4t céc ky thuat dai 6 & 16p 9.
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V& cac gia thuyét nghién ctru

Qua phan tich cac SGK M; va M, lién quan dén algorit va tham s trong “Hé
phuong trinh bac nhat nhidu an”, chung toi con rit ra duoc ba gia thuyét nghién ctru
sau day :

Gia thuyét H, : Tuong tmg véi kiéu nhiém vu T ? “Gii va bién luan hé (2, 2)”,

ton tai quy tic hop dong didactic

R : Hoc sinh khéng cé trach nhiém kiém tra xem tong binh phiong cdc hé
6 ciia dn trong moéi phwong trinh ¢6 luén khéac 0 véi moi gid tri cia tham
6 hay khéng.

Gia thuyét H, : Khi giai va bién luan hé (2, 2), k¥ thuat dai sé duoc wu tién hon so
v6i k¥ thuat hinh hoc, ngay ca trong truong hop k¥ thuat hinh hoc cho phép mang
lai mot 101 giai tét.

Gia thuyét H; : Mdi lién hé giira vi tri twong dbi cta hai dudng thang véi cac
budce bién luan theo D, D, Dy trong ky thuat Cramer chua that sy duoc thiét lap &
hoc sinh.

3.2.3. Két luan (sau khi phan tich My, M; va M,)

Phén tich mdi quan hé cua thé ché dbi véi algorit va tham sd trong “Hé phuong
trinh bac nhat nhiéu an” da cho phép chung t6i dua ra cac két luan & muc 3.2.1.3 va
3.2.2.4.

Nhu thé, trong cac SGK phé thong M,, M; va M,, cac ky thuat giai hé¢ phuong
trinh (2, 2), hé phuong trinh (3, 3) 1a nhiing algorit (hiéu theo nghia rong hodc nghia
chat). O 16p 9, dé giai hé (2, 2) khong chira tham sd, hai ky thuat thé va cong dai s6
luén dugc uvu tién hon so voi k¥ thuat hinh hoc. Lén 16p 10, sy xuét hién ctia tham sd
mot mat can trd cac ky thuat “ci” tham gia vao viéc gidi va bién luan, mat khac lai
khich 1¢ sy ra doi cua mot k¥ thuat giai “maoi”, d6 la k¥ thuat Cramer. Ky thuat nay
chi cho phép giai quyét t6t moi hé (2, 2) c6 chira tham s6 v6i didu kién téng binh
phuong cac hé sb cua 4n trong mdi phuong trinh ctia hé da ludn khac 0 v6i moi gia tri
ctia tham s.

3.3. KET LUAN CHUONG 3

Phén tich mdi quan hé thé ché véi algorit va tham s trong day hoc chu dé phuong
trinh & truong THPT va trong trudng hop cu thé 1a “Hé phuong trinh bic nhét hai an”
da cho phép chung t6i tra 101 cac cau hoi Qs, Q4, Qs va Qg dat ra.
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Nhu vay, trong cac chuong trinh toan THPT, ving séng noi bat nhat va phong phu
nhét cua algorit va tham s6 1a chu dé vé phuong trinh. Viéc thyc hanh giai va bién
luan phuong trinh chira tham sé theo mot algorit s& gop phan hinh thanh cho hoc sinh
kha nang suy luan hop logic ; nguogc lai, sy hién dién ctia tham s6 da phén nao khich
1¢ nhitng hoat dong c6 tinh algorit. Algorit dé giai phwong trinh chita tham s6 cha yéu
bao gdm cac phép bién dbi dai s6. Noi rd hon, dé giai phuong trinh chtra tham sd, k§
thuat dai s6 luon thé hién rd nét, con k¥ thuat hinh hoc (d6 thi) nhin chung kha mo
nhat. Hon nira, qua cac giai doan khac nhau, trong khi algorit ngay cang dugc chu
trong thi bai toan chtra tham sé ngay cang duoc giam nhe vé sb luong ciing nhu vé
muc dg, yéu cau (xem lai muc 3.1).

Nhimg két qua nghién ctru trong truong hop tong quat vé cac cha dé “phuong
trinh” ciing thé hién rd khi xem xét “Hé phuong trinh bac nhat hai 4n”. Ngoai trir k¥
thuat hinh hoc, cac k¥ thuat dai s6 hién dién trong bai hoc nay déu 1a cac algorit (mot
s6 hiéu theo nghia chdt con mot s6 hiéu theo nghia rong). Cu thé 1a c6 dén bdn
algorit® dé giai hé khong chta tham s (trong d6, viée gidi thiéu ky thuat Gao-xo dé
giai hé (3, 3) 1a mot diém méi cua SGK thi diém 10 so véi cac SGK trude day). O 16p
10, chinh sy phuc tap cua qua trinh “giai va bién luan” theo tham s6 di tao co hoi cho
viéc b sung vao ky thuat Cramer (mot algorit hiéu theo nghia rong) nham giup hoc
sinh phan chia cac truong hop riéng mot cach thuan lgi hon (xem lai muc 3.2.1 va
3.2.2).

Viéc phan tich SGK M, lién quan dén kiéu nhiém vu “Giai hé (2, 2) khong chira
tham s&” da cho phép chung t6i 1am r& mot sé diéu kién va rang budc cua thé ché day
hoc d6i v6i cac k¥ thuat giai, dac biét 1a nhimg rang budc déi v6i ki thuat hinh hoc
(xem lai muc 3.2.1.3).

Viéc phén tich cac SGK M, va M, lién quan dén kiéu nhiém vy “Giai va bién luan
hé (2, 2) ¢6 chtra tham s6” con gitp ching t6i da dua ra ba gia thuyét nghién ctu,
trong d6 c6 mot gia thuyét vé quy tic hop ddng didactic (xem lai muc 3.2.2.4).

Van dé 1a can phai quay trd vé thyc té day - hoc dé kiém chtng tinh hop thirc ctia
cac gia thuyét nay. Va viéc giai quyét van dé& dé ciing chinh 1a mot trong nhimg muc
dich nghién ctru ma chung t6i s€ thuc hién ¢ chuong sau.

WKy thuat thé, cong dai s6, giai hé Cramer va k¥ thuat Gao-xo.
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Chuong 4
NGHIEN CUU THUC NGHIEM

4.1. GIA THUYET VA MUC PiCH NGHIEN CUU

Lién quan dén algorit va tham s, phan tich trong chuong 3 di dan ching t6i dén
v6i ba gia thuyét nghién ciru ma viéc kiém chimg tinh thoa déang cua ching chinh 1a
muc dich cua thyc nghiém.

H, : Tuong tng vé6i kiéu nhiém vu T2 “Giai va bién luan hé (2, 2)”, ton tai
quy tic hop dong didactic :

R : Hoc sinh khéng cé trach nhiém kiém tra xem tong binh phirong cdc
hé s6 ciia dn trong moi phwong trinh c6 luén khac 0 véi moi gid tri ciia
tham sé hay khéng.

H, : Khi giai va bién luan hé (2, 2), k¥ thuat dai s6 duge wu tién hon so véi ky
thuat hinh hoc, ngay ca trong truong hop k¥ thuat hinh hoc cho phép mang lai
mot 101 giai tbt.

H; : Mbi lién hé gitra vi tri tuong ddi cua hai dudng thang véi cac bude bién
luan theo D, D, D, trong k¥ thuat Cramer chua that sy dugc thiét 1ap & hoc
sinh.

4.2. PHUONG PHAP NGIEN CUU

Pé dat duge muc dich trén, chung t6i tién hanh thuc nghiém trén hai doi tuong :
gido vién va hoc sinh (thuc nghiém vé phia gido vién duoc tién hanh trudc).

e Vé phia gido vién : Ching t6i dy dinh tham do y kién ctuia mot sd gido vién day
toan 10 qua bd cau hoi diéu tra. S& c6 cau hoi ma trong d6 chung ti can dat gido vién
truée nhimg tng xtr ctia hoc sinh khong phu hop véi diéu gido vién mong doi. Chinh
danh gia cua gido vién vé nhing ing xur ndy ciing cho ta thiy duoc hiéu tng cua hop
ddng didactic R.

o« Ve phia hoc sinh : Hoc sinh s€ 1am viéc cd nhan (hodc theo nhom) nham giai
quyét cac bai toan dit ra. Nhitng bai toan nay dbi voi hoc sinh “quen thudc” hodc
“dudng nhu quen thudc”. Viéc phén tich nhiing ciu tra 10i do hoc sinh cung cp,
nhiing cach sir dung tri thirc cua hoc sinh mdt mét s€ chi ra cho chiing t61 hi€u ung cua
hop dong didactic, mat khac con cho phép chung t6i hop thirc héa hay bac bo tinh
thoa dang cua nhiing gia thuyét di néu ra.
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4.3. VE PHIA GIAO VIEN

4.3.1. Hinh thirc thyc nghiém

Thuc nghiém chu yéu tién hanh trén gido vién cia hai truong : trudng THPT Thi
x4 Cao Lanh @ (str dung bo SGK ctia nhom tac gia Poan Quynh) va truong THPT
Nguyén Trii @ (st dung bd SGK cua nhom tic gia Tran Vian Hao). Trong nhiing
truong hop can thiét, chung t6i s& hoi thém y kién cua mot s6 gido vién dang day theo
chuong trinh CLHN 2000.

Dudi day s€ 1a phan phan tich b cau hoi di€u tra va nhiing cau tra 161 nhan dugc.

4.3.2. Gidi thi€u bo cau héi diéu tra
Tt nghién ctru & chuong 3, chung t61 da soan ra bg cau hoi thuc nghiém danh cho
gido vién. BO cau hoi gém 4 cau vo1 muc dich nhu sau :

- Cau 1 : nham tim hiéu quan diém cua giao vién vé chu dé phuong trinh c6
chura tham s6 ¢ truong THPT.

- Cdu 2, 3 va 4 : nham kiém chtng mot phan @ tinh ding dan cua ba gia thuyét
nghién ctru da dé cap dén & trén.

Kiém chimg
Cau hoi
HiR) | H H;
Cdu 2 X
Cdu 2 X
Cdu 2 X

Duéi day 1a ndi dung bd cau hoi diéu tra danh cho gido vién.
Caul

Thay C6 nghi gi néu trong twong lai, Bo Gido duc va Pao tao quyét dinh logi
b6 cac chit dé phuong trinh, hé phuong trinh, bat phuong trinh ¢ chira tham s
ra khdi chuong trinh todn ¢ bac trung hoc phé thong?

) Truong thude tinh Ddng Thap.
@ Truong thude tinh Ddng Nai.
) “Mat phan” nghia 1a chi m&i ¢6 thé kiém chimg cac gia thuyét nghién ctru trén ddi tugng gido vién.
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Cau 2
Bai toan sau danh cho hoc sinh 16p 10 :
An va Binh cing giai va bién luan hé phuong trinh sau bang quy tic
Cramer (dinh thirc cdp hai) :
m—Dx+(m* -1)y=0 .
(y D )2y (m ld tham 56)
m(m—-1)x+(1-m")y=1
nhung khi tim dugc gia tri cia m sao cho D =D, =D, =0, mdi ban
lai dwa ra két luan trong trudng hop nay nhu sau :
An : “Hé (*) ¢6 vé s6 nghiém.”
Binh : “H¢ (*) vo nghiém.”

Theo em, ban nao co ly? Gidi thich sy lwa chon cua em.

Dudéi day 1a 101 giai thich cta hai em hoc sinh.

Loi giai A
Taco:
_| m-1 m2—1: 4
m(m-1) 1-m’
0 m’—1
x = " 5 =m’-1
I 1I-m
m—-1 0
y= =m-1
m(m—-1) 1

Ban Binh néi diing vi v6i D = Dy = Dy = 0 thi m = 1. Thé m = 1 vao hé

0=0
phuong trinh (*), ta dugc : { (Vo 1y). Vay trong truong hgp nay, hé

phuong trinh da cho v6 nghiém.

Loi gidi B
Trudce tién, ta xét :
(m—1)*+(m? = 1)*=(m-1)’[1+ (m+1)*] khac 0 khim = 1.
[m(m—- D+ (1 -—m?)*=(m-1)*[m*+ (m + 1)’] khac 0khim = 1.
Tiép theo, ta tinh cdc dinh thitc D, D, Dy (tinh nhu trén).
KhiD=Dy=Dy=0,suyram=1: miu thuln véi diéu kiénm=1.
Do d9, trong trudong hop nay, h¢ phuong trinh da cho vo nghiém.

Vay ban Binh n6i ding.
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Véi hai 10i giai trén day, Thady C6 mong doi 10i giai nao nhat? Xin vui long
cho biét 1i do?

Cau3
Cho bai toan :
Hay gidi hé phuong trinh sau bang nhiéu phwong phdp khdc nhau.

mx+y=m
x+2y=1

Theo Thay C9, hoc sinh 16p 10 c6 biét giai va bién luan hé phwong trinh trén
bang nhiéu phuong phap khac nhau hay khong?

Néu c6 thi nhirng phuong phap nao ¢ kha niang dugc hoc sinh sir dung?
Cau 4

Sau khi giai va bién luan hé hai phuong trinh bac nhét hai an bang dinh thic
(quy tac Cramer), Thay C6 c6 yé€u cau hoc sinh nhin lai méi lién hé gitra vi tri
tuong doi cua hai duong thang vdi cac truong hop bién luan theo ba dinh thuc
D, Dy, D, trong quy tic Cramer hay khong?

a) Thuong xuyén

b) it khi

c) Chua bao gio

Xin Thay C6 vui long cho biét 1i do vi sao.

4.3.3. Phan tich bd cAu héi diéu tra
4.3.3.1. Cau hoi 1

Nghién ctru & chuong 3 chi ra ring qua cac 1an thay ddi chuong trinh va SGK, chu
dé phuong trinh chtra tham s6 ngay cang duoc giam nhe vé s6 lugng ciing nhu vé mirc
d6 yéu cau. Tuy nhién, v6i tu cach 1a nhitng nguoi truc tiép truyén thu kién thirc cho
hoc sinh, cac gido vién c6 that sy mong moéi nhu vay khong hay ho chi bi bude thuc
hién dtng theo nhitng gi ma Bo Giao duc va Pao tao quy dinh? Cau hoi thir nhat s&
cho phép chung toi tim hiéu diéu dé. Trong cau hoi nay, ching t6i dua ra tinh hudng
gia dinh trong twong lai, bdi vi véi mot chu truong van con nam trong ménh dé

I4
A

néu...”, co 1€ gido vién s€ dé té rd quan dieém hon.

V6i cau hoi 1, chung toi du doan rang it co gido vién chip nhan quyét dinh nay
ctia BO. Noi 16 hon, tinh “truyén théng” vén c6 ciia phuong trinh chira tham sé trong
day hoc toan ¢ truong THPT Viét nam co thé s& khién cho gido vién chua mudn “loai
b6” chi dé nay.
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4.3.3.2. Cau héi 2

Trong cau hoi ndy, ching t6i dd dat gido vién vao tinh hudng ma ca hai 10 giai gia
dinh A va B déu mang lai két qua dung. Chinh s lya chon va danh gia cua gido vién
vé hai 161 giai ndy s& gitip chung t6i nhan ra duoc hiéu tng cua hop dong didactic R.

Phan tich & chuong 3 cho phép chung t6i dy doan rang B s& 1a 10i giai khong phu
hop véi diéu ma gido vién mong doi.

4.3.3.3. Cau héi 3

Hé phuong trinh trong cau hoi 3 hoan toan c6 thé dugc giai quyét mot cach nhanh
chong boi 4 ky thuat (thé, cong dai s6,Cramer, thim chi 1a ky thuat hinh hoc). O day,
cac cau tra 1oi cua gido vién s& cho phép ching t6i kiém ching sy hop thirc cia gia
thuyét H,.

4.3.3.4. Cau hoi 4
Céu hoi 4 lién quan dén gia thuyét H;.

“Nghia hinh hoc " cia cac bude bién luan trong k¥ thuat Cramer rdt it dugc céc
SGK nhic dén. Chi c6 duy nhat mot bai tap thudc M, (bai 25, tr.86) mang lai co hoi
cho hoc sinh nhan ra dugc mdi quan hé giira vi tri twong déi cua hai duong thang véi
cac truong hop bién ludn theo ba dinh thirc D, Dy, D, trong ky thuat Cramer”. D¢ la
mdt trong s6 nhimg két qua ma ching t6i rt ra dwoc tir nghién ctru cac SGK M, va
M,. Con trong thuc hanh giang day, gido vién da cha ¥ dén van dé nay hay chua? Can
clr vao cau tra 10 cta gido vién cho ciu hoi 4, chiing t6i ¢6 thé kiém chimg mot phan
tinh dung din cua gia thuyét H;.

4.3.4. Phan tich cac cau tra 1oi nhan dugc tir gido vién

Sau khi goi phiéu tham khao ¥ kién dén gido vién, chung t6i nhan duoc hdi am cua
35 nguoi. Cling can no6i thém rang vi day 13 ndm thir ba thi diém nén cac gido vién da
¢6 it nhiéu kinh nghiém trong viéc day toan 10 phan ban. Hon thé, hau hét cac thay c6
gi40 ma chung toi tham khao ¥ kién déu c6 tham nién cong tac trung binh 1a 15 nam
trg 1én. Do d6, chung toi rat hy vong nhitng cdu tra nhan dugc s& co tinh khach quan
cao.

4.3.4.1. Cau héi1

) “Nghia hinh hoc” dugc hiéu 1a mdi lién hé giita vi tri twong ddi ctia hai dudng thing vdi cac truong hop
bién ludn theo ba dinh thic D, Dy, D, trong Cramer.
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Ca 35/35 gi4do vién déu khong chap nhan quyét dinh “logi bo cac chu dé phuong
trinh, hé phwong trinh, bit phuong trinh ¢ chira tham sé” ciia B6 Gido duc va Dao
tao. Tyu trung lai, c6 hai nhém y kién sau day :

— Khong nén logi bo
— Khéng logi bé han

Pi kém theo d6 1a 32 16i giai thich va d& nghi c6 ndi dung duogc tom tit lai nhu

sau:

Y kién Gidi thich Dé nghi

- Chi cho & s6 luong it.

- Chi nén dua dudi dang bai tap don

- Vi day la phan gitp
hoc sinh rén luyén tu
duy logic khi xét hét cac

gian d€ cung co cho hoc sinh dicu
kién c6 nghiém.

- Chi bo bot cac bai tap kho, phirc

. truong hop xdy ra cua tap
“K 6ng .. , O wi
bai toan. P 2R L a o aa .
nén” ) - Chi dé chtiing & mtrc d6 “vira phai”.
- Vi tham s6 dong mot R S U A
h \ g m¢ - Nén dua chu d€ nay vao cac chuyén
ay phan quan trong trong tu & tu chon nang cao
35 “Khéng 32 duy toan hOC 32 " ;\' _,~ . ' g - ,
) . . . - C6 theé gilr lai mot so bai toan dang
nén - Vi dua vao muc tiéu don gian
logi bo cia moén toan & bac '

han” THPT, tiy theo yéu ciu - Khong fen bo n‘h‘mg. cling dimg
clia tmg ban, chu d& qué nang né trong viéc bién luan.
- Khong nén loai bo hoan toan. Hoc

trén duoc gidi thi€u voi
sinh ban KHTN can duogc dao sau vé

muc dich rén kha nang
suy luan logic. chuyén dé tham so, con hoc sinh ban
khoa hoc xa hoi khong can thiét phai

hoc chuyén dé nay.

Lién quan dén ciu hoi 1, chung t6i cling d tham khao thém ¥ kién cua 8 gido vién
(thudc truong THPT Tran Qudc Toan — tinh Pong Théap) dang day theo chuong trinh
CLHN 2000. Két qua 1a tit ca gido vién déu nhan dinh : “Vi ddy la mét trong nhitng
chii dé rdt hay & triuong phé théng nén khéng dwoc logi bé”, tham chi c6 gido vién
con nhan manh : “Khéng bao gio ¢é chuyén do!”.

Nhu vay, da c6 su thay doi trong quan diém cua gido vién day theo chuong trinh
thi diém 2003. R& rang 32/35 gido vién co cau tra 16i déu rat y thirc vé tinh phtc tap
ctia bai toan giai va bién luan phuong trinh chira tham sb. Theo ho, viéc giam tai la
can thiét; “giam tai” chir khong “logi b~ boi day 1a cha dé mang lai nhiéu co hoi dé
rén luyén tu duy logic cho hoc sinh.
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4.3.4.2. Cau héi 2

Ca 35/35 giao vién duoc hoi déu cho rang 101 giai ma ho mong doi nhat 13 101 giai
A. Sau déy 1a mot sb 10 giai thich tiéu biéu cua gido vién " vé sy Iya chon d6 :

Gidi thich :

Pg : That ra, viéc kiém tra diéu kién a” + b> 0, a'> + b'> = 0 nhu 10i giai B 1a khong
can thiét boi vi trong truong hop D = D, = Dy = 0, ta chi can huéng dan hoc sinh thé
gia tri ctia tham s vao hé phuong trinh 1 s& tim ra tp nghiém cua hé nhu véi 10i giai
A.

Pys : Bé tranh cho hoc sinh nhiéu ric rdi trong viéc giai va bién luan hé nay, nén lam
theo 101 giai A.

P,; : Loi giai B tuy ding nhung qué ning né ddi vai hoc sinh 16p 10.

P, : Khong can thiét kiém tra cac hé sb nhu 10i giai B vi hoc sinh mit nhiéu thoi gian
khi giai todn va ling tiing trong tinh toan.

P;; : Ca hai 10i giai déu dung. Tuy nhién, trong thuc hanh, nén l1am theo 15i giai A,
con néu thyc hién theo 10i giai B thi khong can tach riéng viéc kiém tra didu kién
a’+ b> va a”+ b machicinkiémtra a’+ a”” + b>+ b c6 khac 0 voi moi gia
tri cia tham sé hay khong.

Nhu thé, B khong phai 13 10i giai mong doi cua gido vién. Didu nay ndi 1én ring
quy tic hgp dong didactic R da duoc kiém chimg mot phan (vé phia gido vién).

Ngoai ra, trong sd cac cau tra 10i nhan dugc, ching toi con cha y dén 2 1oi giai
thich twong ty nhu ¥ kién ctia gido vién Py;. Co thé thdy van dé & day 1a kiém tra tong
a’+ a”+ b*+ b c6 khac 0 voi moi gid tri ciia tham sb hay khong. Diéu dang noi 1a
didu kién nay khong hé co mit trong SGK thi diém ciing nhu cac SGK trude do.

Deé 1y giai cach tng xir nay cua gido vién, ching t61 da tim duwgc mot so tai lidu,
chang han, trong [49], nguoi ta c6 dua ra so do cho phép bién ludn nghiém cta hé

\ ax+by=c .
phuong trinh nhu sau :

a,x+b,y=c,

So dd

() Chung t6i ma hoa tén goi gido vién béi ki hidu Py, Py, ..., Pss.
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cl2 + 022 D= a bl
a2 bZ
=0 #z0
=0 v #0
moi X, y A ‘A
V6 nghiém D4 Df o D, _ b, —cb,
D D
=0 #0 y:&: a6, — 4,6
D D
V6 s6 nghiém phu Vo nghiém
thudc phuong trinh

Nhu vay la mbi quan h¢ ca nhan cua mdt b phéan gido vién vdi viée kiém tra cac hé
s6 cua 4n da khong chiu anh hudng hoan toan cua mbi quan hé cua thé ché day hoc ¢
truong THPT véi viée kiém tra cac hé sb cua an trong hé phuong trinh (2, 2) c6 chia
tham s6.

4.3.4.3. Cau héi 3
Co6 35/35 giao vién tra 101 cau hoi 3.

Theo gido vién, cac k¥ thuat giai ma hoc sinh ¢ thé st dung 14 :

K§ thuat S6 lwong gido vién
hinh hoc 1
thé 35
cong dai 56 27
Cramer 35
hé s6 géc — tung do goc 2

Chi co6 1/35 gido vién dé cap dén k¥ thuat hinh hoc.

Nhu thé, trong khi cac k¥ thuat dai $6 (Cramer, thé, cong dai sé) chiém wu thé thi
k¥ thuat hinh hoc lai rat it duoc hoc sinh biét dén, mic du né ciing dé dang cho phép

cre A qea 1A 4. [MXEY=mo g A, £ ~
giai va bién luan hé { 2y . biéu nay dong nghia véi viéce gia thuyet H, da duoc
xX+2y=

kiém ching (vé€ phia gido vién).
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Con vé6i ki thuat dua vao hé sd goc va tung do gdc cua hai duong thang, du né chi

cho phép bién ludn s6 nghiém chir khong thé tim dwgc nghiém nhung gido vién cho

rang hoc sinh cling c6 kha nang st dung dén.

Bén canh vi¢c chi ra cac k¥ thuat khac, mgt s6 gido vién con luu ¥ thém :

—- Ky thuat thé nhiéu hon - K¥ thuat cong dai s6 it hon.

—  Chi ¢6 hoc sinh kha - giéi moi giai theo cach khac, dac biét 1a k¥ thuét hinh hoc.

—  Rét it hoc sinh biét day du cac k¥ thuat. Hoc sinh chi c6 thé sir dung mot vai ky thuat

& 16p 9 nhu cong, thé.

—  Hoc sinh kha - gioi méi biét dung ky thuat thé, cong dai s6 dé giai va bién luan.

— St dung k¥ thuat thé hay k¥ thuat cong dai s6 dd hoc & 16p 9 hoac xét vi tri tuong ddi
giita hai duong thang thong qua hé sé goc ctia chung.

Diéu nay cho thdy ngay ca voi ki thuat thé va ky thuat cong dai sd, theo gido vién,

khong phai tat ca hoc sinh déu nghi dén ma thudng chi ¢6 hoc sinh kha — gioi méi biét

su dung chung. Khi dugc héi “Tai sao?”, da s6 gido vién cho rang vi hoc sinh chi

quen giai va bién luan bang dinh thic hodc vi sir dung k¥ thuat thé hay ky thuat cong

dai s6 s& dan dén viéc giai va bién luan phuong trinh bac nhat mot an theo x (hoic y),

nhung sau d6 hoc sinh thuong khong biét suy nguoc tré lai y (hodc x).

4.3.4.4. Cau héi 4

Béng thong ké :
Luya chon S,O, lm'):?g Giai thich
gido vién
- Gitp hoc sinh nhin nhéan tap nghiém cua hé (2, 2) khi nao la
mot diém, mot duong théng hay toan b mat phéng toa do.
- Vi bai toan nay ciing chinh la bai toan bién luan su tuong giao
a) gita hai dudng thang c6 phuong trinh 14 hai phuong trinh c6 mat
Thuwong 4 trong hé.
xuyén - Vi phat hién ngay tap nghiém.
- Tu duy bang hinh anh bao gio ciing gan giii voi hoc sinh hon.
- Giup hoc sinh hiéu duoc phan nao sy tuong quan giita cac linh
vuc toan hoc (cu thé : dai s6 va hinh hoc).
- Tuy theo ting d6i twong hoc sinh & cac 10p khd gidi hay trung
b) binh.
Tt khi 26 - Chi n6i qua dudi dang tong quat dé hoc sinh hiéu duoc ¥ nghia
hinh hoc cta tdp nghi€ém ctia hé phuong trinh con khi giai h¢
phuong trinh cy thé thi chi 1ap luan dé cho ra két qua thoi.
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- Khi bién ludn, it cht ¥ vé ¥ nghia hinh hoc. Tuy nhién, khi giai
phuong trinh binh thuong s€ nhac dén y nghia hinh hoc cua tap
nghiém.

-Y nghia hinh hoc cua tdp nghiém dugc trinh bay trong SGK,
chi yéu cau hoc sinh nhin lai néu thay can thiét.

- Vi da s6 hoc sinh trong 16p 1a trung binh yéu.

- Viéc d6 khong that can thiét néu y hoi 1a “giai va bién luan hé
phuong trinh”.

-C631ydo:

+ Chuong trinh hoc con qua nhiéu van dé khac nira ;

+ Viéc v& do thi trén bang gay t6n thoi gian lai lac hau ;

+ Piéu kién trang thiét bi day hoc con thiéu thon nén rat kho
c6 dugc phong may vi tinh d€ biéu dien h¢ phuong trinh
duong thang chira tham so.

- Vi thoi gian khong cho phép va tity dbi tugng hoc sinh (¢ ddi
tuong kha - gioi thudong luu y di€u nay).

- Hoc sinh da hoc trong SGK va duoc nhic lai khi hoc vi tri
tuong doi ctia hai dudng thang trong hinh hoc giai tich.

- Bai toan khong yéu cau thi khoi lam. Va lai, thi khong c6 kiéu
cau hoi nay.

- Vi it khi day hinh hoc giai tich trong mat phang.

- Chi véi hoc sinh khd - gici, con voi hoc sinh khac thi khong
can thiét.

- Vi that sy khong can thiét.

- Vi hoc sinh con mo ho khi bieu dién hinh hoc cta tip nghiém

©) ax + by =c.
Chua 5 - Vi trinh d¢ cua hoc sinh chi & mtrc trung binh.
bao gio - Vi trong thi ctr, dé toan khong doi hoi phai hinh dung nhu thé,

nhat 1a viéc giai xong mot bai toan vé bién luén h¢ da la ca mot
van dé doi véi hoc sinh.

31/35 giai thich twong Gng voi lua chon “it khi” va “chwa bao gio” ching té cac
gi4o vién ndy da chua quan tim dung mic dén viéc cho hoc sinh nhan ra nghia hinh
hoc cta k¥ thuat Cramer. Trong s6 d6, c6 13 gido vién noi rang do hoc sinh hoc yéu
hay trung binh.

Con trong sb 4 lya chon “thuong xuyén”, ching t6i duoc biét co mot gido vién
dang day tai 16p ma hoc lyc cia hoc sinh rat tot : 16p 10A¢ cua truong THPT Thi xa
Cao Lanh.
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T4t ca nhimg 10i giai thich lién quan dén trinh d6 ctia hoc sinh nhu thé da lam nay
sinh ¢ chung t6i cau hoi :
& Phdi chang viéc khdc sau “nghia hinh hoc” cia cdc buée bién ludn trong kj
thudt Cramer chi nén danh cho déi twong hoc sinh kha - gioi tro lén ?

4.3.5. Két luan

Nhitng cdu tra 16i nhan duoc twong tmg véi cdu hoi 1 cho thdy : theo gido vién,
giam tai s6 lwong bai tap va yéu cau dbi véi cac chu dé phuong trinh ¢6 chira tham s6
1a can thiét nhung khong loai bo vi c6 thé khai thac chung dé rén luyén tu duy logic
cho hoc sinh. M6t s6 ¥ kién con cho rang nén dwa “phuong trinh chtra tham s6” vao
cac chuyén dé ty chon hodc nang cao ; nghia la viéc hoc hay khong chu dé nay khong
phai 12 mot yéu cau bat budc ma tily & nguyén vong ctia hoc sinh.

Ngoai ra, két qua thuc nghiém tuong tmg véi cac cau hoi 2, 3 va 4 con cho phép
chung t6i kiém ching tinh hop thic cta quy tic hop dong didactic R (thudc gia thuyét
H,) cing hai gia thuyét H, va Hs.

Trong qua trinh kiém chung quy tic R, chung t6i con nhan thdy & mot bo phan
giado vién, khi giai va bién luan hé (2, 2), van dé chi can kiém tra xem c6 it nhat mot
hé sb ctia an c6 khac 0 hay khong ma thoi.

Ngoai ra, lién dén gia thuyét H;, chiing toi con dit ra cau hoi :

& Phai ching viéc khdc sau “nghia hinh hoc” ciia cdc bude bién ludn trong ky
thudt Cramer chi nén danh cho doi twong hoc sinh kha - gioi tro lén ?

Chung t6i hy vong cau hoi nay s& dugc 1am sang to khi ching t6i tién hanh thuc
nghiém trén ddi tuong hoc sinh.

4.4. VE PHIA HQC SINH

4.4.1. Hinh thirc thuwe nghiém

Thuc nghiém dugc tién hanh trén 192 hoc sinh cua bdn 16p 10 dang theo hoc
chuong trinh thi diém 2003. Trong 4 16p tham gia thuc nghiém, c6 hai 16p thudc
truong THPT Thi xa Cao Lanh (vdi 89 hoc sinh), sit dung bd sach cua nhom tac gia
DPoan Quynh va hai 16p thudc trudsng THPT Nguyén Trai (v6i 103 hoc sinh), sir dung
b sach do Tran Vin Hao lam tong chu bién.

Thoi diém thuc nghiém duoc trién khai sau khi hoc sinh di hoc xong bai “H¢
phuong trinh bac nhat nhiéu an”.



www.VNMATH.com
98

Téng thoi gian thyc nghiém danh cho ba bai toan 1a 40 phut. P4i véi bai 1 va bai
3, hoc sinh lam viéc ca nhan (mdi bai trong khoang 10 phut). Con véi bai 2, hoc sinh
lam viéc theo nhom (trong khoang 20 phut).

Nham tranh cho hoc sinh khong thé tham chiéu vao cau hoi cua bai sau dé tra 10
cho bai trudc, ching t6i da khong cung cip ba bai toan cung lic ma cho hoc sinh giai
quyét timg bai mot ; sau khi thu lai 101 giai ctia bai tap trude, ching t6i méi gidi thiéu
dé cua bai tap ké tiép.

Vi bai 2, chiing toi dd phét cho tirng nhom nhiéu to gidy bai 1am cung luc nham :

~ tao thuan loi cho sy phan cong cong viéc gitra cac thanh vién vi sau khi ban

bac, théng nhét y kién véi cac hoc sinh khac, mdi ¢4 nhan c6 thé chon mot
chién luoc dé trinh bay ma khong bi phu thudc vao mot to gidy lam bai duy
nhét ;

~ tiét kiém duoc thoi gian cho hoat dong nay.

Pé tim hiéu ré hon “thanh phan tw” cia hoc sinh, chung toi da thu lai gidy nhap
va yéu cau hoc sinh khong duoc tiy xoa trén to gidy bai lam.

Mot sb bai giai cua hoc sinh s€ dugc gioi thiéu trong phén phu luc.

4.4.2. Gi6i thiéu hé thdng bai toin thuc nghiém
Chung t6i xdy dung 3 bai toan thuc nghiém véi ndi dung cu thé nhu sau :
Bai 1 (lam viéc ca nhan)
Tim toa d6 giao diém cta hai dudng thing (d) va (d,) tuy theo gia tri clia

tham sd m :
(d) : mx+(m—-1)y=m

(dy) : (m+Dx+(m+1)y=2m
Bai 2 (lam viéc theo nhom)
Hay giai hé phwong trinh sau bang nhiéu phwong phdp khdc nhau.

mx+y=m (d,)
x+2y=1 (d,)

Nhom thdng cuée 1a nhom c6 nhidu phuong phap giai nhat.

Bai 3 (lam viéc ca nhan)

An va Binh cung giai va bi¢n ludn hé phuong trinh sau béng quy téc
Cramer (dinh thuc cép hai) :
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(m la tham s0)

* {(m—l)x+(m2 -Dy=0
m(m—-Dx+(1-m*)y=1
nhung khi tim duoc gid tri cua m sao cho D = D, = D, = 0, mdi ban lai
dua ra két luan trong truong hop nay nhu sau :
An : “H8 (*) ¢6 v6 s6 nghiém.”
Binh : “H¢ (*) vo nghiém.”

Theo em, ban nao co ly? Giai thich sy lya chon cua em.

Thong qua cac bai toan trén, chung t6i mudn kiém chimg tinh hop thirc cua ba gia
thuyét nghién ctru, cu thé 1a :

o Kiém chiing
Bai toan
Hi(R) | H; H;
Bai 1 X X
Bai 2 X X
Bai 3 X

4.4.3. Phan tich a priori hé thong cac bai toan thuc nghiém
4.4.3.1. Phan tich a priori tbng quat
a) Cac chién lugc c6 thé

K¥ thuat Cramer dé giai va bién luan hé (2, 2) luon dugc chu trong. Tuy nhién,
nhu d3 phan tich, cac k¥ thuat thé, cong dai s va hinh hoc rt c6 kha niang anh huong
dén thyc hanh giai va bién luan hé (2, 2) cia hoc sinh du rang khong phai luc nao
ching ciing duogc tao thuan loi. Tt do, chiing t61 du doan mot s6 chién luoc giai co thé
xuét hién & hoc sinh nhu sau :

S, : Chién lwgc “thé” : sir dung k¥ thuat thé dé giai va bién luan hé (2, 2) ¢o
chira tham s.

S. : Chién lwgc “cong” : st dung k¥ thuat cong dai s6 dé gidi va bién luan h¢
(2, 2) c6 chira tham sb.

oS¢, : Chién lwgc “Cramer” : st dung k¥ thuat Cramer dé gidi va bién luan h¢
(2, 2) c6 chira tham sb.

S, : Chién lugc “hinh hoc” : st dung d6 thi dé gii va bién luan hé (2, 2) ¢6
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chtra tham so0.

Ss, S¢ va S, duoc x€p vao nhém chién lugc “dai so”.

Hon nia, tir nhitng Iuu ¥ ctia gido vién (twong ung véi cau hoi 3), chung to1 con du
doan thém chién lugc sau day :

e Sy: Chién lwoc “hé sé géc — tung dp goc” : dua vao hé sd goc va tung do gbce
cua hai duong théng dé bién luan sé nghiém cua hé (2, 2).

R4 rang, vdi viée cho phép bién ludn s6 nghiém cia h¢ phuong trinh, chién lugc Sy
chi dap ung vé sau cua kiéu nhiém vu “giai va bién lugn”.

b) Bién

Viéc xay dung hé thdng bai toan thuc nghiém dit co sd chu yéu trén cac bién
didactic va bién tinh huéng sau day :

< Bién didactic
e Bién V,: Mat do xuat hién cua tham so

Phan tich trong chuong 3 cho thay chién lugc “Cramer” to ra rat hi¢u qua trong
vi€c giai va bién luan moi hé (2, 2) c6 chura tham s6 ; con céac chién lugc “the” va
“cong” duogc xét dén voi diéu kién tham so chi hién dién tai mot so it cac hé so .
Riéng chién lugc “hinh hoc”, tuy rat khé c6 co hoi van dung dugc nhung néu nhu
tham s6 cang it xuat hién thi rat c6 thé né dugc khuyén khich vi khi do, vi tri cia do
thi s€ it b1 phu thudc vao su thay doi gié tri cua tham so.

Tom lai, chac chan mat d xuat hién ctia tham s6 ¢6 anh hudng dén viéc lya chon
cac chién lugc giai cua hoc sinh. Thé nén, trudc hét, ching té61 chon bién V, véi cac
gia tri nhu sau :

- Giatri Vy, : Tham so co mat tai hau hét cac hé so cua an.

— Giatri Vi, : Tham so chi co mat tai mot so it cac hé so cua an.

T nhitng 1y gidi trén day, rd rang la gia tri Vi, tuy ngan can sy xuat hién cua S, S,
va S, nhung lai tao vu thé ro rét cho chién lugc Sc,.

Nguoc lai, bén canh sy hi¢n di¢n ctia S¢,, gia tri Vi, c6 kha nang m¢ 161 dé dua vao
cac chién lugce S, S, va S,. No1 la “mo [oi” boi viée chung co that sy duoc van dung
hay khong thi diéu d6 con phai phu thudc vao mot so6 yeu t6 khac ma tiéu biéu la viéc
lya chon gia tri ctiia cac bién V, va V3 sé duoc trinh bay ngay sau day.

() Xem lai phin phan tich lién quan dén hé (2, 2), muc 3.2.1.2 va nhan xét 1, muc 3.2.2.2.
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e Bién V,: H¢ so ctia an

Pé S, va S, ¢6 co hoi duoc tiép can hon thi bén canh sy lya chon gia tri Vy, (cua
bién V), trong khi soan thao dé toan, rat can thiét phai bd sung mot trong hai gia tri
sau day cua bién V, :

— Giatri Vy, : Ton tai mot hé sé cia mét an trong phuwong trinh bcing 1 hodac —1
(khi do, cung voi Sc,, chién luoc S, ¢é kha nang xudt hién).
— Gia tri Vay : Hé 56 cuia cung mot an trong hai phwong trinh bc%ng nhau hodc doi

nhau (khi do, cung voi Sc,, chiéen luoc S, co kha nang xudt hién).

e Bién V;: Vi tri twong d6i ciia hai dwong thing (tao béi hai phwong trinh
trong hé)

Bién nay nhan cic gi tri sau :

— Giatri Vs, : Hai dwong thang song song — tao thudn loi cho Se, Su-

— Giatri Vs, : Hai duong thcfng trung nhau — tao thudn loi cho S, S,.

— Giatri Vi3 : Hai duong thcfng cat nhau tai mot diém (gia su do la M):

+ Vi3, : M 6 dinh (nghia la M khéng phu thuéc vao tham s6) — ¢6 vii Sg
xudt hién vi khi o, ¢6 thé dwa vao do thi dé xdc dinh dwoc toa do ciia M.

+ Vi3 : M khéng co dinh (nghia la M phu thuéc vao tham s6) — khéng cé vii
Se xudt hién vi khi do, khong thé dira vao do thi dé xdc dinh toa dé ciia M.
e Bién V,: Pham vi thiét 1ap dé toan
Hai pham vi thiét 1ap dé toan ma chung toi xem xét & day 1a dai s6 va hinh hoc.
Chtng c6 anh hudng dén viéc lua chon chién lugc giai. That vay :

Néu nhitng phat biéu hay ghi chu trong dé toan duoc dién ta bang ngdn ngit hay ki
hiéu cua dai sd, chang han nhu “gidi va bién ludn hé phwong trinh”, thi sé thic day
nhom chién lugc dai sd (Ss, Se, Scr) xuét hién ;

Con néu chiing dugc din ta bang ngdn ngit hay ki hiéu hinh hoc, ching han nhu
“tim toa d¢ giao diém ciia hai dwong thang” hay “xdc dinh vi tri twong doi ciia hai
dwong thang”, thi s& khuyén khich céac chién luge S,va S,.

Tom lai, bién V, dugc gan boi hai gia tri :
—  Giatri Va; : Pham vi dai s6 (c6 vii Sy S, Sc).

— Gid tri Vyy : Pham vi hinh hoc (c6 vii Sy, Sy.
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% Bién tinh huong
e Bién V;5: Tong binh phuwong cac hé so ctia an

Trude hét, can nhdn manh rang sy thay doi gia tri cua bién Vs s& khong gay ra
nhimg thay ddi trong viéc lua chon chién Iuoc giai. Bién Vs chi dugc xét trong trudng
hop gia dinh réng hoc sinh dang st dung chién lugc “Cramer”. Khi d6, so v6i Vs,
viéc su dung gia tri Vs, dudi day chi nham dé tang tinh thuyét phuc cua vi¢e kiém
ching quy tic hop dong didactic R.

- Giatri Vs @ T 5ng binh phwong cac hé s$6 cua an luén khdc 0 véi moi gid tri cua

tham sé.

— Gia tri Vs, : Tong binh phuwong cdc hé sé cia dn cé thé triét tiéu, tiy theo gid tri

ciia tham so.

e Bién Vi: S6 k¥ thuit giai dwoe yéu ciu tim (mé hay dong).

Bién V c6 thé nhan hai gia tri sau :

— Giatri Vg : S6 ky thudt gidi khéng dwoc chi 1o (yéu cau mo).

Khi d6, dé toan dang nay sé& cho phép khai thac tat ca cac ki thuat giai c6 thé hién
dién trong suy nghi hoan toan doc lap va chu dong cua hoc sinh.

— Giatri Vg : S6 ky thudt giai dwoc chi ro (yéu cau dong).

Khi d6, vi yéu cdu ndy mang tinh dinh hudng sin nén rat c6 thé chinh tir viéc hoc
sinh ¢ tim ra cho du sb k¥ thuat s& dan dén su hién dién khong méy tu nhién ciia mot
s6 k¥ thuét giai ndo ddy. Mt khéc, c6 1& dé toan nhu thé s& khong thiic day mét cach
manh mé tinh than canh tranh hoc tap gitra cac nhom.

e Bién V;: T6 chirc hoat dong

Nham giai quyét mot van dé nao do, han nhién sy cdng tac gilra cac thanh vién
trong nhom nhién bao gid cling c¢6 191 hon lam viéc cd nhan. No6i 10 hon, nho co6 su
trao doi trong nhom ma céc chién luoc giai dugc tim mot cach nhanh nhat va nhiéu
nhat co thé.

Vi quan di€m trén, chung t6i da dé nghi hai gia tri cho bién “t0 chirc hoat dong”
nhu sau :

— QGiatri Vq, : Lam viéc ca nhan.

— Giatri Vo, : Lam viéc theo nhom.
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e Bién Vy: Giai h¢ roi dwa ra két luan hay giai thich két luan gia dinh dwoc
chon.

Bién nay c6 hai gia tri :

— Giatri Vg, : Gidi hé roi dua ra két ludn (dé dong).

— Giatri Vg, : Lwa chon va gidi thich cdac két lugn gia dinh (d‘é mao).

V6i gid tri Vg, hoc sinh khong budc phai giai hé dé tim nghiém ma van dé la
chung cin phai dua ra nhitng 1ap luan c6 can cir &é ching minh cho sy lua chon cua

minh. Chinh nhiing 1ap luan nay s€ gitip ching t6i tim hiéu “thanh phan tw” cia hoc
sinh an sau mét chién lugc giai nao do.

e Bién V, : Két luan vé tap nghiém ciia hoc sinh gia dinh

Nhu d3 biét, voi ki thuat Cramer, néu khong chii y dén cac hé sé cua an thi trong
truong hop D=D, =D =0, chua thé két luan gi bdi h¢ co thé hé vo nghiém hodc co
v6 s6 nghiém. Chinh vi thé khi xét bién V, lién quan dén tdp nghiém cua hé phuong
trinh (2, 2) ¢6 chira tham $0, chung t61 da chon hai gié tri sau :

— Giatri Vg, : Két lugn “Hé co vo so nghiém”.
— Giatri Vy, : Két lugn “Hé vo nghiém”.

Ciing nhu Vs, bién V, chi duge xét trong trudng hop gia sir rang hoc sinh dang sir
dung chién lugc “Cramer”. Khi 0, viéc st dung gia tri Vg hay Vo, s€ goi Ién cac
hudng giai quyét twong tng (chung toi s& trinh bay cu thé chung ¢ muc 4.4.3.3 duéi
day). Va chinh tir nhitng hudng giai quyét nay ma chung t6i ¢ thé tim hiéu sdu hon
vé mdi quan h¢ ca nhan cta hoc sinh véi viéc kiém tra cac hé sb cua an trong k¥ thuat
Cramer.

4.4.3.2. Phan tich a priori chi tiét
a) Bai toan 1
% Lua chon bai toan

Sy twong Ung vé toa do giao diém cua hai duong thing va nghiém cta hé phuong
trinh 12 médt biéu hién cho théy “nghia hinh hoc” cia cac budc bién luan trong cong
thirc Cramer dugc nhan ra. Dé kiém chimg Hy — mot gia thuyét lién quan dén ky thuat
Cramer — can thiét xay dung dé toan sao cho vira khuyén khich viéc st dung Sc,, vira
han ché duoc viéc gidi theo cac chién lugc khac. Dua trén tiéu chi nay ma bai toan 1
duoc soan thao véi ndi dung nhu da néu.
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Ngoai muc dich chu yéu 1a dé kiém tra tinh hop thirc ciia gia thuyét H;, bai toan 1
con gitp ching t6i kiém ching quy tic R coa gia thuyét H; théng qua vi¢c hoc sinh
gidi va bi¢n ludn hé dugc tao thanh tur hai phuong trinh duong thrflng, dac biét khi
trong phuong trinh dudng thing (d,), tong binh phuong cac hé s cua an khong phai
luc nao cling khéac 0 véi moi gia tri cia tham $0.

< Lua chon gia tri ctia bien va giai thich su lua chon

Bai 1 dugc xay dung dya trén cac gia tri ciia cac bién Vi, V4 va Vs.

Bai 1
Bién Vi | Vs | Vs
Gia tri cua blél’l Vi Va Vs,

— Giatri Vy, : Tham sé6 ¢6 mat tai hau hét céc hé sé cua an.
Nhu di trinh bay & trén, gia tri ndy vira dong vai trd nhu “rdo chdn” ngin can cac
chién luoc S, S, Scr va S, lai vira nhu “don bcfy ” dé nang hiéu suét sir dung cua
chién luge Sc;.
— Giatri Vg, : Pham vi hinh hoc
Xét trong pham vi ndy, ban ddu chung t6i c6 doi chut ludng lu giira viéc chon mot
trong hai cach phat biéu sau cho dé toan :
Phét biéu 1 : Tim toa dé giao diém ciia hai dwong thang.
Phaét biéu 2 : Xdc dinh vi tri twong déi ciia hai dwong thang.
Nhung cudi ciung, ching t6i da quyét dinh chon cach phat biéu thi nhat vi néu
chon cach phat biéu hai thi hoc sinh hoan toan c6 thé su dung chién lugc “hé so
géc - tung dg goc” ma khong can phai giai hé. Va nhu thé s& khong tao thuan loi
cho chién lugc “Cramer”.

— Giatri Vs, @ T 5ng binh phuwong cac hé $6 cuia an co thé wriét tiéu, tuy theo gia tri
ciia tham so.

Nhic lai ring bién Vs co hai gia tri : Vs, va Vs,. Ca hai gid tri nay déu cho phép
“do” dugc mirc do anh hudng ciia quy tic hop dong R. Tuy nhién, néu chon gia
trj Vs, thi viéc “do lwong” ny s& mang tinh thuyét phuc hon.

% Cac chién lwgce c6 thé

S, : Chién lugc “thé”

Scr : Chién luoc “Cramer”
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Sa : Chién lugc “hé so goc — tung do goc” : chién lugc nay c6 kha nang xuat
hién vi dé toan dugc cho trong pham vi hinh hoc.

@ Luu ¥ : S, (chién lugc “céng”) mic du cho phép giai quyét bai toan nay nhung
chung t6i du doan rang hoc sinh s& khong lwa chon vi qua trinh bién d6i hé phwong
trinh rat phirc tap.

# Nhirng 16i gii c6 thé quan sat

Toa d6 giao diém cua hai dudng thang (d,) va (d,) 1 nghiém cta hé phuong trinh

mx+(m—-1)y=m Q)]
(m+Dx+(m+D)y=2m (2)

Loi gidi twong ung voi S

Véim=0,tu(l)suyra:x = w, thé vao (2) duoc: (m+ 1)y =m(m— 1) (3)
m
£ \ m(m—1) m(3—m) A . 0 .
o Neéum=-1thiy= .Suyrax = . Vay (d;) va (d,) cat nhau tai
m+1 +1
diém co toa do (m(?ﬁ—m) ; m(m_l)).
m+1 m+1

o Néum =—1 thi (3) vd nghiém y. Suy ra hé phuong trinh v6 nghiém. Vay (d,) va
(d>) khong 6 diém chung.

V6im=0. Suy ra x =0 vay= 0. Néi cach khéc, (d;) va (d,) cit nhau tai diém (0 ; 0).

Tom lai :

o m=—1:(d)va(dy) cit nhau tai diém co toa do (

m(3—m)_m(m—l)J
m+l  m+l )

o m=-1:(d)) va(dy) song song nhau.
Loi gidi twong &ng véi Scr

Trude hét, ta tinh cac dinh thirc :

m m—1
m+l m+1
D= " m=l m(3 —m)
* lom om+1
m m
D,= =m(m-1
Y olm+1 2m ( )

Truong hop : D#0 < m=—1. Khi d6, hé phuong trinh di cho c6 nghiém duy nhat
(x; y), trong o6
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D 3- D -1
x=De_mGom Dy mm-b)
D m+1 D m+1

Truong hop : D =0 < m = — 1. Khi do, Dy#0 va Dy=0 : H¢ phuong trinh vo
nghiém.

Két lugn :

o m #-1:(dy)va (dy) cét nhau tai diém c6 toa do (m(3—m) . m(m—l)j.

m+l  m+l
o m=-1:(d)) va(dy) song song nhau.
Loi gidi twong wng voi Sq

m—1

(d)) va (d) cit nhau khi =

, trtong duong véi m =— 1.
m+1 m+1

\ . -1 .
(dy) va (dy) song song nhau khi I S , trong duong voim=— 1.
m+1 m+1 m+1  2m
\ N . -1 .
(dy) va (dy) trung nhau khi K AL twong duong véi me ¢@.
m+1 m+1 m+1  2m

b) Bai toan 2
% Lua chon bai toan

Bai 2 duogc thiét ké nhu mét hoat dong nhém. Luc éy, voi su nd luc cua tt ca céac
thanh vién, néu k¥ thuat hinh hoc (dd thi) van khong dugc tim ra thi didu d6 c6 nghia
1a gia thuyét H, duoc kiém chtng rat thuyét phuc.

Véi du doan rang cac ky thuat giai hé (2, 2) khong chira tham s6 ¢ 16p 9 ¢6 thé anh
hudng dén hoc sinh trong thuc hanh giai va bién luan hé (2, 2) chira tham sd, chung
t6i dd dat thiang van dé cho cac nhém 1a “Hay gidi hé phwong trinh & bdi 2 bang nhiéu
phirong phdp khéc nhau” ma khong can hoi “Cé hay khong cdc ky thudt khac?”. Hon
nita, néu hoi “Cé hay khéng...” thi duong nhu khong phu hop véi ghi cha “Nhdm
thang cuéc la nhém cé nhiéu phirong phdp gidi nhdt.” ™V vi ghi chii ndy di ngam tra
161 “Co” cho cau hoi trén.

Thong qua viéc hoc sinh gidi va bién luadn hé phuong trinh, di nhién bai toan nay
con cho phép chung t6i kiém chimg ca quy tic R.
% Lua chon gi4 tri ciia bién va giai thich su lwa chon

Trudce hét, véi tiéu chi 1a tao diéu kién cho tat ca cac chién luge déu co thé van
dung duoc mot cach nhanh chong (nghia 1a kha ning sir dung chung 1a binh dang

M Mot cha thich rat quan trong, gop phﬁn kich thich viéc tim ra cac chién luge giai 6 hoc sinh.
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ngang nhau), ban dau, chung t6i chon 4 gia tri tuong Gng voi 3 bién didactic V,, V;,
V, nhu sau:
— Giatri Vo, : Ton tai mot hé sé cia mot an trong phwong trinh bcing 1 hoac —1.
Khi do, cung voi S, chién luoc S, ¢6 kha nang xuét hién.
~  Gia tri Vy : Hé s6 ciia cung mot an trong hai phuwong trinh bc?ng nhau hodc
doi nhau.

Hé phuong trinh c6 thé dé dang duoc bién d6i sao cho hé s6 cua cing mot an
trong hai phuong trinh bang nhau hoac doi nhau. Do dd, cung véi S¢,, chién
lugc S, c6 kha nang xuat hién.

~ Gia tri Vi3, @ Ton tai diém cé dinh ma hai dwong thang (tao bdi hai phirong
trinh cia hé) luén di qua véi moi gid tri ciia tham sé.
Gi tri nay s& co vii S, xuat hién.

- Gia tri Vg, : Pham vi hinh hoc
Céc ghi chi (d,), (d,) bén canh mdi phuong trinh trong hé s& thuc day S, hodc
S, xuét hién.

Nhung dé chic chin rang cac chién luogc giai dugc tim 1a hoan toan xuat phat tir

suy nghi doc 1ap va chii dong cua hoc sinh, ching t6i da bd sung thém gié tri Vg, :
~ Giatri Vg : 86 ky thudt khéng dwoc chi ré (dé mo).
Cubi cung, chung t6i chon thém gia tri V,, nham thac déy hoc sinh tim dugc cang

nhi€u cang tot cac chién lugc gidi. N6i 1o hon, véi viée tang cuong gia tri V;,, chién
luge S, va Sy cang ¢6 kha nang xuét hién ¢ bai 2.

— Giatri V4, : Lam viéc theo nhom.

Bai 2

Bién V, Vi | Vu | Ve!| V5

Giatricuabien | Vo1 | Voo | Viza | Vao | Va1 | V12

% Cac chién lwge co thé : S, S, S¢, S, va Sq.

% Nhirng 101 gii c6 thé quan sat

mx+y=m (1)
x+2y=1 (2)
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Loi giai twong ing voi chién lwge S

Tir (2) suy ra x = 1 —2y. Thé vao (1) dugc : (1 —2m)y =0 (3)

o m=1/2:(3)suyray=0.Kéo theo x =1. Viy, hé c6 nghi¢m duy nhat (1;0).

o m=1/2:(3) vd sd nghiém y. Do d6, hé c6 v6 sb nghiém dang (x ; 1 — 2x), voi
xeR.

Loi gii twong wng véi chién lwge S,

Nhan hai vé cia (1) v6i 2 dugc : 2mx + 2y = 2m (1%

Lay (17) trir (2) vé theo vé, duoc (3).

Tiép tuc bién luan nhu trén.

Loi giai twong wng voéi chién lwge Sc,

Tinh cac dinh thire D, Dy, Dy, duoc :

D= ! =2m-1
2
1
Dx=‘ =2m-1
m m
= =0
N N

. 1 . . D. D
o Néum # — thi D=0 : hé ¢ nghiém duy nhat: (x;y)= | —=;— | = (1;0).
2 D D
‘ 1 Z . .
o Néum= 5 thi D =Dy =Dy =0 : hé c6 v0 s6 nghiém dang (x ; 1 — 2x), vé1 xeR.

Loi gidi twong wng véi chién lwge S,

Dua vao @06 thi, ta c6 :

y
. 1 .
o Néum = 5 thi (d;) cat (d,), suy ra hé co .
d? .
nghiém duy nhét (1 ; 0 L, -
ghiém duy nhat (1 ; 0). sy o7
i o
. 1 7 QY
o Néum= — thi(d)) = (d,), suy ra h¢ co
2 O 1 X
vO sb nghiém, tdp nghiém cua hé 1a tap -
nghiém cua phuong trinh x + 2y = 1.

Loi giai twong ng voi chién lwge Sy
o FoP 1 - 1
H¢ phuong trinh ¢6 nghiém duy nhat khi ? # > tuong duong voi m# 5

; - . 1 o 1 Car A
H¢ phuong trinh c6 v6 s6 nghiém khi ?: > tuong duong voi m= . Khi do, tap
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nghiém cua h¢ 1a tdp nghiém cua phuong trinh x + 2y = 1.

n . | . 1 -
H¢ phuong trinh v6 nghiém khi 2. 5 va = » > twong duong véi me ¢@.
1 1

¢) Bai toan 3
% Lua chon bai toan

Pé kiém ching quy tic R, van dé 1a can dit hoc sinh vao tinh hudng ngit quing
hop ddng. Ngit quang hop dong thé hién & : tong binh phuong cac hé sb cua 4n trong
ca hai phuong trinh khong phai ludn khiac 0 v6i moi gia tri cia tham sd va trong
truong hop D = D= D, = 0, h¢ da cho vo nghiém.

A 66

Ngoai ra, véi mong muon lam bdc 10 “thanh phan tu” ctia hoc sinh vé “moi lién hé
gitra di€u kién vé céac hé so cua an va tap nghiém cua hé phuong trinh”, ching t61 dua
ra hai két luan gia dinh dé hoc sinh lya chon, kém theo day la yéu cau “giai thich sy

chon lya do”.

< Lua chon gi4 tri ciia bién va giai thich sy lwa chon

Bai 2

Bién Vs Vg Vo

Gia tri cua bien | Vs, | Vg | Vo1 | Voo

— Gia tri Vs, : Tong binh phwong cdc hé sé cia dn cé thé triét tiéu, tiy theo gid tri
ciia tham s6.

Gia tri ndy lam tang tinh thuyét phuc cua viéc kiém ching quy tic R.

— Giatri Vg, : Giai thich két lugn gia dinh dwoc lya chon.
Bai toan cho dudi dang cau hoi mo : “Theo em, ban nao co ly? Gidi thich sy

’

lva chon cua em.’

O day, hoc sinh khong budc giai bai toan dé tu dua ra két luan. Van dé 1a ho
phai giai thich dugc sy lya chon cua minh. Dang cau hoéi nay s€ cho phép khai
thac rat tt moi quan hé ca nhan cua hoc sinh voi ky thuat Cramer dé giai va
bién luan hé (2, 2) c¢6 chira tham sb.

- Giad tri Vg; : Két lugn “hé phwong trinh co vo so nghiém”.

Gia tri ndy goi 1én hudng giai quyét L, va L, (xem muc ké tiép).
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— Giatri Vo, : Két lugn “hé phuong trinh vo nghiém”.

Gi4 tri nay goi 1én hudng giai quyét L,va L, (xemmuc ké tiép).
% Nhirng 16i gidi c6 thé quan sat

(m=Dx+(m* -1)y=0
m(m-Dx+1-m*)y=1

L, : Kiém tra diéu Kién v€ cac h¢ so cia an va tinh cac dinh thirc D, Dy, Dy

Tacod: (m—1)*+ (m?—1)*=(m—1*[1+ (m+ 1)’] khac 0 khim = 1.
[m(m—1)]*+ (1 —m?)* = (m— 1)’ [m*+ (m+ 1)*] khac 0 khim = 1.

Tinh cac dinh thurc :

m-1m" -1 4
D= ,=m -1

mm—-1) 1-m

0 m' —1
D,=| "7 |=m’-1

1 1-m

-1 0
=" =m-1

Y m(m—-1) 1

Nhan thdy D = D, = D, = 0 chi khi m = 1 : mau thuén v6i diéu kién m= 1. Vay trong
truong hop nay h¢ phuong trinh da cho vo nghiém.
L, : Khong kiém tra diéu Kién vé cac h¢ s6 ciia 4n nhung c6 tinh D, D,, D,
L, : Ap dung ky thuat Cramer va két luin
Tinh D, Dy, Dy.
Véim =1 thi D = Dy = Dy = 0. Khi do, theo k¥ thuat Cramer : h¢ (*) c6 vo sO
nghiém.
L, : Thé gia tri ciia tham s6 vao hé da cho roi két ludn
Tinh D, Dy, Dy,
Véim=1thiD=D,=D,=0.

Thé m = 1 vao (*), ta duoc - {g = i’ Vo ly.

Vay trong truong hop nay, hé (*) vo nghiém.
L, : Khong kiém tra diéu kién vé cic h¢ s va khéng tinh D, D,, D,

Theo ky thuat Cramer, trong truong hop D = Dy = Dy = 0, hé phuong trinh ¢6 v sO
nghiém.
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4.4.4. Phan tich a posteriori cac bai toan thuc nghiém

4.4.4.1. Ghi nhan ban dau

Duéi day 1a bang thong ké két qua cac 101 giai ctia hoc sinh dbi voi ba bai toan :

Chién luoc Téng s6 )
Bai toan i Lam bai | Bo trong
S, S. Scr S, Sy | hocsinh

Bai 1 22 0 82 0 41 145 47
Bii 2 192 | 161 | 192 | 3 35 192 0
Kiéu 10i giai
192
L,
Bii 3 L, L, 175 17
L322| 32b L320

0 50 48 43 34

beé tién cho viéc phan tich bai toan 2, chung t6i gid su rang tat ca cac hoc sinh
trong moi nhom déu tich cuc suy nghi, va do do, két qua lam viéc chung ctia nhom
cling 1a két qua lam vi¢c ciia moi thanh vién.

Vi bai toan 3, qua phan tich thyc nghi€ém, chiing t61 nhan thay xuat hién mgt kiéu

loi giai moi nam ngoai dy kién. Chung t6i goi ki€u loi giainay 1a L, .

Loi giai L,

Tinh D, Dy, D.
Véi m =1 thi D = D, = Dy = 0. Khi do, theo k¥ thuat Cramer : hé (*) co vo 5O
nghi¢m.

. 0
Thé m =1 vao (*), duogc : { | . Vo ly.

Vay trong trudong hop nay, h¢ (*) vo nghiém.
4.4.4.2. Phan tich chi tiét

a) Anh huéng manh mé ciia quy tic hop dong didactic R

Nhu nhing gi chung t6i du doan trong phén tich a priori, tinh hudng cta cac bai
toan da lam bdc 10 quy tic hop déng didactic R (Vé phia hoc sinh).
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That vay, trong sd 82 hoc sinh (d6i voi bai 1) va 192 hoc sinh (d6i véi bai 2) st
dung chién lugce S¢,, khong mot 161 gidi nao cd budc kiém tra diéu kién vé téng binh
phuong cac hé s6 cua an trong mdi phwong trinh cua hé.

Dic biét, v6i bai toan 3, mac du gia tri Vs, cta bién Vs duoc khai thac triét dé hon
s0 voi hai bai toan trudc (vi ca hai phuong trinh cta hé trong bai toan 3 déu co tong
binh phuong cac hé sb cta 4n c6 thé bang 0 voi mot sd gia tri ndo do cua tham sd)
nhung 175/175 hoc sinh c6 10i giai van khong thé thoat khoi anh huong cua quy tic
hop dong quen thude R.

b) Sw hop thirc ciia gia thuyét H,

Nhirng con s6 thong ké cho bai toan 2 ching td : trong khi cdc kj thudt dai so
chiém wu thé gci‘n nhuw tuyét doi thi ky thudt hinh hoc lai thé hién qua mo nhat, n6 chi
chiém mot ti 16 vo cung khiém tdn : 3/192 ~ 0,16%. Can nhic lai ri‘mg chung t61 da
cha y dit cac ky hiéu (d,), (d,) bén canh mdi phwong trinh véi hy vong s& khuyén
khich hoc sinh tim dugc chién luoc “hinh hoc”. Thé nhung, diéu d6 da khong dién ra
nhu mong mudn.

V6i Sy, trude hét hoc sinh bién luan sd nghiém cua h¢ thong qua vi¢c bién luan cac
truong hop vé hé sb goc va tung do gdc cua hai duong thing ; sau d6 13y lai két qua vé
nghiém cu thé d3 giai boi cac chién luoc dai s6 dé gan vao. Tir ddy c6 thé khang dinh :
chién luoc hinh hoc, hiéu theo ding nghia cta né, van chua dwoc van dung trong
truong hop nay.

Nhu vay, két qua thuc nghiém & bai 2 chi ra rang c6 sw “gidn doan” gitta ky thudt
dai s6 va ky thudt hinh hoc.

¢) Sw hop thirc ciia gia thuyét H,

Khi nhan duoc dé toan 1, quan sat cho thay da sé hoc sinh khong thé bt tay ngay
vao thuc hi¢n 101 gidi. Trong s6 145 hoc sinh that sy 1am bai, chién lugc S¢, duge st
dung nhiéu nhit. Thé nhung, néu nhin lai tit ca nhimg bién dugc huy dong dé xay
dung bai toan thi ti 1¢ 82/192 ~ 42,7 % 1a mdt con sd van con qua khiém ton.

Con s ndy noi 1én rang mdi lién hé giira vi tri twong ddi cua hai duong thang voi
cac budc bién luan theo D, Dy, D, trong k¥ thuat Cramer chua that sy duogc thiét lap &
hoc sinh. Nghia 1a tinh hop thirc cia gia thuyét H; da duoc xac dinh.

d) Mot vai ghi nhan khac tir thuc nghiém

< V¢&i bai toan 1
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Bo trong Lam bai : 145
Ss Sc SCr Sg Sd
47 82
22 | 0 | lop104s | lép 104, | l6p khic | 0 | 41
39 6 37

Sau khi phan tich 82 bai gidi cua hoc sinh st dung chién lugc Sc;, xuat hién mot sd
chi tiét ma thiét nghi chiing t6i can phai trinh bay 16 ¢ day.

o Thir nhdt, c6 39 hoc sinh ctia 16p 10As ¥ van dung S¢, (chiém ti 18 39/82 =
47,56%). Nhu da dé cap dén ¢ muc 4.3.4.3, day 1a mot 16p hoc rat tot va giao vién day
toan cua 16p 1a nguoi da co sy lua chon a) cho cau hdi 4. Sy kién nay cho phép ching
toi tra 101 cau hoi (dugce dat ra qua thuc nghiém ddi voi giao vién) la viéc khéc sau
“nghia hinh hoc” ctua k¥ thuat Cramer phu thudc vao trinh d6 cua hoc sinh.

Cau héi 4
Sau khi giai va bién ludn hé hai phuong trinh bac nhat hai an béng dinh thuc (quy téc
Cramer), Thay C6 c6 y€u cau hoc sinh nhin lai moi lién hé gitra vi tri twvong doi cua hai
duong thang voi cic truong hop bién luan theo ba dinh thic D, Dy, Dy trong quy tic
Cramer hay khong?

a) Thuong xuyén

b) it khi

¢) Chua bao gio

Xin Thay C6 vui long cho biét 1i do vi sao.

e Thir hai, chi ¢6 6 hoc sinh 16p 10A, ® 4p dung Sc, (chiém ti 16 6/82 ~ 7,31%).
Luu ¥ rang day ciing 1a mot 16p hoc kha tét ctia truong THPT Thi xa Cao Lanh nhung
gido vién day toan cua 16p nay lai c6 su lya chon c¢) cho cau hoi 4. Sy kién nay cho
thdy du hoc luc cia hoc sinh 1a kha - giéi nhung trong qua trinh giang day, néu gido
vién khong quan tdm dén viéc nhan ra “nghia hinh hoc” ctia k¥ thuat Cramer thi hoc
sinh ciing khong thé giai quyét tot bai 1.

e Thir ba, mic du M, khong c6 mot vi du va bai tip nio cho thdy mbi lién hé
gitra vi tri twong d6i cua hai dudng thang véi cac truong hop cia ba dinh thirc trong
k¥ thuat Cramer nhung van c6 dén 37 hoc sinh biét st dung Sc, (chiém ti 1€ 37/82 ~
45,12%). Tu day co thé du doan 1a trén 16p, gido vién c6 chuy dén viéc cho hoc sinh
nhén ra “nghia hinh hoc”cua k¥ thuat Cramer.

M Lép thude truong THPT Thi x4 Cao Lanh, si sé cia 16p 1a 45.
@ Lép thuge truong THPT Thi xd Cao Lanh véi si s6 1a 44 hoc sinh.
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Tom lai, tit ca nhitng nhan xét trén dudng nhu ndi 1én rang : Dé hoc sinh thdy
dwoc “nghia hinh hoc” cua ky thudt Cramer thi diéu dé khong chi phu thuéc vao moi
quan hé cua thé ché véi doi twong tri thiee, khong chi phu thudc vao trinh do hoc van
cuia hoc sinh ma con phu thuoc vao thuc hanh giang day cua gido vién.

% Vé&i bai toan 2
Céc bai giai nhan dugc cho théy hoc sinh nhé kha tot cong thuec tinh céac dinh thue.
Tir d6 suy ra hién tuong & bai 1 : rit nhiéu bai giai khong st dung chién luoc S,
khong han vi hoc sinh quén cong thirc ma 1i do chinh ¢6 18 1a vi ho da khong nhan ra
duoc nghia hinh hoc cua k¥ thuat Cramer.
Ngoai ra, trong luc tién hanh thuc nghiém, néi [én mét sw kién dang cha ¥ 1a ngay
sau khi phat dé bai toan 2, mot hoc sinh (v6i vé mat rat ty tin) da hoi chung t6i :
“Thua Co, sw dung dinh thuc la cach duy nhat dé giai va bién ludn hé, vay tai
sao ¢ ddy C6 lai yéu cau chiing em tim thém phwong phdp khéac?”
Lién sau d6, mot s6 hoc sinh khac ciing hudng tng theo.

Vay nén, hoan toan cé co s& khi nodi rang doi voi mot bo phan hoc sinh, ky thudt
Cramer chiem vi tri “doc quyén” dé giai va bién ludn hé (2, 2) co chira tham so.

% Vé&i bai toan 3

Ngoai viéc kiém chimg quy tic hop dong didactic R, thuc nghiém con cho thay
t6n tai cach hoc may moc o hoc sinh khi s dung ky thudt Cramer. biéu nay duogc
minh chimg qua ba loi giai: L, , L, vaL,.

That vay, hoc sinh da khong mot chiit dan do khi két luan hé phwong trinh c¢6 v sd
nghiém trong truong hop D = D, =Dy, = 0 (thé hién qua 50 bai lam st dung L, ),
tham chi 14 ho khong can tinh toan dinh thic chi hét va két luan ngay ¢ vo sé nghiém
(thé hién qua 34 10i giai L, ). Hon nira, 43 161 giai L, con ching t6 tinh hinh thire cua
k¥ thuat Cramer dd anh hudng kha ning né dén hoc sinh, ngay ca khi cac em c6 biéu
hién ¢ gang thoat khoi nd bang cach thé gid tri ciia tham s nhan duogc tir truong hop
D = Dy = Dy = 0 vao hé. Nhu vay, néu tinh chung sb6 hoc sinh qua cac loi giai L, ,
L, va L, thi 50 + 43 + 34 s€ 1a 127 hoc sinh va 127/175 = 72,57 % qua thyc 1a mot

ti 16 rat dang luu y.

Mit khéc, v6i 48 hoc sinh chon kiéu loi gidi L, , chung t6i 6 thé nhan manh lai
nhan dinh & chuong 3 rang kp thudt Cramer thdt ra khéng phdi la mét algorit (hiéu
theo nghia chat) ae gidi va bién ludn hé (2, 2) vi trong truong hop D = D, = D, = 0,
hoc sinh da thuc hién thém cac thao tac sau :
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-~ Tim gié tri ctia tham s6 sao cho D =Dy = Dy=0;
~ Lan luot thé cac gia tri nay vao hé ;

~ Tuy ting truong hop ma két luan hé v6 nghiém hay v6 s6 nghiém.

Cudi cung, trong Gmg voi 101 giai L, , ching toi kha bét ngd khi nhan duoc mot
s0 khang dinh sau :
~ Ca An va Binh cung dung.
- Ca An va Binh cung sai.
— Hai ban An, Binh vtra dung, vira sai.
C6 thé ndi du theo cach 1ap ludn nao thi ca ba khang dinh trén déu chtng to khd
nang suy ludn logic ciia mot sé hoc sinh la vt kém.

4.4.5. Két luan

Qua phan tich 16i giai cua hoc sinh dbi v6i 3 bai toan dit ra, chung toi co thé
khang dinh dugc tinh hop thic cia cac gia thuyét nghién ciru da néu. Ngoai ra, thuc
nghiém con cho thay viéc 4p dung may moc k¥ thuat Cramer c6 nguy co dan dén cach
hoc hinh thirc & hoc sinh.

4.5. KET LUAN CHUONG 4

Thuc nghiém duoc tién hanh trén hai ddi tuong gido vién va hoc sinh di cho phép
ching t6i dua ra mdt s6 két lun sau :

e Khi gidi va bién ludn h¢ (2, 2) chira tham s6, hoc sinh khong cé trach nhiém
kiém tra tong binh phuong cac hé sé trong mdi phwong trinh ctia hé c¢6 ludn khac 0
v6i moi gia tri ciia tham sé hay khong (H, duoc kiém chimg). Chinh su thoa dang nay
clia quy tic hop ddng didactic R di dan dén mot hé qua tat yéu 1a hoc sinh khong nhan
ra dugc méi lién h¢ gifra truong hop D = D, = D, = 0 va diéu kién @’ + b’ %0,
a’+ b =0,

e Hon nira, trong khi cac k¥ thuat dai s6 ma dic biét 1a k¥ thuat Cramer thuong
duoc hoc sinh uu tién lya chon thi nguoc lai, k¥ thuat hinh hoc, ngay ca & nhiing tinh
hubéng ma hoan toan c6 thé sir dung nd, hau nhu khong duoc hoc sinh huy dong dén
(H, duoc kiém chung).

e Bén canh d6, mdi lién hé gitra vi tri twong ddi cta hai dudong thing véi cac
budc bién luan trong ky thudt Cramer chua that sy dugc thiét 1ap ¢ hoc sinh (H; dugc
kiém chimg). Thyc nghiém cho thiy dé hoc sinh c6 thé nhan ra “nghia hinh hoc” nay,
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van dé khong chi dya vao thiét ké cua SGK, phu thudc vao nang luc hoc tap cua hoc
sinh ma con tuy vao thuc hanh giang day cua giao vién.

e Ngoai ra, cac cau trd 101 nhan duogc tur phia gido vién va hoc sinh con cho phép
chung t6i khang dinh lai nhan dinh ¢ chwong 3 rang ky thudt Cramer khéng phdi la
mét algorit ma an dang sau né mai 13 mot algorit véi nhidu phép bién d6i dai sé phirc
tap hon. Chinh vi vay, néu hoc sinh van dung mdt cach may moc cac bude trong ky
thuat nay thi rat dé& méc sai 1am, dic biét trong truong hop ba dinh thirc D, D, va Dy
triét tiu.
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KET LUAN

Qua luan van nay, ching toi dat dugc nhitng két qua cha yéu sau :

Trong chuong 1, ching toi dd lam sang t6 mdi quan hé gitra algorit va tham s
(hay gitra algorit va phuong trinh chira tham s6) thong qua viéc chi ra mot s dic

trung toan hoc cuia cac khai niém algorit, tham s6 va phuong trinh chira tham sé.

Trong chwong 2, viéc phan tich TCTH gén vé6i cac phuong phap giai hé phuong
trinh tuyén tinh d cho phép chung t6i nhin rd hon cudc séng cia algorit va tham s6

cung moi lién hé gitra chung ¢ dai hoc.

Tir nhitng két qua dat dugc & hai chuong dau, ching t6i budc vao chuong 3 bang
viéc nghién ciru algorit va tham sé trong mdi quan hé vé6i thé ché day - hoc toan &
truong THPT. Trudce hét, xét trong chu deé phuong trinh, chung t61 da lam sang t6 su
tién trién cua hai dbi twong nay ciing nhu mdi quan hé gitta ching qua cic chuong
trinh (CCGD 1990, CLHN 2000 va thi diém phéan ban 2003). K& d6, théng qua viéc
phan tich TCTH gin vé6i cac phuong phap giai “Hé phuong trinh bac nhat nhiéu an”
xudt hién trong SGK cua 16p 9 va 10, ching t61 khong nhitng da ¢6 mdt cai nhin sau
hon vé algorit va tham s6 ma con chi ra dugc mot sb chénh 1éch gitta TCTH ¢ truong
phd thong véi TCTH ¢ dai hoc lién quan dén cac phuwong phép giai hé phuong trinh
tuyén tinh.

Ngoai nhitng két qua trén, nghién ctru moi quan hé thé ché véi algorit va tham sb
trong trudng hop “Hé phuong trinh bac nhat nhiéu 4n” con din chung t6i dén voi ba
gia thuyét nghién ctru H,, H, va H; ma tinh thoa dang cua ching da duogc kiém ching

bang mot thuc nghiém (vé phia gido vién va hoc sinh) & chuong 4.

Khi d6, su hop thirc cua quy tic hop dong didactic R (thudc gia thuyét H;) kéo
theo mot hé qua 1a hoc sinh khong nhén ra duoc mbi lién hé gitra truong hop D =D, =
D, = 0 va diéu kién a*+ b’ 20, a”” + b? 0 trong ky thuat Cramer ; tir ddy dan dén
viéc ho c6 thé mic phai sai 1am khi két luan vé tap nghiém cuia hé phuong trinh trong

trudng hop nay.
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Con sy thoa dang cua gia thuyét H, lai chtng t6 co su gian doan gitra k¥ thuat dai
s6 va k¥ thuat hinh hoc trong vi¢c giai va bién luan h¢ (2, 2) chira tham $6. That vay,
thuc nghiém vé phia hoc sinh cho théy trong khi k¥ thuat dai s6 luén duoc vu tién thi

k¥ thuat hinh hoc gan nhu ving bong.

Va cubi cung, sy hop thirc cua gia thuyét H; ndi 1én rang hoc sinh c¢6 nguy co
khong nhan ra dugc nghia hinh hoc cua ky thuat Cramer (ma diéu do lai rat can thiét

dé han ché tinh hinh thirc va may moc cua viée ap dung cac bude trong k¥ thuat nay).

Ttr nhitng két qua nghién ctru dat duoc ¢ hai chuong 3, 4 va dit trong bdi canh xa
hoi ma cong nghé thong tin da phat trién v6 cing manh mé nhu hién nay, ching toi

tu hoi :

o Khi day hoc hé phirong trinh (2, 2) chira tham s6, nham giiip hoc sinh cé
dwoc cdi nhin hinh hoc doi véi ky thudt Cramer, thay vi dwa vao ky thudt
cong dai s6, gido vién cé thé xudt phat tir ndi dung “y nghia hinh hoc ciia
tGp nghiém” ma hoc sinh da biét ¢ 16p 9 dé xdy dung ky thudt Cramer
dwoc khong?

o Mt khac, dé giup hoc sinh nam bat ky thuat hinh hoc mot cach nhanh
chéng, gido vién nén khai thdc cdc phwong tién day hoc va cdc phan mém
todan hoc (chcfng han : Sketchpad, Géométrie Plan, Cabri Il Plus, ... ) nhuw
thé nao? Tir cdc phan mém ndy, gido vién cé thé givip hoc sinh vé dé thi va
xdc dinh tdp nghiém ciia hé phwong trinh chira tham sé theo mét algorit

dwoc hay khong?

Qua that, cac cau hdi trén ddy mé ra mdt co hoi dé xay dung mot tiéu dd an
didactic. Nhic lai rang d6 4n nay s& cho phép dat duoc hai muc dich : thir nhat 1 khic
sau ¢ hoc sinh nghia hinh hoc cia ky thuat Cramer, thir hai 1a tao diéu kién cho hoc

sinh tiép can voi k¥ thuat hinh hoc mét cach tryc quan va sinh dong.

Tiéc 1a thoi gian nghién ctru con han hep nén chung t61 xin danh lai van dé do cho

nhing cong trinh tiép theo.
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Phu luc 1

SU TIEN TRIEN CUA KHAI NIEM ALGORIT TRONG
TOAN HQC

Vi pham vi tac dong cua algorit bao trum hau hét cac linh vuc khac nhau cia toan hoc
nhu Sé hoc, Hinh hoc, DPai sd, Giai tich, ... nén & day, chung t6i chi co thé néu nhirng nét
khai quat nhat vé lich st hinh thanh va tién trién cta khai niém algorit qua ba giai doan
chinh sau :

1. Giai doan ngim an : Giai doan Hy Lap cé dai dén thé ki 12

That kho néi chinh xéac tu tuong algorit ¢6 tir khi nao vi diéu d6 con phu thude vio
ngudn tai liéu va quan diém ciia mdi ngudi, nhung mot didu chic chéin rang, algorit d ton
tai va duogc st dung trudc ca khi xuét hién thuat nglt md td n6 mot cach rd rang. Algorit
duoc biét dén nhu nhiing qui tic xac dinh va phd dung. N6 c6 thé 1a cac thu tyuc lién quan
dén luat phap hay toan hoc nhu ¢ thoi Babylon ; né ciing c6 thé 1a cac phuong thirc ghi nhé
nhu ¢ thoi Hy lap ; 13 cac qui tdc ngdn ngit ma cic nha van pham Roma sir dung hay céac
cong thirc vé y hoc, niu an, ...

Nhu vay, ¢ giai doan Hy lap ¢ dai, khai niém algorit dugc dung va dugc hiéu mot
cach truc gidc. N6 ¢6 co ché protomathématique.

2. Giai doan ban twong minh : Tir thé ki 12 dén cudi thé ki 19

Khoang thé ki 12, tic pham Hisdb aljabr w’al-muqudbalah cua Al-Khowdrizmi dén
duoc chau Au qua ban dich La tinh. Tir d6, thuat ngt algorisme, algorismus hay
algorithmus dugc dung dé chi cac qui tic thuc hién cac phép tinh sb hoc trén cac sb thap
phan.

DPén nim 1857, nguoi ta tim thiy ban dich sang tiéng La tinh cudn sach ban vé cach
dung cac chit Hindu cta Al-Khowdrizmi va n6 bat dau nhu sau : “Algoritmi dd néi ...”".
Xuat phét tir tir algorithmi — cach phién am sang tiéng La tinh tén cua Al-Khowdrizmi,
thuat ngit algorit ra doi. Luc nay, ngudi ta goi algorit 13 hé dém thap phan theo vi tri va
nghé thuat tinh toan trong hé 4y, boi vi chinh nho ban dich sang tiéng La tinh (thé ki
thir 12) cong trinh ctua Al-Khowdrizmi ma chau Au méi biét dén hé dém theo vi tri.

Nhu vay, cho té1 giai doan nay, khai niém algorit van dugc dung va duogc hi€u mat
cach truc giac. N6 ¢é co ché paramathématique. @

M
(

chua c6 tén va chua dugc dinh nghia chinh x4c vé mit toan hoc
Y ¢6 tén nhung chua dugc dinh nghia chinh xac vé mit toan hoc
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3. Giai doan twong minh : Tir thé ki 20 dén nay

Nhu d3 dé cap, gén lién véi su phat trién cua toan hoc, khai niém algorit trudce thé ki 20
duoc dung va duoc hiéu mot cach truc giac : kha ning giai bai todn “d dang tong qudr” bao
gid ciing bao ham vé thuc chit nim dugc mot algorit ndo d6. Va nhu vay, nhiéu algorit
dugc thuc hién trudce khi khai ni¢m algorit dugc xac dinh mot cach ro rang.

Pén dau thé ki 20, trong toan hoc xuét hién mot sd bai toan ma viéc co algorit dé giai
chung 1a rat dang nghi ngd. Nguoi ta dit van dé : liéu c6 thé chimg minh 14 khong c6
algorit dé giai bai toan d6 hay khong. Néu nhu khai niém truc gidc vé algorit 13 da dung
khi ta chirng minh viéc c6 algorit cu thé nao do, thi nguoc lai, n6 khong thé 1a co s& cho
viéc chimg minh khong c6 algorit dé giai bai toan nay hay bai toan khac. Mudn chimg
minh khéng c6 algorit, thi trude hét can c6 mot dinh nghia chinh xac cho khai niém nay.

Vao ngay 8 thang 8 nam 1900 tai Pai hoi toan hoc Quéc té & Paris, David Hilbert — nha
toan hoc ndi tiéng nguoi Pirc da phat biéu 23 bai toan kho, nham kéu goi gidi toan hoc cla
thé ky 20 cung tap trung nd luc dé giai quyét. Bai toan thi 10 trong sb cac bai toan trén
duoc Hilbert phat biéu nhu sau :

“Cho phwrong trinh Didphdng véi sé an tity ¥ va cdc hé sé nguyén tuy y. Hay chi ra
phwrong phdp cho phép sau mét sé hitu han thao tdc cé thé xdc dinh dwoce rang
phwong trinh da cho co nghiém nguyén hay khong.”

Nhu viy, van dé dit ra 1a xdy dung mot algorit dé nhan biét mdi phuong trinh
bidphang tuy y xem nd c6 nghiém nguyén hay khong.

Véi mét sé truong hop riéng, algorit nhan biét nghiém nguyén cia phuong trinh

Didphing di duoc xay dung nhung algorit cho truong hop tong qudt van chua tim duge.

Vao khoang nhitng nam dau cua thap ki 30, Godel, Kleene, Church, Turing va Post da
dua ra mot s6 dinh nghia nham chinh xac hoa khai niém algorit. Sau d6, nhiéu tac gia khac
tiép tuc dwa ra mot s6 dinh nghia khac vé algorit. Cac dinh nghia d6 noi chung déu twong
duong nhau, tuy méi dinh nghia c6 mot s6 thuan loi riéng, thich hop véi viéc nghién ctru
mot 16p van dé nao d6. Co thé mé ta mot sd hinh thirc cho algorit nhu sau :

- May Turing (1936)

- May Post (1936)

- Ham d¢€ qui (Godel 1931, Church 1936, Kleene 1936)

~-  Algorit chuin Marcov (1954)

~ Vian pham Chomsky kiéu O (1959)

M Cudi cung, vao nam 1969, nha toan hoc tré ngudi Nga 1a Tu. Matiasievich dd chimg minh ring s& khong
bao gio tim dugc algorit véi chitc nang tim dugc nghiém nguyén cta phuong trinh Didphang tuy y.
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— Hau hét cac ngdn ngit lap trinh (tir 1950 dén nay)

Chang han dudi day 1a dinh nghia vé may Turing.

May Turing

May Turing 1a mét khai niém toan hoc nham chinh x4c hoa khai niém algorit. Moi qué
trinh algorit bat ky, xét dén cung, déu 12 mot trinh ty thuc hién mot sb phép bién ddi co s&
nao d6. Trong mo hinh méay Turing, ta chi ding mot loai phép bién doi co s¢ vo cing don
gian, d6 1a viéc thay thé mot ky hiéu nay bang mot ky hiéu khac.

Khai niém may Turing c6 uu viét ¢ chd né mo ta mot cach khoa hoc, trén co so phan
tich ti mi cac qua trinh algorit n6i chung, vi vay, ngoai cac gia tri Iy thuyét triru tugng, nd
con 1a co s& cho viée nghién clru cic qua trinh tinh toan. Sau khi xuét hién cac may tinh
dién tt MTDT) (khoang nam 1946), may Turing tréd thanh mot mé hinh todn hoc thuan
tién cho cac may tinh thuc té. Trén co s& mé hinh d6, nguoi ta c6 thé nghién ctru 1y thuyét
chung vé cic qua trinh tinh toan.

Piém khac nhau cin ban giita may Turing va MTDT trong thuc té 13 tiém ning vo han
cua bd nhd cia may Turing so v6i bd nhd hiru han cia MTDT. Nhu vay, mdy Turing
khong tdn tai v& mat vat 1y vi né c¢6 b nhé v6 han, nhung cling chinh do dac diém nay ma
ta thdy may Turing manh hon bat cir MTDT nao. Thong qua may Turing, chiing ta c6 thé
ching minh sy tn tai hodc khong mot algorit giai bai toan nao do.

V6i viéc mot s6 dinh nghia nham chinh x4c hoéa khai niém algorit, lich st algorit
chuyén sang lich str cia mot linh vuc khoa hoc mdi : algorithmique (khoa hoc nghién ciru
algorit). Noi cach khac, nghién ctru algorit thuc sy tré thanh mot 1y thuyét. Ly thuyét
algorit quan tim dén nhitng van dé sau :

~  Nhing bai toan nao giai dugc bang algorit, nhiing bai todn nao khong giai dwoc

bang algorit.

~ Tbi wu hoa algorit : thay nhing algorit chua tot bang nhiing algorit tt hon.

~ Trién khai algorit : X4y dung nhitng ngdn ngit thuc hién trén may tinh dé ma héa

algorit, ndi cach khac 1a viét algorit dudi dang may tinh dién tir hiéu duoc va di
nhién 1a sau d6 may tinh phai thyuc hién algorit dé xac dinh két qua can tim.

Hudng nghién ctru thir hai thudc pham vi cua linh vuc phéan tich algorit : danh gia dinh
lwong murc do phirc tap cua algorit. Huéng nghién ctru thtr ba thudng duoc xép vao khoa
hoc lap trinh.

Ciing sau khi chinh xac hoa khai niém algorit, nguoi ta thiy rang con kha nhiéu van dé
vé algorit chua duoc giai quyét trong toan hoc. Mot trong cac van dé do doi hoi tim duoc
phuong phap chung dé giai hang loat cac bai toan cing dang. Nhimg van dé tuong tu xut
hién trong nhiéu nganh toan hoc khac nhau qua céc thoi ky phat trién cta chung, tuy nhién

() Phan nay viét dua theo [32, tr.68 - 69].
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nhiéu vin @& cho dén nay van con chua giai quyét xong. Viéc sir dung y tudng va cac
phuong phap cua logic toan hoc, sau khi khai ni€ém algorit dd dugc chinh xac hoéa, cho
phép chimg minh rang, thong thuong khong t6n tai cac algorit dang tim kiém 4y. Trong
truong hop nay, van dé algorit dugc xem xét goi 1a khong giai dugc. Cac van dé algorit
khong giai dwoc xuat hién kha nhiéu trong cic nganh toan hoc truyén thong nhu dai sd,
logic, li thuyét sb, top6 logic v.v... Nhu vdy, quan niém ciia cac nha toan hoc vé algorit da
thay d6i. Bay gid, vdan dé algorit duge hiéu 1a cau hoi : ton tai hay khong algorit dé giai
mot loat cac bai toan cung loai va tim ra algorit nay khi n6 tdn tai.

Viéc nghién ciru van dé algorit trong mot nganh toan hoc nao d6 thuong di kém véi y
tudng va cac phuong phéap cia logic toan hoc trong nganh dé, tir 46 din dén viée giai quyét
cac van dé khac khong con tinh chit dic trung cua algorit nira. ©

() Phan nay viét dua theo [60, tr.220].
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Phu luc 2

MOI LIEN HE GIUA ALGORIT, PHUONG PHAP TiNH VA
MAY TiNH PIEN TU

Vé mbi lién hé giita cac dbi twong nay, dudi ddy chung toi xin duoc trich din nguyén
van két qua nghién cuu cua tac gid Lé Van Tién duoc in trén tap chi Nghién ciru Gido duc,
s6 12/2000, trang 24

“Nhiéu bai toan cua toan hoc, ciia cac khoa hoc khac hay cua thyc té doi hoi tim ra
két qua bang s6. Rat thong thuong ngudi ta chi tinh duge cac gia tri gan dung cua
két qua nho vao phuong phap tinh. Viéc cu thé héa cac phuong phap tinh din dén
hinh thanh cac thuat toan (algorithme). Trudc day nguoi ta phai dung lai ¢ viéc mo
ta cac thuat toan vi thiéu cong cu thyc hién. Viéc phat trién manh mé cua cong nghé
thong tin da khic phuc kho khin nay. Vé nguyén tic, ta c6 thé st dung truc tiép
MTDT (may tinh bo tii hay may vi tinh) dé thuc hién timg budc cia mot thuat
toan. Tuy nhién, dé tiét kiém thoi gian, ta thuong ty dong hoa viéc thyc hién nay.
Diéu d6 doi hoi phai viét cac thudt toan lién quan trong mot ngdn ngir hoan toan
hinh thirc héa d& may co thé hiéu duoc, ma ta goi 1 “chuong trinh”. Cong viéc
thiét 1ap chuong trinh goi 1a “lap trinh” (programmation). Nhu vay hinh thanh nén
mot tong thé :

Phuong phép tinh — Thuat todn — Chuong trinh

1

Lap trinh |

Qua thuc, viéc nghién ctru (Phuong phép tinh — Thuét toan — Chuong trinh),
mot mit gop phan hinh thanh nén mot yéu té quan trong cta hoc van phd thong (tu
duy thuat toan), mat khac cho phép lam quen voi cac phuong phép lap trinh, véi
MTDT. Piéu d6 cho phép tiép can dan véi tin hoc.

Dé lam 16 logic ndi tai cta to chitc Phuong phap tinh — Thuat todan — Chuong
trinh, giai gan dung phuong trinh 1a mot trong nhiing ving dat phong pht can khai
thac. Giai gan ding phuong trinh din téi nhitng thuat toan ldp, nhiing chwong trinh
danh cho MTDT rét tht vi.”
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Phu luc 3
PHUONG TRINH VA DAY - HQC GIAI PHUONG TRINH

Vi ndi dung cua luan vin dé cap dén “cdc déi twong algorit va tham sé trong day hoc
van dé phwong trinh ¢ trieong THPT” nén thiét nghi dé tra 161 cac cau hoi trén, chang toi
can phai tim hiéu xem ¢ trudng phd thong, khdi niém phwong trinh duge dinh nghia ra sao
va day hoc gidi phirong trinh can dugc tién hanh nhu thé nao.

1. Khai niém phwong trinh

Trong nha truong phd thong, khai niém phuong trinh duge nhin & ca hai phuong dién :
phuong dién cu phép va phuong dién ngit nghia.
“Phwrong dién cii phdp (syntaxic) cua toan hoc 1a mat xem xét cau tric hinh thirc va
su bién ddi hinh thirc nhiing biéu thurc toan hoc, su lam viéc theo nhitng quy tac xéc
dinh va ndi riéng la sy lam viéc theo thudt gidi.
Phuwong dién ngir nghia (semantic) cua toan hoc la mat xem xét ndi dung cia
nhirg ménh dé toan hoc va nghia clia nhitng cach dit van dé toan hoc.” [38, tr.80]

1.1. Phwong dién cu phap

Theo quan diém “cii phdp”, phuong trinh dugc xem nhu mét day ki hiéu c6 mot dang
nhat dinh, va tir 46 c6 kha ning nghién ctiru duoc cdu trac cua day ki hiéu triru xuat khoi
nhimng noi dung cu thé.

“Phirong trinh 13 hai biéu thirc ndi voi nhau boi dau = ; trong cac biéu thirc d6 ¢
mot hodc nhiéu bién, goi 14 4n.” [59, tr.295]

1.2. Phwong dién ngir nghia

Khai niém phuong trinh con c6 thé duoc hiéu theo phuwong dién “ngir nghia”. Phuong
dién nay coi phwong trinh nhu mot ham ménh d@é . Chang han, trong trudng sb phic C,
phuong trinh dugc dinh nghia nhu sau :

“Cho hai ham s6 n bién phtrc x,, x,, ..., x, 1[a f(x, x,, ..., x,) va g(x,, x,, ...,
x, ). Ta goi tap hop n so phttc x=(x,, x,, ..., x,) € C" 1a mét diém trong khong
gian phtrc n chiéu C”. Khi d6 cac ham so f(x,, x,, ..., x,) va g(x,, x,, ..., X,)

() Cén chii y rang néu triét dé tuan theo quan diém ct phap thi khong thé noi phuong trinh 14 mét ham ménh
dé ma chi c6 thé noi phuong trinh biéu thi mot ham ménh dé.
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duge xem 1a cac ham mot bién f(x), g(x) trong C". Gia sir f(x) c6 mién xac dinh 14
D,c C", g(x) ¢6 mién xé4c dinh 1a D, C".
Ta dinh nghia phwong trinh

f(x) = g(x) )
la ky hiéu ciia ham ménh dé “gid tri cuia hai ham sé f(x) va g(x) la bang nhau.”
Ta goi x 1a 4n cua phuong trinh (1) ; néu coi f va g 1a ham ctia n bién x,, x,, ...,
x, trong khong gian C thi (1) la phuong trinh ciia n an X, Xy, ..., x,. Tap hop céc
gi4 tri thira nhan duogc ciia cac d6i sé goi 13 mién xac dinh cua phuong trinh (1), d6
latap S=D; nDs. [...]
Thay cho truong C, ta co thé liy mot truong s6 K bat ky (co thé 1a Q, R) lam
truong co s [...].” [36, tr.92]

Hay mdt dinh nghia don gian hon :
“Gia sir cho y = f(x) va y = g(x) 13 cic ham s6 ma giao hai mién x4c dinh cia ching
la M. Ta goi ham ménh dé “So i cua f(x) va g(x) bang nhau” xac dinh trén M la
mot phuwong trinh va ki hiéu 1a f(x) = g(x).
Tap M duogc goi 13 mién xac dinh cta phuong trinh d6.” [38, tr.61]

2. Day hoc giai phwong trinh

Twong tng véi hai quan diém vé phuong trinh, day hoc giai phuwong trinh & truong phd
thong ciing chii y dén ca phuong dién ct phap 13n phuong dién ngit nghia va giai quyét
mdt cach hop 1i mbi quan hé giira hai phuong dién do.

2.1. Phuwong dién ca phap

Noi chung, phuong di¢n cti phép dugc chu trong trong day hoc giai phuong trinh c6
cach giai tong quat thong qua viéc xem xét cau tric cua diy ki hiéu biéu thi phwong trinh
va qua su 1am viéc mot cach hinh thirc v6i diy ki hiéu d6. Nhu thé, theo quan diém ci
phap, phwong trinh sé dwgc gidai nho mot algorit hay nho mot cong thirc nao do.

Theo [38, tr.85], dé rén luyén cho hoc sinh cach suy nghi vé mat ca phap,

(13

. ngudi thay gido can tdp luyén cho hoc sinh khéng chi quan tdm téi nhiing
phuong trinh truc tiép c6 dang trén ma con tdn dung nhimg co hoi giai nhiing
phuong trinh c6 thé dua vé cac dang trén nhd nhitng phép bién dbi thuc hién trén
day ki hiéu biéu thi phuong trinh. Trong nhimng trudng hop ndy, ngudi thdy gido
nén yéu cau ho xét cdu trac cua diy ki hiéu biéu thi phuong trinh dé dé xuat nhiing

(' Phan nay viét chu yéu dua theo [38].



www.VNMATH.com
8

phép bién dbi thich hop va xac dinh muc tiéu bién doi 1a dua phuong trinh vé dang
nao [...]".

“Nhitng phép bién dbi thich hop” & day c6 thé hiéu 13 : phirong phdp dat an phu,
phirong phdp phén tich thanh nhan tir, phwong phdp hé sé bdt dinh, v.v... Nhu thé, viéc
giai phuong trinh bang cac phwong phdp dai sé ciing c¢6 thé xem 1a mot trudng hop cia
viéc gidi nd theo phuong dién cu phap.

2.2. Phuwong dién ngir nghia

Nhiéu cong trinh nghién ctru da vach 16 rang trong viéc day hoc phwong trinh, ban dau
can chu trong chii yéu 1a phuong dién ngit nghia, cang vé sau cang ting cuong thém nhimg
yéu t6 vé mat ct phap nhung khong bao gio duoc ling quén mat ngit nghia.

“... dé chdng lai viéc ndm kién thirc mot cach hinh thirc va may moc, thinh thoang
ciing nén quay lai phuong dién ngit nghia ctia nhitng quy tic, chiang han yéu cau
hoc sinh giai thich co so ctia nhitng quy tic d6.” [38, tr.83]

(13

.. ngay ca khi hoc sinh dd hoc nhiing phép bién d6i phuong trinh, nhiéu cong
thirc va thuét giai dé giai nhiéu dang phuong trinh, nguoi thiy gido ciing khong
duoc sao lang phuong dién ngit nghia, trai lai cin khéo 160 két hop ca hai phuong
dién ngilr nghia va cu phap.” [38, tr.85 - tr.86]

Mot trong nhing cach gitp hoc sinh quan tim dén phuong dién ngit nghia chinh 1a giai
phwong trinh bing d thi.

“... theo chuong trinh hién hanh, ta can cha ¥ yéu cau hoc sinh giai phuong trinh
va hé phuong trinh béng dé thi. Nho vay ho s€ dugc tap luyén xdc dinh gid tri ra
khi cho biét gid tri vao, xdc dinh gia tri vao khi cho biét gid tri ra ddi véi tap hop
s6 thuc va tap hop diém trén miat phang.” [38, tr.139]

Nhan dinh vé phuong phap db thi, tac gia Phan Huy Khai cho rang :

“Phuong phap nay dua trén nhimng yéu t6 hinh hoc, do thi ctia ham s tiém 4an trong
cac bai toan dua ra (nhung nhin chung, ching khong duoc thé hién mot cach tuong
minh, hodc phai sau cc phép bién d6i mai phat hién ra chung) ...” [35, tr.3]

Tat nhién, ciing nhu cac phuong phap giai khac, phuong phap d6 thi khong phai 1a
thich hop cho moi phuong trinh, bit phuwong trinh chita tham s, nhung dic diém cua
phuong phép nay la mot khi da c6 mot cach nhin “hinh hoc” thi 161 gidi cta bai toan s€ don
gian, sang sua hon.

Mot cach khac gitip hoc sinh hiéu sau sic hon phuong dién ngir nghia chinh 14 nhan
biét dwoc méi lién hé giira phwong trinh va ham so.

“... can tan dung nhimg co hoi thich hop cho hoc sinh gidi phwong trinh [...] dua

4
A

vao viéc khao sat ham so.” [38, tr.139]
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Trén day 1a hai trong s nhing cach gitip hoc sinh rén luyén tu duy ngir nghia khi giai
phuong trinh. Hai cach d6 c6 thé dwoc goi chung 1 phuwong phdp gidi tich.

Tém lai, trong day — hoc phuong trinh, can chu trong thich dang ca phuong dién ngix
nghia 1an phuong dién ct phap va giai quyét mot cach hop 1i mbi quan hé giira hai phuong
dién do.

“Viéc chu trong vé phuong dién ngit nghia s& lam cho hoc sinh hiéu vé phuong
trinh mot cach sau sic, khic phuc dugc nhiing hiéu biét hinh thire va may moc. Mat
khéc, viéc chu trong vé phuong dién ct phap s& gop phan rén luyén cho hoc sinh ki
nang va ki xdo trong viéc gidi phuong trinh.” [38, tr.87]



www.VNMATH.com
10

Phu luc 4
CAC PHUONG PHAP GIAN TIEP PE
GIAI HE PHUONG TRINH TUYEN TiNH

(Céac ndi dung dudi day duogc viét dua theo [13] va [31].)

Xét hé phuong trinh tuyén tinh :
a,x, +a,x, +...+a,x, =b,
Ay X, +ApX, +.n+a,,x, =b,

(1)

a,x, +a,x,+..+a, x, =b,

bat 4= (al.j )[ i 12 ma tran hé s6, B € R" 1a vecto hé sb tu do cho trude, X e R 1a
vecto cot phai tim, thi hé (1) viét duoc & dang :

AX=B 2)

1. PHUONG PHAP CHOLESKY (PHUONG PHAP PHAN RA)

Xét lai hé phuong trinh : AX =B

Gia str ma tran A c6 thé biéu dién dugc ¢ dang :

A=BC 3)
b, 0 0
b, b 0

trong do B=| " %
bnl bn2 bnn

la ma tran tam gidc dudi, con C la ma tran tam gidc trén :

Cii Cp Gy

0 ¢ - o,
C=0 0 - g,

0 0 eoC

nn

Khid6écd: B=AX=BCX=BY voi Y =CX
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Vay h¢ (2) duoc phan ra thanh 2 hé dang tam gidc sau day :
BY =B
{CX =Y
Vén dé giai hé trén rat don gian, dau tién 1a giai hé :
BY =B
Vasau d6 voi Y vira tim duogc, ta gidi hé :
CX=Y

Co thé thay rang, néu nhu ta o :

a, 4y a,
a a a a a
1 12 21 2 2
a, #0, #0,...., "1#£0
a, dyp
anl anZ e ann

thi ma tran A ludn c6 thé biéu dién dugc ¢ dang (3).
That vay, xét h¢ phuong trinh :
mini, /)
D obycy =ay (i, j=12,....,n) 4)
k=1
Trong (4)néui=j=1thico b, .c, =a,
Néu nhu da biét ¢,, this& co b, tir diéu kién a,, # 0 taco b, .c;, #0
Baygioxéti=2,j=1vai=1,j=2thicod:
{bZI'cll =4ay,
by .c;, =ay,
Vi b, #0, va ¢,, #0 nén xac dinh duogc b,,, ¢, .
Bay gioxéti=j=2thico:
by ¢y +by 000 =y
Néu biét c,, thitir d6 c6 b,, :
Kiém tra tryc tiép thy rang :

“u %el_p b 0= b 0
=0),€105,Cy U= Dy,.¢5, #

ay dy

Qua trinh 18p luan tiép tuc s& xac dinh duogc tit ca cac an con lai trong h¢ (4)
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2. PHUONG PHAP CAN BAC HAI
(Phuong phap nay 1a truong hop riéng cua phuong phap Cholesky)

Trong myc nay ta xét riéng truong hop A 1 ma tran dbi xtmg (nghia 1a A = A”), khi d6
taco : A =B.B’ voi B 1a ma tran tam gidc dudi, B’ 1a ma tran chuyén vi cua B, con h¢ (2)
dugc phan ra thanh hé dang :

BY =B
B'X=Y

Thuce hién phép nhan B.B’ va dong nhat cac phan tir twong tng trong dang thc :

A=B.B’
o bl +b} +..+b. =a,
thita co : .
bb,; +byb,, +..+bb,=a, (i<])

iV

Giai hé phuong trinh trén ta c6 :
by, =y ay

b =20 (j>1)
1/ b, J

i—1
b, = /a,.,, ~> by (I<i<n)
k=1

i—1
i

a — mebk/

by=+ (<))
b; =0 khii>]
Chu y rang ta 1y :
b, 0 0 b, b, "
B b, b, - 0 | . 0 by, - b,
b, b, - b 0 0 - b,

Sau d6 vai tinh chat ddc thu ctia hé tam giac trén va hé tam giac dudi, dung phép thé
nguoc ta s€ cd duge nghiém cua hé phuong trinh phai tim, cu thé 1a :

b 1 i—1 )
Y= l Byi:b (bi_E,bkiykJ(l>l)
i k=1

u

bll
X, :biﬁ(yi - Zbikxk)(i<n),xn =2/”

k=i+1 nn

Chu ¥ : Khéi luong tinh toan cta phuong phap ndy ¢ n° phép tinh nhan chia.



www.VNMATH.com
13

Hé phuong trinh AX = B véi A 1a d6i xtng thudng gip trong nhimg bai toan xir 1y sd
lidu bang phwong phép binh phuong tdi thiéu.

Vi du : Giai hé phuong trinh AX = B nho phuong phap phan ra trong do

1
A=|2
1

—_— N

1 1
1, B=|1
3 1

Vi bllz"'allz\/Izl, blzz%:%zz

11

a 1
bB:b_BZI:l’ bzzz\/azz_blzzzl
1-2
b, :_(a23 _bIZbIS)ZT:_l

2
by :\/a33 _(b123 +b223):1

nén hé trén dua vé hai hé sau :

Ly, =1 y =1
2.y, +1.y, =1 véinghiém <y, =-1
Ly, +(=Dy, +Ly; =1 yy=-1
Lx, +2.x, +1.x; =1 x, =6
va h¢ lx, —1x;=-1 véinghiém {x, =-2
lx, =-1 x;=-1

3. PHUONG PHAP TRUC GIAO

Xét lai hé phuong trinh : AX = B v6i ma tran hé sd A khong suy bién.
Viét lai phuong trinh (2) & dang :

n
Z%—x,- —b;=0
j=l

i=ln

F 1A .1 r 1A n A A
Kihiéu a, = (ai1 3 pypenenes ;o =D, ),z =1,n, ta c6 hé n vecto {ai }l.:1 . Néu thém vecto

a,, =(0,...,0,1) thi co h¢ (n+ 1) vécto {q, | trongdd a, e R"',Vi=1,n+1.

Xét qua trinh tryc giao hoa Hilbert-Schmidt cho h¢ {a ; }7: , ta thu duoc :
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o
o]

k=1
u
u, =a, — E (ap,v,v,, v,=—k=2,...(n+1)
i=1

”“k
+1

Bay gio xét u,,, = (t,,t,,.....t,,,) . Gia st ¢,,, =0, theo tinh chit day {u, |

u =a;,v, =

(6)

ratra u,,,

tryc giao vé1 moi vecto a,, i=1, n ; vaytaco:

Zn: a;t; =0
=

i=Ln

(7)

Mit khac, theo gia thiét A 13 ma tran khong suy bién nén tr (7) rat ra

t,=t,=..=t,=0,vaycoé u,,, =(0,0,..,0),voly,nghiala ¢, #0
Vi u,,, truc giao vé1 moi q, (i = l,n); nén co :
(unH’ai): O
i=Ln
o a;t, —bt,, =0
hay khai triénratacod: 5=
i=ln
Ul t
o X Zaij —|=b,
Chayrang ¢, ,, #0,nén : {55 tha (8)
i=ln
A 17 , ™ n , tj . T 1 cn , n
H¢ thure (8) chimg t0 rang x =(x,)’_, voi x; = P j=1,n,l1a nghiém cua h¢ phuong
n+l

trinh (1).

Nhan xét : Phuong phap truc giao hoa tuong dbi don gian, dé 1ap trinh trén may tinh,
khdi luong tinh toan it (¢& n’ phép tinh).

4. PHUONG PHAP LAP PON

Trong R", ngudi ta thudng xét ba chuan quen thudc sau :

I, =ma,
0 1

1<i<n

n
[, =2
i=1
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M-S

i=1

Khi d6 voi ma tran 4 = (ay) _ e R™ s& ¢b cc chuan twong tng :

Jj=ln

|41, —maXZ\ i
1<1<n_ J
], = max o,

1<j<n y

i=1
||A||2 = \/1_1 (A, 1a gid tri riéng 16n nhit cia ma tran A’.A).

Dé giai hé phuong trinh AX = B (2) nhd phuong phap lip don, nguoi ta bién d6i (2) vé
dang :
X=BX+G (10)

Sau d6 véi x” e R", ta thiét 1ap day { *) }k bang cach dit

{X(’”” =BX" +G

k=0 (I

V6i mot s6 diéu kién vé& ma tran B, day {x* ], hoi tu dén nghiém x" ctia hé (2).

Phuong phép lap xéc lip theo hé thirc (11) dé giai hé phuong trinh (2) duoc goi la
phuong phép 1dp don.

Cac dinh li co ban

Pinh 1i 1

Néu B <1 thi voi moi x e R”, ddy {x® |, xéc dinh boi (11) hoi tu dén nghiém duy
nhat x” ctia hé phuong trinh (2), hon nira ta c6 :
B k
]

o< L
1-|]

e <.
Ching minh

Xéttoan tir T:R" — R" dugc xac dinh boi TX = BX + G. Khi 4y
€ R", diéu nay chimg to rang T 1a toan tir co, ap dung

nguyén li anh xa co ta c6 diéu phai chimg minh.

Chuy

1) Trong khong gian R" thi moi chuén 13 twong dwong cho nén néu phép lip (11) hoi
tu voi mdt chuan nao dé thi no ciing hoi tu véi cac chuan khéc.
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2) Véan d& dua hé phuong trinh (2) vé dang (10) voi ma tran B thoa man diéu kién
||B|| <1 1a khong tam thuong. No6i chung, voi mdi ma trn A cu thé phai c6 mot ki thuat

tuong ng kém theo. Dinh 1i dudi day cho ta mot vai truong hop dién hinh.
DPinh li 2

Giasitmatran 4= (al.j ) - thoa man mot trong hai diéu kién sau :
i, j=Ln

n —_

a) Z‘ay‘<|aii , Vi=1ln
i#j=1

n —_

b) Z‘a”‘<‘aﬂ. , Vi=Ln
J#i=l1

Khi dé luén c6 thé dua duge hé phuong trinh (2) vé dang (10) véi diéu kién |B] <1.

Chirng minh

a. Gia st diéu kién a) dugc thoa man, khi d6 ta viét lai (2) ¢ dang :

n
a,x, + Za”.xj =b,

i#j=1
i=ln
n a..
i __z — X+
Tw dd co: %=\ 4 a;
i=Ln

0 a; a; a, b,
a a a a;
a, 0 ay3 a,, b,
B = G =
ay ay ay |’ ay
anl _ an2 _ an3 . 0 bn
ann ann ann ann

Tt di€u kién a) rlt ra rang :

a,;

a[i

>

i#i=1

ol - S |
<Jj<n

b. Gia sir diéu kién b) duoc thoa man ta viét lai hé phuong trinh (2) & dang :

bat z, =a,x, thicohé:
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izj=l\ A
i=Ln
Vay ta co hé phuong trinh: Z=BZ+b (12)
0do:
0 ap as a,
ay as; a,, b,
a5 0 a5 o b,
B= b=
ap as; A |2
_ anl anZ an3 O b"
ay ay as;

Tu di€u kién ta co :

a;

a b

>

J#i=

g S22

Tém lai, ta ¢6 hé phuong trinh : Z =BZ + b v6i ||B||1 <1

Cht § ring néu Z° =(z/......z_ ) 1a nghiém ctia hé (12) thi X :(Z—l A j 1a
a;; dy a

nghiém cua hé phuong trinh (2).
Vi du : Giai hé phuong trinh sau day bang phwong phap lap don :
10x, +2x, + x; =10
x, +10x, +2x, =12
X, +x, +10x; =8

D& thay hé phuong trinh nay thoa mén diéu kién a) & trong dinh 1i 3.6.2. Ta dua hé vé
dang :

X, = -0,2x, = 0,1x; +1
x, =—0,lx, -0,2x; +1,2
x; =—0,1x, —0,lx, +0,8

Vi xap xi ban dau x” = (0, 0, 0), ta thu dugc két qua thé hién qua bang sau day :

« X Xy X3
1 1 1,2 0,8
2 0,68 0,94 0,58
3 0,754 1,016 0,638
4 0,733 0,997 0,623
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5 0,7383 1,0021 0,6270
6 0,73688 1,00077 0,62596
7 0,737250 1,00112 0,626235

C6 thé thay nghiém diing ctia hé nay la :
X' = ﬂ;ﬁ;ﬁ va X7 1a twong ddi chinh xac.
95579557955
5. PHUONG PHAP SEIDEL

Trong muc nay ta tiép tuc nghién ciru van dé giai hé phuong trinh AX =B (2).
Gia sir hé (2) dugce dua vé dang : X =BX + G (13)

Gia st rang da c6 cac xap xi x¥, x, ..., x*" thi lac d6 x*© (xfk) x ,x“‘))

n

duoc xac dinh boi :

(k) _ (k=1)
Xy zbu X, +g

(k) (k) (k-1)
Zbu j +Zbu J T8 (14)

i=2,n

Day {x* | xay dung theo h¢ thirc (14) dé giai hé phuong trinh (2) dwoc goi la day xép
xi xay dung theo thuat toan Seidel hoac theo phuong phap Seidel.

1<i<n

Pinhli: Néu |B| = max(i‘by \j <1 thi day {x™™ } xdy dung bi h¢ thirc (14) hoi tu
o
dén nghiém duy nhét cua hé phuong trinh (2).
Chirng minh
Theo dinh I 3.6.1 thi hé phuong trinh (2) c6 nghiém duy nhat x*, nghia I :
X, = Zbyx ;=

i=Ln

(15)

Lay (14) trir di (15) ting phuong trinh ta thu duoc :

i=1 n
(k+1) * (k+1) * (k) *
i —xf—zbz-j(xj —xj)+2bg(xj —xj)
=

Jj=i
T doétaco:
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i=1 n
(k+1) * (k+1) * (k) *
‘xi —xi‘—Z‘bnyj _xj“"Z‘by‘fo _xj‘ (16)
= =

i—1
Ta dat : ZZ‘bl.j‘ =L, Zn:‘bi/‘ =y.,chuy dén ||x||w = Ill;lgi(|xi| ,taco:
J=1 j=i si=

(k+1) * (k+1) * (k) *
v fspler e e ]
Got i, lachisOo ma:
* * *
x — x7 | = max|x*Y — x; ‘ =Hx(k+1) -Xx H .
0 0 I<i<n o

T (6) ta thu dugc :

k) _ |l < (k+l) % k) _ *
S N e R el

['e]

A * 7/ *
Vay : Hx(k”) - X H < 1 o Hx(k) - X ”

) ﬂ[o ©
< Vi N
bat v=maxm thi s€ ¢co :

e ] et ] 05

o0

Vi 50, trd6co:

(l_ﬂi)

|B],, = max(8, +7,)=v,nénv <1, do d6 hé thie (7) dan dén limx* =x", nghia la

Mit khac dé thay : (B, +7,)-

day {x”‘)} xay dung theo phuong phéap Seidel hoi tu dén nghiém duy nhét x".

Nhén xét
1) Toc d6 hoi tu cua phuwong phap 1ap don dbi voi hé phuong trinh (2) 1a :
[t = x| < B - x|
Mit khéc, tdc d hoi tu ctia phwong phap Seidel 14 :
et = x| < vl ® = x| vei v <|B

2) Néu viét lai hé (2) 6 dang : X = (B, + B,)X + G, trong d6 :

b11 b12 bln 0 0 - 0 b11 b12 bln
B= b21 bzz bZn B1 _ b21 0 - 0 32 _ 0 bzz bZn
b, b, b b, b, 0 0 0 b

thi c6 thé viét (14) dudi dang sau day :

XY =(E-B)?B,X® +(E-B)"'G
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Nhu vay phuong phép Seidel cling 1a phuong phap 1ap don duoc ap dung cho h¢
phuong trinh khéc.
Vi du : Giai hé phuong trinh sau bang phuong phap Seidel :
8x, —3x, +2x;, =20
4x, +12x, —x, =33
6x, +3x, +12x, =36

v6i xdp xi ban dau x© = (0, 0, 0)

Céc tinh toan cho bdi bang sau :

k X 1( k) X ; k) X gk )
0 0 0
2,5 2,1 1,2
2,988 2,023 1,000
3,0086 1,9969 0,9965
2,99971 1,9979 1,00020
2,999871 2,00065 1,000048

Chu ¥ ring nghiém dung cua hé 1a x™ = (3, 2, 1), tir 46 ta thay trong truong hop nay,
phuong phap Seidel hoi tu twong déi nhanh.
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Phu luc S
PHIEU THAM KHAO Y KIEN GIAO VIEN

Thira quy Thay C9,

Chiing t6i dang tién hanh mét nghién cieu nhé ma d@é hoan thanh xin dwoc tham
khdo y kién ciia quy Thay Cé. Mong Thay Cé gitip ching tdi tra 107 cdc cdu héi diedi
ddy hodc déanh dau chéo vao cau ma Thdy ¢é mudn chon.

Xin chan thanh cam on.

Caul

Thay C6 nghi gi néu trong tuong lai, B6 Gido duc va Pao tao quyét dinh logi bo cac
chu dé phuong trinh, hé phuong trinh, bat phuong trinh c6 chtra tham s6 ra khoi
chuong trinh toan & bac trung hoc phd thong?

Cau 2

Bai toan sau danh cho hoc sinh 16p 10 :

An va Binh cung giai va bién luan hé phuong trinh sau bang quy tic
Cramer (dinh thirc cdp hai) :
m—Dx+(m* -1)y=0 .
*) (m =Dz +( )5/ (m la tham s0)
m(m—-1)x+(1-m")y=1
nhung khi tim dugc gia tri cia m sao cho D = D, =D, =0, mdi ban lai dua
ra két luan trong truong hop nay nhu sau :
An : “Hé (*) ¢6 vé s6 nghiém.”
Binh : “H¢ (*) vo nghiém.”

Theo em, ban nao co ly? Giai thich sy lya chon cua em.
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Duoi day la 101 giai thich cua hai em hoc sinh.
Loi gidgi A

Taco:

y =m-— 1

m—-1 0
m(m—-1) 1

Ban Binh néi ding vi v6i D = Dy =Dy = 0 thi m = 1. Thé m = 1 vao hé

0=0
phuong trinh (*), ta dugc : {O (Vo ly). Vay trong truong hgp nay, hé
phuong trinh da cho v6 nghiém.
Loi gidi B
Trudce tién, ta xét :
(m—1)°+(m’> - 1)>=(m- 1*[1 + (m+ 1)’] khac 0khim =1.
[m(m— D]+ (1 -m? )= (m-1)*[m*+ (m + 1)’] khac 0 khim = 1.
Tiép theo, ta tinh céc dinh thitc D, Dy, Dy (tinh nhu trén).
KhiD=Dy=Dy=0,suyram=1: miu thuln voi diéu kién m= 1.
Do @6, trong truong hop nay, h¢ phuong trinh da cho v6 nghiém.
Vay ban Binh noi dung.
V6i hai 16 giai trén day, Thay C6 mong doi 10 giai nao nhat? Xin vui 1ong cho biét 1i
do?



www.VNMATH.com
23

Cau 3
Cho bai toan :
Hay gidi hé phirong trinh sau bang nhiéu phwong phdp khéc nhau.
mx+y=m
x+2y=1
Theo Thay C6, hoc sinh 16p 10 c¢6 biét giai va bién ludn hé phuong trinh trén bang
nhiéu phuong phap khac nhau hay khong?
Néu c6 thi nhitng phuong phap nao c6 kha nang dugc hoc sinh sir dung?

Sau khi giai va bién luan hé hai phuong trinh bac nhét hai 4n bang dinh thic (quy tic
Cramer), Thﬁy Co co yéu cau hoc sinh nhin lai mdi lién hé gifra vi tri tuong dbi cua hai
duong thiang véi cac truong hop bién luan theo ba dinh thuc D, D, Dy trong quy tac
Cramer hay khong?

a) Thuong xuyén
b) It khi
¢) Chuwa bao gio
Xin Thay C6 vui long cho biét 1i do vi sao.
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Phu luc 6
BQ CAU HOI PIEU TRA DANH CHO HQC SINH

HO VA LN o e,

& Lwu Y : Hoc sinh lam bdi ngay trén gidy da phdt va khéng dwoc ding bt xéa.

Bai 1 (lam viéc ca nhan)

4 » 7 )
Tim toa do giao di€m cua hai duong thang (d;) va (d;) tuy theo gia tri ciia
tham s6 m :
(d): mx+(m—-1)y=m
(d): (m+Dx+(m+1)y=2m
- J/
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Bai 2 (lam viéc theo nhom)

Hay giai hé phuong trinh sau bang nhiéu phwong phdp khdc nhau.

mx+y=m (d,)
x+2y=1 (d,)

Nhém thdng cude 13 nhom c6 nhiéu phuong phap giai nhat.
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Bai 3 (lam viéc ca nhan)

/ An va Binh cing giai va bién luan hé phuong trinh sau bang quy tic \

Cramer (dinh thtc cép hai) :
*) {(m—l)er(mz ~1)y=0

(m la tham s6)
m(m—-x+(1-m*)y=1

nhung khi tim duoc gia tri cia m sao cho D = D, =D, =0, mdi ban lai
dua ra két luan trong trudng hop ndy nhu sau :

An : “H¢ (*) ¢6 vo so nghiém.”
Binh : “H¢ (*) vo nghiem.”

\ Theo em, ban nao co ly? Giai thich sy lva chon cua em. /
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Phu luc 7
MOT SO BAI LAM CUA HOQC SINH





