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Më ®Çu

Mét trong nh÷ng øng dông s©u s¾c cña lý thuyÕt ph©n bè gi¸ trÞ do R.

Nevanlinna x©y dùng lµ VÊn ®Ò x¸c ®Þnh duy nhÊt cho c¸c hµm ph©n h×nh

kh¸c h»ng trªn mÆt ph¼ng phøc C qua ®iÒu kiÖn ¶nh ngîc cña tËp hîp ®iÓm.

N¨m 1920, G. Pãlya [65] chøng minh §Þnh lý 4 ®iÓm sau: NÕu hai hµm ph©n

h×nh kh¸c h»ng f, g trªn mÆt ph¼ng phøc C cã cïng ¶nh ngîc kÓ c¶ béi

cña 4 ®iÓm ph©n biÖt th× f =
ag + b

cg + d
víi nh÷ng h»ng sè a, b, c, d nµo ®ã tho¶

m·n ad− bc 6= 0.

N¨m 1926, R. Nevanlinna ®· chøng minh: NÕu hai hµm ph©n h×nh kh¸c

h»ng f, g trªn mÆt ph¼ng phøc C cã cïng ¶nh ngîc kh«ng tÝnh béi cña 5

®iÓm ph©n biÖt th× f ≡ g. Ngµy nay, kÕt qu¶ nµy ®îc gäi lµ §Þnh lý 5 ®iÓm

Nevanlinna.

Cho ®Õn nay, cã hai híng nghiªn cøu sau ®©y nh»m më réng §Þnh lý 4

®iÓm, §Þnh lý 5 ®iÓm.

1) XÐt nghÞch ¶nh riªng rÏ cña ®iÓm cho c¸c hµm vµ nghÞch ¶nh cña siªu

ph¼ng, siªu mÆt cho c¸c ¸nh x¹ chØnh h×nh, víi c¸c t×nh huèng kh«ng tÝnh

béi, cã tÝnh béi hoÆc tÝnh víi béi bÞ chÆn, trong c¸c trêng hîp phøc vµ

p-adic.

2) XÐt nghÞch ¶nh cña tËp hîp ®iÓm cho c¸c hµm vµ nghÞch ¶nh cña tËp

hîp siªu ph¼ng, siªu mÆt cho c¸c ¸nh x¹ chØnh h×nh, víi c¸c t×nh huèng

kh«ng tÝnh béi, cã tÝnh béi hoÆc tÝnh víi béi bÞ chÆn, trong c¸c trêng hîp

phøc vµ p-adic.

Híng thø nhÊt lµ sù më réng tù nhiªn cña §Þnh lý 4 ®iÓm vµ §Þnh lý

5 ®iÓm. KÕt qu¶ ®Çu tiªn trong trêng hîp phøc thuéc vÒ H. Fujimoto [31].

N¨m 1975, «ng chøng minh ®îc: NÕu hai ¸nh x¹ ph©n h×nh kh¸c h»ng

f, g : Cm −→ Pn(C) cã cïng ¶nh ngîc tÝnh c¶ béi cña 3n + 1 siªu ph¼ng
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ë vÞ trÝ tæng qu¸t trong Pn(C) th× tån t¹i mét biÕn ®æi tuyÕn tÝnh x¹ ¶nh L

cña Pn(C) sao cho L(f) = g.

Trong trêng hîp p-adic W. Adams vµ E. Straus [7] ®· nhËn ®îc kÕt qu¶

sau t¬ng tù nh §Þnh lý 5 ®iÓm cña Nevanlinna:

§Þnh lý A.[7] Gi¶ sö f, g lµ hai hµm ph©n h×nh p-adic kh¸c h»ng sao

cho ®èi víi 4 gi¸ trÞ ph©n biÖt a1, a2, a3, a4 ta cã f(z) = ai khi vµ chØ khi

g(z) = ai, i = 1, 2, 3, 4. Khi ®ã f ≡ g.

P.C. Hu-C.C. Yang [39], M. Ru [54] më réng §Þnh lý A cho c¸c ®êng

cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh. C¸c «ng ®· chøng minh:

§Þnh lý B. [39] Gi¶ sö f, g : Cp−→ Pn(Cp) lµ hai ®êng cong chØnh

h×nh kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh, Hi, 1 6 i 6 3n + 1 lµ 3n+1 siªu ph¼ng

ë vÞ trÝ tæng qu¸t trong Pn(Cp) tho¶ m·n f−1(Hi)
⋂
f−1(Hj) = ∅ víi mäi

i 6= j, f−1(Hi) = g−1(Hi) víi mäi i = 1, ..., 3n+ 1 vµ f(z) = g(z) víi mäi

z ∈
3n+1⋃
i=1

f−1(Hi). Khi ®ã f ≡ g.

Tõ ®ã, VÊn ®Ò x¸c ®Þnh duy nhÊt theo híng thø nhÊt ®îc nghiªn cøu

liªn tôc vµ m¹nh mÏ víi kÕt qu¶ cña H. Fujimoto [32], [33], [34], M. Ru

[54], L. Smiley [59], M. Shirosaki [57], Tran Van Tan [ 62], P. C. Hu - C.

C. Yang [40], G. Dethloff - T.V. Tan [25], D.D. Thai - S. D. Quang [61], Z.

Chen - Y. Li - Q. Yan [20], P. D. Thoan - P. V. Duc - S. D. Quang [64]...

Cho f lµ hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn C ∪ {∞}, ta ®Þnh nghÜa

Em0

f (S) =
⋃
a∈S

{
(z,m) ∈ CxN : f(z) = a víi béi n vµ m = min(m0, n)

}
.

Trong trêng hîp m0 =∞(t¬ng øng m0 = 1), chóng ta viÕt

E∞f (S) = Ef(S), (t¬ng øng E1
f(S) = Ef(S)).

Ký hiÖu: Pn(C) lµ kh«ng gian x¹ ¶nh n chiÒu trªn trêng sè phøc C.

§êng cong chØnh h×nh f lµ ¸nh x¹ f = [f1 : ... : fn+1] : C −→ Pn(C)
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víi f1, ..., fn+1 lµ c¸c hµm nguyªn, kh«ng cã kh«ng ®iÓm chung. ¸nh x¹

f̃ = (f1, ..., fn+1) : C −→ Cn+1 − {0} gäi lµ mét biÓu diÔn rót gän cña f .

NÕu f̃ = (f1, ..., fn+1), g̃ = (g1, ..., gn+1) lµ hai biÓu diÔn rót gän cña f ,

th× tån t¹i hµm nguyªn c kh«ng cã kh«ng ®iÓm sao cho fi = cgi víi mäi i.

NÕu f(z) = [c1 : ... : cn+1], ë ®ã c1, ..., cn+1 lµ c¸c h»ng sè kh«ng ®ång

thêi b»ng 0, th× f ®îc gäi lµ ®êng cong h»ng.

Gi¶ sö H lµ mét siªu ph¼ng cña Pn(C) ®îc x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh

F = 0, sao cho ¶nh cña f kh«ng chøa trong H . §Æt

Ef(H) = EF◦f̃
(0), Ef(H) = EF◦f̃

(0),

Ef(H,6 k) =
{
z ∈ C : F◦f̃(z) = 0 kh«ng tÝnh béi, vF◦f̃(z) 6 k

}
.

F. Gross [37] lµ ngêi khëi xíng híng nghiªn cøu thø hai. N¨m 1977,

«ng ®a ra ý tëng míi lµ kh«ng xÐt ¶nh ngîc cña c¸c ®iÓm riªng rÏ mµ

xÐt ¶nh ngîc cña c¸c tËp hîp ®iÓm trong C∪ {∞}. ¤ng ®a ra hai c©u hái

sau:

1) Tån t¹i hay kh«ng tËp S cña C∪{∞} sao cho víi bÊt kú c¸c hµm ph©n

h×nh f, g tho¶ m·n ®iÒu kiÖn Ef(S) = Eg(S), ta cã f ≡ g?

2) Tån t¹i hay kh«ng hai tËp {S1, S2} cña C ∪ {∞} sao cho bÊt kú c¸c

hµm ph©n h×nh f, g tho¶ m·n ®iÒu kiÖn Ef(Si) = Eg(Si), i = 1, 2, th× f ≡ g?

TËp S tho¶ m·n 1) gäi lµ tËp x¸c ®Þnh duy nhÊt (viÕt t¾t lµ URS).

T¬ng tù S1, S2 tho¶ m·n 2) gäi lµ song x¸c ®Þnh duy nhÊt (viÕt t¾t lµ

bi-URS).

KÕt qu¶ ®Çu tiªn thuéc vÒ F. Gross vµ C. C. Yang [38]. N¨m 1982, hai

«ng ®· chøng minh tËp S = {z ∈ C : z + ez = 0}, cã v« h¹n phÇn tö, lµ

URS cho c¸c hµm nguyªn.

N¨m 1994, H. X. Yi lÇn ®Çu tiªn ®a ra URS h÷u h¹n cã 15 phÇn tö.

N¨m 1998, G. Frank vµ M. Reinders, x©y dùng URS cã 11 phÇn tö.

§èi víi hµm ph©n h×nh p-dic, n¨m 1999, P.C. Hu-C. C. Yang [40] x©y
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dùng URS cã 10 phÇn tö.

§èi víi c©u hái thø hai cña F. Gross, n¨m 1998, A. Boutaba - A.

Escassut [19] chØ ra tån t¹i c¸c cÆp bi-URS cho c¸c hµm ph©n h×nh d¹ng

({z1, ..., zn}, w) víi mäi n ≥ 5. Cho ®Õn nay, c¸c tËp bi-URS tèt nhÊt lµ

d¹ng ({z1, ..., zn}, w) víi mäi n ≥ 4 thuéc vÒ Hµ Huy Kho¸i-T¹ ThÞ Hoµi

An [45].

Cho ®Õn nay, ®· cã nhiÒu kÕt qu¶ s©u s¾c theo híng thø hai nh cña G.

Frank - M. Reinders [30], H. Fujimoto [34], C. C. Yang - X. Hua [67], H.

X. Yi [68], Mues E. - Reinders M. [51], A. Escassut - L. Haddad - R Vidal

[28], Ha Huy Khoai - T. T. H. An [44], [45], W. Cherry- C. C. Yang [24], Ta

Thi Hoai An [8], T. T. H. An - J.T.Y.Wang - P.M.Wong [10], [11]...

Theo hai híng nghiªn cøu nãi trªn, trong luËn ¸n nµy chóng t«i xÐt c¸c

vÊn ®Ò sau:

Gi¶ sö H1, ..., Hq lµ c¸c siªu ph¼ng ë vÞ trÝ tæng qu¸t trong Pn, k1, ..., kq

lµ c¸c sè nguyªn d¬ng. Gäi A lµ tËp c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh¸c h»ng

tõ C tíi Pn(C), f, g ∈ A, tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

1)Ef(Hi,6 ki) = Eg(Hi,6 ki),

2)f = g trªn
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki) víi mäi i = 1, ..., q vµ g ∈ A.

VÊn ®Ò 1. T×m mèi liªn hÖ gi÷a q víi ki vµ n ®Ó #A = 1.

VÊn ®Ò 2. T×m siªu mÆt X trong Pn(C) sao cho nÕu Ef(X) = Eg(X) th×

f ≡ g.

VÊn ®Ò 3.

3.1. T¬ng tù VÊn ®Ò 1 vµ VÊn ®Ò 2 trong trêng hîp p-adic.

3.2. T¬ng tù §Þnh lý 4 ®iÓm, §Þnh lý 5 ®iÓm vµ thiÕt lËp bi-URS cho

trêng hîp p-adic nhiÒu biÕn.

Trong c¸c vÊn ®Ò trªn, nÕu sè q vµ bËc cña siªu mÆt cµng nhá, líp x¸c
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®Þnh c¸c siªu mÆt cµng réng th× kÕt qu¶ t×m ®îc cµng cã ý nghÜa.

§èi víi môc tiªu di ®éng vµ f, g : Cm −→ Pn(C) lµ ¸nh x¹ ph©n h×nh

kh¸c h»ng: Gi¶ sö {ai}qi=1 lµ c¸c ¸nh x¹ ph©n h×nh tõ Cm vµo Pn(C) ë vÞ trÝ

tæng qu¸t sao cho ai lµ nhá ®èi víi f , (f, ai) 6≡ 0, i = 1, ..., q vµ tho¶ m·n:

a) dim{z ∈ Cm|(f, ai)(z) = (f, aj)(z) = 0} 6 m− 2 (1 6 i < j 6 q)},

b) min(v(f,aj), d) = min(v(g,aj), d), 1 6 j 6 q,

c) f(z) = g(z) trªn

q⋃
i=1

{z ∈ Cm|(f, ai)(z) = 0}.

N¨m 2007, Z. Chen - Y.Li - Q.Yan [20] ®· chøng minh: NÕu q = 4n2 + 2n

vµ n ≥ 2 th× f ≡ g.

P. D. Thoan - P. V. Duc - S. D. Quang [64] ®· chøng minh: NÕu

q = 4n2 + 2n − 2(d − 1) th× f ≡ g, ë ®ã d = min{d, n}, víi d lµ sè

nguyªn d¬ng cho tríc.

§èi víi môc tiªu cè ®Þnh vµ f, g : C−→ Pn(C) lµ hai ®êng cong

chØnh h×nh kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh: Gi¶ sö {Hi}qi=1 lµ c¸c siªu ph¼ng

ë vÞ trÝ tæng qu¸t trong Pn(C) tho¶ m·n f−1(Hi)
⋂
f−1(Hj) = ∅ víi mäi

i 6= j, f−1(Hi) = g−1(Hi) víi mäi i = 1, ..., q vµ f(z) = g(z) víi mäi

z ∈
q⋃
i=1

f−1(Hi).

N¨m 1983, L.Smiley [59] chøng minh, nÕu q = 3n+ 2 th× f ≡ g.

N¨m 2009, Z. Chen - Q.Yan [21] chøng minh, nÕu q = 2n+ 3 th× f ≡ g.

Trong VÊn ®Ò 1 cña luËn ¸n ®îc chóng t«i xÐt cho c¸c ®êng cong chØnh

h×nh kh¸c h»ng víi môc tiªu cè ®Þnh, kh«ng cÇn gi¶ thiÕt a), vµ tõ ®ã suy ra

®îc §Þnh lý 5 ®iÓm cña Nevanlinna, kÕt qu¶ cña L.Smiley. Chóng t«i chän

c¸ch tiÕp cËn kh¸c c¸c t¸c gi¶ trªn. Chóng t«i c¶i tiÕn §Þnh lý chÝnh thø 2

cña E. I. Nochka ®èi víi ®êng cong chØnh h×nh k- kh«ng suy biÕn tuyÕn

tÝnh ®Ó ®a ra c¸c íc lîng gi÷a c¸c hµm ®Æc trng th«ng qua íc lîng

gi÷a hµm ®Æc trng víi hµm ®Õm, nhê ®ã chóng t«i nhËn ®îc §Þnh lý sau:

§Þnh lý 1.2.3. Gi¶ sö f, g : C −→ Pn(C) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh
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kh¸c h»ng, k1, . . . , kq ∈ N∗ vµ H1, . . . , Hq lµ c¸c siªu ph¼ng cña Pn(C) ë vÞ

trÝ tæng qu¸t, f(C) 6⊂ Hi, g(C) 6⊂ Hi, i = 1, . . . , q. Gi¶ sö

f(z) = g(z) víi mäi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki) vµ z ∈
q⋃
i=1

Eg(Hi,6 ki). (1.5)

NÕu q > 2n2 + n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
th× f ≡ g.

Trong §Þnh lý 1.2.3, thªm gi¶ thiÕt Ef(Hi,6 ki)
⋂
Ef(Hj,6 kj) = ∅,

víi mäi 1 6 i 6= j 6 q, chóng t«i nhËn ®îc HÖ qu¶ 1.2.4 nãi r»ng:

NÕu q > 3n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
th× f ≡ g.

Tõ HÖ qu¶ 1.2.4, nhËn ®îc kÕt qu¶ cña L.Smiley khi cho ki → ∞, vµ

nhËn ®îc §Þnh lý 5 ®iÓm cña R.Nevanlinna khi ki →∞ vµ n = 1.

Sö dông Bæ ®Ò 1.2.2 kÕt hîp Bæ ®Ò Borel chóng t«i nhËn ®îc §Þnh lý duy

nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè mµ gi¶ thiÕt xuÊt

hiÖn ¶nh ngîc tÝnh c¶ béi cña siªu mÆt Fermat vµ ¶nh ngîc kh«ng tÝnh

béi cña hä c¸c siªu ph¼ng ë vÞ trÝ tæng qu¸t (§Þnh lý 1.3.4), ë ®ã (1.5) trong

§Þnh lý 1.2.3 ®îc thay bëi f(z) = g(z) víi mäi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki).

M. Shirosaki lµ ngêi ®Çu tiªn xem xÐt VÊn ®Ò 2. Trong [56], [57], «ng

sö dông hai §Þnh lý chÝnh vµ ®a ra hai líp siªu mÆt x¸c ®Þnh duy nhÊt cho

c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè.

Khi nghiªn cøu VÊn ®Ò 2 chóng t«i kh«ng sö dông trùc tiÕp hai §Þnh lý

chÝnh mµ dïng hai kiÓu Bæ ®Ò Borel ®Ó xÐt sù suy biÕn cña ®êng cong chØnh

h×nh. Tõ ®ã ®a VÊn ®Ò 2 vÒ viÖc xÐt tÝnh duy nhÊt nghiÖm ph©n h×nh cña

ph¬ng tr×nh hµm. KÕt qu¶ chóng t«i nhËn ®îc lµ hai líp ®a thøc duy nhÊt

vµ siªu mÆt x¸c ®Þnh duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy

biÕn ®¹i sè (§Þnh lý 1.3.9, §Þnh lý 1.3.10).

Cho n ∈ N∗, n ≥ 2m+ 9, (n,m) = 1, m ≥ 2, Pi(z) = zn− aizn−m + bi,

0 6= ai, bi ∈ C, i = 1, 2, ..., s vµ b2d
i 6= bdjb

d
l víi i 6= j, i 6= l. XÐt c¸c ®a thøc
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thuÇn nhÊt sau:

Qi = P̃i(zi, zs+1) = zni − aizn−mi zms+1 + biz
n
s+1, i = 1, 2, ..., s.

vµ: Ps+1,d = Qd
1 + ...+Qd

s, d ≥ (2s− 1)2. (1.11)

Khi ®ã, Ps+1,d lµ ®a thøc thuÇn nhÊt bËc nd cã hÖ sè thuéc C.

§Þnh lý 1.3.9. Gi¶ sö f, g : C −→ Ps(C) lµ hai ®êng cong chØnh

h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè vµ X lµ mét siªu mÆt cña Ps(C) x¸c ®Þnh bëi

Ps+1,d = 0. Gi¶ sö r»ng Ef(X) = Eg(X). Khi ®ã f ≡ g.

Siªu mÆt ®îc x¸c ®Þnh trong §Þnh lý 1.3.9, tæng qu¸t h¬n vµ cã bËc nd,

d ≥ (2s− 1)2 nhá h¬n bËc cña c¸c siªu mÆt ®îc x¸c ®Þnh bëi M. Shirosaki

[56], [57].

Khi gi¶i quyÕt VÊn ®Ò 3.1, chóng t«i c¶i tiÕn §Þnh lý chÝnh thø hai trong

trêng hîp p-adic cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh k-kh«ng suy biÕn tuyÕn

tÝnh (Bæ ®Ò 2.2.2) ®Ó ®a ra c¸c íc lîng gi÷a c¸c hµm ®é cao th«ng qua

íc lîng gi÷a hµm nµy víi hµm ®Õm. KÕt qu¶ chóng t«i nhËn ®îc lµ §Þnh

lý 2.2.3, t¬ng tù §Þnh lý 1.2.3 nhng ®îc xÐt trong trêng hîp p-adic,

t¬ng tù kÕt qu¶ cña Adams-E. Straus [7], M. Ru [54], P.C. Hu-C. C. Yang

[39] ®èi víi c¸c ®êng cong chØnh h×nh p-adic.

Sö dông Bæ ®Ò 2.2.2 vµ §Þnh lý kh«ng ®iÓm Hilbert [66], chóng t«i nhËn

®îc §Þnh lý 2.2.7 nãi r»ng, víi gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 2.2.3, thªm ®iÒu kiÖn

f, g cã chung ¶nh ngîc tÝnh c¶ béi cña n+1 siªu mÆt bËc d ë vÞ trÝ tæng qu¸t,

vµ ®iÒu kiÖn f(z) = g(z) víi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki) vµ z ∈
q⋃
i=1

Eg(Hi,6 ki)

cña §Þnh lý 2.2.3 thay bëi f(z) = g(z) víi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki), ta còng

®îc f ≡ g. Trong trêng hîp phøc cha cã kÕt qu¶ t¬ng tù §Þnh lý 2.2.7.

Chó ý r»ng §Þnh lý chÝnh thø hai trong trêng hîp p-adic kh¸c trêng

hîp phøc, vµ sè q trong §Þnh lý 2.2.3 nhá h¬n trong §Þnh lý 1.2.3.

Chóng t«i sö dông hai §Þnh lý chÝnh trong trêng hîp p-adic ®Ó xÐt sù
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suy biÕn cña ®êng cong chØnh h×nh, tõ ®ã ®a vÊn ®Ò nghiªn cøu vÒ vÊn ®Ò

duy nhÊt nghiÖm ph©n h×nh cña ph¬ng tr×nh hµm p-adic. KÕt qu¶, chóng t«i

nhËn ®îc lµ hai líp siªu mÆt x¸c ®Þnh duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh

h×nh p-adic kh«ng suy biÕn ®¹i sè theo híng tr¶ lêi c©u hái thø 2 cña F.

Gross trong trêng hîp p-adic (§Þnh lý 2.3.3, §Þnh lý 2.3.4).

Cã hai híng gi¶i quyÕt VÊn ®Ò 3.2:

Híng thø nhÊt: Sö dông nh¸t c¾t thÝch hîp, chuyÓn hµm p-adic nhiÒu

biÕn vÒ hµm mét biÕn, nhê ®ã nhËn ®îc MÖnh ®Ò 3.3.2, nãi r»ng §a thøc

P (x) ∈ Cp[x] lµ ®a thøc duy nhÊt (t¬ng øng, ®a thøc duy nhÊt m¹nh) cho

c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cp nÕu vµ chØ nÕu nã lµ ®a thøc duy nhÊt (t¬ng

øng, ®a thøc duy nhÊt m¹nh) cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p . Tõ ®ã, thu

®îc c¸c kÕt qu¶ ®èi víi ®a thøc duy nhÊt trong trêng hîp nhiÒu biÕn, khi

®· biÕt kÕt qu¶ trong trêng hîp mét biÕn. Nhê ®ã, nhËn ®îc c¸c §Þnh lý

3.3.3, §Þnh lý 3.3.4. §èi víi híng thø nhÊt, nhËn xÐt vµ kÕt qu¶ cña ph¶n

biÖn lµ thùc sù cã ý nghÜa. Ph¶n biÖn còng nªu ý tëng cho t¸c gi¶ chøng

minh MÖnh ®Ò 3.2.5 lµ t¬ng tù MÖnh ®Ò 3.3.2, nhng ®îc xÐt ®èi víi tËp

x¸c ®Þnh duy nhÊt. Tõ ®ã, nhËn ®îc §Þnh lý 3.2.7, §Þnh lý 3.2.8.

Híng thø hai: ThiÕt lËp §Þnh lý chÝnh thø 2 cho c¸c hµm ph©n h×nh

p-adic nhiÒu biÕn (§Þnh lý 3.4.2). Sö dông §Þnh lý 3.4.2 víi c¸c kü thuËt

®¸nh gi¸ gi÷a hµm ®é cao víi hµm ®Õm kh«ng tÝnh béi, cïng viÖc sö dông

c¸c kü thuËt chøng minh trong [45], chóng t«i còng nhËn ®îc c¸c §Þnh lý

3.2.7, §Þnh lý 3.2.8, §Þnh lý 3.3.3, §Þnh lý 3.3.4 nãi trªn.

§Þnh lý 3.2.7 nãi r»ng: Hai hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn Cm
p trïng

nhau, nÕu chóng cã chung ¶nh ngîc kh«ng tÝnh béi cña 4 ®iÓm ph©n biÖt.

§Þnh lý 3.2.8 cho thÊy: Hai hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn Cm
p trïng

nhau, nÕu chóng cã chung ¶nh ngîc tÝnh c¶ béi riªng cña 3 ®iÓm ph©n biÖt.

§Þnh lý 3.3.4 vµ §Þnh lý 3.3.5 lÇn lît lµ ®iÒu kiÖn ®ñ cña líp ®a thøc

duy nhÊt m¹nh vµ bi-URS cho c¸c hµm ph©n h×nh p-adic nhiÒu biÕn d¹ng(
{a1, ..., aq}, {u}

)
, víi mäi q ≥ 4 vµ u ∈ Cp.
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LuËn ¸n ®îc chia thµnh ba ch¬ng cïng víi phÇn më ®Çu, kÕt luËn vµ

68 tµi liÖu tham kh¶o.

Ch¬ng I: Chóng t«i nghiªn cøu VÊn ®Ò 1, VÊn ®Ò 2. Néi dung ®îc viÕt

dùa trªn bµi b¸o [15]. C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña ch¬ng lµ: §Þnh lý 1.2.3, HÖ

qu¶ 1.2.4, §Þnh lý 1.3.4, §Þnh lý 1.3.6, §Þnh lý 1.3.9, §Þnh lý 1.3.10.

Ch¬ng II: Chóng t«i nghiªn cøu VÊn ®Ò 3.1. Néi dung ®îc viÕt dùa

trªn bµi b¸o [13]. C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña ch¬ng lµ: §Þnh lý 2.2.3, §Þnh lý

2.2.7, §Þnh lý 2.3.2, §Þnh lý 2.3.3, §Þnh lý 2.3.4.

Ch¬ng III: Chóng t«i nghiªn cøu VÊn ®Ò 3.2. Néi dung ®îc viÕt dùa

trªn bµi b¸o [14], [27]. C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña ch¬ng lµ: §Þnh lý 3.2.7, §Þnh

lý 3.3.4, §Þnh lý 3.3.5.

C¸c kÕt qu¶ trong luËn ¸n ®îc b¸o c¸o t¹i c¸c Héi nghÞ: Héi nghÞ quèc

tÕ vÒ lý thuyÕt sè vµ c¸c vÊn ®Ò liªn quan, ViÖn To¸n häc, 12-2006; §¹i

sè-H×nh häc-T«p«, Vinh 12-2007; §¹i héi To¸n häc Toµn quèc, Quy Nh¬n

8-2008; §¹i sè-H×nh häc-T«p«, HuÕ 9-2009; Héi nghÞ Nghiªn cøu sinh ViÖn

To¸n häc 2006, 2007, 2008.

LuËn ¸n ®îc hoµn thµnh díi sù híng dÉn khoa häc cña GS. TSKH.

Hµ Huy Kho¸i vµ TS. Vò Hoµi An. Tríc tiªn, t¸c gi¶ luËn ¸n xin bµy tá

lßng biÕt ¬n s©u s¾c ®Õn GS.TSKH. Hµ Huy Kho¸i ®· ®Æt ra híng nghiªn

cøu cho ®Ò tµi luËn ¸n. T¸c gi¶ xin bµy tá lßng biÕt ¬n ch©n thµnh ®Õn TS.

Vò Hoµi An, ngêi ®· gîi ý vÒ c¸ch thøc gi¶i quyÕt c¸c VÊn ®Ò vµ gióp ®ì

khoa häc trong nghiªn cøu mµ tiÕn sÜ dµnh cho t¸c gi¶.

T¸c gi¶ xin ®îc tr©n träng c¶m ¬n Ban L·nh ®¹o ViÖn To¸n häc - ViÖn

khoa häc vµ C«ng nghÖ ViÖt Nam, Trung t©m ®µo t¹o sau ®¹i häc - ViÖn

To¸n häc ®· t¹o nh÷ng ®iÒu kiÖn thuËn lîi nhÊt cho t¸c gi¶ trong qu¸ tr×nh

nghiªn cøu t¹i ViÖn.

T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n GS. William Cherry vÒ nh÷ng bµi gi¶ng

bæ Ých cña Gi¸o s dµnh cho nhãm nghiªn cøu chóng t«i t¹i ViÖn To¸n häc.
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T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n GS.TSKH. Lª TuÊn Hoa, GS.TSKH. NguyÔn

Tù Cêng, GS.TSKH. NguyÔn Xu©n TÊn, PGS. TS. T¹ ThÞ Hoµi An, TS. Vò

ThÕ Kh«i vµ c¸c Gi¸o s, c¸c Nhµ to¸n häc thuéc phßng Gi¶i tÝch, phßng T«

p« - H×nh häc, phßng Lý thuyÕt sè thuéc ViÖn To¸n häc-ViÖn KHCN ViÖt

Nam ®· gióp ®ì vµ chØ b¶o tËn t×nh cho t¸c gi¶ nh÷ng th¾c m¾c khoa häc

trong qu¸ tr×nh nghiªn cøu. Xin c¶m ¬n TS. Hµ TrÇn Ph¬ng, TS Lª Thanh

HuÖ, NCS Thuý Quúnh vµ c¸c b¹n cïng nghiªn cøu sinh trong ViÖn To¸n

häc, ®· dµnh cho t¸c gi¶ nh÷ng t×nh c¶m vµ sù ®éng viªn gióp ®ì quý b¸u.

T¸c gi¶ xin c¶m ¬n Ban Gi¸m hiÖu trêng Cao ®¼ng s ph¹m Hng Yªn,

c¸c ®ång nghiÖp trong Phßng §µo t¹o Trêng Cao ®¼ng s ph¹m Hng Yªn

®· t¹o nh÷ng ®iÒu kiÖn thuËn lîi cho t¸c gi¶ vÒ thêi gian, tinh thÇn còng nh

vËt chÊt vµ ®éng viªn ®Ó t¸c gi¶ hoµn thµnh luËn ¸n nµy.

T¸c gi¶ xin göi nh÷ng lêi c¶m ¬n s©u s¾c ®Õn C« §inh ThÞ Cóc, ngêi ®·

t¹o rÊt nhiÒu thuËn lîi vÒ tinh thÇn cho t¸c gi¶ trong thêi gian häc tËp.

Cuèi cïng, luËn ¸n nµy ®îc d©ng tÆng bè mÑ, c¸c anh chÞ em trong ®¹i

gia ®×nh th©n yªu, tÆng vî vµ hai con yªu dÊu, nh÷ng ngêi ®· chÞu nhiÒu

khã kh¨n vµ dµnh hÕt t×nh c¶m yªu th¬ng, ®éng viªn t¸c gi¶ hoµn thµnh

nh÷ng nghiªn cøu cña m×nh.
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Ch¬ng 1

§Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong
chØnh h×nh phøc

N¨m 1926, R. Nevanlinna ®a ra hai ®Þnh lý chÝnh cho c¸c hµm ph©n h×nh

mµ øng dông cña chóng lµ §Þnh lý 5 ®iÓm.

N¨m 1933, H. Cartan më réng kÕt qu¶ cña R. Nevanlinna cho c¸c ®êng

cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh.

N¨m 1983, E. I. Nochka ®· më réng kÕt qu¶ cña H. Cartan cho c¸c ®êng

cong chØnh h×nh k-kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh tõ C −→ Pn(C).

N¨m 1983, L. Smiley [59] ®a ra tËp x¸c ®Þnh duy nhÊt cho c¸c ®êng

cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh.

N¨m 2005, J. Noguchi nhËn ®îc mét kiÓu cña §Þnh lý E. I. Nochka cho

c¸c ¸nh x¹ ph©n h×nh tõ Cm −→ Pn(C).

Trong ch¬ng nµy, chóng t«i nghiªn cøu VÊn ®Ò 1, VÊn ®Ò 2. Néi dung

cña ch¬ng nµy ®îc viÕt dùa trªn bµi b¸o [15]. Cô thÓ:

1. T×m q siªu ph¼ng ë vÞ trÝ tæng qu¸t ®Ó tõ ®ã x¸c ®Þnh duy nhÊt ®êng

cong chØnh h×nh kh¸c h»ng bëi ¶nh ngîc kh«ng tÝnh béi.

2. T×m siªu mÆt X ®Ó tõ ®ã x¸c ®Þnh duy nhÊt ®êng cong chØnh h×nh

kh«ng suy biÕn ®¹i sè bëi ¶nh ngîc tÝnh c¶ béi.

Chóng t«i ®a ra mét sè ®Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh

kh¸c h»ng. §©y lµ t¬ng tù §Þnh lý 5 ®iÓm, kÕt qu¶ cña L.Smiley [59], c¶i

tiÕn kÕt qu¶ cña Z. Chen - Y. Li - Q. Yan [20] (§Þnh lý 1.2.3, HÖ qu¶ 1.2.4).
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Chóng t«i ®a ra hai líp ®a thøc duy nhÊt vµ siªu mÆt x¸c ®Þnh duy nhÊt

cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè theo híng tr¶ lêi C©u

hái cña F. Gross, vµ c¶i tiÕn kÕt qu¶ cña M. Shirosaki [57], [56] (§Þnh lý

1.3.9, §Þnh lý 1.3.10).

1.1 Mét sè kh¸i niÖm.

C¸c kh¸i niÖm: §êng cong chØnh h×nh f , biÓu diÔn rót gän f̃ cña f ,

®êng cong h»ng, Ef(H), Ef(H), Ef(H,6 k) ®Þnh nghÜa nh phÇn më ®Çu.

§Þnh nghÜa 1. Hµm chØnh h×nh trªn toµn mÆt ph¼ng phøc C ®îc gäi lµ hµm

nguyªn.

Gi¶ sö f lµ hµm nguyªn kh«ng ®ång nhÊt kh«ng trªn C, víi mçi a ∈ C,
ký hiÖu vf(a) lµ bËc cña f t¹i ®iÓm a, nghÜa lµ

f(z) = (z − a)vf (a)g(z),

ë ®ã g(z) lµ hµm chØnh h×nh trong mét l©n cËn cña a vµ g(a) 6= 0.

Cho k, l lµ c¸c sè nguyªn d¬ng vµ r > 1.

1) Hµm v6k
f : C −→ N x¸c ®Þnh bëi v6k

f (z) =

{
vf(z) nÕu vf(z) 6 k,

0 nÕu vf(z) > k.

vµ n6k
f (r) =

∑
|z|6r

v6k
f (z), n6k

f (a, r) = n6k
f−a(r).

N6k
f (a, r) =

r∫
1

n6k
f (a, x)

x
dx, N6k

f (r) = N6k
f (0, r),

N6k
l,f (a, r) =

r∫
1

n6k
l,f (a, x)dx

x
, ë ®ã n6k

l,f (a, r) =
∑
|z|6r

min
{
v6k
f−a(z), l

}
.
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2) Hµm v>kf : C −→ N x¸c ®Þnh bëi v>kf (z) =

{
vf(z) nÕu vf(z) > k

0 nÕu vf(z) 6 k,

vµ n>kf (r) =
∑
|z|6r

v>kf (z), n>kf (a, r) = n>kf−a(r),

N>k
f (a, r) =

r∫
1

n>kf (a, x)

x
dx, N>k

f (r) = N>k
f (0, r),

N>k
l,f (a, r) =

r∫
1

n>kl,f (a, r)

x
dx, ë ®ã n>kl,f (a, r) =

∑
|z|6r

min
{
v>kf−a(z), l

}
.

§Þnh nghÜa 2. [53] Gi¶ sö N ≥ n, vµ q ≥ N + 1. Hä siªu ph¼ng ph©n biÖt

{Hj}qj=1 cña Pn(C) ®îc gäi lµ ë vÞ trÝ N con tæng qu¸t nÕu N + 1 siªu

ph¼ng bÊt kú cña {H1, ..., Hq} cã giao b»ng rçng.

Hä {Hj}qj=1 ë vÞ trÝ n con tæng qu¸t gäi ®¬n gi¶n lµ ë vÞ trÝ tæng qu¸t.

§Þnh nghÜa 3. Mét ®êng cong chØnh h×nh f : C −→ Pn(C) ®îc gäi

lµ kh«ng suy biÕn ®¹i sè (kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh) nÕu kh«ng tån t¹i ®a

thøc thuÇn nhÊt P (d¹ng tuyÕn tÝnh F ) cña c¸c biÕn z1, . . . , zn+1 sao cho

P (f̃) = 0, (F (f̃) = 0).

NÕu ¶nh cña f chøa trong mét kh«ng gian con tuyÕn tÝnh m-chiÒu nhng

kh«ng chøa trong kh«ng gian tuyÕn tÝnh nµo cã sè chiÒu nhá h¬n m cña

Pn(C) th× f ®îc gäi lµ m-kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh.

Chó ý: NÕu m = n th× f gäi lµ ®êng cong kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh.

1.2 §Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh¸c
h»ng

§Ó ®¬n gi¶n, tõ ®©y ®Õn cuèi ch¬ng ta lu«n gi¶ sö f, g : C −→ Pn(C)

lµ hai ®êng cong chØnh h×nh cã biÓu diÔn rót gän t¬ng øng lµ

f̃ = (f1, . . . , fn+1), g̃ = (g1, . . . , gn+1), hoÆc f, g : C −→ Ps(C) cã biÓu

diÔn rót gän t¬ng øng lµ f̃ = (f1, . . . , fs+1), g̃ = (g1, . . . , gs+1).
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§Þnh nghÜa 4. Hµm ®Æc trng cña ®êng cong chØnh h×nh

f : C −→ Pn(C) cã biÓu diÔn rót gän lµ f̃ = (f1, ..., fn+1) x¸c ®Þnh bëi

Tf(r) =
1

2π

2π∫
0

log ||f̃(reıθ)||dθ − log ||f̃(0)||,

ë ®ã ||f̃ || =
(
|f1|2 + ...+ |fn+1|2

)1/2
.

Gi¶ sö H lµ mét siªu ph¼ng cña Pn(C) ®îc x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh

F = 0, sao cho ¶nh cña f kh«ng chøa trong H . §Æt

Tf(H, r) = TF◦f̃(r), Nf(H, r) = NF◦f̃(r), Nk,f(H, r) = Nk,F◦f̃(r),

N6k
l,f (H, r) = N6k

l,F◦f̃
(r), N>k

l,f (H, r) = N>k

l,F◦f̃
(r).

§Þnh lý 1.2.1. Gi¶ sö f : C −→ Pn(C) lµ ®êng cong chØnh h×nh m-kh«ng

suy biÕn tuyÕn tÝnh, H1, . . . , Hq lµ c¸c siªu ph¼ng cña Pn(C) ë vÞ trÝ tæng

qu¸t sao cho f(C) 6⊂ Hj, j = 1, . . . , q. Khi ®ã

(q − 2n+m− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nm,f(Hj, r) + Sf(r),

ë ®ã Sf(r) = o(Tf(r)) víi mäi r ngoµi mét tËp cã ®é ®o Lebesgue h÷u h¹n.

Chøng minh. Gäi Cn+1∗ lµ kh«ng gian vÐc t¬ ®èi ngÉu cña kh«ng gian vÐc

t¬ Cn+1. Víi mçi α = (α1, ..., αn+1) ∈ Cn+1∗, ®Æt:

< f̃, α >= α1f1 + ...+ αn+1fn+1.

Do f lµ ®êng cong m-kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh, nªn lu«n t×m ®îc

c¬ së ε = {ε1, ..., εn+1} cña Cn+1∗ sao cho εm+2, ..., εn+1 lµ c¬ së cña

E[f ] = {α ∈ Cn+1∗ :< f̃, α >≡ 0}.
Gäi e = {e1, ..., en+1} lµ c¬ së ®èi ngÉu cña ε, V lµ kh«ng gian vÐc t¬

sinh bëi e = {e1, ..., em+1}, P(V) lµ kh«ng gian x¹ ¶nh ®îc x¸c ®Þnh bëi

V, vµ g lµ ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh tõ C ®Õn P(V)

víi biÓu diÔn rót gän g̃ = (< f̃, ε1 >, ..., < f̃ , εm+1 >).
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Gi¶ sö Hj ®îc x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh

aj = aj1x1 + ...+ ajn+1
xn+1 = 0, j = 1, ..., q.

§Æt:

bj =
n+1∑
i=1

< ei, aj > εi =
n+1∑
k=1

ajkεk, j = 1, ..., q,

cj =
m+1∑
i=1

< ei, bj > εi =
m+1∑
k=1

ajkεk, j = 1, ..., q.

LÊy n + 1 vÐc t¬ bÊt kú cña hä {cj}qj=1 trong Cn+1∗. Kh«ng gi¶m tæng

qu¸t, gi¶ sö lµ {cj}n+1

j=1 vµ x bÊt kú trong V∗ ⊂ Cn+1∗, th×

x =
m+1∑
k=1

xkεk. (1.1)

V× {Hj}qj=1 ë vÞ trÝ tæng qu¸t, nªn {bj}n+1

j=1 lµ c¬ së cña Cn+1∗, suy ra

x =
n+1∑
j=1

yjbj =
n+1∑
j=1

yj

n+1∑
k=1

ajkεk =
n+1∑
k=1

n+1∑
j=1

yjajkεk. (1.2)

Tõ (1.1), (1.2) suy ra

xk =
n+1∑
j=1

yjajk = 0, k = m+ 2, ..., n.

Thay vµo (1.2) ta ®îc

x =
m+1∑
k=1

n+1∑
j=1

yjajkεk =
n+1∑
j=1

yj

m+1∑
k=1

ajkεk =
n+1∑
j=1

yjcj.

Khi ®ã, {cj}n+1
j=1 lµ hÖ sinh cña V∗, do ®ã {cj}qj=1 x¸c ®Þnh hä siªu ph¼ng

{Xj}qj=1 ë vÞ trÝ n con tæng qu¸t trong P(V). ¸p dông §Þnh lý 3.1 [53], ta cã

(q − 2n+m− 1)Tg(r) 6
q∑
j=1

Nm,g(Xj, r) + Sg(r). (1.3)
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MÆt kh¸c,

Tf(r) = Tg(r)+O(1), Sf(r) = Sg(r), Nm,f(Hj, r) = Nm,g(Xj, r)+O(1).

Thay vµo (1.3) ta ®îc

(q − 2n+m− 1)Tf(r) 6
q∑
j=1

Nm,f(Hj, r) + Sf(r).

§Þnh lý 1.2.1 ®îc chøng minh.

Bæ ®Ò 1.2.2. Gi¶ sö f : C −→ Pn(C) lµ ®êng cong chØnh h×nh m-kh«ng

suy biÕn tuyÕn tÝnh, k1, . . . , kq ∈ N∗ vµ H1, . . . , Hq lµ c¸c siªu ph¼ng cña

Pn(C) ë vÞ trÝ tæng qu¸t. Gi¶ sö r»ng f(C) 6⊂ Hi, i = 1, . . . , q. Khi ®ã( q∑
i=1

ki −m+ 1

ki + 1
− 2n+m− 1

)
Tf(r) 6

q∑
i=1

ki
ki + 1

N6ki
m,f (Hi, r) + Sf(r).

ë ®ã Sf(r) = o(Tf(r)) víi mäi r ngoµi mét tËp cã ®é ®o Lebesgue h÷u h¹n.

Chøng minh. LÊy Hi ∈ {H1, . . . , Hq} vµ ki ∈ {k1, . . . , kq}, ta cã

Nm,f(Hi, r) = N6ki
m,f (Hi, r) +N>ki

m,f (Hi, r)

=
ki

ki + 1
N6ki
m,f (Hi, r) +

1

ki + 1
N6ki
m,f (Hi, r) +N>ki

m,f (Hi, r)

6
ki

ki + 1
N6ki
m,f (Hi, r) +

m

ki + 1
N6ki

1,f (Hi, r) +N>ki
m,f (Hi, r)

6
ki

ki + 1
N6ki
m,f (Hi, r) +

m

ki + 1
Nf(Hi, r).

MÆt kh¸c ta cã

Nf(Hi, r) 6 Tf(r) +O(1).

Do ®ã

Nm,f(Hi, r) 6
ki

ki + 1
N6ki
m,f (Hi, r) +

m

ki + 1
Tf(r) +O(1).
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VËy
q∑
i=1

Nm,f(Hi, r) 6
q∑
i=1

ki
ki + 1

N6ki
m,f (Hi, r) +

q∑
i=1

m

ki + 1
Tf(r) +O(1).

(1.4)

Tõ §Þnh lý 1.2.1 vµ (1.4), ta nhËn ®îc Bæ ®Ò 1.2.2.

§Þnh lý 1.2.3. Gi¶ sö f, g : C −→ Pn(C) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh kh¸c

h»ng, k1, . . . , kq ∈ N∗ vµ H1, . . . , Hq lµ c¸c siªu ph¼ng cña Pn(C) ë vÞ trÝ

tæng qu¸t, f(C) 6⊂ Hi, g(C) 6⊂ Hi, i = 1, . . . , q. Gi¶ sö r»ng

f(z) = g(z) víi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki) vµ z ∈
q⋃
i=1

Eg(Hi,6 ki). (1.5)

NÕu q > 2n2 + n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
th× f ≡ g.

Chøng minh. Gi¶ sö ngîc l¹i f 6≡ g, khi ®ã tån t¹i h, l ∈ {1, . . . , n + 1},
h 6= l, sao cho fhgl − flgh 6≡ 0. V× f, g lµ c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh¸c

h»ng, gi¶ sö f lµ k- kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh vµ g lµ m- kh«ng suy biÕn

tuyÕn tÝnh. Tõ Bæ ®Ò 1.2.2 vµ (1.5) ta cã( q∑
i=1

ki − k + 1

ki + 1
− 2n+ k − 1

)
Tf(r)

6
q∑
i=1

ki
ki + 1

N6ki
k,f (Hi, r) + Sf(r)

6
q∑
i=1

kki
ki + 1

N6ki
1,f (Hi, r) + Sf(r)

6 knNfhgl−flgh(r) + Sf(r)

6 kn(Tf(r) + Tg(r)
)

+ Sf(r).

VËy(
q − 2n− 1−

q∑
i=1

k

ki + 1
+ k
)
Tf(r) 6 kn(Tf(r) + Tg(r)) + Sf(r) (1.6)
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T¬ng tù ta cã(
q − 2n− 1−

q∑
i=1

m

ki + 1
+m

)
Tg(r) 6 mn(Tf(r) + Tg(r)) + Sg(r)

(1.7)

Kh«ng gi¶m tæng qu¸t, ta gi¶ sö 1 6 m 6 k 6 n. Tõ (1.6) vµ (1.7) ta cã(
q − 2n− 1−

q∑
i=1

k

ki + 1
+m

)
Tf(r) 6 kn(Tf(r) + Tg(r)) + Sf(r),

vµ (
q − 2n− 1−

q∑
i=1

k

ki + 1
+m

)
Tg(r) 6 mn(Tf(r) + Tg(r)) + Sg(r).

LÊy tæng c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ta ®îc(
q−2n−1−

q∑
i=1

k

ki + 1
+m−kn−mn

)(
Tf(r)+Tg(r)

)
6 Sf(r)+Sg(r)).

Tõ ®ã ta nhËn ®îc

q − 2n− 1−
q∑
i=1

k

ki + 1
− kn− (n− 1)m 6 0.

XÐt

ϕ(k,m) = k
(
−

q∑
i=1

1

ki + 1
− n

)
+ (1− n)m+ q − 2n− 1.

Tõ 1 6 m 6 k 6 n, −
q∑
i=1

1

ki + 1
− n < 0, 1 − n 6 0 vµ gi¶ thiÕt

q > 2n2 + n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
, ta cã

ϕ(k,m) ≥ ϕ(n, n) = q − 2n2 − n− 1−
q∑
i=1

n

ki + 1
> 0.

Ta nhËn ®îc m©u thuÉn, vËy f ≡ g. §Þnh lý 1.2.3 ®îc chøng minh.
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Trong §Þnh lý 1.2.3, thªm gi¶ thiÕt Ef(Hi,6 ki)
⋂
Ef(Hj,6 kj) = ∅,

víi mäi 1 6 i 6= j 6 q. Lý luËn t¬ng tù (1.6), ta cã(
q − 2n− 1−

q∑
i=1

k

ki + 1
+ k
)
Tf(r) 6 k(Tf(r) + Tg(r)) + Sf(r).

B»ng ph¬ng ph¸p chøng minh t¬ng tù §Þnh lý 1.2.3, ta nhËn ®îc:

HÖ qu¶ 1.2.4. Gi¶ sö f, g : C −→ Pn(C) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh kh¸c

h»ng, k1, ..., kq ∈ N∗ vµ H1, ..., Hq lµ c¸c siªu ph¼ng cña Pn(C) ë vÞ trÝ tæng

qu¸t sao cho f(C) 6⊂ Hi, g(C) 6⊂ Hi, i = 1, . . . , q. Gi¶ sö

Ef(Hi,6 ki)
⋂

Ef(Hj,6 kj) = ∅ víi mäi 1 6 i 6= j 6 q,

f(z) = g(z) víi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki) vµ z ∈
q⋃
i=1

Eg(Hi,6 ki). (1.8)

NÕu q > 3n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
th× f ≡ g.

NhËn xÐt 1. Tõ HÖ qu¶ 1.2.4 ta nhËn ®îc §Þnh lý 5 ®iÓm cña R.Nevanlinna

khi cho ki →∞ vµ n = 1, ®îc kÕt qu¶ cña Smiley [59] khi cho ki →∞.

1.3 TËp x¸c ®Þnh duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh
kh«ng suy biÕn ®¹i sè

§Þnh nghÜa 5. Mét ®a thøc kh¸c h»ng P (x) ∈ C[x] ®îc gäi lµ ®a thøc duy

nhÊt cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn C nÕu víi mäi cÆp hµm ph©n h×nh f, g kh¸c

h»ng trªn C tho¶ m·n ®iÒu kiÖn P (f) = P (g) ta cã f = g.

T¬ng tù, ®a thøc kh¸c h»ng P ∈ C[z] ®îc gäi lµ ®a thøc duy nhÊt m¹nh

cho c¸c hµm ph©n h×nh nÕu víi mäi f, g lµ c¸c hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng

trªn C vµ h»ng sè c 6= 0 tho¶ m·n P (f) = cP (g), ta cã f = g.

§a thøc duy nhÊt (t¬ng øng, duy nhÊt m¹nh) ®èi víi c¸c hµm ph©n h×nh

p-adic viÕt t¾t lµ UPM (t¬ng øng, SUPM).
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§Þnh nghÜa 6. Mét ®a thøc thuÇn nhÊt P cña c¸c biÕn z1, . . . , zn+1 lµ ®a thøc

duy nhÊt ®èi víi c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè nÕu víi

mäi ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè f, g : C −→ Pn(C) cã

biÓu diÔn rót gän t¬ng øng lµ f̃ vµ g̃ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn P (f̃) = P (g̃) ta

cã f = g.

T¬ng tù, ta còng gäi ®a thøc thuÇn nhÊt P cña c¸c biÕn z1, . . . , zn+1 lµ ®a

thøc duy nhÊt m¹nh ®èi víi c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè

nÕu víi mäi ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè f, g : C −→ Pn(C)

cã biÓu diÔn rót gän t¬ng øng lµ f̃ , g̃, vµ h»ng sè c 6= 0 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

P (f̃) = cP (g̃) ta cã f = g.

§a thøc duy nhÊt (t¬ng øng, duy nhÊt m¹nh) cho c¸c ®êng cong chØnh

h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè viÕt t¾t lµ UPC (t¬ng øng, SUPC).

§Þnh nghÜa 7. Siªu mÆt trong Pn(C) ®îc x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh

xd1 + ...+ xdn+1 = 0 ®îc gäi lµ siªu mÆt Fermat.

§Þnh lý 1.3.1. [67] Cho 0 6= a, b ∈ C, m, n ∈ N∗, (n,m) = 1, m ≥ 2,

n > m+ 1. Khi ®ã P (z) = zn − azn−m + b lµ UPM.

Sau ®©y lµ hai d¹ng ph¸t biÓu cña Bæ ®Ò Borel phøc.

Bæ ®Ò 1.3.2. [36] Gi¶ sö f1, . . . , fn+1 lµ c¸c hµm chØnh h×nh kh«ng ®ång

nhÊt kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn fd1 + ...+ fdn+1 = 0. NÕu d ≥ n2 th× víi mçi

i ∈ {1, ..., n+ 1}, tån t¹i j 6= i sao cho fi = cijfj, ë ®ã cij lµ h»ng sè kh¸c

kh«ng.

Bæ ®Ò 1.3.3. [58]. Cho Di(x1, ..., xs+1) lµ c¸c ®a thøc thuÇn nhÊt bËc qi,

1 6 i 6 s + 1. Gi¶ sö tån t¹i mét ®êng cong chØnh h×nh f : C → Ps(C)

sao cho ¶nh cña f n»m trong ®êng cong ®îc x¸c ®Þnh bëi

s+1∑
i=1

xd−qii Di(x1, ..., xs+1) = 0, vµ d ≥ s2 +
s+1∑
i=1

qi.
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Khi ®ã c¸c ®a thøc xd−q22 D2(x1, ..., xs+1), ..., x
d−qs+1

s+1 Ds+1(x1, ..., xs+1) phô

thuéc tuyÕn tÝnh trªn ¶nh cña f .

TiÕp theo chóng t«i ®a ra §Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh

h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè mµ trong gi¶ thiÕt xuÊt hiÖn ¶nh ngîc tÝnh c¶

béi cña siªu mÆt Fermat vµ ¶nh ngîc kh«ng tÝnh béi cña hä c¸c siªu ph¼ng

ë vÞ trÝ tæng qu¸t.

§Þnh lý 1.3.4. Gi¶ sö f, g : C −→ Pn(C) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh

kh«ng suy biÕn ®¹i sè, X lµ siªu mÆt Fermat bËc d,H1, ..., Hq lµ c¸c siªu

ph¼ng ë vÞ trÝ tæng qu¸t trong Pn(C). Gi¶ sö r»ng

Ef(X) = Eg(X),

f(z) = g(z) víi mäi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki).

NÕu q > 2n2 + n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
vµ d ≥ (2n+ 1)2 th× f ≡ g.

Chøng minh. Gi¶ sö ngîc l¹i f 6≡ g, khi ®ã tån t¹i l, j ∈ {1, ..., n + 1},
l 6= j, sao cho flgj − fjgl 6≡ 0. Tõ Ef(X) = Eg(X) suy ra tån t¹i hµm

nguyªn h sao cho

fd1 + ...+ fdn+1 = eh(gd1 + ...+ gdn+1).

§Æt l = e
h
d , hi = lgi, i = 1, ..., n+ 1. Khi ®ã ta cã

fd1 + ...+ fdn+1 − hd1 − ...− hdn+1 = 0.

Do f, g kh«ng suy biÕn ®¹i sè vµ d ≥ (2n+ 1)2 vµ theo Bæ ®Ò 1.3.2, víi mçi

t ∈ {1, ..., n+ 1} tån t¹i s ∈ {1, ..., n+ 1} sao cho

ft = ctshs, ë ®ã 0 6= cts ∈ C.

Do ®ã

Tf(r) = Tg(r) +O(1). (1.9)
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V× f lµ ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè nªn f kh«ng suy biÕn

tuyÕn tÝnh. T¬ng tù (1.6) trong §Þnh lý 1.2.3 víi k = n ta cã(
q − n− 1−

q∑
i=1

n

ki + 1

)
Tf(r) 6 n2

(
Tf(r) + Tg(r)

)
+ Sf(r). (1.10)

Tõ ®©y vµ (1.9) nhËn ®îc
(
q− 2n2−n− 1−

q∑
i=1

n

ki + 1

)
Tf(r) 6 Sf(r). Do

®ã q − 2n2 − n − 1 −
q∑
i=1

n

ki + 1
6 0, m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt. VËy f ≡ g.

§Þnh lý 1.3.4 ®îc chøng minh.

Trong §Þnh lý 1.3.4, thªm gi¶ thiÕt Ef(Hi,6 ki)
⋂
Ef(Hj,6 kj) = ∅,

víi mäi 1 6 i 6= j 6 q. Lý luËn t¬ng tù (1.10), ta cã(
q − n− 1−

q∑
i=1

n

ki + 1

)
Tf(r) 6 n

(
Tf(r) + Tg(r)

)
+ Sf(r).

B»ng ph¬ng ph¸p chøng minh t¬ng tù §Þnh lý 1.3.4, ta nhËn ®îc:

HÖ qu¶ 1.3.5. Gi¶ sö f, g : C −→ Pn(C) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh

kh«ng suy biÕn ®¹i sè, X lµ siªu mÆt Fermat bËc d,H1, ..., Hq lµ c¸c siªu

ph¼ng ë vÞ trÝ tæng qu¸t trong Pn(C). Gi¶ sö r»ng

Ef(Hi,6 ki)
⋂
Ef(Hj,6 kj) = ∅ víi mäi 1 6 i 6= j 6 q,

Ef(X) = Eg(X),

f(z) = g(z) víi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki).

NÕu q > 3n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
vµ d ≥ (2n+ 1)2 th× f ≡ g.

Sau ®©y, chóng t«i x©y dùng líp c¸c ®a thøc duy nhÊt cho c¸c ®êng cong

chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè.

Cho n ∈ N∗, n ≥ 2m+ 9, (m,n) = 1, m ≥ 2, Pi(z) = zn− aizn−m + bi,

0 6= ai, bi ∈ C, i = 1, 2, ..., s vµ b2d
i 6= bdjb

d
l víi i 6= j, i 6= l. XÐt c¸c ®a thøc

thuÇn nhÊt:

Qi = P̃i(zi, zs+1) = zni − aizn−mi zms+1 + biz
n
s+1, i = 1, ..., s,
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Ps+1,d = Qd
1 + ...+Qd

s, d ≥ (2s− 1)2. (1.11)

Khi ®ã, Ps+1,d lµ ®a thøc thuÇn nhÊt bËc nd cã hÖ sè thuéc C.

§Þnh lý 1.3.6. §a thøc Ps+1,d x¸c ®Þnh bëi (1.11) lµ mét UPC.

Chøng minh. Gi¶ sö tån t¹i hai ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i

sè f, g cã biÓu diÔn rót gän t¬ng øng lµ f̃ , g̃ tho¶ m·n Ps+1,d◦f̃ = Ps+1,d◦g̃.
Ta cÇn Bæ ®Ò sau:

Bæ ®Ò 1.3.7. NÕu Qi ◦ f̃ = AijQj ◦ g̃ th× bifns+1 = Aijbjg
n
s+1, ë ®ã Aij lµ

h»ng sè kh¸c kh«ng.

Chøng minh. Tríc tiªn ta gi¶ sö Aij = 1. ViÕt

P̃i(zi, zs+1) = biz
n
s+1 + zn−mi (zmi − aizms+1),

P̃j(zj, zs+1) = bjz
n
s+1 + zn−mj (zmj − ajzms+1).

Tõ Qi ◦ f̃ = Qj ◦ g̃, ta cã

−gn−mj (gmj − ajgms+1) + bif
n
s+1 + fn−mi (fmi − aifms+1)− bjgns+1 = 0. (1.12)

Chó ý r»ng mçi kh«ng ®iÓm chung cña fi, fs+1, gj, gs+1 còng lµ kh«ng ®iÓm

chung cña

fns+1, f
n−m
i (fmi − aifms+1), g

n
s+1, g

n−m
j (gmj − ajgms+1).

Do ®ã ta cã thÓ bá qua c¸c kh«ng ®iÓm chung ®ã. V× vËy, kh«ng gi¶m tÝnh

tæng qu¸t ta cã thÓ gi¶ sö r»ng

F = (gj, fs+1, fi, gs+1)

x¸c ®Þnh ®êng cong chØnh h×nh tõ C tíi P3(C).

Tõ n ≥ 2m + 9,m ≥ 2 vµ Bæ ®Ò 1.3.3, tån t¹i c¸c h»ng sè C1, C2, C3

kh«ng ®ång thêi b»ng kh«ng sao cho

C1bif
n
s+1 + C2f

n−m
i (fmi − aifms+1) + C3bjg

n
s+1 = 0. (1.13)
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XÐt c¸c trêng hîp sau:

Trêng hîp 1: C3 = 0. Khi ®ã tõ (1.13) ta cã

C1bif
n
s+1 + C2f

n−m
i (fmi − aifms+1) = 0.

Do f kh«ng suy biÕn ®¹i sè, ta cã m©u thuÉn, vËy C3 6= 0.

Trêng hîp 2: C2 = 0. Khi ®ã tõ (1.13) ta cã

C1bif
n
s+1 + C3bjg

n
s+1 = 0. (1.14)

V× C1C3 6= 0, ta suy ra

gns+1 = −C1bi
C3bj

fns+1 hay
gs+1

fs+1
= c, c 6= 0.

Thay vµo (1.12) ta ®îc

−gn−mj (gmj − ajcmfms+1) + fn−mi (fmi − aifms+1) + bi

(
1 +

C1

C3

)
fns+1 = 0.

(1.15)

Gi¶ sö 1 +
C1

C3
6= 0. Lý luËn t¬ng tù (1.12), ta cã thÓ gi¶ sö r»ng

F1 = (gj, fi, fs+1) x¸c ®Þnh mét ®êng cong chØnh h×nh tõ C tíi P2.

Tõ n ≥ 2m + 9,m ≥ 2 vµ Bæ ®Ò 1.3.3, tån t¹i c¸c h»ng sè C ′1, C
′
2,

(C ′1, C
′
2) 6= (0, 0), sao cho

C ′1f
n−m
i (fmi − aifms+1) + C ′2f

n
s+1 = 0.

V× f lµ kh«ng suy biÕn ®¹i sè vµ (C ′1, C
′
2) 6= (0, 0), ta cã m©u thuÉn, vËy

1 +
C1

C3
= 0 hay C1 = −C3.

Tõ ®iÒu nµy vµ (1.14) ta ®îc

bjg
n
s+1 = bif

n
s+1.
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Trêng hîp 3. C1 = 0, C2 6= 0. Tõ (1.13) ta cã

C3bjg
n
s+1 + C2f

n−m
i (fmi − aifms+1) = 0.

Lý luËn t¬ng tù (1.12), ta cã thÓ gi¶ sö r»ng F2 = (gs+1, fi, fs+1) x¸c ®Þnh

mét ®êng cong chØnh h×nh tõ C tíi P2.

Do n ≥ 2m+ 9,m ≥ 2 vµ Bæ ®Ò 1.3.3, ta cã fn−mi (fmi − aifms+1) = 0. V×

f kh«ng suy biÕn ®¹i sè, ta cã m©u thuÉn. VËy C1 6= 0.

Trêng hîp 4. C1C2C3 6= 0. Lý luËn t¬ng tù (1.15), ta ®îc m©u thuÉn, vËy

bif
n
s+1 = bjg

n
s+1.

Ta tiÕp tôc chøng minh Bæ ®Ò 1.3.7. LÊy Bij sao cho Bn
ij = Aij, Khi ®ã

Qi(fi, fs+1) = Qj(Bijgj, Bijgs+1).

§Æt hj = Bijgj vµ hs+1 = Bijgs+1, ta cã

−hn−mj (hmj − ajhms+1) + bif
n
s+1 + fn−mi (fmi − aifms+1)− bjhns+1 = 0.

(1.16)

Chó ý r»ng (1.16) lµ t¬ng tù (1.12), vµ lý luËn t¬ng tù trêng hîp Aij = 1

ta nhËn ®îc

bif
n
s+1 = bjh

n
s+1, hay bif

n
s+1 = Bn

ijbjg
n
s+1.

VËy bifns+1 = Aijbjg
n
s+1. Bæ ®Ò 1.3.7 ®îc chøng minh.

Bæ ®Ò 1.3.8. NÕu Qi ◦ f̃ = AiiQi ◦ g̃ th×
fi
gi

=
fs+1

gs+1
.

Chøng minh. Theo Bæ ®Ò 1.3.7, ta cã fns+1 = Aiig
n
s+1. Tõ ®iÒu nµy vµ

P̃ (fi, fs+1) = AiiP̃ (gi, gs+1), suy ra P
( fi
fs+1

)
= P

( gi
gs+1

)
.

Tõ (m,n) = 1, n > m+ 1,m ≥ 2 vµ theo §Þnh lý 1.3.1 ta nhËn ®îc

fi
fs+1

=
gi
gs+1

, hay
fi
gi

=
fs+1

gs+1
= B, víi Bn = Aii.

Bæ ®Ò 1.3.8 ®îc chøng minh.
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B©y giê ta tiÕp tôc chøng minh §Þnh lý 1.3.6. XÐt

Ps+1,d(z1, . . . , zs+1) = Qd
1 + ...+Qd

s, d ≥ (2s− 1)2, (1.17)

vµ

Ps+1,d(f1, . . . , fs+1) = Ps+1,d(g1, . . . , gs+1).

Do f , g lµ c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè vµ d ≥ (2s− 1)2,

tõ Bæ ®Ò 1.3.2 suy ra, víi mçi i = 1, 2, ..., s, tån t¹i duy nhÊt mét j ∈
{1, . . . , s} sao cho

Qi(fi, fs+1) = AijQj(gj, gs+1), (1.18)

ë ®ã Aij lµ h»ng sè kh¸c kh«ng. Tõ (1.17) vµ (1.18) ta nhËn ®îc Ad
ij = 1.

B©y giê ta chøng minh i = j.

Gi¶ sö ngîc l¹i i 6= j, khi ®ã tån t¹i l 6= i sao cho{
Qi(fi, fs+1) = AijQj(gj, gs+1)

Ql(fl, fs+1) = AliQi(gi, gs+1).

Tõ Bæ ®Ò 1.3.7 ta nhËn ®îc{
bifs+1 = Aijbjgs+1

blfs+1 = Alibigs+1.

Suy ra {
bdi f

d
s+1 = Ad

ijb
d
jg
d
s+1

bdl f
d
s+1 = Ad

lib
d
i g
d
s+1.

V× Ad
ij = Ad

li = 1, nªn b2d
i = bdjb

d
l . Ta ®îc m©u thuÉn. VËy i = j, vµ

Qi(fi, fs+1) = AiiQi(gi, gs+1),

víi mäi i = 1, 2, ..., s. Tõ Bæ ®Ò 1.3.8 ta nhËn ®îc

f1

g1
=
f2

g2
= ... =

fs+1

gs+1
.

VËy f ≡ g. §Þnh lý 1.3.6 ®îc chøng minh.
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§Þnh lý 1.3.9. Gi¶ sö f, g : C −→ Ps(C) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh kh«ng

suy biÕn ®¹i sè, X lµ mét siªu mÆt cña Ps(C) x¸c ®Þnh bëi Ps+1,d = 0. NÕu

Ef(X) = Eg(X) th× f ≡ g.

Chøng minh. Tõ Ef(X) = Eg(X), tån t¹i mét hµm nguyªn h sao cho

Ps+1,d ◦ f̃ = eh(Ps+1,d ◦ g̃).

§Æt

l = e
h
nd vµ h̃ = (lg1, ..., lgs+1).

Khi ®ã h̃ lµ mét biÓu diÔn rót gän cña g vµ Ps+1,d ◦ f̃ = Ps+1,d ◦ h̃. Theo
§Þnh lý 1.3.6 ta ®îc f ≡ g. §Þnh lý 1.3.9 ®îc chøng minh.

TiÕp theo, ta ®a ra líp siªu mÆt thø hai x¸c ®Þnh duy nhÊt ®êng cong

chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè.

Cho 0 6= a, b ∈ C, n ∈ N∗, n ≥ 2m + 9,m ≥ 2, (m,n) = 1, xÐt ®a thøc

P (z) = zn − azn−m + b, vµ ®Æt P̃ (zi, zj) = zni − azn−mi zmj + bznj . Ta x¸c

®Þnh c¸c ®a thøc thuÇn nhÊt sau ®©y:

R1(z1, z2) = P̃ (z1, z2) = zn1 − azn−m1 zm2 + bzn2 ,

R2(z1, z2, z3) = R1

(
R1(z1, z2), P̃ (z2, z3)

)
,

...

Rs(z1, . . . , zs+1) = R1

(
Rs−1(z1, . . . , zs), P̃

n(s−2)

(zs, zs+1)
)

(1.19)

Khi ®ã, Rs lµ ®a thøc thuÇn nhÊt bËc ns cã hÖ sè thuéc C.

§Þnh lý 1.3.10. Gi¶ sö f, g : C −→ Ps(C) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh

kh«ng suy biÕn ®¹i sè vµ Y lµ siªu mÆt cña Ps(C) x¸c ®Þnh bëi Rs = 0. NÕu

Ef(Y ) = Eg(Y ) th× f ≡ g.

Chøng minh. Gi¶ sö Rs(f1, . . . , fs+1) = ARs(g1, . . . , gs+1), 0 6= A ∈ C.
B»ng quy n¹p ta chøng minh:

f1

g1
= ... =

fs+1

gs+1
= As, víi A

ns

s = A. (1.20)
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Víi s = 1, ta cã ph¬ng tr×nh

R1(f1, f2) = AR1(g1, g2). (1.21)

Theo Bæ ®Ò 1.3.8 ta cã f1
g1

= f2
g2

= B, tøc lµ f1 = Bg1, vµ f2 = Bg2 víi

Bn = A. Nh vËy (1.20) ®óng víi s = 1.

Gi¶ sö (1.20) ®óng víi s− 1, tøc lµ nÕu

Rs−1(f1, . . . , fs) = ARs−1(g1, . . . , gs),

th×
f1

g1
= ... =

fs
gs

= As−1, víi A
ns−1

s−1 = A. (1.22)

Ta chøng minh (1.20) ®óng víi s.

Tõ ®Þnh nghÜa cña Rs(z1, . . . , zs+1) vµ t¬ng tù (1.21) ta cã

Rs−1(f1, ..., fs)

Rs−1(g1, ..., gs)
=
P̃ n(s−2)

(fs, fs+1)

P̃ n(s−2)(gs, gs+1)
= B, ë ®ã Bn = A.

Tõ ®ã ta cã

Rs−1(f1, . . . , fs) = BRs−1(g1, . . . , gs),

P̃ ns−2

(fs, fs+1) = BP̃ ns−2

(gs, gs+1), víi B
n = A. (1.23)

Tõ (1.23) ta cã

P̃ (fs, fs+1) = As−1P̃ (gs, gs+1), víi A
ns−2

s−1 = B.

T¬ng tù (1.21) ta cã

fs
gs

=
fs+1

gs+1
= As, víi An

s = As−1.

Do Bn = A nªn Ans−1

s−1 = A vµ Ans
s = A.

MÆt kh¸c, theo (1.22) ta cã

f1

g1
= ... =

fs
gs
.
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Do ®ã
f1

g1
= ... =

fs
gs

=
fs+1

gs+1
= As, víi Ans

s = A.

Nh vËy (1.20) ®óng víi s.

Do Ef(Y ) = Eg(Y ) ta lu«n t×m ®îc hµm nguyªn h sao cho

Rs(f1, ..., fs+1) = ehRs(g1, ..., gs+1).

§Æt l = e
h
ns vµ h̃ = (h1, ..., hs+1) víi hi = lgi, i = 1, ..., s+ 1. Khi ®ã

Rs(f1, ..., fs+1) = Rs(h1, ..., hs+1). (1.24)

Theo (1.20) ta cã
f1

h1
= ... =

fs+1

hs+1
.

Do ®ã
f1

g1
= ... =

fs+1

gs+1
.

VËy f ≡ g. §Þnh lý 1.3.10 ®îc chøng minh.

KÕt luËn cña Ch¬ng 1

Chóng t«i ®a ra mét sè ®Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh

kh¸c h»ng, hai líp ®a thøc duy nhÊt vµ siªu mÆt x¸c ®Þnh duy nhÊt cho c¸c

®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè trªn trêng sè phøc.

C¸c kÕt qu¶ trªn lµ t¬ng tù cña §Þnh lý 4 ®iÓm, §Þnh lý 5 ®iÓm cña

Nevanlinna vµ theo híng tr¶ lêi c©u hái cña F. Gross.
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Ch¬ng 2

§Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong
chØnh h×nh p-adic

Trong ch¬ng nµy, chóng t«i nghiªn cøu VÊn ®Ò 3.1: T¬ng tù VÊn ®Ò 1,

VÊn ®Ò 2 trong trêng hîp p-dic nh ®· nãi ë phÇn më ®Çu. Néi dung cña

ch¬ng nµy ®îc viÕt dùa trªn bµi b¸o [13]. Cô thÓ:

1. T×m q siªu ph¼ng ë vÞ trÝ tæng qu¸t ®Ó tõ ®ã x¸c ®Þnh duy nhÊt ®êng

cong chØnh h×nh p-dic kh¸c h»ng bëi ¶nh ngîc kh«ng tÝnh béi.

2. T×m siªu mÆt X ®Ó tõ ®ã x¸c ®Þnh duy nhÊt ®êng cong chØnh h×nh

kh«ng suy biÕn ®¹i sè p-dic bëi ¶nh ngîc tÝnh c¶ béi.

Chóng t«i ®a ra mét sè ®Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh

p-dic kh¸c h»ng (§Þnh lý 2.2.3, §Þnh lý 2.2.7).

Chóng t«i ®a ra hai líp ®a thøc duy nhÊt vµ siªu mÆt x¸c ®Þnh duy nhÊt

cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh p-dic kh«ng suy biÕn ®¹i sè (§Þnh lý 2.3.3,

§Þnh lý 2.3.4).

Chó ý r»ng §Þnh lý chÝnh thø hai trong trêng hîp p-adic kh¸c trêng

hîp phøc, nªn sè q trong §Þnh lý 2.2.3 nhá h¬n trong §Þnh lý 1.2.3.

Cho ®Õn nay, cha cã kÕt qu¶ t¬ng tù §Þnh lý 2.2.7 trong trêng hîp

phøc.

C¸c §Þnh lý trªn lµ t¬ng tù kÕt qu¶ cña W. Adams vµ E. Straus, P.C.Hu

vµ C.C. Yang [39] vµ M. Ru [54], vµ theo híng tr¶ lêi c©u hái cña F. Gross

trong trêng hîp p-dic.
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2.1 Mét sè kh¸i niÖm.

Trêng c¸c sè phøc p− adic Cp. Cho p lµ sè nguyªn tè cè ®Þnh. Qp lµ

bæ sung ®Çy ®ñ cña trêng h÷u tû Q theo chuÈn p−adic. Ký hiÖu Qp lµ bao

®ãng ®¹i sè cña Qp. Kh¸c víi trêng hîp phøc, Qp lµ trêng kh«ng ®Çy ®ñ.

Ký hiÖu Cp = Q̂p lµ bæ sung ®Çy ®ñ cña bao ®ãng ®¹i sè cña Qp. Cp ®îc

gäi lµ trêng c¸c sè phøc p−adic (xem [39]).

§Þnh lý 2.1.1. [39] Cp lµ trêng ®ãng ®¹i sè vµ ®Çy ®ñ theo chuÈn kh«ng

Acsimet. Cp lµ trêng kh¶ ly nhng kh«ng compact ®Þa ph¬ng.

§é cao cña hµm chØnh h×nh [41].

§Æt: Dr =
{
z ∈ Cp : |z| 6 r, r > 0

}
Gi¶ sö f(z) 6≡ 0 lµ hµm chØnh h×nh p−adic trªn Dr cho bëi chuçi héi tô

f(z) =
∞∑
n=0

anz
n.

Do lim
n→∞
|an|rn = 0 nªn tån t¹i n ®Ó |an|rn lín nhÊt. Ký hiÖu

|f |r = max
06n<∞

|an|rn.

§Þnh nghÜa 8. §é cao cña hµm f(z) trªn Dr ®îc x¸c ®Þnh bëi

Hf(r) = log|f |r.

§Þnh nghÜa 9. C¸c kh¸i niÖm: Hµm nguyªn, vf(a), v6k
f , n6k

f (r), n6k
f (a, r),

v>kf , n>kf (r), n>kf (a, r) t¬ng tù trêng hîp phøc.

1) N6k
f (a, r) =

1

ln p

r∫
ρ

n6k
f (a, x)

x
dx, N6k

f (r) = N6k
f (0, r).

N6k
l,f (a, r) =

1

ln p

r∫
ρ

n6k
l,f (a, x)dx

x
, ë ®ã n6k

l,f (a, r) =
∑
|z|6r

min
{
v6k
f−a(z), l

}
.
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2) N>k
f (a, r) =

1

ln p

r∫
ρ

n>kf (a, x)

x
dx, N>k

f (r) = N>k
f (0, r),

N>k
l,f (a, r) =

1

ln p

r∫
ρ

n>kl,f (a, r)

x
dx, ë ®ã n>kl,f (a, r) =

∑
|z|6r

min
{
v>kf−a(z), l

}
.

2.2 §Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh p-adic
kh¸c h»ng.

C¸c kh¸i niÖm: §êng cong chØnh h×nh f , biÓu diÔn rót gän f̃ cña f ,

®êng cong h»ng, Ef(H), Ef(H), Ef(H,6 k), hä siªu ph¼ng ph©n biÖt ë vÞ

trÝ N con tæng qu¸t, ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè, ®êng

cong chØnh h×nhm-kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh, ®a thøc duy nhÊt, ®a thøc duy

nhÊt m¹nh cho c¸c hµm ph©n h×nh, ®a thøc duy nhÊt, ®a thøc duy nhÊt m¹nh

cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè ®îc ®Þnh nghÜa t¬ng

tù trêng hîp phøc.

NÕu f̃ = (f1, ..., fn+1) vµ g̃ = (g1, ..., gn+1) lµ hai biÓu diÔn rót gän cña

f , th× tån t¹i h»ng sè c kh¸c kh«ng sao cho fi = cgi víi mäi i = 1, ..., n+ 1.

Trong ch¬ng nµy, ta lu«n gi¶ sö f, g : Cp −→ Pn(Cp) lµ hai ®êng

cong chØnh h×nh cã biÓu diÔn rót gän t¬ng øng lµ f̃ = (f1, . . . , fn+1),

g̃ = (g1, . . . , gn+1), hoÆc f, g : Cp −→ Ps(Cp) cã biÓu diÔn rót gän t¬ng

øng lµ f̃ = (f1, . . . , fs+1), g̃ = (g1, . . . , gs+1).

§Þnh nghÜa 10. Gi¶ sö f : Cp −→ Pn(Cp) lµ ®êng cong chØnh h×nh cã biÓu

diÔn rót gän lµ f̃ = (f1, ..., fn+1). §é cao cña f x¸c ®Þnh bëi

Hf(r) = max
16i6n+1

Hfi(r).

Gi¶ söH lµ mét siªu ph¼ng cña Pn(Cp) x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh F = 0,
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sao cho ¶nh cña f kh«ng chøa trong H . §Æt

Hf(H, r) = HF◦f̃(r), N(H, r) = NF◦f̃(r), Nk,f(H, r) = Nk,F◦f̃(r),

N6k
l,f (H, r) = N6k

l,F◦f̃
(r), N>k

l,f (H, r) = N>k
l,F◦f̃(r).

§Þnh lý 2.2.1. Gi¶ sö f : Cp −→ Pn(Cp) lµ ®êng cong chØnh h×nhm-kh«ng

suy biÕn tuyÕn tÝnh, H1, . . . , Hq lµ c¸c siªu ph¼ng cña Pn(Cp) ë vÞ trÝ tæng

qu¸t sao cho f(Cp) 6⊂ Hj, j = 1, . . . , q, vµ 1 6 m 6 n 6 2n−m 6 q − 1.

Khi ®ã

(q − 2n+m− 1)Hf(r) 6
q∑
j=1

Nm,f(Hj, r)−
m(n+ 1)

2
log r +O(1),

ë ®ã, O(1) lµ ®¹i lîng giíi néi kh«ng phô thuéc r.

Chøng minh. §Æt Xj = Hj+1, j = 0, ..., q − 1 vµ p = q − 1. ¸p dông §Þnh

lý 6.3.1 [39], ta cã

(p− 2n+m)Hf(r) 6
p∑
j=0

Nm,f(Xj, r)−
m(n+ 1)

2
logr +O(1). (2.1)

Thay p = q − 1 vµ Xj = Hj+1, j = 0, ..., q − 1 vµo (2.1) ta cã

(q − 2n+m− 1)Hf(r) 6
q∑
j=1

Nm,f(Hj, r)−
m(n+ 1)

2
log r +O(1).

§Þnh lý 2.2.1 ®îc chøng minh.

Bæ ®Ò 2.2.2. Gi¶ sö f : Cp → Pn(Cp) lµ ®êng cong chØnh h×nh m-

kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh, k1, . . . , kq ∈ N∗, H1, . . . , Hq lµ c¸c siªu ph¼ng

cña Pn(Cp) ë vÞ trÝ tæng qu¸t sao cho f(Cp) 6⊂ Hi, i = 1, . . . , q, vµ

1 6 m 6 n 6 2n−m 6 q − 1. Khi ®ã( q∑
i=1

ki −m+ 1

ki + 1
− 2n+m− 1

)
Hf(r)

6
q∑
i=1

ki
ki + 1

N6ki
m,f (Hi, r)−

m(n+ 1)

2
log r +O(1).

ë ®ã, O(1) lµ ®¹i lîng giíi néi kh«ng phô thuéc r.
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Chøng minh. LÊy Hi ∈ {H1, . . . , Hq} vµ ki ∈ {k1, . . . , kq}, ta cã

Nm,f(Hi, r) = N6ki
m,f (Hi, r) +N>ki

m,f (Hi, r)

=
ki

ki + 1
N6ki
m,f (Hi, r) +

1

ki + 1
N6ki
m,f (Hi, r) +N>ki

m,f (Hi, r)

6
ki

ki + 1
N6ki
m,f (Hi, r) +

m

ki + 1
N6ki

1,f (Hi, r) +N>ki
m,f (Hi, r)

6
ki

ki + 1
N6ki
m,f (Hi, r) +

m

ki + 1
Nf(Hi, r).

Theo [46, §Þnh lý 3.2], ta cã

Nf(Hi, r) +O(1) = Hf(Hi, r) 6 Hf(r) +O(1).

Do ®ã

Nm,f(Hi, r) 6
ki

ki + 1
N6ki
m,f (Hi, r) +

m

ki + 1
Hf(r) +O(1).

VËy

q∑
i=1

Nm,f(Hi, r) 6
q∑
i=1

ki
ki + 1

N6ki
m,f (Hi, r) +

q∑
i=1

m

ki + 1
Hf(r) +O(1).

(2.2)

Theo §Þnh lý 2.2.1 vµ (2.2), ta nhËn ®îc Bæ ®Ò 2.2.2.

§Þnh lý 2.2.3. Gi¶ sö f, g : Cp −→ Pn(Cp) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh

kh¸c h»ng, k1, . . . , kq ∈ N∗ vµ H1, . . . , Hq lµ c¸c siªu ph¼ng cña Pn(Cp) ë

vÞ trÝ tæng qu¸t, f(Cp) 6⊂ Hi, g(Cp) 6⊂ Hi, i = 1, . . . , q. Gi¶ sö

f(z) = g(z) víi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki) vµ z ∈
q⋃
i=1

Eg(Hi,6 ki). (2.3)

NÕu q > 2n2 + n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
, th× f ≡ g.

Chøng minh. Gi¶ sö f 6≡ g, khi ®ã tån t¹i h, l ∈ {1, . . . , n + 1}, h 6= l,

sao cho fhgl − flgh 6≡ 0. V× f, g kh¸c h»ng, gi¶ sö f lµ ®êng cong chØnh
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h×nh k-kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh vµ g lµ m-kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh, víi

1 6 k,m 6 n. Theo Bæ ®Ò 2.2.2 vµ (2.3) ta cã( q∑
i=1

ki − k + 1

ki + 1
− 2n+ k − 1

)
Hf(r)

6
q∑
i=1

ki
ki + 1

N6ki
k,f (Hi, r)−

k(n+ 1)

2
log r +O(1)

6
q∑
i=1

kki
ki + 1

N6ki
1,f (Hi, r)−

k(n+ 1)

2
log r +O(1)

6knNfhgl−flgh(r)−
k(n+ 1)

2
log r +O(1)

6kn(Hf(r) +Hg(r)
)
− k(n+ 1)

2
log r +O(1).

VËy
(
q − 2n− 1−

q∑
i=1

k

ki + 1
+ k
)
Hf(r)

6kn(Hf(r) +Hg(r))−
k(n+ 1)

2
log r +O(1), (2.4)

T¬ng tù ta nhËn ®îc(
q − 2n− 1−

q∑
i=1

m

ki + 1
+m

)
Hg(r)

6 mn(Hf(r) +Hg(r))−
m(n+ 1)

2
log r +O(1). (2.5)

Kh«ng gi¶m tæng qu¸t, ta gi¶ sö 1 6 m 6 k 6 n. Tõ (2.4) vµ (2.5) ta cã(
q − 2n− 1−

q∑
i=1

k

ki + 1
+m

)
Hf(r)

6 kn(Hf(r) +Hg(r))−
k(n+ 1)

2
log r +O(1),

vµ
(
q − 2n− 1−

q∑
i=1

k

ki + 1
+m

)
Hg(r)

6mn(Hf(r) +Hg(r))−
m(n+ 1)

2
log r +O(1).
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LÊy tæng c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn, suy ra(
q − 2n− 1−

q∑
i=1

k

ki + 1
+m− kn−mn

)(
Hf(r) +Hg(r)

)
+

(n+ 1)

2
(k +m) log r lµ ®¹i lîng giíi néi khi r →∞.

Do ®ã q − 2n− 1−
q∑
i=0

k

ki + 1
− kn− (n− 1)m < 0. XÐt

ϕ(k,m) = k
(
−

q∑
i=1

1

ki + 1
− n

)
+ (1− n)m+ q − 2n− 1.

V× 1 6 m 6 k 6 n, −
q∑
i=1

1

ki + 1
− n < 0, 1 − n 6 0 vµ gi¶ thiÕt

q > 2n2 + n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
, ta cã

ϕ(k,m) ≥ ϕ(n, n) = q − 2n2 − n− 1−
q∑
i=1

n

ki + 1
> 0.

Ta nhËn ®îc m©u thuÉn, vËy f ≡ g. §Þnh lý 2.2.3 ®îc chøng minh.

Trong §Þnh lý 2.2.3, thªm gi¶ thiÕt Ef(Hi,6 ki)
⋂
Ef(Hj,6 kj) = ∅,

víi mäi 1 6 i 6= j 6 q. Lý luËn t¬ng tù (2.4), ta cã(
q − 2n− 1−

q∑
i=1

k

ki + 1
+ k
)
Hf(r)

6k(Hf(r) +Hg(r))−
k(n+ 1)

2
log r +O(1),

B»ng ph¬ng ph¸p chøng minh t¬ng tù §Þnh lý 2.2.3, ta nhËn ®îc

HÖ qu¶ 2.2.4. Gi¶ sö f, g : Cp −→ Pn(Cp) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh

kh¸c h»ng, k1, ..., kq ∈ N∗ vµ H1, ..., Hq lµ c¸c siªu ph¼ng cña Pn(Cp) ë vÞ

trÝ tæng qu¸t, f(Cp) 6⊂ Hi, g(Cp) 6⊂ Hi, i = 1, . . . , q. Gi¶ sö r»ng

Ef(Hi,6 ki)
⋂

Ef(Hj,6 kj) = ∅ víi mäi 1 6 i 6= j 6 q,

f(z) = g(z) víi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki) vµ z ∈
q⋃
i=1

Eg(Hi,6 ki). (2.6)
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NÕu q ≥ 3n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
th× f ≡ g.

NhËn xÐt 2. Khi ki →∞ th× tõ HÖ qu¶ 2.2.4 ta nhËn ®îc kÕt qu¶ cña P.C.

Hu-C.C. Yang [39], M. Ru [54].

Sè q trong §Þnh lý 2.2.3 nhá h¬n trong §Þnh lý 1.2.3.

§Þnh lý 2.2.5. (§Þnh lý kh«ng ®iÓm Hilbert [66]) Gi¶ sö Q1, ..., Qn+1 lµ c¸c

®a thøc thuÇn nhÊt bËc d ≥ 1 cã nghiÖm chung duy nhÊt (0,...,0). Khi ®ã tån

t¹i c¸c sè nguyªn d¬ng mk ≥ d sao cho

xmk

k =
n+1∑
i=1

Aik(x1, ..., xn+1)Qi(x1, ..., xn+1),

trong ®ã 1 6 i, k 6 n+ 1, Aik lµ c¸c ®a thøc thuÇn nhÊt bËc mk − d víi hÖ

sè trong Cp.

Bæ ®Ò 2.2.6 sau ®©y cho ta thÊy mèi quan hÖ gi÷a ®é cao cña hai ®êng

cong chØnh h×nh p-adic kh¸c h»ng khi chóng chung ¶nh ngîc tÝnh c¶ béi

cña n+ 1 siªu mÆt ë vÞ trÝ tæng qu¸t.

Bæ ®Ò 2.2.6. Gi¶ sö f, g : Cp −→ Pn(Cp) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh

kh¸c h»ng, {X1, ..., Xn+1} lµ c¸c siªu mÆt bËc d vµ {Y1, ..., Yn+1} lµ c¸c

siªu mÆt bËc l trong Pn(Cp) ë vÞ trÝ tæng qu¸t sao cho ¶nh cña f vµ

g kh«ng chøa trong Xi, Yi t¬ng øng, i = 1, . . . , n + 1. Gi¶ sö r»ng

Ef(Xi) = Eg(Yi), i = 1, . . . , n+ 1. Khi ®ã

dHf(r) = lHg(r) +O(1).

Chøng minh. Gi¶ sö Xi ®îc x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh:

Pi(x1, . . . , xn+1) = 0, i = 1, . . . , n+ 1.

V× Xi ë vÞ trÝ tæng qu¸t, theo §Þnh lý 2.2.5, tån t¹i mk ∈ N∗,mk ≥ d, sao

cho

xmk

k =
n+1∑
i=1

Aik(x1, . . . , xn+1)Pi(x1, . . . , xn+1),
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ë ®ã, Aik(x1, . . . , xn+1), 1 6 i 6 n+ 1, 1 6 k 6 n+ 1, lµ c¸c ®a thøc thuÇn

nhÊt cã bËc mk − d víi c¸c hÖ sè trong Cp. Do ®ã

fmk

k =
n+1∑
i=1

Aik(f1, . . . , fn+1)Pi(f1, . . . , fn+1), k = 1, . . . , n+ 1.

Tõ ®ã suy ra

Hf
mk
k

(r) = mkHfk(r) 6 (mk − d)Hf(r) + max
16i6n+1

HPi◦f̃(r) +O(1).

Do ®ã

dHf(r) 6 max
16i6n+1

HPi◦f̃(r) +O(1). (2.7)

MÆt kh¸c:

HPi◦f̃(r) 6 dHf(r) +O(1). (2.8)

Tõ (2.7) vµ (2.8) ta cã

dHf(r) = max
16i6n+1

HPi◦f̃(r) +O(1). (2.9)

T¬ng tù, nÕu Yi ®îc x¸c ®Þnh bëi ph¬ng tr×nh:

Qi(x1, . . . , xn+1) = 0, i = 1, . . . , n+ 1, th×

lHg(r) = max
16i6n+1

HQi◦f̃(r) +O(1). (2.10)

Tõ Ef(Xi) = Eg(Yi), i = 1, . . . , n + 1, suy ra Pi◦f̃
Qi◦g̃ lµ hµm nguyªn trªn Cp

kh«ng cã kh«ng ®iÓm. VËy tån t¹i 0 6= ai ∈ Cp, sao cho

Pi ◦ f̃ = aiQi ◦ g̃, i = 1, . . . , n+ 1.

Do ®ã

max
16i6n+1

HPi◦f̃(r) = max
16i6n+1

HQj◦g̃(r) +O(1). (2.11)

Tõ (2.9), (2.10), (2.11), ta cã dHf(r) = lHg(r) + O(1). Bæ ®Ò 2.2.6 ®îc

chøng minh.
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Sau ®©y, chóng t«i ®a ra ®Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh

kh¸c h»ng mµ trong gi¶ thiÕt xuÊt hiÖn ¶nh ngîc cña n+ 1 siªu mÆt tÝnh c¶

béi vµ ¶nh ngîc cña c¸c siªu ph¼ng kh«ng tÝnh béi ë vÞ trÝ tæng qu¸t.

§Þnh lý 2.2.7. Gi¶ sö f, g : Cp −→ Pn(Cp) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh

kh¸c h»ng, Xi lµ c¸c siªu mÆt bËc d vµ Hj lµ c¸c siªu ph¼ng ë vÞ trÝ tæng

qu¸t trong Pn(Cp) sao cho ¶nh cña f vµ g kh«ng chøa trong Xi, Hj víi mäi

i = 1, . . . , n+ 1 vµ j = 1, . . . , q. Gi¶ sö r»ng

Ef(Xi) = Eg(Xi), i = 1, . . . , n+ 1,

f(z) = g(z) víi z ∈
q⋃
j=1

Ef(Hj,6 kj),

NÕu q > 2n2 + n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
th× f ≡ g.

Chøng minh. Gi¶ sö f 6≡ g, khi ®ã tån t¹i h, j ∈ {1, . . . , n+ 1}, h 6= j, sao

cho fhgj− fjgh 6≡ 0. V× f lµ ®êng cong chØnh h×nh kh¸c h»ng k-kh«ng suy

biÕn tuyÕn tÝnh víi 1 6 k 6 n 6 2n− k < q − 1, t¬ng tù (2.4) trong §Þnh

lý 2.2.3 ta cã( q∑
i=1

ki + 1− k
ki + 1

− 2n+ k − 1
)
Hf(r)

6 nk
(
Hf(r) +Hg(r)

)
− k(n+ 1)

2
log r +O(1).

Tõ Ef(Xi) = Eg(Xi), i = 1, . . . , n+ 1, vµ Bæ ®Ò 2.2.6 ta cã

dHf(r) = dHg(r) +O(1), hay Hf(r) = Hg(r) +O(1),

Do ®ã
( q∑
i=1

ki + 1− k
ki + 1

− 2n + k − 1− 2nk
)
Hf(r) +

k(n+ 1)

2
log r lµ ®¹i

lîng giíi néi khi r →∞. Suy ra k
(

1−
q∑
i=1

1

ki + 1
− 2n

)
+ q− 2n− 1 < 0.

XÐt ϕ(k) = k
(

1−
q∑
i=1

1

ki + 1
− 2n

)
+ q − 2n− 1.

Tõ 1−
q∑
i=1

1

ki + 1
− 2n < 0 vµ gi¶ thiÕt q > 2n2 + n+ 1 +

q∑
i=1

n

ki + 1
, ta cã



40

ϕ(k) > ϕ(n) = q − 2n2 − n − 1 −
q∑
i=1

n

ki + 1
> 0, ta ®îc m©u thuÉn, vËy

f ≡ g. §Þnh lý 2.2.7 ®îc chøng minh.

Trong §Þnh lý 2.2.7, thªm gi¶ thiÕt Ef(Hi,6 ki)
⋂
Ef(Hj,6 kj) = ∅,

víi mäi 1 6 i 6= j 6 q. Lý luËn t¬ng tù (2.4), ta cã

( q∑
i=1

ki + 1− k
ki + 1

− 2n+ k − 1
)
Hf(r)

6 k
(
Hf(r) +Hg(r)

)
− k(n+ 1)

2
log r +O(1).

B»ng ph¬ng ph¸p chøng minh t¬ng tù §Þnh lý 2.2.7, ta nhËn ®îc

HÖ qu¶ 2.2.8. Gi¶ sö f, g : Cp −→ Pn(Cp) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh

kh¸c h»ng, Xi lµ c¸c siªu mÆt bËc d vµ Hj lµ c¸c siªu ph¼ng ë vÞ trÝ tæng

qu¸t trong Pn(Cp) sao cho ¶nh cña f vµ g kh«ng chøa trong Xi, Hj víi mäi

i = 1, . . . , n+ 1, j = 1, . . . , q. Gi¶ sö r»ng

Ef(Hi,6 ki)
⋂
Ef(Hj,6 kj) = ∅ víi mäi 1 6 i 6= j 6 q,

Ef(Xi) = Eg(Xi), i = 1, . . . , n+ 1,

f(z) = g(z) víi z ∈
q⋃
i=1

Ef(Hi,6 ki).

NÕu q > 3n+ 1 +
q∑
i=1

n

ki + 1
th× f ≡ g.

NhËn xÐt 3. Trong trêng hîp phøc, cha cã ®Þnh lý nµo t¬ng tù nh §Þnh

lý 2.2.7 vµ HÖ qu¶ 2.2.8.

2.3 TËp x¸c ®Þnh duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh
p-adic kh«ng suy biÕn ®¹i sè.

Cho n ∈ N∗, n ≥ 2m+ 8,m ≥ 2, (m,n) = 1, xÐt ®a thøc

P (z) = zn − azn−m + b,
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ë ®ã 0 6= a, b ∈ Cp, vµ
an

bm
6= nn

mm(n−m)n−m
. §Æt

P̃ (zi, zj) = zni − azn−mi zmj + bznj .

ta x¸c ®Þnh c¸c ®a thøc thuÇn nhÊt Pi(z1, . . . , zi+1), i = 1, ...s nh sau:

P1(z1, z2) = P̃ (z1, z2),

P2(z1, z2, z3) = P1
(
P̃ (z1, z2), P̃ (z2, z3)

)
, . . . ,

Ps = Ps(z1, . . . , zs+1) = Ps−1
(
P̃ (z1, z2), . . . , P̃ (zs, zs+1)

)
. (2.12)

Khi ®ã, Ps lµ ®a thøc thuÇn nhÊt víi bËc ns cã hÖ sè thuéc Cp.

Bæ ®Ò 2.3.1. Víi gi¶ thiÕt trªn, P (z) lµ UPM.

Chøng minh. Bæ ®Ò 2.3.1 ®îc suy ra trùc tiÕp tõ [39, §Þnh lý 3.21].

§Þnh lý 2.3.2. Ps ®îc ®Þnh nghÜa bëi (2.12) lµ SUPC.

Chøng minh. Tríc hÕt, ta chøng minh §Þnh lý 2.3.2 víi s = 1.

Gi¶ sö f̃ = (f1, f2), g̃ = (g1, g2) sao cho P̃ (f1, f2) = cP̃ (g1, g2), c ∈ Cp.

Khi ®ã ta cã

bfn2 + fn−m1 (fm1 − afm2 )− cbgn2 = gn−m1 (cgm1 − cagm2 ). (2.13)

XÐt ®êng cong chØnh h×nh F tõ Cp tíi P2(Cp) cã biÓu diÔn rót gän lµ

F̃ =
(
bfn2 , f

n−m
1 (fm1 − afm2 ), bgn2

)
.

Gi¶ sö r»ng F kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh. XÐt c¸c siªu ph¼ng sau ®©y ë vÞ

trÝ tæng qu¸t trong P2(Cp)

H1 : x1 = 0; H2 : x2 = 0; H3 : x3 = 0;

H4 : x1 + x2 − cx3 = 0.
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¸p dông §Þnh lý 2.2.1 vµ (2.13), chó ý nHf(r) 6 HF (r) +O(1), ta cã

HF (r) 6
4∑
i=1

N2,F (Hi, r)− 3 log r +O(1)

= N2,bfn2 (r) +N2,fn−m1 (fm1 −afm2 )(r) +N2,bgn2 (r)

+N2,bfn2 +fn−m1 (fm1 −afm2 )−bcgn2 (r)− 3 log r +O(1)

6 2Nf2(r) + 2Nf1(r) +N2,(fm1 −afm2 )(r) + 2Ng2(r)

+N2,gn−m1 (gm1 −agm2 )(r)− 3 log r +O(1)

6 4Hf(r) + 4Hg(r) +Nfm1 −afm2 (r) +Ngm1 −agm2 (r)− 3 log r +O(1)

6 (m+ 4)
(
Hf(r) +Hg(r)

)
− 3 log r +O(1).

Suy ra

nHf(r) 6 (m+ 4)
(
Hf(r) +Hg(r)

)
− 3 log r +O(1). (2.14)

XÐt ®êng cong chØnh h×nh G tõ Cp tíi P2(Cp) cã biÓu diÔn rót gän lµ

G̃ =
(
bgn2 , g

n−m
1 (gm1 − agm2 ), bfn2

)
.

Gi¶ sö r»ng G kh«ng suy biÕn tuyÕn tÝnh. T¬ng tù trong chøng minh cña

(2.14), ta nhËn ®îc

nHg(r) 6 (m+ 4)
(
Hf(r) +Hg(r)

)
− 3 log r +O(1). (2.15)

LÊy tæng (2.14) vµ (2.15), ta suy ra (n− 2m− 8)(Hf(r) +Hg(r)) + 6 log r

lµ ®¹i lîng giíi néi khi r → ∞. Do ®ã n < 2m + 8, m©u thuÉn. VËy F

hoÆc G lµ suy biÕn tuyÕn tÝnh.

Kh«ng gi¶m tæng qu¸t, ta cã thÓ gi¶ sö F lµ suy biÕn tuyÕn tÝnh. Khi ®ã

tån t¹i c¸c h»ng sè C1, C2, C3 kh«ng ®ång thêi b»ng kh«ng sao cho

C1bf
n
2 + C2f

n−m
1 (fm1 − afm2 ) + C3bg

n
2 = 0. (2.16)

XÐt c¸c trêng hîp sau:
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Trêng hîp 1. NÕu C3 = 0, khi ®ã tõ (2.16) ta cã

C1bf
n
2 + C2f

n−m
1 (fm1 − afm2 ) = 0. (2.17)

Do f kh¸c h»ng vµ (C1, C2) 6= (0, 0) ta ®îc m©u thuÉn, vËy C3 6= 0.

Trêng hîp 2. NÕu C2 = 0. Tõ (2.16) ta cã C1 6= 0, C3 6= 0, vµ

gn2 = −C1

C3
fn2 . (2.18)

Tõ ®iÒu nµy vµ (2.13) ta cã

b
(

1 +
cC1

C3

)
fn2 + fn−m1 (fm1 − afm2 ) = cgn−m1 (gm1 − agm2 ).

Gi¶ sö 1+
cC1

C3
6= 0. XÐt ®êng cong chØnh h×nh F1 : Cp −→ P1(Cp) cã biÓu

diÔn rót gän

F̃1 =
(
fn−m1 (fm1 − afm2 ), b

(
1 +

cC1

C3

)
fn2

)
.

Do f kh¸c h»ng, nªn F1 còng kh¸c h»ng. XÐt 3 ®iÓm (1, 0), (0, 1) (1, 1) cña

P1(Cp). ¸p dông §Þnh lý 2.2.1 vµ chó ý nHf(r) 6 HF1
(r) +O(1), ta cã

nHf(r) 6 HF1
(r) +O(1)

6N1,fn−m1 (fm1 −afm2 )(r) +N1,fn2 (r) +N1,gn−m1 (gm1 −agm2 ) − log r +O(1)

6N1,f1(r) +Nfm1 −afm2 (r) +N1,f2(r) +N1,g1(r) +Ngm1 −agm2 (r)− log r +O(1)

6Nf1(r) +Nf2(r) +Nfm1 −afm2 (r) +Ng1(r) +Ngm1 −agm2 (r)− log r +O(1)

6 (m+ 2)Hf(r) + (m+ 1)Hg(r)− log r +O(1).

VËy

nHf(r) 6 (m+ 2)Hf(r) + (m+ 1)Hg(r)− log r +O(1). (2.19)

T¬ng tù, ta ®îc

nHg(r) 6 (m+ 2)Hg(r) + (m+ 1)Hf(r)− log r +O(1). (2.20)
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LÊy tæng (2.19) vµ (2.20), ta suy ra (n− 2m− 3)
(
Hf(r) +Hg(r)

)
+ 2 log r

lµ ®¹i lîng giíi néi khi r →∞. Ta cã m©u thuÉn v× n ≥ 2m+ 3. VËy

1 +
cC1

C3
= 0 hay c = −C3

C1
.

Tõ ®iÒu nµy vµ (2.18) ta ®îc

fn2 = cgn2 .

Trêng hîp 3. NÕu C1 = 0, C2 6= 0. Tõ (2.16) ta cã

C2f
n−m
1 (fm1 − afm2 ) = −C3bg

n
2 .

VËy

C2

(f1

f2

)n
− C2a

(f1

f2

)n−m
= −C3b

(g2

f2

)n
. (2.21)

Do n ≥ 2m + 8,m ≥ 2, ph¬ng tr×nh C2z
n − C2az

n−m = 0 cã Ýt nhÊt 3

nghiÖm z1 = 0, z2, z3. Do f kh¸c h»ng, nªn
g2

f2
còng kh¸c h»ng.

Tõ (2.21) suy ra víi mçi i = 1, 2, 3, tÊt c¶ c¸c kh«ng ®iÓm cña
f1

f2
− zi

®Òu cã béi ≥ n. Theo [47, §Þnh lý 3.10] ta cã 3
(

1− 1

n

)
< 2, hay n < 3.

Tõ n ≥ 2m+ 8, ta nhËn ®îc m©u thuÉn. VËy C1 6= 0.

Trêng hîp 4. C1C2C3 6= 0.

XÐt ®êng cong chØnh h×nh F2 tõ Cp tíi P1(Cn) cã biÓu diÔn rót gän

F̃2 =
(
C2f

n−m
1 (fm1 − afm2 ), C1bf

n
2
)
.

Do f kh¸c h»ng, nªn F2 còng vËy. XÐt 3 ®iÓm (1, 0), (0, 1), (1, 1) cña P1(Cp).

¸p dông §Þnh lý 2.2.1 vµ chó ý nHf(r) 6 HF2
(r) +O(1), ta cã

HF2
(r) 6N1,C2f

n−m
1 (fm1 −afm2 )(r) +N1,C1bfn2 (r)

+N1,C2f
n−m
1 (fm1 −afm2 )+C1bfn2

− log r +O(1)

6Nf1(r) +Nf2(r) +Nfm1 −afm2 +Ng2(r)− log r +O(1)

6(m+ 2)Hf(r) +Hg(r)− log r +O(1).
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VËy

nHf(r) 6 (m+ 2)Hf(r) +Hg(r)− log r +O(1). (2.22)

MÆt kh¸c, theo (2.16) ta cã

fn−m1 (fm1 − afm2 ) = −bC3

C2
gn2 −

bC1

C2
fn2 .

Tõ ®iÒu nµy vµ (2.13) ta nhËn ®îc

A1bg
n
2 + A2g

n−m
1 (gm1 − agm2 ) + A3bf

n
2 = 0.

NÕu A1A2A3 = 0, ta sö dông lý luËn t¬ng tù nh trªn.

Gi¶ sö A1A2A3 6= 0. Khi ®ã xÐt ®êng cong chØnh h×nh G2 tõ Cp tíi

P1(Cp) cã biÓu diÔn rót gän

G̃2 =
(
A2g

n−m
1 (gm1 − agm2 ), A1bg

n
2
)
.

Do g kh¸c h»ng, nªn G2 còng vËy. T¬ng tù nh ®èi víi (2.22), ta nhËn ®îc

bÊt ®¼ng thøc sau cho G2

nHg(r) 6 (m+ 2)Hg(r) +Hf(r)− log r +O(1). (2.23)

LÊy tæng (2.22) vµ (2.23), ta suy ra (n−m− 3)
(
Hf(r) + Hg(r)

)
+ 2 log r

lµ ®¹i lîng giíi néi khi r → ∞. Suy ra n < m + 3, ®îc m©u thuÉn v×

n ≥ 2m+ 8. VËy C1C2C3 = 0. C¸c trêng hîp trªn cho ta

fn2 = cgn2 . (2.24)

Tõ (2.24) vµ P̃ (f1, f2) = cP̃ (g1, g2), ta cã P
(f1

f2

)
= P

(g1

g2

)
.

V× n ≥ 2m + 8, m ≥ 2, (m,n) = 1, theo Bæ ®Ò 2.3.1 ta nhËn ®îc f ≡ g.

§Þnh lý 2.3.2 ®óng víi s = 1.

B©y giê ta tiÕp tôc chøng minh §Þnh lý 2.3.2. XÐt

Ps(f1, . . . , fs+1) = cPs(g1, . . . , gs+1).
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Lý luËn t¬ng tù trêng hîp s = 1 ta ®îc

Pk−1(f1, . . . , fk)

Pk−1(g1, . . . , gk)
=
Pk−1(f2, . . . , fk+1)

Pk−1(g2, . . . , gk+1)
, k = 2, ...s− 1.

Tõ
P1(f1, f2)

P1(g1, g2)
=
P1(f2, f3)

P1(g2, g3)
, suy ra

{
P1(f1, f2) = c1P1(g1, g2),

P1(f2, f3) = c1P1(g2, g3).

Do ®ã
f1

g1
=
f2

g2
vµ

f2

g2
=
f3

g3
.

T¬ng tù
fk
gk

=
fk+1

gk+1
vµ

fk+1

gk+1
=
fk+2

gk+2
, k = 1, 2, ..., s− 1.

VËy f ≡ g. §Þnh lý 2.3.2 ®îc chøng minh.

§Þnh lý 2.3.3. Gi¶ sö f, g : Cp −→ Ps(Cp) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh

kh«ng suy biÕn ®¹i sè vµ X lµ siªu mÆt cña Ps(Cp) x¸c ®Þnh bëi Ps = 0.

NÕu Ef(X) = Eg(X), th× f ≡ g.

Chøng minh. Tõ Ef(X) = Eg(X) ta cã Ps ◦ f̃ = cPs ◦ g̃ víi 0 6= c ∈ Cp.

Theo §Þnh lý 2.3.2, f ≡ g. §Þnh lý 2.3.3 ®îc chøng minh.

Víi ®a thøc P (z), P̃ (zi, zj) trong §Þnh lý 2.3.2 ta x¸c ®Þnh c¸c ®a thøc

thuÇn nhÊt sau:

A1(z1, z2) = P̃ (z1, z2),

A2(z1, z2, z3) = A1

(
A1(z1, z2), P̃ (z2, z3)

)
, ...,

As = As(z1, ..., zs+1) = A1

(
As−1(z1, ..., zs), P̃

n(s−2)

(zs, zs+1)
)
. (2.25)

Khi ®ã As lµ ®a thøc thuÇn nhÊt bËc ns cã hÖ sè thuéc Cp.

§Þnh lý sau ®©y cho ta hä thø hai c¸c siªu mÆt Y x¸c ®Þnh duy nhÊt ®êng

cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè tõ Cp tíi Ps(Cp).
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§Þnh lý 2.3.4. Gi¶ sö f, g : Cp −→ Ps(Cp) lµ hai ®êng cong chØnh h×nh

kh«ng suy biÕn ®¹i sè vµ Y lµ siªu mÆt cña Ps(Cp) x¸c ®Þnh bëi As = 0.

NÕu Ef(Y ) = Eg(Y ) th× f ≡ g.

Chøng minh. Tõ Ef(Y ) = Eg(Y ), ta cã

As(f1, . . . , fs+1) = cAs(g1, . . . , gs+1), (2.26)

ë ®ã 0 6= c ∈ Cp. B»ng quy n¹p ta sÏ chøng minh

f1

g1
=
f2

g2
= ... =

fs+1

gs+1
. (2.27)

Víi s = 1, tõ (2.26) ta nhËn ®îc

A1(f1, f2) = cA1(g1, g2).

Lý luËn t¬ng tù (2.13) nh khi xÐt §Þnh lý 2.3.2 ta cã

f1

g1
=
f2

g2
.

VËy (2.27) ®óng víi s = 1.

Gi¶ sö (2.27) ®óng víi s− 1, ta chøng minh (2.27) ®óng víi s.

Tõ ®Þnh nghÜa cña As(z1, ..., zs+1) vµ (2.26) ta cã

An
s−1 − aAn−m

s−1 B
m
s+1 + bBn

s+1 − cCn
s−1 + caCn−m

s−1 D
m
s+1 − cbDn

s+1 = 0.

Lý luËn t¬ng tù (2.13) nh khi xÐt §Þnh lý 2.3.2 ta nhËn ®îc

As−1 = cs−1Cs−1 vµ Bs+1 = cs−1Ds+1.

Tøc lµ

As−1(f1, ..., fs) = cs−1As−1(g1, .., gs),

P̃ (fs, fs+1) = ds−1P̃ (gs, gs+1).

Tõ ®©y vµ gi¶ thiÕt quy n¹p ta nhËn ®îc

f1

g1
=
f2

g2
= ... =

fs
gs

vµ
fs
gs

=
fs+1

gs+1
.
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Suy ra
f1

g1
=
f2

g2
= ... =

fs+1

gs+1
.

VËy f ≡ g. §Þnh lý 2.3.4 ®îc chøng minh.

C©u hái: Tån t¹i hay kh«ng kÕt qu¶ t¬ng tù §Þnh lý 2.2.7 vµ HÖ qu¶

2.2.8 trong trêng hîp phøc?

KÕt luËn cña Ch¬ng 2

Chóng t«i ®a ra c¸c ®Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh

p-adic kh¸c h»ng, hai líp ®a thøc duy nhÊt m¹nh vµ siªu mÆt x¸c ®Þnh duy

nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh p-adic kh«ng suy biÕn ®¹i sè.

- §Þnh lý 2.2.3, HÖ qu¶ 2.2.4, §Þnh lý 2.2.7. HÖ qu¶ 2.2.8.

- §Þnh lý 2.3.2, §Þnh lý 2.3.3, §Þnh lý 2.3.4.

C¸c §Þnh lý trªn lµ t¬ng tù cña §Þnh lý 4 ®iÓm, §Þnh lý 5 ®iÓm cña

Nevanlinna, t¬ng tù c¸c kÕt qu¶ cña M. Ru, P.C. Hu-C. C. Yang vµ theo

híng tr¶ lêi c©u hái cña F. Gross trong trêng hîp p-adic.
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Ch¬ng 3

§Þnh lý duy nhÊt vµ bi-URS cho c¸c hµm
ph©n h×nh p-adic nhiÒu biÕn

Trong ch¬ng nµy, chóng t«i nghiªn cøu vÊn ®Ò 3.2. Cã hai híng gi¶i

quyÕt VÊn ®Ò nµy, ®ã lµ:

Híng thø nhÊt: Sö dông nh¸t c¾t thÝch hîp, chuyÓn hµm p-adic nhiÒu

biÕn vÒ hµm mét biÕn, nhê ®ã nhËn ®îc MÖnh ®Ò 3.3.2. Tõ ®ã, thu ®îc c¸c

kÕt qu¶ ®èi víi ®a thøc duy nhÊt trong trêng hîp nhiÒu biÕn, khi ®· biÕt kÕt

qu¶ trong trêng hîp mét biÕn. Nhê ®ã, nhËn ®îc c¸c §Þnh lý 3.3.3, §Þnh

lý 3.3.4. §èi víi híng thø nhÊt, nhËn xÐt vµ kÕt qu¶ cña ph¶n biÖn lµ thùc

sù cã ý nghÜa. Ph¶n biÖn còng nªu ý tëng cho t¸c gi¶ chøng minh MÖnh

®Ò 3.2.5 lµ t¬ng tù MÖnh ®Ò 3.3.2, nhng ®îc xÐt ®èi víi tËp x¸c ®Þnh duy

nhÊt. Tõ ®ã, nhËn ®îc §Þnh lý 3.2.7, §Þnh lý 3.2.8.

Híng thø hai: ThiÕt lËp §Þnh lý chÝnh thø 2 cho c¸c hµm ph©n h×nh

p-adic nhiÒu biÕn (§Þnh lý 3.4.2). Sö dông §Þnh lý 3.4.2 víi c¸c kü thuËt

®¸nh gi¸ gi÷a hµm ®é cao víi hµm ®Õm kh«ng tÝnh béi, cïng viÖc sö dông

c¸c kü thuËt chøng minh trong [45], chóng t«i còng nhËn ®îc c¸c §Þnh lý

3.2.7, §Þnh lý 3.2.8, §Þnh lý 3.3.3, §Þnh lý 3.3.4 nãi trªn.

Néi dung cña ch¬ng nµy ®îc viÕt dùa trªn bµi b¸o [14], [27] vµ nhËn

xÐt cïng kÕt qu¶ cña ph¶n biÖn. Cô thÓ lµ:

1. Ph¸t biÓu vµ chøng minh c¸c ®Þnh lý t¬ng tù §Þnh lý 4 ®iÓm cña

Nevanlinna trong trêng hîp p-adic nhiÒu biÕn (§Þnh lý 3.4.2, §Þnh lý

3.2.7. §Þnh lý 3.2.8).
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2. ThiÕt lËp líp ®a thøc duy nhÊt, ®a thøc duy nhÊt m¹nh vµ chØ ra sù

tån t¹i cña mét bi-URS cho c¸c hµm ph©n h×nh p-adic nhiÒu biÕn d¹ng

({a1, ..., aq}, {u}), víi mäi q ≥ 4 (§Þnh lý 3.3.4, §Þnh lý 3.3.5). §©y

lµ t¬ng tù kÕt qu¶ cña Hµ Huy Kho¸i vµ T¹ ThÞ Hoµi An trong trêng

hîp nhiÒu biÕn.

3.1 Mét sè kh¸i niÖm.

Kh«ng gian Cm
p .

Víi z ∈ Cp ta ®Æt v(z) =

{
− log |z| nÕu z 6= 0,

+∞ nÕu z = 0.

Víi m lµ sè nguyªn d¬ng, kh«ng gian p−adic m chiÒu, ký hiÖu lµ Cm
p

®îc x¸c ®Þnh nh sau:

Cm
p =

{
(z1, ..., zm) : zi ∈ Cp víi i = 1, ...,m

}
,

Mét sè ký hiÖu.

b(m) = (b1, ..., bm), bi(b) = (b1, ..., bi−1, b, bi+1, ..., bm),

b(m,is) = bi(bis), (̂bi) = (b1, ..., bi−1, bi+1, ..., bm),

Dr =
{
z ∈ Cp : |z| 6 r, r > 0

}
, D<r> =

{
z ∈ Cp : |z| = r, r > 0

}
,

Dr(m)
= Dr1 × · · · ×Drm, ë ®ã r(m) = (r1, . . . , rm) víi ri ∈ R∗+,

D<r(m)> = D<r1> × · · · ×D<rm>, |γ| = γ1 + · · ·+ γm,

zγ = zγ1

1 ...z
γm
m , rγ = rγ1

1 ...r
γm
m , γ = (γ1, ..., γm),

ë ®ã γi ∈ N, |.| = |.|p, log = logp .

§é cao cña hµm chØnh h×nh p-adic nhiÒu biÕn.

Gi¶ sö f lµ hµm chØnh h×nh kh«ng ®ång nhÊt kh«ng trªn Dr(m)
vµ

f =
∑
|γ|≥0

aγz
γ, |zi| 6 ri víi i = 1, . . . ,m.
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V× f lµ hµm chØnh h×nh, nªn lim
|γ|→∞

|aγ|rγ = 0.Do ®ã tån t¹i (γ1, ..., γm) ∈ Nm

sao cho |aγ|rγ lín nhÊt. §Æt

|f |r(m)
= max

06|γ|<∞
|aγ|rγ.

§Þnh nghÜa 11. §é cao cña hµm f(z(m)) ®Þnh nghÜa bëi

Hf(r(m)) = log |f |r(m)
.

NÕu f(z(m)) ≡ 0, ®Æt Hf(r(m)) = −∞.

Bæ ®Ò 3.1.1. [46] Gi¶ sö fs(z(m)), s = 1, 2, . . . , q, lµ q hµm chØnh h×nh p-dic

kh«ng ®ång nhÊt kh«ng trªn Dr(m)
. Khi ®ã tån t¹i u(m) ∈ Dr(m)

®Ó

|fs(u(m))| = |fs|r(m)
, s = 1, 2, . . . , q.

Gi¶ sö f 6≡ 0 lµ hµm chØnh h×nh trªn Dr(m)
, a = (a1, ..., am) ∈ Dr(m)

, vµ

f =
∞∑
|γ|=0

aγ(z1 − a1)
γ1 . . . (zm − am)γm, z(m) ∈ Dr(m)

.

Víi mçi i = 1, 2, . . . ,m, viÕt: f(z(m)) =
∑∞

k=0 fi,k
̂(zi − ai)(zi − ai)k.

§Æt: gi,k(z1, ..., zi−1, zi+1, ..., zm) = fi,k ̂(zi − ai),

bi,k = gi,k(a1, ..., ai−1, ai+1, ..., am).

Khi ®ã: fi,a(z) =
∞∑
k=0

bi,k(zi − ai)k.

§Æt: vi,f(a) =

{
min

{
k : bi,k 6= 0

}
nÕu fi,a(z) 6≡ 0

∞ nÕu fi,a(z) ≡ 0.

NÕu f(a) = 0, th× a (t¬ng øng ai) gäi lµ kh«ng ®iÓm cña f(z(m)) (t¬ng

øng fi,a(z)).

Gi¶ sö a(m) = (a1, ..., am) lµ kh«ng ®iÓm cña f víi vi,f(a(m)) = pi vµ

b(m) = (b1, ..., bm) lµ kh«ng ®iÓm cña g víi vi,g(b(m)) = qi, i = 1, ...,m.

Ta nãi pi, a(m)) = (qi, b(m)) nÕu


ai = bi, víi mäi i = 1, ...,m,

pi = qi khi pi, qi ∈ N∗,
pi =∞ khi qi =∞.

(3.1)
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§Þnh nghÜa 12. Gi¶ sö f lµ hµm chØnh h×nh kh«ng ®ång nhÊt kh«ng trªn

Dr(m)
, d ∈ Cp. Hµm vdf : Cm

p → (N
⋃
{∞})m ®îc ®Þnh nghÜa:

vdf(a(m)) = v0
f−d(a(m)) = (v1,f−d(a(m)), . . . , vm,f−d(a(m))).

Gi¶ sö f lµ hµm chØnh h×nh kh«ng ®ång nhÊt kh«ng trªn Dr(m)
vµ

f =
∑
|γ|≥0

aγz
γ, |zi| 6 ri víi i = 1, . . . ,m.

ViÕt

f(z(m)) =
∞∑
k=0

fi,k(̂zi)z
k
i , i = 1, 2, . . . ,m.

§Æt

If(r(m)) =
{

(γ1, . . . , γm) ∈ Nm : |aγ|rγ = |f |r(m)

}
,

n1i,f(r(m)) = max
{
γi : ∃ (γ1, . . . , γi, . . . , γm) ∈ If(r(m))

}
,

n2i,f(r(m)) = min
{
γi : ∃ (γ1, . . . , γi, . . . , γm) ∈ If(r(m))

}
,

ni,f(0, 0) = min
{
k : fi,k(̂zi) 6≡ 0

}
,

νf(r(m)) =
m∑
i=1

(
n1i,f(r(m))− n2i,f(r(m))

)
.

Gäi r(m) lµ mét ®iÓm tíi h¹n cña f nÕu νf(r(m)) 6= 0.

§èi víi mét i cè ®Þnh (i = 1, . . . ,m), ®Ó ®¬n gi¶n ta ®Æt

ni,f(0, 0) = l, k1 = n1i,f(r(m)), k2 = n2i,f(r(m)).

Khi ®ã tån t¹i ®a chØ sè γ = (γ1, . . . , γi, . . . , γm) ∈ If(r(m)), vµ

µ = (µ1, . . . , µi, . . . , µm) ∈ If(r(m)) sao cho γi = k1, µi = k2.

XÐt c¸c hµm chØnh h×nh kh«ng ®ång nhÊt kh«ng trªn Dr(m)
sau ®©y:

fl(z(m)) = fi,l(̂zi)z
l
i, fk1

(z(m)) = fi,k1
(̂zi)z

k1

i , fk2
(z(m)) = fi,k2

(̂zi)z
k2

i .
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Víi mçi i = 1, . . . ,m, ®Æt

Uif,r(m)
=
{
u = u(m) ∈ Dr(m)

: |fl(u)| = |fl|r(m)
, |f(u)| = |f |r(m)

,

|fk1
(u)| = |fk1

|r(m)
, |fk2

(u)| = |fk2
|r(m)

}
.

Theo Bæ ®Ò 3.1.1, suy ra Uif,r(m)
6= ∅. Víi mçi u ∈ Uif,r(m)

, ®Æt

fi,u(z) = f(u1, . . . , ui−1, z, ui+1, . . . , um), z ∈ Dri.

Cho a ∈ Cp, f 6≡ a lµ hµm chØnh h×nh trªn Dr(m)
, vµ ρ1, . . . , ρm víi

0 < ρi 6 ri, i = 1, . . . ,m lµ c¸c sè thùc d¬ng cè ®Þnh. Víi mçi x ∈ R, ®Æt

Ai(x) = (ρ1, . . . , ρi−1, x, ri+1, . . . , rm),

Bi(x) = (ρ1, . . . , ρi−1, x, ρi+1, . . . , ρm).

§Þnh nghÜa 13. Hµm ®Õm Nf(a, r(m)) ®îc x¸c ®Þnh bëi

Nf(a, r(m)) =
1

ln p

m∑
i=1

ri∫
ρi

ni,f(a,Ai(x))

x
dx, ni,f(a, r(m)) = n1i,f−a(r(m)).

NÕu a=0, th× ®Æt Nf(r(m)) = Nf(0, r(m)). Khi ®ã

Nf(a,Bi(ri)) =
1

ln p

ri∫
ρi

ni,f(a,Bi(x))

x
dx.

Víi mçi i = 1, 2, ...,m, ®Æt

k1,i = n1i,f
(
Ai(ri)

)
, k2,i = n2i,f

(
Ai(ri)

)
,

U i
if,Ai(ri) =

{
ui = ui(m) ∈ DAi(ri) : |fl(ui)| = |fl|Ai(ri),

|f(ui)| = |f |Ai(ri), |fk1,i
(ui)| = |fk1,i

|Ai(ri), |fk2,i
(ui)| = |fk2,i

|Ai(ri)
}
,

Γi = {Ai(x) : Ai(x) lµ mét ®iÓm tíi h¹n, 0 < x 6 ri}.

Theo Bæ ®Ò 3.1.1, Γi lµ tËp h÷u h¹n. Gi¶ sö Γi, i = 1, . . . ,m, chøa n phÇn

tö Ai(x
j), j = 1, . . . , n. Tõ Bæ ®Ò 3.1.1, víi mäi i = 1, . . . ,m, cã

U iif,Ai(ri) = {ui = ui(m) ∈ U i
if,Ai(ri) : ∃uii(uj) ∈ U i

if,Ai(xj), j = 1, . . . , n} 6= ∅,
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Bæ ®Ò 3.1.2. Gi¶ sö f 6≡ 0 lµ hµm chØnh h×nh trªn Dr(m)
. Khi ®ã

Hf(r(m))−Hf(ρ(m)) = Nf(r(m)).

Chøng minh. Suy ra trùc tiÕp tõ ([46], §Þnh lý 3.2).

§Æt: v = (u1, . . . , um), ui ∈ U iif,Ai(ri),
Nfv(r(m)) = Nf1,u1(r1) + · · ·+Nfm,um(rm).

Ta cã: V = {v : Nfv(r(m)) = Nf(r(m))} lµ tËp kh¸c rçng,

Nfv(r(m)) =
∑

1
ρ1<|a|6r1

(v(a) + log r1) + nf1,u1(0, ρ1)(log r1 − log ρ1)

+ · · ·+
∑

m
ρm<|a|6rm

(v(a) + log rm) + nfm,um(0, ρm)(log rm − log ρm), (3.2)

ë ®ã
∑

i
ρi<|a|6ri

(v(a) + log ri), i = 1, 2, ...,m ®îc lÊy trªn mäi kh«ng ®iÓm a

cña fi,ui (tÝnh c¶ béi). Chó ý r»ng, (3.2) lµ tæng h÷u h¹n.

Ký hiÖu N fv(r(m)) tæng trong (3.2), ë ®ã kh«ng ®iÓm a cña hµm fi,ui,

i = 1, . . . ,m, kh«ng tÝnh béi. §Æt

N f(r(m)) = max
v∈ V

N fv(r(m)).

Tõ [46, §Þnh lý 3.1] suy ra cã thÓ t×m ®îc ui ∈ U iif,Ai(ri) vµ v = (u1, . . . , um)

sao cho Nf

(
r(m)

)
= Nfv(r(m)), vµ t¬ng tù ®èi víi N f

(
r(m)

)
.

B©y giê cho C lµ ®iÒu kiÖn nµo ®ã, vµ U i∗
i,Ai(ri) ⊂ U

i
if,Ai(ri), U

i∗
i,Ai(ri) 6= ∅.

Víi mçi r(m) vµ ui ∈ U i∗
i,Ai(ri), ®Æt

vi,f(u
i
i(z);C) =

{
vi,f(u

i
i(z)) nÕu uii(z) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn C

0 trong c¸c trêng hîp kh¸c,

nfi,ui(ri;C) =
∑
|z|6ri

vi,f(u
i
i(z);C),

Nf

(
r(m);C

)
= min

v∈ V

1

lnp

m∑
i=1

ri∫
ρi

nfi,ui(x;C)

x
dx.

Nfv(r(m);C) = Nf1,u1(r1;C) + · · ·+Nfm,um(rm;C).
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Tõ [46, §Þnh lý 3.1] suy ra cã thÓ t×m ®îc ui ∈ U i∗
i,Ai(ri) vµ v = (u1, . . . , um)

sao cho Nf

(
r(m);C

)
= Nfv(r(m);C).

3.2 §Þnh lý duy nhÊt cho c¸c hµm ph©n h×nh p-adic nhiÒu
biÕn.

Gi¶ sö f =
f1

f2
lµ hµm ph©n h×nh trªn Dr(m)

(Cm
p ), ë ®ã f1, f2 lµ hai hµm

chØnh h×nh kh«ng cã kh«ng ®iÓm chung trªn Dr(m)
(Cm

p ).

§Þnh nghÜa 14. §é cao cña f ®îc x¸c ®Þnh bëi

Hf(r(m)) = max
16i62

Hfi(r(m)).

Cho d ∈ Cp, ta ®Æt Nf(d, r(m)) = Nf1−df2(r(m)),

Nf(∞, r(m)) = Nf2(r(m)).

Vµ hµm vdf : Cm
p −→ (N ∪ {+∞})m ®Þnh nghÜa bëi

vdf(d(m)) = v0
f1−df2(d(m)), v∞f (d(m)) = v0

f2
(a(m)).

Cho tËp con S cña Cp ∪ {∞}, víi mçi i = 1, 2...,m. ta ®Æt

Ei,f(S) =
⋃
d∈S

{
(qi, a(m)) ∈ (N ∪ {∞})× Cm

p |f(a(m)) = d, vdi,f(a(m)) = qi
}
.

§Þnh nghÜa 15. Hä S = {S1, ..., Sn} c¸c tËp con kh«ng rçng cña Cp ∪ {∞}
®îc gäi lµ n tËp x¸c ®Þnh duy nhÊt tÝnh béi (t¬ng øng, kh«ng tÝnh béi)

cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p nÕu víi mäi cÆp hµm ph©n h×nh f vµ g

kh¸c h»ng trªn Cm
p tho¶ m·n ®iÒu kiÖn Ei,f(Sj) = Ei,g(Sj), (t¬ng øng,

Ef(Sj) = Eg(Sj)), víi i = 1, . . . ,m, j = 1, ...n, ta cã f ≡ g.

§Ó ng¾n gän, n tËp x¸c ®Þnh duy nhÊt tÝnh béi (t¬ng øng, kh«ng tÝnh béi)

®îc gäi lµ n-URS (t¬ng øng, n-URSIM),

1-URS (t¬ng øng, 1-URSIM) lµ URS (t¬ng øng, URSIM),

2-URS (t¬ng øng, 2-URSIM) lµ bi URS (t¬ng øng, bi URSIM).
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Gi¶ sö γ lµ mét ®a chØ sè vµ f lµ hµm ph©n h×nh cña Cm
p . Khi ®ã, ký hiÖu

∂γf lµ ®¹o hµm riªng
∂|γ|f

∂zγ1

1 . . . ∂zγmm
.

Bæ ®Ò 3.2.1. [23] Gi¶ sö f =
f1

f2
lµ hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn Cm

p . Khi

®ã tån t¹i mét ®a chØ sè γ1 = (0, . . . , 0, γ1e, 0, . . . , 0) víi γ1e = 1 tho¶ m·n

∂γ1f =
∂γ1ef1.f2 − ∂γ1ef2.f1

f 2
2

vµ Wronskian

W e
f = det

(
f1 f2

∂γ1ef1 ∂γ1ef2

)
6≡ 0.

Bæ ®Ò 3.2.2. Cho f lµ hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn Cm
p vµ aj ∈ Cp,

j = 1, . . . , q. Khi ®ã

qHf(r(m)) 6
q∑
j=1

Nf(aj, r(m)) +Nf(∞, r(m)) +O(1),

trong ®ã O(1) lµ ®¹i lîng giíi néi, kh«ng phô thuéc r(m).

Chøng minh. §Æt G = {Gβ1
. . . Gβq}, ë ®ã (β1, . . . , βq) lµ q sè bÊt kú

trong tËp {1, . . . , q + 1}, Gj = f1 − ajf2 víi j = 1, . . . , q, Gq+1 = f2,

HG(r(m)) = max
(β1,...,βq)

HGβ1 ...Gβq
(r(m)). Gi¶ sö víi r(m) cè ®Þnh ta cã:

HGβ1
(r(m)) ≥ HGβ2

(r(m)) ≥ . . . ≥ HGβq+1
(r(m)).

Khi ®ã

HG(r(m)) = max
(β1,...,βq)

HGβ1 ...Gβq
(r(m)) = max

(β1,...,βq)

∑
16j6q

HGβj
(r(m))

= HGβ1
(r(m)) +HGβ2

(r(m)) + · · ·+HGβq (r(m)). (3.3)

Do a1, . . . , aq lµ c¸c sè ph©n biÖt trong Cp, nªn

fi = bi0Gβq + bi1Gβq+1
, i = 1, 2,

ë ®ã bi0, bi1 lµ c¸c h»ng sè kh«ng phô thuéc r(m). Do ®ã

Hfi(r(m)) 6 max
{
HGβq (r(m)), HGβq+1

(r(m))
}

+O(1).

6 HGβj
(r(m)) +O(1), víi i = 1, 2 vµ j = 1, . . . , q.
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Do ®ã

Hf(r(m)) 6 HGβj
(r(m)) +O(1), j = 1, . . . , q. (3.4)

LÊy tæng q bÊt ®¼ng thøc trong (3.4) vµ tõ (3.3), ta cã

qHf(r(m)) 6 HG(r(m)) +O(1). (3.5)

VËy:

qHf(r(m)) 6
q+1∑
j=1

HGj(r(m)) +O(1).

Theo Bæ ®Ò 3.1.2 ta cã

HGj(r(m)) = NGj(r(m)) +O(1).

Do ®ã

qHf(r(m)) 6
q∑
j=1

Nf(aj, r(m)) +Nf(∞, r(m)) +O(1),

Bæ ®Ò 3.2.2 ®îc chøng minh.

Bæ ®Ò 3.2.3. TËp h÷u h¹n S cña Cp ∪ {∞} lµ URS cho c¸c hµm ph©n h×nh

trªn Cm
p . Khi ®ã #S ≥ 2.

Chøng minh. Gi¶ sö S lµ URS tÝnh béi cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p .

Gi¶ sö ngîc l¹i S = {a}. LÊy c¸c ®a thøc P (z1), F2(z1), G2(z1) ®«i mét

kh«ng cã kh«ng ®iÓm chung vµ P (z1) kh¸c h»ng.

§Æt F1(z1) = P (z1) + aF2(z1), G1(z1) = P (z1) + aG2(z1), vµ

F = F (z1, ..., zm) =
F1(z1)

F2(z1)
, G = G(z1, ..., zm) =

G1(z1)

G2(z1)
. Khi ®ã

F − a =
F1(z1)− aF2(z1)

F2(z1)
=
P (z1)

F2(z1)
, G− a =

P (z1)

G2(z1)
.

Ta cã:

Ei,F (S) =
{(
pi, a(m) = (a1, ..., am)

)
: F = a víi vai,F (a(m)) = pi

}
,

Ei,G(S) =
{(
qi, b(m) = (b1, ..., bm)

)
: G = a víi vai,G(b(m)) = qi

}
, (3.6)
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víi ai, bi lµ c¸c sè tuú ý trong Cp, MÆt kh¸c, ta cã

p1 = q1 = v0
P (a1), theo (3.1) suy ra E1,F (S) = E1,G(S),

vµ pi =∞ vµ qi =∞, nªn Ei,F (S) = Ei,G(S), i = 2, ...,m. (3.7)

Do ®ã: Ei,F (S) = Ei,G(S), i = 1, ...,m nhng F 6= G. VËy #S ≥ 2. Bæ ®Ò

3.2.3 ®îc chøng minh.

Bæ ®Ò 3.2.4. NÕu F lµ hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn Cm
p , vµ #S ≥ 2. Khi

®ã Ei,F (S) 6= ∅, i = 1, ...,m.

Chøng minh. Do #S ≥ 2 nªn tån t¹i a1, a2 ∈ S.
XÐt a1 6=∞ vµ a2 6=∞. ¸p dông Bæ ®Ò 3.2.2 víi a1, a2 ta cã

3HF (r(m)) 6
2∑
j=1

NF (aj, r(m)) +NF (∞, r(m)) +O(1),

suy ra: 2HF (r(m)) 6
∑2

j=1NF (aj, r(m)) +O(1).

Khi ri → ∞, i = 1, ...,m, th× Hf(r(m)) → ∞, nªn
2∑
j=1

NF (aj, r(m)) → ∞.

Do ®ã, F − a1 hoÆc F − a2 cã kh«ng ®iÓm.

XÐt a2 =∞. ¸p dông Bæ ®Ò 3.2.2 víi a1 ta cã

2HF (r(m)) 6 NF (a1, r(m)) +NF (∞, r(m)) +O(1).

T¬ng tù trªn, còng ®îc F − a1 hoÆc F − a2 cã kh«ng ®iÓm.

VËy Ei,F (S) 6= ∅. Bæ ®Ò 3.2.4 ®îc chøng minh.

MÖnh ®Ò 3.2.5. TËp h÷u h¹n S cña Cp ∪ {∞} lµ URS tÝnh béi (t¬ng øng,

kh«ng tÝnh béi) cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p khi vµ chØ khi nã lµ URS

tÝnh béi (t¬ng øng, kh«ng tÝnh béi) cho cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cp.

Chøng minh. Gi¶ sö S lµ URS tÝnh béi cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p ,

vµ f(z1), g(z1) lµ hai hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn Cp tho¶ m·n Ef(S) =

Eg(S). §Æt F = F (z1, ..., zm) = f(z1), G = G(z1, ..., zm) = g(z1).
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T¬ng tù (3.7) vµ gi¶ thiÕt Ef(S) = Eg(S), suy ra E1,F (S) = E1,G(S),

vµ Ei,F (S) = Ei,G(S), i = 2, ...,m. VËy

Ei,F (S) = Ei,G(S), i = 1, ...,m. (3.8)

Tõ (3.8) vµ S lµ URS tÝnh béi cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p , ta cã F = G.

VËy f = g.

Ngîc l¹i, gi¶ sö S lµ URS tÝnh béi cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cp,

vµ F =
F1

F2
, G =

G1

G2
lµ hai hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn Cm

p tho¶ m·n

Ei,F (S) = Ei,G(S), i = 1, ...,m.

V× F kh¸c h»ng, theo Bæ ®Ò 3.2.1 tån t¹i ®a chØ sè γ1 = (0, . . . , 0, γ1i, 0, . . . , 0)

víi γ1i = 1 tho¶ m·n Wronskian

W i
F = det

(
F1 F2

∂γ1iF1 ∂γ1iF2

)
6≡ 0.

§Æt IF =
{
i ∈ {1, ...,m} : W i

F 6≡ 0
}
, th× IF 6= ∅. Theo Bæ ®Ò 3.1.1, ta cã

XF (r(m)) = {u = u(m) ∈ Dr(m)
:|F1(u)| = |F1|r(m)

, |F2(u)| = |F2|r(m)
,

|W i
F (u)| = |W i

F |r(m)
, i ∈ IF} 6= ∅.

i) NÕu u ∈ XF (r(m)), khi ®ã Fi,u kh¸c h»ng. V× #S ≥ 2, theo Bæ ®Ò 3.2.4

EFi,u(S) 6= ∅.

Do ®ã, tån t¹i a ∈ S sao cho Fi,u − a cã kh«ng ®iÓm b víi béi qi ∈ N∗,
nghÜa lµ tån t¹i ui(b) = (u1, ..., ui−1, b, ui+1, ..., um) lµ kh«ng ®iÓm cña

F − a =
F1 − aF2

F2
víi v0

i,F1−aF2
= qi.

Do Ei,F (S) = Ei,G(S), nªn tån t¹i c ∈ S sao cho ui(b) lµ kh«ng ®iÓm cña

G− c =
G1 − cG2

G2
víi v0

i,G1−cG2
= qi. Suy ra b lµ kh«ng ®iÓm cña Gi,u − c

víi béi qi. VËy Gi,u kh¸c h»ng, vµ EFi,u(S) ⊂ EGi,u(S).

T¬ng tù, ta còng chøng minh ®îc EGi,u(S) ⊂ EFi,u(S). VËy

EFi,u(S) = EGi,u(S). (3.9)
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Tõ (3.9) vµ gi¶ thiÕt S lµ URS cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cp, ta cã

Fi,u = Gi,u, do ®ã F (u) = G(u) víi u ∈ XF (r(m)), i ∈ IF . (3.10)

Ngîc l¹i, nÕu Gi,u kh¸c h»ng, lý luËn t¬ng tù trªn, Fi,u kh¸c h»ng.

ii) NÕu i 6∈ IF , th× W i
F ≡ 0, nªn Fi,u lµ h»ng, suy ra Gi,u lµ h»ng.

Tõ Fi,u, Gi,u lµ h»ng vµ (3.10) suy ra

Fi,u = Gi,u = F (u), víi i 6∈ IF . (3.11)

Tõ (3.10) vµ (3.11) suy ra

Fi,u = Gi,u víi mäi i = 1, ...,m. (3.12)

TiÕp theo, ta chøng minh F = G.

Gi¶ sö ngîc l¹i F 6= G, khi ®ã h = F1G2 − F2G1 6≡ 0.

Khi ®ã, theo Bæ ®Ò 3.1.1 tån t¹i u ∈ XF (r(m)) sao cho |h(u)| = |h|r(m)
6= 0.

Tõ (3.12), ta cã hi,u ≡ 0, suy ra |h|r(m)
= 0, m©u thuÉn. VËy F = G.

MÖnh ®Ò 3.2.5 ®îc chøng minh.

Trong trêng hîp kh«ng tÝnh béi, chøng minh t¬ng tù.

Lý luËn t¬ng tù MÖnh ®Ò 3.2.5 ta nhËn ®îc:

MÖnh ®Ò 3.2.6. Hä S lµ n-URS tÝnh béi (t¬ng øng, kh«ng tÝnh béi) cho

c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p khi vµ chØ khi nã lµ n-URS tÝnh béi (t¬ng øng,

kh«ng tÝnh béi) cho cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cp.

¸p dông MÖnh ®Ò 3.2.6 cho §Þnh lý 3.1 [39], ta nhËn ®îc

§Þnh lý 3.2.7. Gi¶ sö f, g lµ hai hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn Cm
p sao cho

Ef(ai) = Eg(ai), ai ∈ Cp ∪ {∞}, i = 1, 2, ..., q. NÕu q ≥ 4 th× f ≡ g.

¸p dông MÖnh ®Ò 3.2.5 cho §Þnh lý 6.3.3 [39] víi hµm ph©n h×nh, ta ®îc

§Þnh lý 3.2.8. Gi¶ sö f, g lµ hai hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn Cm
p sao

cho Ei,f(aj) = Ei,g(aj), i = 1, 2, ...,m, aj ∈ Cp ∪ {∞}, j = 1, 2, 3. Khi ®ã

f ≡ g.
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3.3 §a thøc duy nhÊt vµ bi-URS cho c¸c hµm ph©n h×nh
p-adic nhiÒu biÕn

§Þnh nghÜa 16. Mét ®a thøc kh¸c h»ng P (x) ∈ Cp[x] ®îc gäi lµ ®a thøc

duy nhÊt cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p nÕu víi mäi cÆp hµm ph©n h×nh

f, g kh¸c h»ng trªn Cm
p tho¶ m·n ®iÒu kiÖn P (f) = P (g) th× f = g.

T¬ng tù, ta gäi ®a thøc kh¸c h»ng P (x) ∈ Cp[x] lµ ®a thøc duy nhÊt

m¹nh cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p nÕu víi mäi cÆp hµm ph©n h×nh f, g

kh¸c h»ng trªn Cm
p vµ mäi h»ng sè kh¸c kh«ng c ∈ Cp tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

P (f) = P (g) th× f = g.

§Þnh nghÜa 17. Gi¶ sö P (x) lµ ®a thøc bËc q kh«ng cã nghiÖm béi vµ ®¹o

hµm cña nã cã d¹ng

P ′(x) = a(x− d1)
q1 . . . (x− dk)qk,

ë ®ã q1 + · · ·+ qk = q− 1 vµ d1, . . . , dk lµ c¸c kh«ng ®iÓm ph©n biÖt cña

P ′. Khi ®ã k ®îc gäi lµ chØ sè ®¹o hµm cña P .

Kh«ng gi¶m tæng qu¸t, cã thÓ gi¶ sö d1, . . . , dk ∈ Cp\{0}.

§Þnh nghÜa 18. [45] §a thøc kh¸c kh«ng P (x) ®îc gäi lµ tho¶ m·n ®iÒu

kiÖn (H) nÕu P (dl) 6= P (dm) víi mäi 1 6 l < m 6 k.

§Þnh nghÜa 19. [45] §a thøc kh¸c kh«ng P (x) ®îc gäi lµ tho¶ m·n ®iÒu

kiÖn (G) nÕu
k∑
i=1

P (di) 6= 0.

Bæ ®Ò 3.3.1. [14] Gi¶ sö f, g lµ hai hµm nguyªn kh¸c h»ng trªn Cm
p sao cho

v0
f = v0

g trªn Cm
p . Khi ®ã f ≡ cg, víi 0 6= c ∈ Cp.

MÖnh ®Ò 3.3.2. §a thøc P (x) ∈ Cp[x] lµ ®a thøc duy nhÊt (t¬ng øng, ®a

thøc duy nhÊt m¹nh) cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cp nÕu vµ chØ nÕu nã lµ ®a

thøc duy nhÊt (t¬ng øng, ®a thøc duy nhÊt m¹nh) cho c¸c hµm ph©n h×nh

trªn Cm
p .
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Chøng minh. Gi¶ sö P kh«ng lµ ®a thøc duy nhÊt m¹nh cho c¸c hµm ph©n

h×nh trªn Cp, nghÜa lµ tån t¹i hai hµm ph©n h×nh ph©n biÖt f(z), g(z) sao cho

Ýt nhÊt mét hµm kh¸c h»ng vµ P (f) = cP (g) víi c lµ h»ng sè nµo ®ã. §Æt:

F (z1, ..., zm) = f(z1), G(z1, ..., zm) = g(z1).

Khi ®ã: P (F ) = cP (G) kÐo theo P kh«ng lµ ®a thøc duy nhÊt m¹nh cho

c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p .

Ngîc l¹i: gi¶ sö P kh«ng lµ ®a thøc duy nhÊt m¹nh cho c¸c hµm ph©n

h×nh trªn Cm
p , nghÜa lµ tån t¹i c¸c hµm ph©n h×nh nhiÒu biÕn ph©n biÖt

F (z1, ..., zm), G(z1, ..., zm) sao cho F kh¸c h»ng vµ P (F ) = cP (G) víi c

lµ h»ng sè nµo ®ã.

Do F 6= G nªn tån t¹i q = (q1, ..., qm) kh«ng lµ cùc ®iÓm còng nh ®iÓm

kh«ng x¸c ®Þnh cña F vµ G sao cho F (q) 6= G(q). §Æt a = F (q).

Do F kh¸c h»ng nªn tån t¹i r = (r1, ..., rm) ∈ Cm
p , r 6= q sao cho

F (r) 6= F (q). §Æt

ai := ri − qi, i = 1, 2, ...,m,

f(z) := F (q1 + a1z, ..., qm + amz),

g(z) := G(q1 + a1z, ..., qm + amz).

Khi ®ã f, g lµ c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cp, vµ P (f) = cP (g). MÆt kh¸c:

f(0) = F (q1, ..., qm) 6= G(q1, ..., qm) = g(0) do ®ã f 6= g,

f(0) = F (q1, ..., qm) 6= F (r1, ..., rm) = F (q1 + a1, ..., qm + am) = f(1),

tøc lµ f kh¸c h»ng.

VËy P kh«ng lµ ®a thøc duy nhÊt m¹nh cho c¸c hµm ph©n h×nh mét biÕn.

Khi c = 1 ta ®îc kh¼ng ®Þnh t¬ng tù cho ®a thøc duy nhÊt.

¸p dông MÖnh ®Ò 3.3.2 cho §Þnh lý 1, §Þnh lý 2 [45] ta nhËn ®îc:

§Þnh lý 3.3.3. Gi¶ sö P (x) ∈ Cp[x] lµ ®a thøc kh«ng cã nghiÖm béi, cã chØ

sè ®¹o hµm k ≥ 3 vµ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (H). Khi ®ã P (x) lµ mét ®a thøc

duy nhÊt cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p .
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§Þnh lý 3.3.4. Gi¶ sö P (x) ∈ Cp[x] lµ ®a thøc kh«ng cã nghiÖm béi, cã chØ

sè ®¹o hµm k ≥ 3, tháa m·n ®iÒu kiÖn (H) vµ (G). Khi ®ã P (x) lµ mét ®a

thøc duy nhÊt m¹nh cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p .

§Þnh lý 3.3.5. Gi¶ sö P (x) ∈ Cp[x] lµ ®a thøc kh«ng cã nghiÖm béi, cã chØ

sè ®¹o hµm k ≥ 3, tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (H) vµ (G). Khi ®ã ta cã

1) NÕu {a1, ..., aq} tËp nghiÖm cña P (x) = 0 th×
(
{a1, ..., aq}, {∞}

)
lµ

bi-URS cho c¸c c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p .

2) NÕu ai 6= u ∈ Cp vµ
1

ai − u
, i = 1, ..., q, lµ tËp nghiÖm cña P (x) = 0

th×
(
{a1, ..., aq}, {u}

)
lµ bi-URS cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm

p .

Chøng minh. 1) §Æt S = {a1, ..., aq}. Tõ k ≥ 3 suy ra q ≥ 4.

Gi¶ sö f vµ g lµ hai hµm ph©n h×nh trªn Cm
p tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

Ei,f(S) = Ei,g(S), Ei,f(∞) = Ei,g(∞), víi mäi i = 1, . . . ,m.

Theo Bæ ®Ò 3.3.1,
P (f)

P (g)
= c víi c lµ h»ng sè.

Theo §Þnh lý 3.3.4, ta cã P (x) lµ mét ®a thøc duy nhÊt m¹nh cho c¸c

hµm ph©n h×nh trªn Cm
p . VËy f = g, nghÜa lµ (S, {∞}) lµ bi-URS cho c¸c

hµm ph©n h×nh trªn Cm
p .

2) §Æt bi =
1

ai − u
, i = 1, ..., q, vµ S = {bi}qi=1, F =

1

f − u
, G =

1

g − u
.

Chó ý r»ng

Ei,F (bi) = Ei,f(ai), Ei,F (∞) = Ei,f(u),

Ei,G(bi) = Ei,g(ai), Ei,G(∞) = Ei,g(u).

Do ®ã

Ei,F (S) = Ei,G(S) vµ Ei,F (∞) = Ei,G(∞).

T¬ng tù trêng hîp 1) ta cã F = G tøc lµ
1

f − u
=

1

g − u
. Do ®ã f = g.

§Þnh lý 3.3.5 ®îc chøng minh.
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HÖ qu¶ 3.3.6. Víi mäi q ≥ 4 vµ víi mäi u ∈ Cp, tån t¹i bi-URS cho c¸c hµm

ph©n h×nh p-adic d¹ng
(
{a1, ..., aq}, {u}

)
Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô, ph¶n vÝ dô vÒ ®a thøc duy nhÊt cho c¸c hµm ph©n

h×nh trªn Cm
p .

VÝ dô 1. §a thøc P (x) = 3x4 − 8x3 − 6x2 + 24x.

Ta thÊy P ′(x) = 12(x + 1)(x − 1)(x − 2) cã chØ sè ®¹o hµm k = 3 vµ

P (−1) = −19 6= P (1) = 13 6= P (2) = 8, P (−1) + P (1) + P (2) = 2 6= 0.

Do ®ã P (x) tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn cña §Þnh lý 3.3.4, nªn P (x) lµ ®a thøc

duy nhÊt m¹nh cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p .

VÝ dô 2. P (x) = x4 − 2x2 + 2 cã P ′(x) = 4x(x− 1)(x+ 1).

P tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (G) nhng kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (H) v×

P (0) = 2, P (1) = P (−1) = 1. DÔ thÊy P kh«ng lµ ®a thøc duy nhÊt,

nªn kh«ng lµ ®a thøc duy nhÊt m¹nh cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p . ThËt

vËy, víi mäi hµm f vµ g = −f th× P (f) = P (g), nhng f 6= g.

VÝ dô 3. P (x) = 3x5−25x3+60x cã P ′(x) = 15(x−1)(x+1)(x−2)(x+2).

P tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (H) nhng kh«ng tho¶ m·n ®iÒu kiÖn (G) v×

P (±1) = ±38, P (±2) = ±16. DÔ thÊy P kh«ng lµ ®a thøc duy nhÊt m¹nh

cho c¸c hµm ph©n h×nh trªn Cm
p . ThËt vËy, víi mäi hµm f vµ g = −f th×

P (f) = −P (g), nhng f 6= g.

3.4 Mét kiÓu ®Þnh lý chÝnh thø hai cho hµm ph©n h×nh p-
adic nhiÒu biÕn.

Bæ ®Ò 3.4.1. Gi¶ sö f lµ hµm nguyªn kh«ng ®ång nhÊt kh«ng trªn Cm
p vµ γ

lµ mét ®a chØ sè | γ |> 0. Khi ®ã

H∂γf(Be(re))−Hf(Be(re)) 6 − | γ | log re +O(1).

Chøng minh. Suy trùc tiÕp tõ ([23], Bæ ®Ò 4.1).
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§Þnh lý 3.4.2. Cho f lµ hµm ph©n h×nh kh¸c h»ng trªn Cm
p vµ aj ∈ Cp,

j = 1, . . . , q. Khi ®ã

(q − 1)Hf(Be(re))

6
q∑
j=1

N f(aj, Be(re)) +N f(∞, Be(re))−N0,∂γ1f(Be(re))− log re +O(1),

trong ®ã O(1) lµ ®¹i lîng giíi néi, kh«ng phô thuéc re.

Chøng minh. §Æt: N0,∂γ1f
(r(m)) = N0,W (r(m)) = NW (0, r(m);C), ë ®ã C lµ

®iÒu kiÖn Gj(zm) 6= 0, z(m) ∈ Cm
p víi mäi j = 1, ..., q + 1.

B»ng c¸ch ®Æt vµ lý luËn t¬ng tù (3.5), Bæ ®Ò 3.2.2, ta cã thÓ chøng minh:

(q − 1)Hf(r(m)) 6 HG(r(m)) = max
(β1,...,βq−1)

HGβ1 ...Gβq−1
(r(m)). (3.13)

Ký hiÖu W (g1, g2) lµ Wronskian cña hai hµm nguyªn g1, g2 víi γ1 x¸c ®Þnh

nh Bæ ®Ò 3.2.1. Do f kh¸c h»ng, suy ra W (f1, f2) 6≡ 0. Gi¶ sö (α1, α2) lµ

hai sè ph©n biÖt trong {1, . . . , q + 1}, vµ (β1, . . . , βq−1) lµ c¸c sè cßn l¹i. V×

c¸c hµm fi cã thÓ biÓu diÔn lµ tæ hîp tuyÕn tÝnh cña Gα1
, Gα2

, nªn

W (Gα1
, Gα2

) = c(α1,α2)W (f1, f2), (3.14)

ë ®ã c(α1,α2) = c lµ h»ng sè chØ phô thuéc vµo (α1, α2). §Æt

A = A(α1, α2) =
W (Gα1

, Gα2
)

Gα1
Gα2

= det

 1 1
∂γ1Gα1

Gα1

∂γ1Gα2

Gα2

 . (3.15)

vµ Li =
∂γ1Gαi

Gαi

, i = 1, 2. Tõ Bæ ®Ò 3.4.1 vµ |γ1| = 1, ta cã

log |Li|Be(re) 6 −|γ1| log re +O(1) 6 − log re +O(1).

Tõ ®©y vµ (3.15) ta cã

log |A|Be(re) 6 max
16i62

log |Li|Be(re) 6 − log re +O(1). (3.16)
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Tõ A =
W (Gα1

, Gα2
)

Gα1
Gα2

ta cã
G1 . . . Gq+1

W (f1, f2)
=
cGβ1

. . . Gβq−1

A
· Suy ra

q+1∑
j=1

HGj(Be(re))−HW (Be(re)) = HGβ1 ...Gβq−1
(Be(re))− log |A|Be(re) +O(1).

(3.17)

Theo Bæ ®Ò 3.1.2 : HW (Be(re)) = NW (Be(re)) +O(1),

HGj(Be(re)) = NGj(Be(re)) +O(1). (3.18)

Tõ (3.16), (3.17), (3.18), (3.13) ta cã

(q − 1)Hf(Be(re))

6
q+1∑
j=1

HGj(Be(re))−HW (Be(re))− log re +O(1)

6
q+1∑
j=1

NGj(Be(re))−NW (Be(re))− log re +O(1). (3.19)

Cho mét Be(re) cè ®Þnh, xÐt c¸c hµm nguyªn W vµ G1, . . . , Gq+1 kh«ng

®ång nhÊt kh«ng trªn DBe(re). Theo [1], ta cã thÓ t×m ®îc u ∈ U eW,Be(re), vµ
u ∈ U eGj ,Be(re), j = 1, . . . , q + 1 sao cho

NGj(Be(re)) = N(Gj)e,u(re), NW (Be(re)) = NWe,u
(re). (3.20)

Gäi U e∗
e,Be(re) lµ tËp chøa c¸c phÇn tö u ®îc m« t¶ trong (3.20).

Gi¶ sö ue(x) ∈ U e∗
e,Be(re) lµ kh«ng ®iÓm cña Gj cã béi riªng thø e lµ k,

2 6 k < +∞. Do γ1 = (0, . . . , 0, γ1e, 0, . . . , 0) víi γ1e = 1, ta nhËn ®îc

ve,∂γ1Gj
(
ue(x)

)
= k − 1. Tõ ®©y vµ (3.14) suy ra ue(x) lµ kh«ng ®iÓm cña

W cã béi riªng thø e b»ng k − 1.

B©y giê ta xÐt hµm F =
q+1∏
j=1

Gj. V× F kh¸c h»ng nªn F cã kh«ng ®iÓm.

Gi¶ sö ue(x) lµ mét kh«ng ®iÓm cña F. Do a1, . . . , aq lµ c¸c sè ph©n biÖt,
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nªn tån t¹i chØ mét hµm Gj sao cho Gj(ue(x)) = 0. Do ®ã

q+1∑
j=1

N(Gj)e,u(re)−NWe,u
(re) =

q+1∑
j=1

N (Gj)e,u(re)−N0,We,u
(re). (3.21)

Tõ (3.20) vµ (3.21), ta cã

q+1∑
j=1

NGj(Be(re))−NW (Be(re))

6
q+1∑
j=1

N (Gj)e,u(re)−N0,W (Be(re))

6
q+1∑
j=1

NGj(Be(re))−N0,W (Be(re))

=

q∑
j=1

N f(aj, Be(re)) +N f(∞, Be(re))−N0,∂γ1f(Be(re)).

Tõ ®iÒu nµy vµ (3.19), §Þnh lý 3.4.2 ®îc chøng minh.

NhËn xÐt 4. Sö dông §Þnh lý 3.4.2 víi c¸c kü thuËt ®¸nh gi¸ gi÷a hµm ®é

cao vµ hµm ®Õm kh«ng tÝnh béi, cïng viÖc sö dông c¸c kü thuËt chøng minh

trong [45], chóng t«i còng nhËn ®îc §Þnh lý 3.2.7, §Þnh lý 3.2.8, §Þnh lý

3.3.4, §Þnh lý 3.3.5 (xem [14] vµ [27]).

KÕt luËn cña Ch¬ng 3

Trong Ch¬ng 3, chóng t«i thiÕt lËp mét sè ®Þnh lý duy nhÊt, ®a thøc duy

nhÊt vµ bi-URS cho c¸c hµm ph©n h×nh p-adic nhiÒu biÕn sau:

- §Þnh lý 3.4.2, §Þnh lý 3.2.7. §Þnh lý 3.2.8. §©y lµ t¬ng tù kÕt qu¶ cña

Adams-E. Straus cho trêng hîp p-adic nhiÒu biÕn.

- §Þnh lý 3.3.3, §Þnh lý 3.3.4, §Þnh lý 3.3.5. §©y lµ t¬ng tù kÕt qu¶ cña

Hµ Huy Kho¸i vµ T¹ ThÞ Hoµi An trong trêng hîp nhiÒu biÕn.
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KÕt luËn cña luËn ¸n

LuËn ¸n nghiªn cøu c¸c vÊn ®Ò tËp x¸c ®Þnh duy nhÊt cho c¸c hµm chØnh

h×nh nhiÒu biÕn phøc vµ p-adic. Môc tiªu cña luËn ¸n lµ thiÕt lËp mét sè tËp

x¸c ®Þnh duy nhÊt vµ líp ®a thøc duy nhÊt trong c¸c trêng hîp trªn. C¸c

kÕt qu¶ chÝnh cña luËn ¸n lµ:

1. ThiÕt lËp mét sè ®Þnh lý duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh¸c

h»ng, x©y dùng hai líp ®a thøc duy nhÊt vµ siªu mÆt x¸c ®Þnh duy nhÊt

cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh kh«ng suy biÕn ®¹i sè. C¸c kÕt qu¶ trªn

lµ t¬ng tù §Þnh lý 5 ®iÓm cña Nevanlinna vµ theo híng ®Æt ra cña F.

Gross.

2. Chøng minh mét sè ®Þnh lý duy nhÊt cho ®êng cong chØnh h×nh p-adic

kh¸c h»ng, x©y dùng hai líp ®a thøc duy nhÊt m¹nh vµ siªu mÆt x¸c

®Þnh duy nhÊt cho c¸c ®êng cong chØnh h×nh p-adic kh«ng suy biÕn

®¹i sè. C¸c §Þnh lý trªn lµ t¬ng tù §Þnh lý 4 ®iÓm cña Nevanlinna,

t¬ng tù c¸c kÕt qu¶ cña M. Ru, P.C. Hu-C. C. Yang vµ F. Gross trong

trêng hîp p-dic.

3. ThiÕt lËp mét sè ®Þnh lý duy nhÊt, ®a thøc duy nhÊt vµ bi-URS ®èi víi

c¸c hµm ph©n h×nh p-adic nhiÒu biÕn.
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