
 

®¹i häc th¸i nguyªn 

trêng ®¹i häc s  ph¹m 

---------------------------- 

 

 

 
 

bïi thÞ huÖ 
  

  

  

lý thuyÕt floquet  

®èi víi hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n ®¹i sè chØ sè 1 

 
 
 

 

 
 
 

LuËn v¨n th¹c sÜ to¸n häc 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

Th¸i Nguyªn - 2009 

www.VNMATH.com



 

®¹i häc th¸i nguyªn 

trêng ®¹i häc s  ph¹m 

---------------------------- 

 
 

 

bïi thÞ huÖ 
  

  

  

lý thuyÕt floquet  

®èi víi hÖ ph¬ng tr×nh vi ph©n ®¹i sè chØ sè 1 
 

  

Chuyªn ngµnh: gi¶i tÝch 

M· sè :  60.46.01 

 
 
 
 

LuËn v¨n th¹c sÜ to¸n häc 
 

 

 

Ngêi híng dÉn khoa häc: TS §µo ThÞ Liªn 
 

 

 

 

 

 

Th¸i Nguyªn - 2009 

www.VNMATH.com



Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên   http://www.Lrc-tnu.edu.vn 
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tuyến tính  
22 

                  2.1.1. Ma trận cơ bản 24 
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MỘT SỐ KÝ HIỆU DÙNG TRONG LUẬN ÁN  

( ) : ( , )m m mL L : là tập hợp các toán tử tuyến tính liên tục trên m  

TA : ma trận chuyển vị của ma trận A  

( )im A : ảnh của A  

ker A : không gian không của A  

A : nghịch đảo Moore – Penrose A  

det A: định thức của ma trận A  

rank A: hạng của ma trận A  

ind A : chỉ số của cặp ma trận A  

( , )ind A B : chỉ số của cặp ma trận ( , )A B  

( , )diag m N : ma trận chéo  

rI : ma trận đơn vị cấp r  

 1 1: ( , ) : ( , )m m

N xC x C P C    : tập các véc tơ hàm liên tục trong m  xác 

định trên   

1( , )mC  : tập các ma trận hàm khả vi liên tục trong m  và xác định trên   

:G A BQ   

1 0:A A B Q   

0 : 'B B AP   

1 1

1:sQ QA B QG B   : là phép chiếu chính tắc lên ( )N t  dọc ( )S t  

:s sP I Q   là phép chiếu chính tắc lên ( )N t  dọc ( )S t  

( )Span P t : bao tuyến tính của ( )P t  

 ( ) : : ( ) ( )mS t z B t z im A t    

,x y  : tính vô hướng  
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MỞ ĐẦU 

Trong khoa học và ứng dụng thực tiễn hiện nay có nhiều bài toán, chẳng 

hạn mô tả hệ động lực, hệ thống mạng điện, những bài toán điều khiển ,... đòi hỏi 

phải giải và xét tính chất nghiệm những hệ phương trình dạng: ' 0Ax Bx   trong 

đó , ( )mA B L  hoặc , ( , ), det 0mA B L I A   gọi là hệ phương trình vi phân đại 

số. Một trong những lớp đơn giản nhất của các hệ phương trình đại số là hệ 

phương trình vi phân đại số chỉ số 1. Trường hợp det 0A  ta dễ dàng đưa hệ trên 

về hệ 1'x A Bx  (những phương trình này được coi là có chỉ số 0), nghĩa là hệ 

phương trình vi phân thường được xem là một trường hợp riêng của hệ phương 

trình vi phân đại số. Rất nhiều bài toán và kết quả của hệ phương trình thường 

được xét đối với hệ phương trình vi phân đại số. Trong luận văn này, chúng tôi 

trình bày các kết quả của các tác giả René Lamour-Roswitha Marz and Renate 

Winkler, Đào Thị Liên, Phạm Văn Việt về lý thuyết Floquet đối với các hệ 

phương trình vi phân đại số tuyến tính chỉ số 1, từ đó tác giả đưa ra tiêu chuẩn ổn 

định của nghiệm tuần hoàn của hệ phi tuyến. Trong bài báo “How Floquet 

Theory Applies to Index 1 Differential Algebraic Equations”, René Lamour-

Roswitha Marz and Renate Winkler, nhiều kết quả chưa được chứng minh hoặc 

chỉ chứng minh vắn tắt. Luận văn này đã chi tiết các chứng minh và đưa ra 

những ví dụ minh họa cho các kết quả quan trọng trong bài báo. Ngoài mở đầu, 

kết luận và tài liệu tham khảo. Luận văn gồm 2 chương: 

 Chương 1. Các kiến thức cơ sở 

Nội dung chương này là hệ thống các kết quả của lý thuyết Floquet đối với hệ 

phương trình vi phân thường và các kiến thức cơ bản về hệ phương trình vi phân 

đại số. 

 Chương 2. Lý thuyết Floquet đối với hệ phương trình vi phân đại số chỉ số 1. 

Đây là nội dung chính của luận văn. Ở đây các khái niệm được lấy ví dụ minh 

họa, các kết quả được chứng minh chi tiết và có ví dụ áp dụng. 
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Chƣơng 1. KIẾN THỨC CƠ SỞ 

              1.1 HỆ PHƢƠNG TRÌNH VI PHÂN THƢỜNG 

 1.1.1 Các khái niệm cơ bản 

 Định nghĩa 1.1.1. Hệ phương trình vi phân thường (ODE) là hệ phương 

trình dạng:  

    1 2( , , ,..., ), ( 1, 2, , )i
i n

dy
f t y y y i n

dt
  ,                     (1.1.1) 

trong đó t  là biến độc lập (thời gian); 1,..., ny y  là các hàm cần tìm, if  là các hàm 

xác định trong một bán trụ 

     0,t y tT I D I t t      .      

và yD  là một miền mở thuộc n . 

 Định nghĩa 1.1.2. Hệ phương trình vi phân thường tuyến tính có dạng  

 

             

1
11 1 12 2 1 1

2
21 1 22 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ... ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ( )

............................................................

( ) ( ) ... ( ) ( )

n n

n n

n
n n nn n n

dy
a t y a t y a t y f t

dt

dy
a t y a t y a t y f t

dt

dy
a t y a t y a t y f t

dt


    





    





     


                          (1.1.2) 

 

trong đó t  là biến độc lập và 1( ),..., ( )ny t y t  là các ẩn hàm cần tìm, các hàm ( )ija t  

và ( )if t  lần lượt được gọi là các hệ số và hệ số tự do của hệ. Chúng được giả 

thiết là liên tục trên khoảng ( , )I a b   nào đó. 

 Dùng ký hiệu ma trận, có thể viết hệ (1.1.2) dưới dạng thu gọn 

   ( ) ( )
dY

A t Y F t
dt

                                                           (1.1.3) 
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trong đó ( ) ( ( ))ijA t a t  là ma trận hàm cấp 1, ( ) ( ( ),..., ( ))T
nn n f t f t f t   là vector cột. 

Nếu ( ) 0f t  , ta gọi hệ trên là hệ tuyến tính thuần nhất, ngược lại, ta gọi hệ trên 

là hệ tuyến tính không thuần nhất.  

 Định nghĩa 1.1.3. Nghiệm ( ) ( )Z Z t a t     của hệ  

    ( , )
dY

F t Y
dt

                                                         (1.1.4) 

trong đó 
1

1( ,..., )n

n

y

Y colon y y

y

 
 

 
 
  

, 

     1( , ) ( , ),..., ( , )nF t Y colon f t Y f t Y  

    1 2, ,..., ndydy dy

dt dt dt

dY
colon

dt

 
 
 

  

được gọi là ổn định theo nghĩa  Lyapunov khi t   (hay ngắn gọn là ổn định), 

nếu với mọi 0   và 0 ( , )t a  , tồn tại 0( , ) 0t     sao cho: 

 1. Tất cả các nghiệm ( )Y Y t  của hệ (1.1.4) (bao gồm cả nghiệm ( )Z t ) 

thỏa mãn điều kiện           0 0( ) ( )Y t Z t                                                       (1.1.5) 

xác định trong khoảng 0[ , )t  , tức là ( ) YY t D  khi  0 , )t t  . 

 2. Đối với các nghiệm này bất đẳng thức sau thỏa mãn  

    ( ) ( )Y t Z t    khi 0t t                                     (1.1.6) 

 Định nghĩa 1.1.4. Nghiệm ( ) ( )Z Z t a t    được gọi là ổn định tiệm 

cận khi t  , nếu: 

 1. Nó ổn định theo  Lyapunov và  

 2. Với mọi 0 ( , )t a   tồn tại 0( ) 0t     sao cho mọi nghiệm ( )Y t  

0( )t t    thỏa mãn điều kiện  0 0( ) ( )Y t Z t    thì  

   lim ( ) ( ) 0
t

Y t Z t


                                                    (1.1.7) 
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 1.1.2. Tính ổn định của hệ phƣơng trình vi phân tuyến tính 

 Xét hệ vi phân tuyến tính (1.1.2), dưới dạng ma trận (1.1.3), trong đó 

ma trận ( )A t  và véctơ ( )F t  liên tục trong khoảng ( , )a  . 

 Giả sử  ( ) ( ) (det ( ) 0)ijX t x t X t                                                    (1.1.8) 

là ma trận nghiệm cơ bản (tức là hệ nghiệm cơ bản được viết dưới dạng ( )n n - 

ma trận) của hệ vi phân tuyến tính thuần nhất tương ứng 

    ( )
dY

A t Y
dt

                                                            (1.1.9) 

tức là ma trận gồm n  nghiệm độc lập tuyến tính của (1.1.9): 

    

 

 

(1)
11 1

( )
1

( ) ( ),..., ( ) ;

....................................................

( ) ( ),..., ( ) .

n

n
n nn

X t colon x t x t

X t colon x t x t

 






    

Nếu ma trận nghiệm cơ bản ( )X t  là chuẩn hóa tại 0t t , tức là 0( ) nX t I , thì  

    0 0( ) ( , ) ( )Y t K t t Y t                                                (1.1.10) 

 với     1
0 0( , ) ( ) ( )K t t X t X t   

có dạng 

   0( ) ( ) ( )Y t X t Y t                                                    (1.1.11) 

 Định nghĩa 1.1.5. Hệ vi phân tuyến tính (1.1.3) được gọi là ổn định 

(hoặc không ổn định) nếu tất cả các nghiệm ( )Y Y t  của nó tương ứng ổn định 

(hoặc không ổn định) theo  Lyapunov khi  t  .  

 Định nghĩa 1.1.6. Hệ vi phân tuyến tính (1.1.3) được gọi là ổn định 

tiệm cận nếu tất cả các nghiệm của nó ổn định tiệm cận khi t  . 

 Định lý 1.1.1. Điều cần và đủ để hệ vi phân tuyến tính (1.1.3) ổn định 

với số hạng tự do bất kì ( )F t  là nghiệm tầm thường  

    0 0 00 ( , ( , ))Y t t t a       

của hệ thuần nhất tương ứng (1.1.9) ổn định.  
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 Định lý 1.1.2. Hệ vi phân tuyến tính (1.1.3) ổn định tiệm cận khi và chỉ 

khi nghiệm tầm thường 0 0Y   của hệ vi phân tuyến tính thuần nhất tương ứng 

(1.1.9) ổn định tiệm cận khi t  .  

 Xét hệ vi phân tuyến tính thuần nhất (1.1.9), trong đó ( )A t  liên tục trong 

khoảng ( , )a  .  

 Định lý 1.1.3. Hệ vi phân tuyến tính thuần nhất (1.1.9) ổn định theo 

nghĩa Lyapunov khi và chỉ khi mỗi nghiệm 0( ) ( )Y Y t t t     của hệ đó bị chặn 

trên nửa trục 0t t   . 

 Định lý 1.1.4. Hệ vi phân tuyến tính thuần nhất (1.1.9) ổn định tiệm cận 

khi và chỉ khi tất cả các nghiệm ( )Y Y t  của nó dần tới không khi  t  , tức là

   lim ( ) 0
t

Y t


                                                                    (1.1.12) 

 Xét hệ (1.1.9) trong đó ijA a     là ma trận hằng ( )n n . 

 Định lý 1.1.5. Hệ vi phân tuyến tính thuần nhất (1.1.9) với ma trận 

hằng A  ổn định khi và chỉ khi tất cả các nghiệm đặc trưng ( )i i A   của A  đều 

có phần thực không dương. 

    Re ( ) 0 ( 1, 2,..., )i A i n    

và các nghiệm đặc trưng có các phần thực bằng không đều có ước cơ bản đơn. 

 Định lý 1.1.6. Hệ vi phân tuyến tính thuần nhất (1.1.9) với ma trận 

hằng A  ổn định tiệm cận khi và chỉ khi tất cả các nghiệm đặc trưng ( )i i A   

của A  đều có phần thực âm, tức là  

    Re ( ) 0 ( 1,..., )i A i n    
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1.1.3. Lý thuyết Floquet 

  Xét ODE với hệ số tuần hoàn 

    ( ) ( ) ( ) 0x t W t x t   ,                                                (1.1.13)  

trong đó ( , ( )), ( ) ( )mW C L W t W t T    với  t  , giả sử (1.1.13) có ma trận 

nghiệm cơ bản ( )X t , với 

    ( ) ( ) ( ) 0, (0) nX t W t X t X I    .  

 Định lý 1.1.7. (định lý Floquet [8]).  Ma trận nghiệm cơ bản ( )X t của 

(1.1.13) có thể viết dưới dạng  

    0( ) ( ) ,tWX t F t e                                                    (1.1.14) 

trong đó 1( , ( ))mF C L  là không suy biến, ( ) ( )F t F t T   với 

0, ( ).mt W L    

 Định lý 1.1.8. (định lý Lyapunov [9]). (i) Giả sử 1( , ( ))mF C L là 

không suy biến và T-tuần hoàn. Khi đó ( )x F t x  biến (1.1.13) thành ODE tuyến 

tính thuần nhất với một ma trận hệ số T- tuần hoàn, nhân tử đặc trưng của 

chúng trùng với nhân tử đặc trưng của (1.1.13).  

 (ii) Tồn tại 1( , ( ))mF C L  không suy biến, T-tuần hoàn (

1( , ( ))mF C L  không suy biến, 2T-tuần hoàn) với (0) nF I  sao cho phép biến 

đổi ( )x F t x  biến (1.1.13) thành một hệ tuyến tính thuần nhất với hệ số hằng.  

 Định nghĩa 1.1.7. Các giá trị riêng ( 1, 2,..., )i i n   của ma trận 0W  tức là 

nghiệm của phương trình 0det ( ) 0,W I   được gọi là các số mũ đặc trưng của 

hệ (1.1.13). 

 Định nghĩa 1.1.8. Các giá trị riêng ( 1, 2,..., )i i n   của ma trận ( )X T , 

tức là nghiệm của phương trình 

   det [ ( ) ] 0TX I                                        (1.1.15) 

được gọi là các nhân tử. 
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 Định lý 1.1.9. Với mọi nhân tử   tồn tại một nghiệm không tầm thường 

( )t  của hệ tuần hoàn (1.1.13), thỏa mãn điều kiện 

   ( ) ( )t T t                                                      (1.1.16) 

 Ngược lại, nếu đối với một nghiệm ( )t  không tầm thường nào đó điều 

kiện (1.1.16) được thỏa mãn thì số   sẽ là nhân tử của hệ đã cho. 

 Hệ quả. Hệ vi phân tuyến tính tuần hoàn (1.1.13) có nghiệm tuần hoàn 

chu kì T  khi và chỉ khi có ít nhất một nhân tử   của nó bằng 1. 

 Định lý 1.1.10. Hệ vi phân tuyến tính với ma trận hệ số liên tục và tuần 

hoàn là khả qui. 

 Định lý 1.1.11. 1) Hệ vi phân tuyến tính thuần nhất tuần hoàn với ma 

trận liên tục là ổn định khi và chỉ khi tất cả các nhân tử ( 1,2,..., )i i n   của nó 

nằm trong hình tròn đơn vị đóng 1   và các nhân tử nằm trên đường tròn 

1   đều có ước cơ bản đơn. 

 2) Hệ tuần hoàn ổn định tiệm cận khi và chỉ khi tất cả các nhân tử của 

nó đều nằm trong hình tròn 1   

 Định lý 1.1.12.  Nếu hệ tuần hoàn thuần nhất tương ứng của (1.1.3) là 

(1.1.9) không có nghiệm tầm thường T  tuần hoàn, tức là tất cả các nhân tử của 

nó khác 1( 1, )i i   , thì hệ (1.1.3) có nghiệm tuần hoàn duy nhất với chu kì T . 

 Định lý 1.1.13. Nếu hệ (1.1.3) có một nghiệm giới nội ( ) ( 0)Y t t  , thì 

nó có nghiệm T  tuần hoàn. 
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 1.2. HỆ PHƢƠNG TRÌNH VI PHÂN ĐẠI SỐ 

 1.2.1. Một số khái niệm cơ bản 

 Định nghĩa 1.2.1. Phép chiếu ( , )m mP L  (viết gọn là ( )mP L ) là 

một ( )m m - ma trận sao cho 2P P . Đối với mỗi phép chiếu P  ta luôn có hệ 

thức sau 

ker mimP P   

Ngược lại, với mỗi một sự phân tích m  thành tổng trực tiếp của hai không gian 

con 

m U V  , 

luôn luôn tồn tại duy nhất một phép chiếu P  sao cho im P U  và ker P V . 

Khi đó phép chiếu P  được gọi là phép chiếu lên U dọc theo V . Rõ ràng rằng 

Q I P   là phép chiếu lên V dọc theo U . 

 Phép chiếu canQ  lên ker A  dọc theo S  được gọi là phép chiếu chính tắc. 

 Định nghĩa 1.2.2. [5] Cặp ma trận ( , )A B  được gọi là chính qui  nếu tồn 

tại z  sao cho det ( ) 0z A B  . Trường hợp ngược lại, ta gọi cặp ( , )A B  là 

không chính qui. 

 Chú ý. Nếu cặp ma trận ( , )A B  chính qui thì det ( ) 0cA B   với hầu hết 

giá trị c . 

 Định nghĩa 1.2.3. Với mỗi ( )m m -ma trận A , chỉ số của ma trận A  là 

số tự nhiên k  nhỏ nhất sao cho 1ker kerk kA A    và được kí hiệu như sau 

   1( ) : min :ker( ) ker( )k kind A k A A    . 

 Định nghĩa 1.2.4. [5] Nếu cặp ma trận ( , )A B  chính qui và 

det( ) 0c A B   thì 1(( ) )ind c A B A  được gọi là chỉ số của cặp ma trận ( , )A B , ký 

hiệu 1 .( , ) : (( ) )ind A B ind cA B A   

 Chú ý. Trong [5] đã chỉ ra rằng chỉ số của cặp ma trận ( , )A B  không phụ 

thuộc vào việc chọn số c . 
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 Một số tính chất của cặp ma trận chính qui ( , )A B  (xem [5], [11]): 

 (i) Nếu cặp ma trận ( , )A B  chính qui thì cặp ma trận ( , )A B sA  cũng 

chính qui với mọi s  và ( , ) ( , )ind A B ind A B sA   

 (ii) Nếu cặp ma trận ( , )A B  chính qui, ( , )ind A B k  và 

1(( ) )krank cA B A r   thì tồn tại các ma trận , ( )mS T L  khả nghịch sao cho  

   ( , ) ,rA S diag I N T  ( , ) ,m rB S diag M I T   

trong đó 0, 0k lN N   với mọi l k . 

 (iii) Nếu ( ), ( ) ( , ( ))mA t B t C J L  và 

1 0( , ) det ( ( ) ( )) ( ) ... ( ) ( )d
d

t A t B t a t a t a t          , với 0da   trên J , thì tồn 

tại các ma trận khả nghịch , ( , ( ))mS T J L  sao cho  

1 1
( ) 00

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )
00 ( )

d

m d

M tI
S t A t T t S t B t T t

IN t
 



  
     

   

   

trong đó ( )N t  là k -lũy linh tức là ( ) 0kN t   trên J và ( ) 0lN t   với mọi l k . 

Ngoài ra nếu ( ), ( ) ( , ( ))i mA t B t C J L ( 0,1,2,..., )i n  và 

degdet( ) :A B rank A r     với mọi t J  

thì tồn tại các ma trận khả nghịch ( ), ( ) ( , ( ))i mS t T t C J L  sao cho  

1 1
( ) 00

( ) ( ) ( ) , ( ) ( ) ( )
00 0

d

m r

M tI
S t A t T t S t B t T t

I

 



  
    
   

 (xem [11]). 

 Định lý 1.2.1. [5] Giả sử ( )mA L  là ma trận suy biến, ( )mB L  khi 

đó 7 mệnh đề sau tương đương 

 (i) Cặp ma trận ( , )A B  chính qui chỉ số 1; 

 (ii) Từ kerx A  và Bx imA  kéo theo 0x  ; 

 (iii) Cặp ma trận ( , )A B  chính qui và degdet ( ) ;A B rank A    

 (iv) Cặp ma trận ( , )A B AW  chính qui và ( , ) 1ind A B AW   với mỗi ma 

trận ( );mW L  

 (v) Ma trận :G A BQ   không suy biến với mỗi phép chiếu Q lên ker A  
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 (vi) Với  : :S x Bx im A   ta có hệ thức ker .mS A   

 (vii) Nhân vào bên trái với ma trận không suy biến thích hợp ( )mE L  

sao cho 11

1

2

, ,
0

BA
EA EB rank A rank A

B

  
    
   

 ta nhận được một ma trận không 

suy biến 1

2

( ).m
A

L
B

 
 

 
 

 Định nghĩa 1.2.5. [5] Ma trận ( )mA L   thỏa mãn các tính chất  

 (i) ( )TA y x im A    với ( )y im A  mà Ax y , 

 (ii) 0A y   với ker( )Ty A , 

được gọi là nghịch đảo Moore – Penrose của ma trận ( )mA L . 

 Định lý 1.2.2. [5] Giả sử ( )mA L , khi đó  

 (i) A AA A    và AA A A  , 

 (ii) AA  là phép chiếu vuông góc lên ( )im A  dọc ker( )TA  và A A  là phép 

chiếu vuông góc lên ( )Tim A   dọc ker( )A . 

 Định lý 1.2.3. [5] Nếu ( ) , ( )kind A k rank A r  , 

    
1( ) ( ,..., )k

rim A span s s  

                              
1 1ker( ) ( ,..., )k

mA span s s  và 1[ ,..., ]mS s s  

 thì 1( , )A S diag M N S  , trong đó M  là ( )r r - ma trận không suy biến và N  là k

-lũy linh. 

 Định nghĩa 1.2.6. Giả sử các ma trận ( , ) ( )mA B L  có ( , ) 1ind A B  , khi 

đó  : :S x Bx imA   được gọi là không gian liên hợp của cặp ( , )A B . 

 Mệnh đề. [5] Nếu cặp ma trận ( , )A B  chính qui, ( , ) 1ind A B   và Q  là 

phép chiếu lên ker A  thì các đẳng thức sau đây là đúng  1 1,G A I Q G BQ Q     

và 1

canQG B Q  ,  trong đó :G A BQ  . 

 Định lý 1.2.4. [5] Giả sử cặp ma trận ( , )A B  chính qui chỉ số 1 khi đó 

các hệ thức sau thỏa mãn 
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1(( ) )S im cA B A   và 1 1[( ) ] ( )D

canQ I cA B A cA B A      

trong đó c  sao cho cA B  khả nghịch và DA  là nghịch đảo Drazin của A . 

 1.2.2. Hệ phƣơng trình vi phân đại số tuyến tính 

 Định nghĩa 1.2.7. Phương trình vi phân đại số tuyến tính là phương 

trình dạng 

( ) ' ( ) ( ), [0, )A t x B t x f t t      ,                        (1.2.1) 

trong đó ( ), ( ) ( , ( )), ( ) ( , ), ( )m mA t B t C L f t C rank A t r m      với mọi t  , 

và ( ) ker ( )N t A t  có số chiều là m r  với mọi t  . 

 Định nghĩa 1.2.8. Phương trình vi phân đại số tuyến tính (1.2.1) được 

gọi là chính qui chỉ số 1 nếu cặp ma trận hệ số ( , )A B  chính qui chỉ số 1. 

 Định nghĩa 1.2.9. Giả sử ( ) : ker ( )N t A t  là trơn, nghĩa là tồn tại phép 

chiếu 1( , ))mQ C L  lên ( ),N t P I Q  . Hàm 1( ) Nx t C  được gọi là nghiệm của 

phương trình (1.2.1) trên   nếu hệ thức ( )(( ( ) ( )) ( ) ( )) ( ) ( ) ( )A t P t x t P t x t B t x t q t     

thỏa mãn với mọi t  . 

Hơn nữa đối với phương trình vi phân đại số tuyến tính thuần nhất chính qui chỉ 

số 1 

  ( ) ( ) 0,A t x B t x t                                                 (1.2.2)  

thì ( ) canS t imP  là không gian nghiệm của (1.2.2), không gian nghiệm của (1.2.2) 

có số chiều là ( ( ))r r rank A t . Nói một cách chính xác, với mỗi 0 0( )x S t , có 

đúng một nghiệm của (1.2.2) đi qua 0x  vào thời điểm 0t . 

 Nghiệm của phương trình thuần nhất (1.2.2) được xác định bởi 

( ) ( ) ( )canx t P t u t , trong đó ( ) ( )u t imP t  là nghiệm của phương trình 

                                        1
1 0( ) .u P PA B u                                                     (1.2.3) 

       Định nghĩa 1.2.10. Phương trình (1.2.1) được gọi là chuyển được 

(transferable) trên   nếu ( )N t  là trơn và ma trận ( ) : ( ) ( ) ( ),G t A t B t Q t   trong đó 

www.VNMATH.com



                        13 
Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên   http://www.Lrc-tnu.edu.vn 

1( ) ( , ( ))mQ t L  là phép chiếu lên ( )N t , có nghịch đảo bị chặn trên mỗi đoạn 

 0, T  . 

        Định nghĩa 1.2.11. Hai phương trình  

                                     1
1 0( )u P PA B u                                                   (1.2.4) 

và  

                                     1( ( ) ( ) ( ) ( ) ( )) ( )canu P t P t P t G t B t u t                              (1.2.5) 

được gọi là phương trình vi phân thường tương ứng của phương trình vi phân 

(1.2.2) dưới phép chiếu P . 

          Định nghĩa 1.2.12. [12] Phương trình (1.2.1) với các hệ số 

, ( , ( ))mA B C L  được gọi là phương trình vi phân đại số dạng chuẩn tắc 

Kronecker với chỉ số 1 nếu các ma trận hệ số có dạng 
0

( )
0 ( )

sI
A t

J t

 
  
 

 và 

( ) 0
( )

0 m s

W t
B t

I 

 
  
 

, trong đó, ( )J t  là k -lũy linh và ker ( ) ker (0)J t J . 

          Định nghĩa 1.2.13. Một ma trận vuông ( )X t  cấp m  được gọi là ma 

trận nghiệm cơ bản (FSM) của (1.2.2) nếu r  véc tơ cột đầu tiên của nó là các 

nghiệm độc lập tuyến tính của (1.2.2) và m r  véc tơ cột còn lại của ( )X t  là các 

véc tơ không. 

 Chú ý. Mọi nghiệm ( )x t  của (1.2.2) đều thuộc không gian nghiệm 

( )canim P S t  có số chiều là r , do đó ta có nhiều nhất r  nghiệm độc lập tuyến 

tính. Vậy, tập hợp tất cả các nghiệm của (1.2.2) là không gian tuyến tính có số 

chiều r . Hơn nữa, trong [5] đã chỉ ra rằng, nếu ( 1,..., )jp j r  là r  véc tơ cột độc 

lập tuyến tính của (0)im P  và các véc tơ ( ), ( )j ju t x t  được suy ra từ hệ phương trình 

trạng thái ( ) ( ) ( )canx t P t u t  với điều kiện đầu (0) ( 1,2,..., )j ju p j r  , khi đó các véc 

tơ 1( ),..., ( )rx t x t  là độc lập tuyến tính và 1( ) ( ( ),..., ( ))rim P t span u t u t , 

1( ) ( ( ),..., ( ))rS t span x t x t . Do đó, tập hợp tất cả các nghiệm (1.2.2) là không gian 
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con tuyến tính có số chiều là r  . Như vậy mọi ma trận nghiệm cơ bản của (1.2.2) 

đều có dạng 1( ) [ ( ),..., ( ),0,...,0]rX t x t x t . Để đơn giản, ta viết ma trận nghiệm cơ 

bản một cách ngắn gọn như sau:  1( ) ( ), , ( )r rX t x t x t . 

Đặc biệt, ma trận nghiệm cơ bản ( )rX t  là chuẩn hóa khi 0t t , tức là 0( )r rX t I .  

 Chúng ta xét DAEs tuyến tính thuần nhất tương ứng của (1.2.1) 

      ( ) ( ) ( ) ( ) 0A t x t B t x t   ,                                      (1.2.6) 

trong đó , ( , ( ))mA B C L . 

Giả sử rằng không gian hạch ( ) : ker ( )N t A t  là trơn, nghĩa là nó là bao tuyến tính 

của những hàm cơ sở khả vi liên tục.  

Trong trường hợp ( )A t có hạng không đổi, rõ ràng, tất cả các nghiệm của (1.2.6) 

thuộc về không gian con  ( ) : : ( ) ( )m mS t z B t z im A t    . 

Giả sử (1.2.6) có chỉ số 1, nghĩa là ( ) ( ) {0}S t N t  . 

Khi đó, có đúng một nghiệm qua mỗi điểm của ( )S t  tại thời điểm t  (xem [5]). Sử 

dụng bất kỳ hàm chiếu ( )Q t  thuộc lớp 1C  lên ( )N t  và ( ) : ( )P t I Q t  , bài toán giá 

trị ban đầu (IVPs) là đúng với điều kiện đầu    0(0)( (0) ) 0P x x 

.                                                                            (1.2.7) 

Bài toán giá trị ban đầu (IVP) (1.2.6), (1.2.7) có nghiệm duy nhất với 0 mx  . 

Các nghiệm của DAE (1.2.6) phải thuộc về không gian hàm  1 1: :NC x C Px C   . 

Điều này dễ dàng hiểu được nhờ các đồng nhất thức 

           ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) 0A t A t P t A t Q t  ,  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A t x t A t P t x t A t Px t P t x t      . 

Do tính chính quy của nghiệm, các hệ số ( ), ( )A t B t  phải trơn.  

Tiếp theo, cho 1

Nx C , chúng ta hiểu biểu thức ( ) '( )A t x t  là viết tắt của  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A t Px t P t x t  .                                          (1.2.8) 

Cần phải nhấn mạnh rằng, không gian hàm 1

NC  và giá trị của biểu thức (1.2.8) là 

độc lập với việc chọn hàm chiếu. Tức là, với hai hàm chiếu ,P P  thuộc lớp 1C  đã 
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cho. Cả ( )P t  và ( )P t  chiếu dọc theo ( )N t . Nếu 1,x C Px C    thì Px PPx  thuộc 

về lớp 1C , vì P  và Px  cũng như vậy. Ngoài ra, chúng ta tính: 

 

   

 

 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

A t Px t P t x t A t P t Px t P t x t

A t PPx t P t P t x t P t P t x t

A t PPx t PP t x t

A t Px t P t x t

     

    

  

  

 

Nhờ ma trận nghiệm cơ bản ( )X t của IVP    

                                                 
( ) ( ) ( ) ( ) 0

(0)( (0) ) 0

A t X t B t X t

P X I

  


 
 

chúng ta có thể viết các nghiệm của (1.2.6), (1.2.7) là : 0 0( ; ) ( )x t x X t x  

Chúng ta sử dụng dạng biểu diễn của ma trận cơ bản X  của DAE, sử dụng ma 

trận cơ bản U  của ODE (xem [5]) 

   
1[ ( ) ] 0

(0) ( )

can

m

U P P P A BQ B U

U I L

      


 

.                            (1.2.9) 

Ở đây, ( )canP t  là phép chiếu chính tắc dọc theo ( )N t lên ( )S t . Khi đó   

   ( ) ( ) ( ) (0)canX t P t U t P .                                           (1.2.10) 

Ta nhấn mạnh rằng ( )X t  là độc lập với phép chiếu đặc biệt P  được dùng ở 

(1.2.9) và (1.2.10). Trong bất kì trường hợp nào, chúng ta có : (0) (0)canX P .  

Hơn nữa, trong khi 1U C , nói chung phép chiếu chính tắc ( )canP t  là liên tục 

nhưng không thuộc lớp 1C .  

Trong phần sau chúng ta biến đổi DAEs tuyến tính với hệ số tuần hoàn về 

hệ số hằng số DAEs. 

Áp dụng phép biến đổi đại số 1( ) , ( , ( ))mx F t x F C L  và ,E F  không suy 

biến, DAE (1.2.6) biến thành: 

   ( ) ( ) ( ) ( ) 0A t x t B t x t   ,                                           (1.2.11) 

với  , ( )A EAF B E BF AF   .                                   (1.2.12) 
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Phương trình (1.2.11) gọi là có dạng chuẩn tắc Kronecker nếu: 

    
W(t)

( ) , ( )
0 I

I
A t B t

   
    
   

  

Hệ thức giữa không gian con riêng và phép chiếu chính tắc có thể mô tả bằng 

1 1( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )N t F t N t S t F t S t    và 1( ) ( ) ( ) ( )can canP t F t P t F t . Với dạng chuẩn tắc 

Kronecker phép chiếu lên  1

2

2

( ) : : 0
z

S t z
z

   
   
   

  

dọc theo  

         1

1

2

( ) : : 0
z

N t z
z

   
   
   

 

 là ( ) ( ,0)canP t diag I . Do đó, bắt đầu với hệ chỉ số 1 dạng chuẩn tắc Kronecker và 

sử dụng phép biến đổi F  thuộc lớp 1C  chúng ta thu được DAEs với những phép 

chiếu chính tắc khả vi liên tục. Như một hệ quả, coi dạng chuẩn tắc Kronecker 

thay cho DAEs với hệ số liên tục, chúng ta áp dụng phép biến đổi đối với một 

lớp rộng hơn. Trong phần sau, chúng ta thấy lớp 1

NC  là phù hợp đối với phép biến 

đổi F . 

 Định nghĩa 1.2.14.  Hệ phương trình 0Ax Bx   được gọi là chính qui 

chỉ số k  nếu cặp ma trận  ,A B  là chính qui chỉ số k . 

 Bổ đề. Khi cặp ma trận  ,A B  là chính qui chỉ số k  và 

1( ) krank cA B A r  
 

 thì tồn tại các ma trận khả nghịch ,W T  sao cho  

    10
,

0

rI
A W T U

U

 
  

 
 là k  lũy linh 

    1 10

0 m r

B
B W T

I





 
  

 
, 

  Định nghĩa 1.2.15. Giá trị phức    được gọi là giá trị riêng hữu hạn 

của cặp ma trận  ,A B  nếu  det 0A B   . 
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Nếu   là một giá trị riêng hữu hạn thì có một véc tơ 0x   sao cho 

Ax Bx   . Véc tơ x  như thế được gọi là véc tơ riêng của cặp ma trận  ,A B  

tương ứng với giá trị riêng  . 

 Định nghĩa 1.2.16. Cặp ma trận  ,A B  được gọi là có giá trị riêng    

nếu có một véc tơ 0x   sao cho 0Ax  . Véc tơ x  như thế gọi là véc tơ riêng của 

cặp ma trận  ,A B  ứng với giá trị riêng   . 

Định nghĩa 1.2.17. Nghiệm tầm thường 0x   của 0Ax Bx   được gọi là 

ổn định theo nghĩa Lyapunov nếu với mỗi phép chiếu P  đã biết dọc theo không 

gian con bất biến cực đại của cặp  ,A B  liên hợp với các giá trị riêng hữu hạn, 

bài toán giá trị ban đầu ( IVP ) 
0

0,

( (0) ) 0

Ax Bx

P x x

  


 
 với mỗi 0

m

x  có một nghiệm 

0( , )x t x  xác định trên  0, . 

Hơn nữa, với mỗi 0, ( ) 0        sao cho 0( , )x t x   với 0t   và 0
mx   

thỏa mãn 0 0( )P x  , thì ta có 0( , ) 0x t x   khi t  . 

Định lý 1.2.5. Nghiệm tầm thường 0x   của 0Ax Bx   là ổn định tiệm 

cận nếu và chỉ nếu tất cả các giá trị riêng hữu hạn của cặp ma trận  ,A B  có 

phần thực âm. 

 Định nghĩa 1.2.18. Hệ phương trình vi phân dạng: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A t x t B t x t q t    

trong đó , ( , ( ))nA B C I L , q  liên tục trên , det ( ) 0I A t   với t I   gọi là hệ 

phương trình vi phân đại số tuyến tính với hệ số biến thiên. 

 Trường hợp , ( )nA B L  ta gọi hệ trên là hệ phương trình vi phân đại số 

tuyến tính với hệ số hằng. 

Ví dụ 1. Xét hệ      1 1

2 2

0
,

0

x x
t

t x x

  


  
    ( )      

www.VNMATH.com



                        18 
Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên   http://www.Lrc-tnu.edu.vn 

1 1

2 1

1
1 0 1 0

;
0 0 1

rank A

x xA B
At

x t x


   

                     

 

1

1

x
im A

t x

   
    

   
. 

1 1 1

2 1 2

01 0 0
( ) ker ( )

0 0

x x x
N t A t

t x t x x

          
            

         
2

2

0
x

x

   
   
   

.   

 2( ) :S t z Bz imA    

      1 12

2 1

2 2

1 0
:

0 1

x x
z im A x t x

x x

        
          

       

1

1

1

,
x

x
t x

   
   
   

. 

 0N S   hệ ( ) đã cho là chính qui chỉ số 1. 

canP  là phép chiếu chính tắc lên S  dọc theo N  tức là  
0,

,

Pu u N

Pv v v S

  


  
 (*) 

Đặt 11 12

21 22

can

p p
P

p p

 
  
 

   (*) 

11 12

2

221 22

11 12 1 1

1

21 22 1 1

0 0
,

0

,

p p
x

xp p

p p x x
x

p p t x t x

     
       
   


 


                  

 

12 2
2 12 22

22 2

11 1 12 1 1

1 11 21

21 22 1 1

0
, 0

0

, 1
( )

p x
x p p

p x

p x p t x x
x p p

p p t x t x

 
    


 

 
      

1 0

1 0
canP

 
   

 
 

0 0

1 1
can canQ I P

 
     

 
 

Xét ( )G t A BQ 
1 0 1 0 0 0

0 0 1 1 1t

    
     

     
 

        
1 0 0 0 1 0

det 1 0,
0 1 1 1 1

G t
t t

     
             

       
. 
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1
1 0

1 1
G

t

  
   

  
 

Dùng các phép chiếu ,can canP Q  nói trên hệ ( )  

1 1

1
1 1

1

1 2

1 2

0

00

0 0 00

0

can can can

can can can

x x

x xP x P G BP x

x xQ Q G BP x

t x x





  

     

  
    

   

  

Thật vậy, 

1 1

2 1

1 0
'

1 0
can

x x
P x

x x

     
           

, 1

1 22

00 0

1 1
can

x
Q x

x xx

    
     

     
 

11

1

1 0 1 0 1 0

1 0 1 1 0 1
can can

x
P G BP x

t x


     

     
      

1

1

1 0 1 0

1 0 1 1

x

t x

   
    

     
 

         
 

11 0

( 1) 11 0

x

t x

  
   

    

1

1

1 0

1 0

x

tx

  
   

  

1

1

x

x

 
  

 
 

11

1

0 0 1 0

1 1 1 1
can can

x
Q G BP x

t x


   

    
       

1

1

0 0

1 1

x

t x

  
   

    1 1

0

x tx

 
  

 
 

 1.2.3. Hệ phƣơng trình vi phân đại số phi tuyến 

 Định nghĩa 1.2.19. Hệ phương trình vi phân đại số phi tuyến là hệ 

phương trình có dạng 

    ( ( ), ( ), ) 0.f x t x t t                                                   (1.2.13) 

trong đó hàm : ,m m mf    G G  được giả thiết là liên tục và có 

Jacobians ( , , ), ( , , )y xf y x t f y x t   phụ thuộc liên tục vào các đối số của chúng của 

chúng. Hơn nữa,  không gian hạch của ( , , )yf y x t  được coi là độc lập với ( , )y x , 

nghĩa là 

     ker ( , , ) : ( ),yf y x t N t   

và biến thiên trơn theo t . Hơn nữa, ( )P t  là hàm chiếu bất kỳ lớp 1C  dọc theo 

( )N t . Giả sử (1.2.13) có chỉ số 1, nghĩa là  
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     ( ) ( , , ) 0 , ( , ) , ,N t S y x t y x t  G  

trong đó  ( , , ) : : ( , , ) ( , , ) .m

x yS y x t z f y x t z im f y x t     Khi đó, như trong trường hợp 

tuyến tính chỉ số 1, IVPs được phát biểu chính xác với điều kiện đầu  

    0(0)( (0) ) 0.P x x                                                  (1.2.14) 

nghiệm của (1.2.13) thuộc 1

NC  

Giả sử rằng có một nghiệm  1 ( 0, ))Nx C   của (1.2.13), (1.2.14), điều mà chúng 

ta sẽ quan tâm đến là tính ổn định của nghiệm. Như trong trường hợp tuyến tính, 

chỉ phần 0(0)P x  của điều kiện đầu ảnh hưởng tới nghiệm 0( ; )x t x . Điều đó được 

phản ánh trong định nghĩa sau của tính ổn định (theo nghĩa Lyapunov) của 

nghiệm của DAEs. 

Định nghĩa 1.2.2 [13]. Nghiệm x  của phương trình (1.2.13) là ổn định 

theo nghĩa của Lyapunov nếu có 0   và, với mỗi 0  ,  ( ) 0     sao cho  

 (i) 0x  với 0(0)( (0) )P x x     (1.2.13), (1.2.14) có nghiệm 0( ; )x t x  xác 

định trên   0,  và  

 (ii) 0x  với 0(0)( (0) )P x x     chúng ta có 0( ; ) ( ) 0.x t x x t t      

Hơn nữa, x  được gọi là ổn định tiệm cận theo nghĩa của Lyapunov nếu nó là ổn 

định và có (0, )   sao cho  

(iii) 0lim ( ; ) ( ) 0
t

x t x x t


  ,  0x  với 0(0)( (0) ) .P x x     
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Chƣơng 2: LÝ THUYẾT FLOQUET ĐỐI VỚI 

HỆ PHƢƠNG TRÌNH VI PHÂN ĐẠI SỐ 

 2.1. LÝ THUYẾT FLOQUET ĐỐI VỚI HỆ PHƢƠNG TRÌNH VI 

PHÂN ĐẠI SỐ TUYẾN TÍNH 

 Bổ đề [13]. Phép biến đổi ẩn hàm ( ) ( ) ( )x t F t x t  với 1 ,NF C F  không 

suy biến, biến DAE (1.2.6) thành (1.2.11), với 

   , 'A AF B BF AF                                           (2.1.1) 

là liên tục và A  có  không gian hạch trơn.              

Chú ý rằng, chúng ta hiểu AF   như là sự rút gọn của  ( )A PF P F   với P  bất kì. 

 Chứng minh.  

 Từ (1.2.6) ( ) ( ) ( ) ( ) 0A t x t B t x t    thế trực tiếp 

 ( ) ( )x F t x t  ta được  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0A t F t x t B t F t A t F t x t     
  

      ( ) ( ) ( ) ( ) 0A t x t B t x t   , ở đây ,A B  là liên tục vì 

,A B C  và 1F C . 

 + Chứng minh A  có không gian hạch N  trơn. 

 Xét phép chiếu trực giao P  dọc theo N .  Lấy P  là phép chiếu trơn dọc 

theo N  thì  kerN AF ker PF  

 Thật vậy: 

  ker 0x AF AFx     kerFx A N   , lại vì P  là phép chiếu dọc theo  

0N PFx  kerx PF       

  kerx PF     0 0PFx APFx    , do AP A  0 kerAFx x AF     

 + Từ ker ( ) ( )N PF P PF PF

     (Xem [5]) mà PF  trơn P  trơn 

N  trơn. 

 Chú ý 1.  Nếu P  là một phép chiếu trơn dọc theo N , khi đó 1F PF  là 

một phép chiếu dọc theo N , nhưng trong trường hợp tổng quát 1F PF  là không 
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trơn. Nếu chúng ta chọn phép chiếu trực giao ,P P  thì 1F P F


 nói chung là 

không trơn và không trực giao. 

 Chú ý 2.  Thực hiện phép biến đổi đại số ( )x F t x  với  1

NF C và F  

không suy biến, ta có những kết quả sau: 

 

1

1

1

1

( ) ker ( ) ( );

( ) ( ) ( ) (0);

( ) : : ( ) ( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ) ( ).

m

can can

N t A t F N t

X t F t X t F

S t z B t z im A t F t S t

P t F t P t F t









  

 

    

 

 

   Ta chứng minh 1( ) ker ( ) ( )N t A t F N t  : 

1ker 0 ker kerx AF AFx Fx A x F A         

Ta có ( ) ker ker kerN t A EAF AF      (vì E  không suy biến), theo chứng minh 

trên thì 1ker kerAF F A  1 1( ) ker ( )N t F A F N t    . 

   Ta chứng minh 1( ) ( ) ( )S t F t s t : 

+ Nếu ( )z S t Bz im A    hay , mBz Ax x  ( )E BF AF z EAFx    

( )BFz A Fx F z im A     1( ) ( )Fz S z F t S t    , tức là 1( ) ( )S t F S t .          (*) 

+ Ngược lại, nếu 1( ) ( )z F t S t ( )Fz S t   BFz imA   , mBFz Ax x   . 

 ( )BFz AF z A x F z    
1( ) ( ) ( )E BF AF z EA x F z EAFF x F z         

 1 1( )Bz A F x F F z im A      ( )z S t  , tức là 1( ) ( ) ( )F t S t S t                        (**) 

Từ (*) và (**) suy ra: 1( ) ( ) ( )S t F t S t . 

  Chứng minh 1( ) ( ) ( ) ( )can canP t F t P t F t : 

-  Trước hết ta chứng minh 1( ) ( ) ( )canF t P t F t  là một phép chiếu. 

Thật vậy 1 2 1 1[ ( ) ( ) ( )] ( ) ( ) ( ). ( ) ( ) ( )can can canF t P t F t F t P t F t F t P t F t    

      1( ) ( ). ( ) ( )can canF t P t P t F t  

      1 2( )[ ( )] ( )canF t P t F t


  

      1( ) ( ). ( )canF t P t F t  

www.VNMATH.com



                        23 
Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên   http://www.Lrc-tnu.edu.vn 

- Tiếp theo, ta lấy 1( ) ( ) , ( )x N t x F t x x N t     

1 1 1( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )) ( )can canF t P t F t x F t P t F t F t x     

 1( ) ( )canF t P t x  

 1( ).0F t  ( vì ( )x N t ) 

 0   

- Bây giờ, ta lấy 1( ) ( ) , ( )y S t y F t y y S t     

1 1 1( ( ) ( ) ( )) ( ( ) ( ) ( )) ( )can canF t P t F t y F t P t F t F t y     

1( ) ( )canF t P t y  

1( )F t y  ( vì ( )y S t ) 

y   

Vậy, 1( ) ( ) ( )canF t P t F t  là phép chiếu lên ( )S t  dọc theo ( )N t  tức là  

1( ) ( ) ( ) ( )can canP t F t P t F t  

 Vì  1( ) ( ) ( ) ( ) ( )N t S t F t N t S t , phép biến đổi DAE (1.2.11) là  chỉ số 

1 nếu và chỉ nếu (1.2.6) cũng là chỉ số 1 . Rõ ràng, (2.1.1)  gợi ý cho ta về một 

quan hệ tương đương đối với DAEs tuyến tính với hệ số liên tục. Từ đó chúng ta 

sẽ quan tâm đến tính tiệm cận, chúng ta áp dụng khái niệm sự tương đương của 

lý thuyết ổn định ODE vào DAEs được xét ở đây. Sự tương đương không làm 

thay đổi tính ổn định của nghiệm. 

 Định nghĩa 2.1.1 [13].  DAEs (1.2.6) và (1.2.11) đã nói ở trên là tương 

đương nếu tồn tại các ma trận hàm không suy biến 1

NF C , E C  thỏa mãn 

(1.2.12)  và  

  1sup ( ) , sup ( )
t t

F t F t 
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2.1.1. Ma trận cơ bản 

 Chúng ta xét DAEs tuyến tính thuần nhất với hệ số tuần hoàn 

 ( ) ( ) ( ) ( ) 0,A t x t B t x t                     (2.1.2) 

trong đó , ( , ( )), ( ) ( ), ( ) ( )mA B C L A t A t T B t B t T      với t  . 

Việc áp dụng  định lý Floquet và định lý Lyapunov cho DAEs có ý nghĩa như thế 

nào? Chúng ta sẽ đi trả lời câu hỏi này. 

 Sử dụng phương pháp phân rã tự nhiên  

( ) ( )m N t S t   

 cho DAEs chỉ số 1. Chú ý rằng, ( )N t và ( )S t  đều là T-tuần hoàn vì hệ số ( )A t  và 

( )B t  là T-tuần hoàn. ( )N t được giả thiết là trơn, tức là ( )N t  là bao tuyến tính của 

các hàm thuộc lớp 1C , T-tuần hoàn: 

     1( ) ( ),..., ( ) , ( ).r mN t span n t n t r rank A t    

( )S t  chỉ liên tục và ( )S t  là bao tuyến tính của các hàm liên tục, T-tuần hoàn:  

     1( ) ( ),..., ( ) .rS t span s t s t   

Tiếp theo, chúng ta chọn một phép chiếu ( )P t  dọc theo ( )N t , như vậy P  không 

chỉ trơn mà còn tuần hoàn. Vì phép chiếu canP  lên S dọc theo N , chúng ta có biểu 

diễn  

    1( ) ( ) ( ),
0

r

can

I
P t V t V t 

  


 

với 

 1 1( ) : [ ( ),..., ( ), ( ),..., ( )] ( )m

r r mV t s t s t n t n t L  .  

Như trường hợp ODE, chúng ta có ( ) ( ) ( )X t T X t X T  , trong đó ( )X T  là ma trận 

đơn đạo của DAEs.  

Để xây dựng một phép biến đổi đặc biệt, chúng ta chọn phép chiếu P  sao 

cho (0) (0)canP P . Áp dụng  (1.2.10) cho ma trận cơ bản (xem (1.2.9)),  
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   1 1

1

( ) ( ) ( ) (0)

( ) ( ) (0)

( ) ( ) ( ) (0) (0)
0 0

( )
: ( ) (0),

0

can

can can

X t P t U t P

P t U t P

I I
V t V t U t V V

Z t
V t V

 







   
    

   

 
  

 

                    (2.1.3) 

trong đó  ( , ( )), (0)rZ C L Z I  , và ma trận đơn đạo  

   1 1
( ) ( )

( ) ( ) (0) (0) (0).
0 0

Z T Z T
X T V T V V V    

    
   

         (2.1.4)  

Từ  rank ( )X t r  là hằng số, ( ) ( )rZ t L  là không suy biến với mọi t . Theo 

đại số tuyến tính (xem [10]), ta biết tất cả các ma trận không suy biến ( )rC L  

có thể biểu diễn được dưới dạng:  

    WC e           với ( )rW L   

và  

2 WC e         với ( )rW L  

Bây giờ, giả sử   

    0

0( ) , ( )
TW rZ T e W L                                           (2.1.5)  

và  

    022

0(2 ) ( ) , ( ),
TW rZ T Z T e W L                           (2.1.5’)  

tương ứng. Ở đây 2(2 ) ( )Z T Z T  từ tính chất tương ứng của X  và hệ thức 

(2 ) ( ) (0)V T V T V  .                                                                

Thay phép đổi biến (1.1.14) trong định lý  của Floquet cho ODEs chúng ta 

có  

   

0( )
( ) : ( )

tW

K

m r

Z t e
F t V t

I





 
  

                                           (2.1.6)      

   
0 0

( ) (0) ( )
tW

m r m r

e
X t V V t

I I



 

  
   

 
                      (2.1.7)    
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Từ (2.1.6) chúng ta thấy phép biến đổi này là không suy biến.                                                     

Nếu chúng ta coi các ODE (1.1.13) như một trường hợp đặc biệt của DAE 

(2.1.2), chúng ta có thể chọn ( ) m rV t I   và khi đó (2.1.6) trùng với (1.1.14). Chú 

ý rằng, phép biến đổi (2.1.6) có thể là không trơn. Vì ( )S t  không trơn và 

( ), ( )V t X t  cũng vậy. 

Định lý 2.1.1 [13]. Ma trận nghiệm cơ bản ( )X t  của DAEs tuyến tính 

thuần nhất (2.1.2) có dạng  

                       
0

1( ) ( ) (0)
tW

e
X t F t F

I


 

  


, 

trong đó 1 ( , ( ))m

NF C L  là không suy biến và T-tuần hoàn. 

Chứng minh  

          Trước hết, xét 

  

0

0

0

( )
( ) ( )

0( )
( ) ( )

( ) 0
( ) . ( )

0 0

tW

k

tW

tW

Z t e
F t V t

I

Z t e
V t V t

I I

Z t e
V t V t

I







 
  



   
    

  

    
     

    

  

 

0

0

1
( ) 0

( ) (0) . (0) ( )
0 0

0
( ) (0) ( )

0

tW

tW

Z t e
V t V V V t

I

e
X t V V t

I







    
     

    

   
    

  

 

Lấy ( ) ( )kF t F t  thì vì 

 

0 0 0 0

0

1 1 1

1 1

1

0
( ) (0) ( ) (0) (0) ( ) (0)

0 0 0 0

0
( ) (0) (0) ( ) (0)

0 0

( ) (0) (0)
0

tW tW tW tW

tW

e e e e
F t F X t V F V t F

I

I e
X t V F V t F

I

I
X t V V
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Mặt khác, từ  
1( )

( ) ( ) 0
0

Z t
X t V t V

 
  

 
 

        

 
1( )

( ) (0) ( ) 0 (0)
0

( ) ( )
( ) ( )

0 0 0

Z t
X t V V t V V

Z t Z t I
V t V t

 
   

 

    
     

    

 

                 
1 1

( )
( ) (0) 0 ( ) (0)

0 0 0

I Z t I
X t V V V t V

     
     

    
 

                1
( )

( ) (0) ( )
0

Z t
V t V X t 

  
 

 

Vậy, 
0

1( ) ( ) (0)
0

tW
e

X t F t F 
 

  


 

 + Ta chứng minh: ( ) ( ) ( ),X t T X t X T t    . 

    Từ  1 1( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0),
0 0

I I
X t V t V t U t V V t    

     
   

. 

     

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0)
0 0

(0) (0) ( ) (0) (0)
0 0

I I
X T V T V T U T V V

I I
V V U T V V

 

 

   
     

   

   
    

   

  

1 1( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0)
0 0

I I
X t T V T V t T U t T V V    

       
   

 

 1 1( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0)
0 0

I I
V t V t U t U T V V    

    
   

           (*) 

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0)
0 0

(0) (0) ( ) (0) (0)
0 0

I I
X t X T V t V t U t V V

I I
V V U T V V

 

 

   
     

   

   
    

   

  

      1 1( ) ( ) ( ) ( ) (0) (0)
0 0

I I
V t V t U t U T V V    

    
   

             (**) 

Vậy, ( ) ( ) ( )X t T X t X T   
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 + Ta chứng minh F  là T- tuần hoàn: 

 
0( ) 0

( ) ( ) (0) ( )
0

t T W
e

F t T X t T V V t T
I

    
       

  
 

     
0( ) 0

( ) ( ) (0) ( )
0

t T W
e

X t X T V V t T
I

    
     

  
 

     
0( )

1
( ) 0

( ) (0) (0) (0) ( )
0 0

t T WZ T e
X t V V V V t T

I

 


    

       
    

 

      
0 0( ) 0

( ) (0) ( )
0 0

TW t T W
e e

X t V V t
I

     
     

    
 

      
0 0

( ) (0) ( )
0

TW
e

X t V V t
I

   
    

  
( ), .F t t    

Thật vậy, 
0 0

( )( ) ( ) ( ) (0) ( ) ( )
0

tW
e

PF t P t X t V P t V t
I

   
    

  
 

Mà ( ) ( )P t X t  là trơn và 
0

( ) ( ) 0P t V t
I

 
 

 
 

 + Ta chứng minh  1 ( , ( ))m

NF C L nghĩa là det 0.F   

 Vì 
0( )

( ) ( )
tW

Z t e
F t V t

I

 
  


 nên 

              
0( )

det ( ) det ( )det
tW

Z t e
F t V t

I

 
  


 

              0det ( )det( ( ) )
tW

V t Z t e


  

              0det ( )det( ( ))det 0.
tW

V t Z t e


   

 Nhận xét 

 (i)  Phép biến đổi 
0( )

( ) ( )
tW

k

Z t e
F F t V t

I

 
   


 là không suy biến, nhưng F  

có thể không trơn vì ( )S t  có thể không trơn ( )V t  có thể không trơn. 

 (ii) ( ) (0),KerX t N t    

Thật vậy, ( ) ( ) ( ) (0)can canX t P t U t P   
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 - Chọn phép chiếu : (0) (0)canP P P  

 +  Nếu ker ( )z X t  thì ( ) 0,X t z t   

         ( ) ( ) (0) 0can canP t U t P z   

         ( ) (0) ker ( ) ( )canU t P z A t N t    

         (0) 0canP z   

        ( ) ( ) ( ) (0) 0can canP t P t X t P z   

        ( ) ( ) (0) 0can canP t X t P z   

        ( ) (0) ker ( ) ( )canX t P z A t N t    

        ( ) ( ) (0) 0canP t X t P z   

        ( ) (0) 0canU t P z   vì det ( ) 0U t   

 nên ta suy ra  (0) 0 ker (0) (0)can canP z z P z N                                                  (i) 

 + Nếu    (0) (0) 0canz N P z    

                  ( ) ( ) (0) 0can canP t U t P z   

                       ( ) 0X t z    ker ( )z X t                                       (ii) 

Từ (i) và (ii) ker ( ) (0)X t N   

Chú ý. Từ chứng minh trên, ta thấy ma trận đơn đạo ( )X T  có m r   giá trị 

riêng không ứng với (0)N  là không gian riêng, r  giá trị riêng khác không của 

( )X T  ứng với không gian véc tơ riêng (0)S .  

Các giá trị riêng khác không của ma trận đơn đạo ( )X T  cho biết nhân tử 

đặc trưng của (2.1.2) và các giá trị riêng của 
0 ( )rW L  là số mũ đặc trưng của 

(2.1.2). Như trong trường hợp của ODE, chúng ta có hệ thức  

     Te     

giữa một nhân tử đặc trưng   và một số mũ đặc trưng tương ứng  .  

Ví dụ 2. 

1 1

1 2

(cos ) 0
( )

3 0

x t x

x x
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1 0 cos 0
; ; ( ) 1; det 0

0 0 1 3

t
A B rank A A

   
      
   

 

  1 1 1

1 1

2

1 0
,

0 0 0 0

x x x
Ax x im A x

x

         
            

         
. 

   2

2

2

0
ker : 0N A x Ax x

x

   
       

   
 

   2 :S x Bx im A   . 

     1 1 1 1

2 2 1 2

(cos ) (cos )cos 0
:

1 3 3 0

x x t x t xt

x x x x

          
           

          
 

tức là 1

1 2 1 2

2

3 0 3
x

x x S x x
x

   
       

   

0

0
N S

  
    

  
 

1 0 0 0
0,

,1 1
,0 1

3 3

can can

Pu u N
P Q

Pv v v S

   
                

   

 

Dùng các phép chiếu ,can canP Q  nói trên hệ ( )  trở thành  

1 1

1 1 1 1

1 21 2

1 2

(cos ) 0

1 1
(cos ) 0 (cos ) 0 ( 1)

3 3
1

0 ( 2)0 0 0
3

1
0

3

x t x

x t x x t x

x xx x

x x





  

       

 
   

 


 


 

Thật vậy, 

 

0 0
1 0 cos 0

1
0 0 1 3 1

3

t
G A BQ

 
               

 

 

       
1 0 0 0 1 0

0 0 1 3 1 3

     
       
     

 

3 0G G    khả nghịch. 
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1

1 0
3 01

1 1
1 13

3 3

G

 
           

 

 

1 1
1

2 1 1

1 0

;1 1 1
0

3 3 3

can can

x x
x

P x P x
x x x

                              
     

 

1

2 1 2

1 0 0

1 1
1

3 3

can

x
Q x

x x x

   
             

   

 

1
1

1

1 0 1 0
cos 0

1 1 1 1
1 30

3 3 3 3

can can

x
t

P G BP x
x



   
                

    

 

        1

1 0 1 0
(cos )

1 1 1
00

3 3 3

t x
  

           
  

 

                  
1

1

(cos )1 0

1 1
0 (cos )

3 3

t x

t x

  
  
     

  

1

1

(cos )

1
(cos )

3

t x

t x

 
 
  
 

 

Xét 1 0can can canP x P G BP x    

                 
1 1

1 1

(cos ) 0

1 1
(cos ) 0

3 3

x t x

x t x

  


 
  



   1 1(cos ) 0x t x     ( 1)  

  11

0 0 1 0
(cos )

1 1 1
01

3 3 3

can can

t x
Q G BP x

  
          

  

 

         
1

1

(cos )0 0

1 1
1 (cos )

3 3

t x

t x

  
  
     

  

 
0

0

 
  
 

 

 1

1 2

0
0 0

1
0 0

3

can can canQ x Q G BP x
x x



 
                

 

1 2

1
0

3
x x    ( 2)  

Xét phương trình vi phân 1 1(cos ) 0x t x   . 
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sin

sin

1

2

t

t e
x e x

x




 

    
 

 

ma trận cơ bản là  
sin

2

0

0

te
U

x

 
  
 

 

thỏa mãn (0)U I  là : 
sin 0

( )
0 1

te
U t

 
  
 

 

Ma trận cơ bản của ( )  thỏa mãn điều kiện (0) ( (0) ) 0P X I   là 

                     ( ) ( ( ) (0))canX t P U t P  

  
sin1 0 1 0

0
( ) 1 1

0 00 1
3 3

te
X t

   
              

   

 

  

sin sin

sin

1 0 0 0

( ) 1 1 1
0 0 0

3 3 3

t t

t

e e

X t
e

 



   
   
        

   

 

Mặt khác, ta có 
0

1
N span

  
   

  
 

        1

1 2

2

: 3 0
x

S x x
x

   
    
   

 
3

1
span

   
   

  
 

    1

1
0

3 0 1 01 3
( )

1 1 1 3 13
1

3

V t V 

 
    

         
      

 
 

 

                1
( ) 1 0 1 0

( ( ) ( ) (0))
0 0 0 0 0

z t
V t U t V     

     
     

 

      
sin

1
0

( ) 0 1 0 3 0 1 003

0 0 0 0 1 1 1 0 00 1
1

3

tz t e

 
         

          
        
 
 

 

                  
sin

1
0

1 0 3 003

0 0 1 1 00 1
1

3

te
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sin

1
0

1 0 3 03

0 0 1 1 0
1

3

te

 
   

    
    
 
 

 

                  
sin

sin

1 0 0

0 0 1 0

t

t

e

e





  
   

   
 

sin 0

0 0

te 
  
 

 

sin( ) tz t e   

Lại vì 0 02 .sin

0( ) , 2 0
TW Wtz T e T e e W

        

0( )
( ) ( )

1

tW

k

z t e
F t V t

 
   

 
 

sin3 0 0

1 1 0 1

te   
   
  

 
sin

sin

3 0

1

t

t

e

e





 
  
 

 

   1

sin sinsin

1 01
( )

33
k t tt

F t
e ee



 

 
   

  
  

sin

1
0

3

1
1

3

te

 
 

  
 
 
 

 

sin

0
3

1
1

3

te 
 
 
 
 
 

 

Rõ ràng: ( )kF t  không suy biến và 2  tuần hoàn. 

1

1
0

3
(0)

1
1

3

kF 

 
 

   
 
 
 

 

Xét 
0 0sin

1

sin

1
0

3 00 0 3
( ) (0)

110 0 0 0
1

3

tW twt

k t

ee e
F t F

e







 
     

      
     
 
 

 

                 

sin
sin

sin sin

1 0
03 0

3 1
1 0

0 0 3

t
t

t t

e
e

e e




 

  
              

  

( )X t  

Nghĩa là ma trận cơ bản ( )X t  của ( )  biểu diễn được dưới dạng 

0

1( ) ( ) (0)
0

tW
e

X t F t F 
 

  
 

 

trong đó 
sin

sin

3 0
( )

1

t

t

e
F t

e





 
  
 

 thỏa mãn: 

 (i) 1 2( , ( ))NF C L  
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 (ii) F  không suy biến 

 (iii) F  là 2  tuần hoàn;   0 0W  . 

Ma trận monodromy ( )X T  của ( )  là 

   

1 0

( ) (2 ) 1
0

3

X T X 

 
  
  
 

 

   2

1 0

( ) 01

3

X T I








  
 

1

2

0

1






 


 

 + 1

1

2

1 0
0

0 1
01

3

v

v


 
              

 

1

1

0
1

0
3

v

v

 
         

 

1 0v   

  
2

0
(0)v N N

v

 
    

 
 

 + 1

2

2

0 0
0

1 1
01

3

v

v


 
               

 

 
1 2

0
0

1
0

3
v v

 
          

 

 
2 1

1

3
v v    

v S   

  Ma trận ( )X t  có giá trị riêng 1 0   ứng với véc tơ riêng 
2

0
v N

v

 
  
 

 và ( )X t  

có một giá trị 2 1   ứng với véc tơ riêng 
1

1

1

3

v

v S
v

 
  
  
 

 

Nhân tử đặc trưng của hệ ( )  là 1  . 

Số mũ đặc trưng của ( )  là 0   vì 0 0W    giá trị riêng của  0W  là 0  

Khi đó, 0.2 1e    , luôn đúng. 
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2.1.2. Biến đổi tƣơng đƣơng tuần hoàn 

Tiếp theo, chúng tôi giới thiệu khái niệm tương đương tuần hoàn của hai DAEs 

tuyến tính với hệ số T-tuần hoàn và một định lý tổng quát của Lyapunov.  

 Định nghĩa 2.1.2 [13]. Hai DAEs tuyến tính thuần nhất, T-tuần hoàn  

được gọi là tương đương (tuần hoàn) nếu:  

 A EAF  và ( ),B E BF AF                                     (2.1.8) 

trong đó 1 ,NF C E C   là T-tuần hoàn và không suy biến. 

 Định lý 2.1.2 [13]. i) Nếu hệ hai phương trình vi phân đại số tuyến tính 

thuần nhất, T- tuần hoàn là tương đương (tuần hoàn) thì các ma trận đơn đạo 

của chúng đồng dạng. Vì vậy các nhân tử đặc trưng của chúng bằng nhau. 

 ii) Nếu các ma trận đơn đạo của hai hệ phương trình vi phân đại số 

tuyến tính thuần nhất, T- tuần hoàn là đồng dạng thì chúng tương đương tuần 

hoàn. 

 iii) Hệ phương trình vi phân đại số: ( ) ( ) ( ) ( ) 0A t x t B t x t    tương đương 

tuần hoàn với một hệ tuyến tính T- tuần hoàn dạng chuẩn tắc Kronecker với hệ 

số hằng số. 

 Chứng minh 

i) Gọi ( )X t  và ( )X t  lần lượt là các ma trận cơ bản của hai hệ 

( ) ( ) ( ) ( ) 0A t x t B t x t     và  ( ) ( ) ( ) ( ) 0A t x t B t x t    thì 

1( ) ( ) ( ) (0)X T F T X T F
1(0) ( ) (0)F X T F  

( )X T  và ( )X T  là đồng dạng 

Mặt khác, det( ( ) ) 0X T I   

 1det( (0) ( ) (0) ) 0F X T F I    

 1 1det( ( ) (0) (0) (0)) 0F T F F I F     

 det( ( ) ) 0X T I    

Suy ra các nhân tử đặc trưng của chúng trùng nhau. 
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 ii) Thực hiện phép biến đổi ( ). ( )x F t x t   

 (trong đó 
0( )

( ) ( ) ( )
tW

k

Z t e
F t F t V t

I

 
   


)  

 Ta có: ; 'A AF B BF AF    

      ker ( )N A t  1( ) ( )F t N t  

0 1

1( )
( ) ( )

tW
e z t

V t N t
I

 


 

  


 

Và vì  1( ) ( ) , 1,...,k kV t n t e k r m      

   1( ) ,..., 0
r m r

r mN t span e e 

     

Tương tự  

  1( ) ( ) ( )S t F t S t  

   
0 1

1( )
( ) ( )

tW
e z t

V t S t
I




 

  


 

Vì 1( ) ( ) , 1,2,...,k kV t S t e k r     

   1( ) ,..., 0
m rr

rS t span e e


     

Phép chiếu chính tắc canP  lên S  dọc theo N  là: 
0

r
can

I
P

 
  


 

Tiếp theo ta tìm E  phù hợp: 

Lấy 
1 0
; ; cancan can

E G G A BQ Q I P
I

  
       

 
 

1

G


  cũng T- tuần hoàn và không suy biến, vì hệ (2.1.2) là chính quy chỉ số 1. 

Áp dụng 
1

:E G


   ta có: 
1

0

r
can

I
A E A G A P

  
     


 

Và 
1 11 12

21 22

B B
B EB G B

B B

  
    

 
 

; ta cần xác định các khối ( , 1,2)ijB i j   

Sử dụng                  
1

0can canP G BQ
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11 12

21 22

0
0

0

r

m r

I B B

IB B 

    
         

 

                 
11 12 0

0
0 0 m r

B B

I 

  
   

  
 

                  
12

12

0
0 0

0 0

B
B


   

 
 

Sử dụng               
1

can canQ G B Q


  

                       
11 12

21 22

0 0

m r m r

B B

I IB B 

   
        

 

                       
21 22

0 0 0

m rIB B 

  
   

  
 

                       
21

22

0

m r

B

B I 

 
 



  
11 0

0 m r

B
B

I 

 
   


 

Mặt khác, 1( ) ( ) ( ) ( ) (0)X t X t F t X t F   

                                 
0

1 1( ) ( ) (0) (0)
0

tW
e

F t F t F F 
 

  


 
0

0

tW
e 

  

 

Thay vào phương trình:                      ' 0A x B x                                         (2.1.9) 

với                             
11

;
0

r

m r

I B
A B

I 

  
    

 
 

Ta được            
0 0

11

0 0
0 0 0

tW tW
r

m r

I e eB
W

I 

    
    

    
 

            0 0
110 0

tW tW
W e B e    

           11 0B W     0
11

m r

W
B

I 

 
   

 
 

Vậy (2.1.2) tương đương với 0
( ) ( ) 0

0 m r

WI
x t x t

I 

  
   

   
-đây là phương trình 

vi phân đại số dạng chuẩn tắc Kronecker với hệ số hằng. 
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 ii) Giả sử (2.1.2) và (2.1.9) là hai hệ phương trình vi phân đại số tuyến 

tính thuần nhất T- tuần hoàn có hai ma trận đơn đạo ( )X t  và ( )X t  đồng dạng. Ta 

chứng minh chúng tương đương tuần hoàn. Theo chứng minh trên  , ; ,E F E F  

 sao cho (2.1.2) 0
( ) ( ) 0

0 m r

WI
x t x t

I 

  
    

   
  

và (2.1.9) 
0

( ) ( ) 0
0 m r

I W
x t x t

I 

   
    

  
 

Mỗi phương trình tương ứng có một ma trận đơn đạo ( )X T  và ( )X T  đồng dạng 

0W  và 0W  cũng đồng dạng 

Kí hiệu D là phép biến đổi đồng dạng thì 1
00W D W D  

Đặt: 
D

I

 
 
 

D = ; 
1 1

1;E E E F F F
 

 D D ,E F  là không suy biến. 

Ta có: A EAF  vì 
0

I
EAF

 
  
 

 và  
1 1

0 0

I I
E AF A E F

    
     
   

 

Mặt khác, 
1

1 1

( )
D D

E AF E EAA F
I I


   

   
  

 

                         
1

1 1

0

D I D
E F

I I


    

    
   

 

                         
1

1 10

0 0

D D
E F

I


   

   
  

 

                          
1 10

0 0

I
E F

  
  

 
 

                          A  

Ta cũng có B EBF EAF  . Thật vậy, 

Ta có 0 01( )
W W

E BF AF BF AF E
I I


   

       
  

  

và 
0W

( )E BF AF
I
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1 0W

BF E AF
I

  
   


   

 
1 10W

'B E AF F
I

   
    

  

 

        
1

1 1 10
'

WD D
E F AF F

I I I


      

    
    

 

        
1

1 1 1 1 10
.

WD D
E E E F F F EAF F F

I I I


        

    
    

 

        
1 1

( )E B AF F F EAFF F
 

     

        
1 1

1 1 1

.( )
D D

EBF EA F F F F F F F F
I I

 
     

       
    

 

        
1 1

1
1D D

EBF EA F F F F F
I I

 



   

        
    

 

         EBF EAF   

Vậy (2.1.2) và (2.1.9) là tương đương tuần hoàn. 

 Nhận xét 

 1.Tương tự như hệ phương trình vi phân tuyến tính thường với hệ số 

liên tục tuần hoàn, mọi hệ phương trình vi phân đại số tuyến tính chính quy chỉ 

số 1 với hệ số liên tục, tuần hoàn đều khả quy. 

 2. Có thể biến đổi mọi hệ phương trình vi phân đại số tuyến tính chính 

quy chỉ số 1 với hệ số liên tục tuần hoàn thành hệ chính tắc Kronecker  với hệ số 

hằng nhờ   1

( ) ( )

( ) ( )

F t V t

E t G t





 

Ví dụ 3.  Xét hệ 1 1

1 2

(sin ) 0

2 0

x t x

x x

  


 
           (*) 

                 
1 0 sin 0

;
0 0 1 2

t
A B
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Dễ dàng tìm được 

cos 1

cos 1

0

( ) 1
0

2

t

t

e

X t
e





 
 
  
 

  (làm tương tự ví dụ 2) 

Chọn 1

2

1 0
,

0 sin 2
NE I F C

t

 
   

 
 

Rõ ràng ,E F  không suy biến, 2   tuần hoàn và 

                
1 0 1 0 1 0 1 0

0 1 0 0 0 sin 2 0 0
A EAF

t

     
       

     
 

                ( ') ( ( ) )B E BF AF E BF AF A F       

                               ( )E BF AF   (vì A  là hằng nên 0A  ) 

          
1 0 sin 0 1 0 1 0 0 0

.
0 1 1 2 0 sin 2 0 0 0 cos

t

t t

           
                        

 

          
1 0 sin 0

0 1 1 2sin 4

t

t

  
   

  
 

          
sin 0

1 2(sin 2)

t

t

 
  

 
 

tức là ta thu được hệ phương trình vi phân đại số tuyến tính 2   tuần hoàn 

                  ( ) ( ) 0A x t B x t    

               
11

21

(sin ) 0

2(sin 2) 0

x t x

x t x

   
 

  

                   (**) 

Rõ ràng (*) và (**) là tương đương tuần hoàn 

Bây giờ, ta biến đổi để (*) trở thành hệ có dạng Kronecker chuẩn tắc hệ số hằng: 

 Chọn 
cos 1

cos 1

2 0
( )

1

t

k t

e
F F t

e





 
   

 
 

           
cos 1 cos 1

cos 1

1 0 2 0 2 0

0 0 1 0 1

t t

t

e e
A AF

e

 



     
      

    
 

          
cos 1 cos 1

cos 1 cos 1

sin 0 1 02 0 2sin 0
'

1 2 0 01 sin 0

t t

t t

t e t e
B BF AF

e t e
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cos 1 cos 12sin 0 2sin 0

0 2 0 0

t tt e t e      
    
   

0 0

0 2

 
  
 

     

Dễ thấy   

      

1 0 0 0
,

0 0 0 1
can canP Q

   
    
     

Khi đó 
can

G A BQ   
cos 1 0 0 0 02 0

0 2 0 10 0

te     
     

   
 

                         
cos 1 cos 10 02 0 2 0

0 20 0 0 2

t te e      
      

    
 

      

cos 1

1

1
0

2
,

1
0

2

te

G





 
 

   
 
 
 

 lấy 
1

E G


  

      A EAF A E A     

           

cos 1
cos 1

1
0

1 02 02

1 0 00 0
0

2

t
te

e




 
    

     
    
 
 

 

và   

cos 11
0

0 02
( ')

1 0 2
0

2

te

B E BF AF EB

 
  

      
  
 
 

 

          0

1

00 0

00 1

W

I

  
    
   

  0 0W  .      

  Hệ (*) tương đương tuần hoàn với hệ Kronecker chuẩn tắc: 

       
11

2 2

1 0 0 0
0

0 0 0 1

x x

x x

     
               

 
1

2

0

0

x

x

  
 



 

Chú ý. Đối với định lý 2.1.2 (ii), chúng ta cũng có thể viết dưới dạng phép 

biến đổi đại số của F  đó là sự biến đổi ( )X t  thành ( )X t . Với kí hiệu tương ứng 

đối với (2.1.9), chúng ta có 
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    1
( )

( ) (0) (0)
0

Z T
X T V V  

  
 

, 

    
1( )

( ) (0) (0)
0

Z T
X T V V

 
  


, 

trong đó ( )Z T  và ( )Z T  là đồng dạng. Giả sử 1( ) ( )Z T D Z T D  với ( )rD L không 

suy biến. Khi đó 

            
1

1( ) ( )
( ) : ( ) ( )

Z t DZ t
F t V t V t

I




 
  


 

 thoả mãn các điều kiện của bài toán.                      

 Trước hết, chúng ta chú ý rằng, F  là không suy biến. 

 Thứ hai, F  là T-tuần hoàn, từ V  và V  là T-tuần hoàn và 

   

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

Z t T DZ t T Z t Z T DZ t T

Z t DZ T Z t T Z t DZ t

 

 

   

  

 

 Thứ ba, 

1 1
1 1 1 1

1

( )( ) ( )
( ) ( ) (0) ( ) ( ) ( ) (0) (0) (0)

0

( )
( ) (0) ( ).

0

Z t DZ t D Z t
F t X t F V t V t V t V V V

I I

Z t
V t V X t

 
   



     
      

    

 
  



 

Bây giờ, ta xét hệ phương trình vi phân đại số tuyến tính      

                       ( ) 0Ax B t x                                                                 (2.1.10) 

trong đó   , det 0,m mA A rank A r    

( ) ( , )m mB t L   hoặc ( ) ( , )m mB t L   

Giả sử W  và T  là các ma trận hằng khả nghịch sao cho 

   ( ( ,0))rA W diag I T  

Khi đó hệ (2.1.10) được viết thành  

   ( ( ,0)) ( ) 0rW diag I Tx B t x   , 

và hệ này tương đương với hệ 
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   ( ,0) ( ) 0rdiag I G t                                                       (2.1.11) 

trong đó   1 1, ( ) ( )Tx G t W B t T    . 

Vì các tính chất nghiệm của các hệ (2.1.10) và (2.1.11) là như nhau nên không 

mất tính tổng quát , ở đây ta chỉ xét hệ dạng (2.1.11) 

 Xét hệ ( ( ,0)) ( ) 0rdiag I x B t x                                                     (2.1.12) 

với các giả thiết sau  

 i) Hệ (2.1.12) là chính qui chỉ số 1 với t  (xem [5]).   

 ii) ( ) ( ), , 0B t B t t      ,  ( ) ( , )m mB t C   

Đặt 11 12

21 22

( ) ( )
( ,0), ( )

( ) ( )
r

B t B t
A diag I B t

B t B t

 
   

 
, 

với 11( )B t  là ma trận vuông cấp r , 22 ( )B t  là ma trận vuông cấp m r , ( , 0)rdiag I  là 

ma trận hằng cấp m m  và (1) ( )( ,..., )mx colon x x , trong đó ( )ix  là thành phần thứ i  

của ( 1,2,..., )x i m . Đặt (0, ), I ( ,0)m r m rQ diag I P Q diag I    , khi đó  Q  là phép 

chiếu lên ker A  dọc theo imAvà P  là phép chiếu lên imA  dọc theo ker A   

và ta có 12

1

22

( )
( ) ( )

0 ( )

rI B t
A t A B t Q

B t

 
    

 
                                                          (2.1.13) 

 Do đó hệ (2.1.12) là chính qui chỉ số 1 khi và chỉ khi giả thiết ma trận 

1( )A t  là khả nghịch, với t , tức là  

   1 22det ( ) det ( ) 0,A t B t t                                               (2.1.14) 

Sử dụng các phép chiếu ,P Q  ở trên, ta đưa hệ (2.1.12) về hệ  

(xem [5], [11]): 22

1

1 11 12 21 1

1

2 22 12 1

[ ( ) ( )] ( ) ( ) 0 ( )

( ) ( ) 0 ( )

x B t B t B t B t x a

x B t B t x b





   


 

                       (2.1.15) 

trong đó (1) (2) ( ) ( 1) ( )

1 2( , ,..., ); ( ,..., )r r mx colon x x x x colon x x   và 1 2( , )x colon x x . 

xét hệ  1

1 11 12 22 21 1[ ( ) ( )] ( ) ( ) 0x B t B t B t B t x                                                (2.1.15’) 

 Đây là hệ phương trình vi phân thường trong r . Rõ ràng, ma trận cơ bản 

chuẩn hóa tại 0t   của hệ (2.1.15’) có dạng  
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1( ) ( ) ,tX t t e                                                                 (2.1.16) 

trong đó   1

1(0) ; ( ) , det ( ) 0,rX I t C t t     ; 

   
1

1
( ) ( ), (0) ; ( );rt t I LnX    


      

   1( )X   là ma trận đơn đạo của  (2.1.15’) 

Từ hệ (2.1.15’) ta thấy rằng ma trận nghiệm cơ bản của (2.1.12) tương ứng với 

ma trận 1( )X t  là 

   1

1

22 21 1

( ) 0
( )

( ) ( ) ( ) 0

X t
X t

B t B t X t

 
  

 
                                (2.1.17) 

trong đó 1( )X t  có biểu diễn (2.1.16) 

Ta có hệ quả sau của định lý 2.1.1 

 Hệ quả [2]. Ma trận cơ bản bất kỳ ( )X t của hệ (2.1.12) đều được viết 

dưới dạng  

 ( ) ( ) tX t t e                                                                  (2.1.18) 

trong đó 1( ) ( ), ( ); ( ) ( , )mt t t t P C       , và   là ma trận hằng. 

 Các nghiệm của phương trình   

   det( ) 0rI                                                    (2.1.19)  

được gọi là các giá trị riêng của hệ (2.1.15’) và các nghiệm của phương trình 

   1det ( ( ) ) 0rX I                                            (2.1.20) 

được gọi là các nhân tử của hệ (2.1.15’). 

 Kí hiệu ( 1,2,..., )j j r   và (1,2,..., )j r   là các nghiệm tương ứng của 

phương trình (2.1.19) và (2.1.20). Khi đó 

    1
1 11 12 22 210

1

det ( ) exp ( ( ) ( ) ( ) ( ))
r

j

j

X Sp B t B t B t B t dt


  



      

và    
1 1

ln (arg 2 )j jLn i i i k    
 

       , 

trong đó 1,2,...,j r  và k .  
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 Định nghĩa 2.1.3 [2]. Ta  gọi các nghiệm của phương trình (2.1.19) và 

(2.1.20) tương ứng là các giá trị riêng và các nhân tử của hệ (2.1.12). 

 Định lý sau đây là kết quả tương tự định lý 1.3.1. 

 Định lý 2.1.4 [2]. Với mỗi nhân tử  , tồn tại nghiệm không tầm thường 

( )t  của (2.1.12) thỏa mãn điều kiện ( ) ( )t t                                   (2.1.21). 

 Ngược lại, nếu nghiệm không tầm thường ( )t  nào đó của hệ (2.1.12) thỏa mãn 

điều kiện (2.1.21)  thì   là một  nhân tử của hệ này. 

 Chứng minh 

 Giả sử 0

1 2( , ) mx colon x x  , trong đó 

 
0 01 02 0

1 1 1 1

0 0 1 0 2 0

2 2 2 2

( , , , )

( , , , )

r r

r r m m r

x colon x x x

x colon x x x  

 

 
 

Từ (2.1.15, a) ta có nghiệm ( )x t  của hệ (2.1.12) thoả mãn điều kiện đầu 

0 0( )Px t Px  là: 

  
0

1 1

1 0

22 21 1 1

( )
( )

( ) ( ) ( )

X t x
x t

B t B t X t x

 
    

 

trong đó 0

1 1( )X t x  là nghiệm của (2.1.15, a) thỏa mãn điều kiện đầu 0

1 1(0)x x . 

Giả sử 1(0)  thỏa mãn 1 1 1( ) (0) (0)X     

Khi đó, 1 1 1( ) ( ) (0)t X t   là nghiệm của (2.1.15a) thỏa mãn 1 1( ) ( )t t    . 

Nghiệm ( ) 0t   của (2.1.12) thỏa mãn điều kiện đầu 

1(0) ( (0),0)P colon   là 
1

1

22 21 1

( )
( )

( ) ( ) ( )

t
t

B t B t t






 
  

 
 

Từ đó, ta có ( ) ( )t t     

Ngược lại, nếu hệ (2.1.12) có nghiệm không tầm thường ( )t  thoả mãn 

( ) ( )t t     thì   là nghiệm của phương trình 

    1det( ( ) ) 0rX I       
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 Hệ quả [2]. (i) Hệ (2.1.12) có nghiệm tuần hoàn khi và chỉ khi hệ này 

có ít nhất một nhân tử bằng 1. 

 (ii) Hệ (2.1.12) có nghiệm tuần hoàn khi và chỉ khi hệ (2.1.15, a) có 

nghiệm tuần hoàn. 

 2.2.  ÁP DỤNG LÝ THUYẾT FLOQUET ĐỐI VỚI HỆ PHƢƠNG TRÌNH VI 

PHÂN ĐẠI SỐ PHI TUYẾN 

Xét DAEs phi tuyến dạng đặc biệt 

  0( ) ( ) ( ( ), ( ), ) 0, : [ , )Ax t Bx t h x t x t t t J t       ,                           (2.2.1)  

với phần tuyến tính có hệ số hằng số , ( )mA B L  và phần phi tuyến tính nhỏ. 

Chính xác hơn, chúng ta giả sử : mh J G  là liên tục và có Jacobians  

( , , ), ( , , )y xh y x t h y x t   phụ thuộc liên tục vào các đối số của chúng. m m G  là 

mở. Hơn nữa, giả sử 

    : ker ker ( , , ), ( , , )yN A h y x t y x t J   G ,                (2.2.2) 

sao cho với phép chiếu bất kì ( )mP L  dọc theo N và đồng nhất thức 

    ( , , ) ( , , )h y x t h Py x t   

là đúng.  

 Bổ đề [13]. Giả sử 0G và với mỗi 0   tồn tại ( ) 0    sao cho 

                    ( , , ) , ( )y x t J Py x     G  

   ( , , ) ( )h y x t Py x                                                    (2.2.3) 

   ( , , ) , ( , , )x yh y x t h y x t     ,                                       (2.2.4)

 Giả sử cặp ma trận  ,A B  là chính quy chỉ số 1 và tất cả các giá trị 

riêng  hữu hạn của nó nằm ở   , nghĩa là (det( ) 0 )A B      . Khi đó, 

nghiệm ( ) 0x t   của hệ (2.2.1) là ổn định tiệm cận (theo nghĩa  Lyapunov). 

 Chứng minh: 

 Hiển nhiên (0,0, ) 0 (.) 0h t x    thoả mãn (2.2.1) 

Từ (2.2.4)   (0,0, ) 0xh t   và  (0,0, ) 0yh t   
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Không mất tính tổng quát ta chọn canP P  là phép chiếu chuẩn tắc lên S  dọc theo 

N . Đặt canQ I P Q    và canG A BQ   ta có: 1 1 1; ;can can can canG A P G BQ Q Q G B     

Từ hệ (2.2.1): ( , , ) 0Ax Bx h x x t     

     ( , , ) 0APx BQPx Bx h x x t        

     ( ) ( , , ) 0A BQ Px Bx h x x t       

     1 1 ( , , ) 0Px G Bx G h x x t       

      1 1 1 1( ) ( , , ) 0Px PG BPx QG BPx G BQx G h x x t           

         1 1( ( )) ( ) ( ) ( , , ) 0Px t PG BPx t Qx t G h x x t        

         1 1( ( )) ( ) ( ) ( , , ) ( ) 0Px t PG BPx t P Q G h x x t Qx t         

         1 1 1( ( )) ( ) ( , , ) ( ) ( , , ) 0Px t PG BPx t PG h x x t Qx t QG h x x t           

Vì mS N   nên hệ tương đương: 

  
1 1

1

( ( )) ( ) ( , , ) 0

( ) ( , , ) 0

Px t PG BPx t PG h x x t

Qx t QG h x x t

 



    


 
 

Đặt   ( )u Px t  ,  ( )v Qx t    0 0( ) ( ) ; .U t Px t imP x u v      

Từ giả thiết  ( , , ) ( , , )h x x t h Px x t   

                       (( ) , , )h Px x t  (vì P  hằng). 

                       ( , , )h u u v t    

Khi đó hệ đã cho (2.2.1)  

 1 1( ) ( ) ( ( ), ( ) ( ), ) 0u t PG Bu t PG h u t u t v t t                                           (2.2.5) 

           1( ) ( ( ), ( ) ( ), ) 0v t QG h u t u t v t t                                                           (2.2.6) 

            0( )u t imP                                                                                (2.2.7) 

Nếu 1(.) , (.)u C v C   nghiệm đúng (2.2.5) - (2.2.7) trên khoảng  0 ,t T  thì  

     
( ) ( )

( ) ( )

u t Pu t

v t Qv t





 

và 1(.) (.) (.) Nx u v C    thỏa mãn (2.2.1) 

Hiển nhiên (2.2.5) – (2.2.7) có nghiệm tầm thường ( ) 0, ( ) 0u t v t    
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Từ (2.2.6) 1 ( ( ), ( ) ( ), )v QG h u t u t v t t     ( trong đó , mu u  ). 

  Sử dụng định lý hàm ẩn ta tìm được hàm  

   : (0, ) (0, ) (0, )u u vB B J B       

thỏa mãn 6 tính chất sau: 

 (1) 1( , , ) ( , ( , , ), )u u t QG h u u u u t t      mọi , ,u uu u t J
  ñ ñ , 

 (2) (0,0, ) 0t  , 

 (3) ( , , ) ( , , )u u t Q u u t   , 

 (4)   là liên tục cùng với đạo hàm riêng ,u u 
  , 

 (5) (0,0, ) 0, (0,0, ) 0ut t  
  , 

 (6) với mỗi 0   có một ( ) 0    sao cho ( )u u      kéo theo 

( , , ) ( )u u t u u     đều với t J . 

Tiếp theo, ta viết lại (2.2.5), (2.2.6) dưới dạng tương đương sau 

1 1( ) ( ) ( , ( , , ), ) 0

( ) ( , , )

u t PG BU t PG h u u v u u t t

v t u u t

       



                                       (2.2.8)               

( ) ( ( ), )u t g u t t                                                                                   (2.2.9)   

hàm : (0, ) (0, )u ug B J B     có 6 tính chất sau:  

(i) 1 1( , ) ( ( , ), ( ( , ), , ), 0g u t PG Bu PG h g u t u g u t u t t      với (0, ),uu B t J ñ , 

(ii) (0, ) 0g t  , 

(iii) ( , ) ( , )g u t Pg u t , 

(iv) g  là liên tục cùng với đạo hàm riêng '

ug của nó, 

(v) 1(0, )ug t PG B   , 

(vi) với mỗi 0   có một ( ) 0g    sao cho ( )gu    suy ra 

1( , )g u t PG Bu u   đều với t J  . 

Đặt 1( , ) ( , )g u t g u t PG Bu  , nhờ (2.2.9) ta có  

       1( ) ( , )u t g u t PG   .      
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1 ( , )PG Bu g u t                                                               (2.2.10) 

           Đặt 1M PG B   thì MP PM M  . 

Từ giả thiết mọi giá trị riêng hữu hạn của cặp (A,B) đều C  

r  giá trị riêng không tầm thường của M  đều có phần thực âm ( m r  giá trị 

riêng bằng 0 vì rank A r ). Không gian riêng N  có số nhiều m r . Theo [7.p.57]    

1 2

1 2 1 2, ,
C

z z C z C z   với C  là ma trận vuông cấp m  không suy biến 
1 2, mz z   

sao cho với z imP  thì 0   để 
2

,
C C

Re Mz z z                   (2.2.11) 

Đặt   
2 2

( ( )) ( ) ( ) ( ), ( )
C C C

W u t u t Pu t Pu t Pu t       

         1 1

2
( ), ( )C Pu t C Pu t  , với mọi  0 ,t t T : 

  

1 1

2

'
1 1 1 1

2
2

1 1

2

1 1

2

( ( )) ( ), ( )

( ), ( )

( ) , ( ) ( ), ( ( )) '

2 ( ( )) ', ( )

2 '( ), ( )

C

d d
W u t Pu t Pu t

dt dt

d
C Pu t C Pu t

dt

C Pu t C Pu t C Pu t C Pu t

Re C Pu t C Pu t

Re C Pu t C Pu t

 

   

 

 





   





 

Thay ( ) ( ,( ), )u Mu t g u t t    ta có : 

1 1

2
( ( )) 2 ( ), ( )

d
W u t Re C PMu t C Pu t

dt

  1 1

2
2 . ( ( ), ), ( )Re C P g u t t C Pu t   

     1 1 1 1

2
2 ( ), ( ) 2 ( ), ), ( )Re C Mu t C u t Re C gu t t C u t      

     
2 1 1

22
2 ( ) 2 . ( ( ), ) . ( )

C
u t C g u t t C u t      

2 1

2
2 ( ) 2 . . ( ) . ( )

C C
u t C u t u t     

2 212 ( ) 2 . . . ( )
C C

u t C C u t     

2
( 2 ) ( )

C
u t    .  

Chọn   đủ nhỏ: 0 02 ) 2 , 0         
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Khi đó       
2

0( ( )) ( 2 ( )
C

d
W u t u t

dt
  02 ( ( ))W u t   

Tích phân 2 vế 0 0( )

0( ( )) ( ( ))
t t

W u t e W u t
 

    0 0( )

0( ) ( )
t t

C
u t e u t

 
   

Với ( )g   , hệ (2.2.1) với điều kiện đầu 0

0 0 0( ) ( )Px t Px u u t    có nghiệm ( )x t  

xác định trên 0[ , )t  . 

Lại vì 0( ) ( ) ( ( ( ), ), ( ), ), [ , )x t u t g u t t u t t t t      12
( ) ( )

C
x t K u t   

  0 0( )

1 02
( ) ( )

t t

C
x t K e u t

 
  0 0( ) 0

12
( )

t t

C
x t e K px

 
   

  0 0( ) 1 0

12 2
( )

t t
x t e K c px

     

  0 0( ) 1 0

12
( ) . . . 0 ( )

t t

C
x t e K c px t

       

0x   là ổn định tiệm cận (theo nghĩa  Lyapunov). 

 Bây giờ chúng ta xét trường hợp phương trình phi tuyến tính dạng 

    ( '( ), ( ), ) 0f x t x t t  ,                                                (2.2.12)  

với : ,m m mf    mG G  mở và liên thông, và ( , , ) ( , , )f y x t f y x t T   với 

( , ) ,x y t  G . Giả sử rằng f  và các đạo hàm riêng , , , ,y x yy xx yxf f f f f      tồn tại và 

liên tục trên G . Ngoài ra, giả sử ker ( , , ) : ( )yf y x t N t   là trơn, giả sử ( )P t  là 

trơn và là phép chiếu tuần hoàn dọc theo ( )N t , và giả sử rằng (2.2.12) là có chỉ 

số 1. Bây giờ, giả sử 1

Nx C  là T-nghiệm tuần hoàn của (2.2.12), với tính chất ổn 

định đã được xét. Để đạt được định lý giống định lí đã biết của Lyapunov đối với 

ODEs và để đảm bảo rằng nghiệm tuần hoàn là ổn định với điều kiện nhất định. 

Vì vậy, chúng tôi xét phương trình tuyến tính thuần nhất: 

    
( ) ( ) ( ) ( ) 0

(0)( (0) ) 0

A t X t B t X t

P X I

  


 
                                       (2.2.13) 

trong đó ( ) : ( ( ), ( ), ), ( ) : ( ( ), ( ), )y xA t f x t x t t B t f x t x t t   
                                   (2.2.14) 

và ma trận đơn đạo ( )X T . 
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Định lý [13]. Giả sử hệ phương trình ( ', , ) 0f x x t   với các giả thiết từ  (1)–

(6) có nghiệm tuần hoàn ( )x t . Nếu ma trận Monodromy ( )X T  của hệ 

' ' '

' ( , , ( ) ( ) ( , , ( ). ( ) 0

(0)( (0) ) 0

y xf x x t X t f x x t X t

P X I

   
   


 

 

có tất cả các giá trị riêng thuộc  : 1}z z   thì ( )x t  là ổn định tiệm cận (theo 

nghĩa  Lyapunov). 

 Chứng minh 

 Theo định lý 2.1.2 (iii) ta luôn tìm được ma trận 1 ( , ( ))m

NF C L C  

và ( , ( ))mE C L  đều là T  tuần hoàn và không suy biến, để biến đổi hệ 

( ) ( ) ( ) ( ) 0A t x t B t x t                                               (2.2.15) 

về dạng Kronecker với hệ số hằng: 

0
'( ) ( ) 0

0

r

m r

WI
x t x t

I 

  
   

  
. 

 Tiếp theo ta áp dụng tương tự &F E  cho phương trình phi tuyến tính:  

Ta tuyến tính hóa phương trình  

( ( ) , ( ) , ) ( ) ( ) ( , , )f x t y x t x t A t y B t x h y x t 
                    (2.2.16) 

h được xác định ( , )x y  trong một lân cận của (0,0) , t   

h  trơn như  f  thỏa mãn : 

(0, 0, ) 0

(0, 0, ) 0,

(0, 0, ) 0

y

x

h t

h t t

h t

 

   


 

 

và              2( , , ) ( )h y x t C x y                                                       (2.2.17) 

     ( , , ) ( ( ) , , )h y x t h p t y x t ; với 1

Nx C   

thì   ( ( ), ( ), ) ( ( ) ( ) ( ), ( ), ))h x t x t t h P x t P x t x t t       

Ta xét nghiệm của phương trình: ( ) ( ) ( ) ( ) ( , , ) 0A t x t B t x t h x x t                   (2.2.18) 

Với ma trận ( )E t  và phép biến đổi ( ) ( )x F t x t  ta nhận được 
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   0
( ) ( , , ) 0

0

WI
x x t h x x t

I

  
     

  
.                            (2.2.19) 

   ( , , ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) , )h y x t E t h P t F t y P t F t x F t x t   

 ( , , ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( ) , ( ) , ) ( ) ( )y yh y x t E t h P t F t y P t F t x F t x t P t F t    

ker ( , , )yN A h y x t    (vì ker ker ( ) ( ) ker ( ) ( )f B t F t A t F t   

                                 ker ( ) )A t N   

Từ (2.2.17)  ( , , ( ) ( )h y x t C x P y    

lại vì ( )X T  có tất cả các giá trị riêng thuộc   : 1}z z   

  mọi giá trị riêng hữu hạn của cặp  ,A B  đều C  

Áp dụng bổ đề trên đối với hệ thức (2.2.19), thì (2.2.19) có nghiệm ổn định tiệm 

cận (theo nghĩa  Lyapunov) 

  nghiệm của (2.2.18) cũng ổn định tiệm cận  x  T-tuần hoàn là ổn định tiệm 

cận (theo nghĩa  Lyapunov) 

  điều phải chứng minh. 

Ví dụ 4. Xét hệ phương trình vi phân đại số tuyến tính  

1 1 2 1 3 3

2 1 2 2 3 3

2 2

1 2 3

( 1)sin 0

( 1)cos 0

1 0

x x x x x x t

x x x x x x t

x x x

      

      


   

 

có nghiệm 2 -tuần hoàn 
*( ) (sin ,cos ,0)Tx t t t . 

1 0 0

( , , ) 0 1 0

0 0 0

yf f y x t

 
  
 
 
 

 

1 2

1 1 sin

( , , ) 1 1 cos

2 2 1

x

t

f y x t t

x x
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3

3

0

ker ( , , ) 0 ,yf y x t z

z

  
      
  
  

 

vì 3z   ta có  
1 1

2 2

3 3

01 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 0 0

z z

z z

z z

     
    

      
          

 

1

2 1 2( , , ) ,

0

y

z

im f y x t z z z

  
  

    
  
  

. 

Đặt 3

3

0

ker ( , , ) 0 ,yN f y x t z

z

  
      
  
  

. 

 3( ) : ( , , ) ( , , )x yS x z f y x t z im f y x t     

        3

1 1 2 2 3: 2 2 0z x z x z z     . 

Rõ ràng 

0

0

0

N S

  
  

   
  
  

   hệ đã cho chính qui chỉ số 1. 

Dễ dàng kiểm tra được 

sin

( ) cos

0

t

x t t

 
 


 
 
 

 là một nghiệm 2  tuần hoàn của hệ đã cho. 

Ta xét tính chất ổn định tiệm cận của nghiệm này. 

Xét hệ phương trình vi phân đại số tuyến tính  

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) 0

(0) (0) 1 0

A t X t B t X t

P X

 



  


 
                   ( )  

với 

1 0 0

0 1 0

0 0 0

A

 
 

  
 
 

,  

1 1 0

1 1 0

2sin 2cos 1

B

t t
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ta có   3

1 2 3

3

0

: 0 0 ,N z z z z

z



  
  

       
  
  

. 

           3

1 2 3: (2sin ) (2cos ) 0S z t z t z z       

          P  là phép chiếu chính tắc lên S  dọc theo N  

ta tính được 

1 0 0 0 0 0

0 1 0 ; 0 0 0

2sin 2cos 0 2sin 2cos 1

P Q

t t t t

 

   
   

 
   
       

. 

 1

1 0 0 1 0 0

0 1 0 0 1 0

2sin 2cos 1 2sin 2cos 1

G A B Q G

t t t t



    

   
   

    
   
       

 

  hệ 
1

1

0 ( )
( )

0

Pu PG B Pu

Q u Q G B Pu






    



    

  
 

 
 

Để ý  
(1 )

1 1 2 1

(1 )
2 1 2 2

0
( )

0

i t

i t

u u u u e

u u u u e


 

 

     
  

     
 

có ma trận cơ bản chuẩn hóa tại 0t   là 

(1 )

(1 )

0 0

( ) 0 0

0 0 1

i t

i t

e

U t e

 

 

 
 

  
 
 

 

  Ma trận cơ bản của ( )  là: 

                            

(1 )

(1 )

(1 ) (1 )

0 0

( ) ( ) ( ) (0) 0 0

2sin . 2cos . 0

i t

i t

i t i t

e

X t P t U t P e

t e t e

 

 

 

   

 
 

   
   

 

Ma trận đơn đạo 

(1 )2

(1 )2

(1 )2

0 0

(2 ) 0 0

0 2 0

i

i

i

e

X e

e









 

 

 

 
 

  
  

2

2

2

0 0

0 0

0 2 0

e

e

e













 
 

  
  

 

Dễ thấy (2 )X   có các giá trị riêng 2

1 2 3, 0e       thuộc  : 1z z   

theo định lý trên 

sin

( ) cos

0

t

x t t

 
 

 
 
 
 

 là ổn định tiệm cận theo nghĩa  Lyapunov.  
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KẾT LUẬN 

  

Lý thuyết ổn định là một bộ phận quan trọng của lý thuyết định tính 

phương trình vi phân và nó được ứng dụng rất nhiều trong thực tế đặc biệt là 

trong lĩnh vực kinh tế và khoa học kĩ thuật, trong sinh thái học và môi trường 

học,…. Vì thế lý thuyết ổn định được rất nhiều nhà khoa học quan tâm và đang 

được phát triển mạnh theo hai hướng ứng dụng và lý thuyết. Những kết quả và 

thành tựu đạt được trong lĩnh vực này là rất nhiều và sâu sắc. Trong phạm vi của 

luận văn, tác giả cố gắng trình bày một số vấn đề cơ bản của việc áp dụng lý 

thuyết Floquet cho phương trình vi phân đại số dưới dạng một tổng quan tương 

đối đầy đủ. 

 Nhiều vấn đề về lý thuyết ổn định đối với phương trình vi phân đại số còn 

chưa được làm sáng tỏ. Ví dụ: Phương pháp thứ nhất của Lyapunov, phương 

pháp thứ hai của Lyapunov cho phương trình vi phân đại số hoặc những áp dụng 

trong nhiều bài toán thực tế, kỹ thuật, hoá học, vật lý,….tác giả hy vọng sẽ tiếp 

tục được tiếp cận trong thời gian tới. Do thời gian và kiến thức còn hạn chế, nên 

luận văn không tránh khỏi những thiếu sót. Tác giả rất mong nhận được được các 

ý kiến đóng góp quý báu của các thầy cô giáo và các bạn đồng nghiệp. 
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