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LỜI NÓI ĐẦU 
 

Họ chuẩn tắc các ánh xạ chỉnh hình đã và đang được nhiều nhà toán 

học quan tâm nghiên cứu trong cả trường hợp một biến và nhiều biến phức. 

Lý thuyết về họ chuẩn tắc đã có nhiều ứng dụng và có mối liên hệ mật thiết 

với Giải tích phức hyperbolic. Mục đích của đề tài này là trình bày lại kết quả 

của J. E. Joseph và M. H. Kwach [19] về họ chuẩn tắc các ánh xạ chỉnh hình 

nhiều biến phức và ứng dụng trong việc mở rộng một số định lý cổ điển của 

giải tích phức lên trường hợp nhiều biến. 

Bố cục của luận văn được chia làm ba chương: 

Chương I: Những kiến thức chuẩn bị 

Nội dung của chương này là trình bày một số kiến thức cơ bản của Giải 

tích phức hyperbolic. Đồng thời, trình bày một số khái niệm và một số tính 

chất của chọ chuẩn tắc, họ chuẩn tắc đều các ánh xạ chỉnh hình. Những kiến 

thức này sẽ là cơ sở cho việc nghiên cứu ở các chương sau. 

Chương II: Họ chuẩn tắc đều trên các đa tạp hyperbolic 

Trong chương này, chúng tôi sẽ nghiên cứu một số tính chất quan trọng 

của họ chuẩn tắc đều các ánh xạ chỉnh hình trên các đa tạp hyperbolic. Những 

kết quả này có ý nghĩa quan trọng trong việc tổng quát hóa một số định lý cổ 

điển của Brody Lohwater và Pommerenke, Lehto và Virtanen, Hahn, 

Zaidenberg. Cuối chương, giới thiệu các khái niệm và một số kết quả về các 

ánh xạ chuẩn tắc và họ chuẩn tắc đều của các ánh xạ chỉnh hình của nhiều tác 

giả khác nhau. 

Chương III: Họ chuẩn tắc đều trên các không gian phức và tổng quát 

hóa các định lý cổ điển của Schottky, Lappan, Bohr về các họ chuẩn tắc đều 

Trong chương này, một số kết quả trong chương II về các họ chuẩn tắc 

đều trên các đa tạp hyperbolic đã được mở rộng đối với các họ chuẩn tắc đều 
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trên các không gian phức tùy ý. Ngoài ra, các tính chất này còn được sử dụng 

để tổng quát hóa một số định lý cổ điển của Schottky, Hayman, bổ đề của 

Bohr và định lý 5 – điểm của Lappan cho trường hợp họ chuẩn tắc đều các 

ánh xạ chỉnh hình trên các không gian phức tùy ý. 

Trong quá trình làm luận văn, chúng tôi đã nhận được sự hướng dẫn tận 

tình của PGS. TS. Phạm Việt Đức. Tác giả xin bày tỏ lòng biết ơn sâu sắc tới 

thầy. Đồng thời tác giả cũng xin phép gửi tới các thầy cô giáo trong khoa Sau 

đại học và khoa Toán – Trường Đại học Sư phạm – Đại học Thái Nguyên lời 

cảm ơn chân thành vì đã quan tâm và tạo mọi điều kiện thuận lợi để tác giả 

hoàn thành tốt luận văn của mình. 

Tác giả cũng xin chân thành cảm cảm ơn các thầy cô phản biện đã dành 

thời gian đọc và đóng góp những ý kiến quý báu cho luận văn. 

  

Thái Nguyên, ngày      tháng     năm 2010 

              Tác giả  

 

 

 

Nguyễn Quỳnh Hoa 
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CHƢƠNG I 

MỘT SỐ KIẾN THỨC CHUẨN BỊ 

1.1 Một số khái niệm cơ bản 

1.1.1 Giả khoảng cách Kobayashi trên không gian phức 

Giả sử X là không gian phức, x và y là hai điểm tùy ý thuộc X; 

 ,H D X  là tập tất cả các ánh xạ chỉnh hình từ D vào X, được trang bị tôpô 

compact mở. Xét dãy các điểm 
0 1

, ,...,
k

p x p p y   thuộc X, dãy các điểm 

1
,...,

k
a a  thuộc D và dãy các ánh xạ 

1
,...,

k
f f  thuộc  ,H D X  thỏa mãn: 

   1
0 ; 1,..., .

i i i i i
f p f a p i k


     

Tập hợp  0 1 1
,..., , ,..., , ,...,

k k k
p p a a f f   thỏa mãn điều kiện trên được 

gọi là một dây chuyền chỉnh hình nối x và y trong X. 

Ta định nghĩa     ,

1

, 0; ; ,
k

X D i x y

i

k x y inf a


 


 
  

 
  trong đó 

,x y
  là 

tập hợp tất cả các dây chuyền chỉnh hình nối x và y trong X. Khi đó, 

:
X

k X X     thỏa mãn các tiên đề: 

(1)  , 0, , ,
X

k x y x y X    

(2)    , , , , ,
X X

k x y k y x x y X    

(3)      , , , , , , ,
X X X

k x y k y z k x z x y z X     

được gọi là giả khoảng cách Kobayashi trên không gian phức X. 

Tổng  
1

0;
k

D i

i

a


  được gọi là tổng Kobayashi của dây chuyền chỉnh hình .  

1.1.2 Không gian phức hyperbolic 

Không gian phức X được gọi là không gian hyperbolic (theo nghĩa 

Kobayashi) nếu giả khoảng cách Kobayashi 
X

k  là khoảng cách trên X, tức là 

 , 0 , , .
X

k x y x y x y X      
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1.1.3  Định nghĩa 

Giả sử 
1nE    là một không gian véctơ phức n + 1 chiều. Gọi  P E  

là tập hợp tất cả các không gian con tuyến tính một chiều (hoặc là đường 

thẳng đi qua gốc 0) trong E. Ta định nghĩa ánh xạ    : \ 0E P E   như 

sau: Với  \ 0x E  thì  x  là đường thẳng đi qua 0 và x. 

Ta có    nP E P   là không gian xạ ảnh phức n chiều. 

Ta gọi  P E
 là không gian xạ ảnh đối ngẫu của  ,P E  và do đó 

 nP   là không gian xạ ảnh đối ngẫu của  .nP   

Lấy 
1
,...,

q
H H  là các siêu phẳng trong  ,P E  gọi 

1
,...,

q
y y  là các điểm 

của  P E
 tương ứng với các siêu phẳng 

1
,..., .

q
H H  Giả sử 

   : \ 0E P E     là phân thớ Hopf và  \ 0
j

L E  sao cho 

  .
j j

L y    Khi đó, ta gọi 
j

L  là  dạng tuyến tính tương ứng với siêu phẳng 

 1,..., .
j

H j q  

Ta nói rằng họ các điểm 
1
,...,

q
y y  của  P E

 là ở vị trí tổng quát nếu 

với mỗi cách chọn 1 ... , 0 ,
o k

j j q k n       ta có 
0

dim ,..., 1,
kj j

L L k   

trong đó 
0
,...,

kj j
L L  là không gian con tuyến tính của E

 sinh bởi 
0
,..., .

kj j
L L  

Định nghĩa này không phụ thuộc vào cách chọn 
1
,...,

q
L L  với   .

j j
L y    

 Cho 
1
,...,

q
H H  là các siêu phẳng trong  nP  . Ta nói rằng 

1
,...,

q
H H  

là ở vị trí tổng quát  nếu họ các điểm 
1
,...,

q
y y  của  P E

 tương ứng với 

1
,...,

q
H H  là ở vị trí tổng quát. 
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 Hay nói cách khác, cho 
1
,...,

q
H H  là các siêu phẳng trong  nP   và 

1
,...,

q
L L  là các dạng tuyến tính tương ứng. Khi đó, 

1
,...,

q
H H  là ở vị trí tổng 

quát  nếu  
0
,...,

nj j
L L  là hệ độc lập tuyến tính, với mọi cách chọn 

1 ... .
o n

j j q     

1.2  Họ các ánh xạ chuẩn tắc 

1.2.1  Metric vi phân Kobayashi  

Giả sử M  là đa tạp hyperbolic. Khi đó, ta định nghĩa 
M

K  là metric vi 

phân Kobayashi trên M  được xác định bởi: 

        , 0 : 0 , 0, ; , ,
M

K p v inf r p d re v H D M      víi  

trong đó  ,
p

p M v T M  , d  là ánh xạ tiếp xúc của   và e  là vectơ đơn 

vị 1 tại 0 .D   

1.2.2 Định nghĩa   

Giả sử M  là đa tạp hyperbolic, Y  là không gian phức, E  là hàm độ dài 

trên Y  và 
E

d  là hàm khoảng cách trên Y  sinh bởi hàm độ dài E . Khi đó, ta 

định nghĩa chuẩn 
E

df  của ánh xạ tiếp xúc của  ,f H M Y  ứng với hàm độ 

dài E , xác định bởi: 

  : ,
E E

df sup df p p M   

trong đó          , , : , 1 .
ME

df p sup E f p df p v K p v   

1.2.3 Định nghĩa   

Giả sử X, Y  là các không gian phức và  ,F C X Y . Khi đó, ta định 

nghĩa F là liên tục đồng đều từ p X  đến q Y nếu với mỗi lân cận mở U 

chứa điểm q trong Y thì tồn tại các tập mở V, W  trong X, Y chứa p, q tương 

ứng sao cho      : : .f F f p W f F f V U      
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 Nếu F là liên tục đồng đều với mỗi p X  đến mỗi q Y thì ta nói 

rằng F liên tục đồng đều từ X vào Y.  

 Khi đó, kết quả sau được coi như là cách phát biểu khác của định lý 

Arzela – Ascoli đối với họ liên tục đồng đều. 

1.2.4  Mệnh đề 

Giả sử X là một không gian chính quy compact địa phương và Y là một 

không gian chính quy. Khi đó, họ  ,F C X Y  là compact tương đối trong 

 ,C X Y  khi và chỉ khi hai điều kiện sau được thỏa mãn: 

a) F là liên tục đồng đều, 

b)     F x f x f F   là compact tương đối trong Y với mỗi .x X  

Cho X, Y là các không gian phức. Ta ký hiệu: 

 +)  Y Y    là compact hóa một điểm Alexandroff của không gian 

tôpô Y và Y Y   nếu Y là compact. 

 +) Nếu  ,F C Y Z  và  ,G C X Y  thì ta viết 

 : , .F G f g f F g G     

1.2.5  Định nghĩa  

Một họ F các ánh xạ chỉnh hình từ không gian phức X  tới không gian 

phức Y được gọi là chuẩn tắc nếu F là compact tương đối trong  ,H X Y đối 

với tôpô compact – mở. 

1.2.6  Định nghĩa 

Giả sử X và Y là các không gian phức. Một họ  ,F H X Y  được gọi 

là chuẩn tắc đều nếu  ,F H M X  là compact tương đối trong  ,C M Y 
 

với mỗi đa tạp phức M. Ta nói rằng  ,f H X Y  là một ánh xạ chuẩn tắc 

nếu  f  là chuẩn tắc đều. 
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 Từ định nghĩa trên ta thấy mỗi phần tử của một họ chuẩn tắc đều là một 

ánh xạ chuẩn tắc. Nhưng ngược lại, một họ các ánh xạ chuẩn tắc có thể không 

là chuẩn tắc đều. Thật vậy, ta có ví dụ: 

Ví dụ  

Định nghĩa họ   1,F H D P   được xác định bởi  : 1,2,...
n

F f n   

với  
 

1
.

1
n

f z
n nz




 Khi đó, 
n

f  là chuẩn tắc với mỗi 1,2,...n   nhưng F 

không là chuẩn tắc đều. 

Thật vậy, vì  
 

1

1
n

f z
n n




 trên D nên 
n

f  là một ánh xạ chuẩn tắc 

theo Lehto-Virtanen. Định nghĩa ánh xạ  n
A D   được xác định bởi 

 
 

 

3 2

2 3

1
.

1
n

n z n
z

n z n


 


 
 Khi đó, ta có  1 3 0,

n n
f n n     nhưng 

 0
n n

f   không dần đến 0. Vậy họ F không là chuẩn tắc đều. 

 Từ định nghĩa 1.2.6 ta có các mệnh đề sau: 

1.2.7  Mệnh đề  

Nếu M là đa tạp phức, Y là không gian phức và  ,F H M Y  là 

chuẩn tắc đều thì F là compact tương đối trong  , .C M Y 
 

1.2.8  Mệnh đề   

Nếu X, Y là các không gian phức và  ,F H X Y  thì các mệnh đề sau 

tương đương: 

(1) F là chuẩn tắc đều. 

(2) Nếu Z là không gian phức và  ,G H Z X  thì F G  là chuẩn tắc đều. 

(3) Nếu Z là không gian con phức của X thì họ các ánh xạ thuộc F hạn chế 

trên Z là chuẩn tắc đều. 
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1.2.9  Mệnh đề   

Nếu X, Y là các không gian phức và  ,F H X Y  thì các mệnh đề sau 

tương đương: 

(1)  F là chuẩn tắc đều. 

(2)  ,F H D X  là chuẩn tắc đều. 

(3)  ,F H D X  là compact tương đối trong  , .C D Y 
  

(4) Bao đóng của F trong  ,H X Y  là chuẩn tắc đều. 

Chứng minh 

Từ mệnh đề 1.2.7 và 1.2.8 ta có          1 2 3 ; 4 1 .    

 Chứng minh    3 1 .   

Giả sử  1  sai. Ta có thể giả sử  : 1mM p p   . 

Từ mệnh đề 1.2.4, ta có  ,F H M X  không là họ liên tục đồng đều từ điểm 

0 M  đến điểm .q Y    

Tồn tại các dãy           0 , , ,
n n n

p M f F H M X     sao cho  

 0, 0
n n n

p f q   và  n n n
f p  không hội tụ về q.  

Lấy  ,
n

H D X   xác định bởi    
.

, 0 .n

n n n n

n

z p
z f q

p
  

 
   

 
  

Trong khi đó,  n n n
f p  không hội tụ về q. 

Từ mệnh đề 1.2.4 ta có  ,F H D X  không là compact tương đối trong 

 , .C D Y 
 Suy ra mâu thuẫn với  3 . Vậy    3 1 .  

 Chứng minh    1 4 .   

Ta cần chứng minh rằng với mỗi đa tạp phức M thì 

      , , , .F H X Y H M X F H M X    
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Thật vậy, lấy    , , ,g F H X Y H M X   . Khi đó, có dãy  nf F  

thỏa mãn .
n

f g  Do đó .
n

f g    Vậy mệnh đề được chứng minh. 

1.2.10  Định nghĩa   

 Giả sử X  là một không gian con phức của một không gian phức Y . 

Khi đó, X  được gọi là nhúng hyperbolic trong Y  nếu với mọi 

, ;p q X p q   thì luôn tồn tại các lân cận  mở V, W trong Y  lần lượt chứa p 

và q sao cho  , 0,
X

k V X W X    trong đó 
X

k  là giả khoảng cách 

Kobayashi trên .X  

 Từ mệnh đề 1.2.9, ta có thể chỉ ra một số lớp quan trọng của các không 

gian phức được xác định bởi các họ chuẩn tắc đều. Cụ thể, năm 1973, 

Kierman [21] đã chứng minh được kết quả sau: 

1.2.11  Mệnh đề 

 Một không gian con phức compact tương đối của một không gian phức 

Y  là nhúng hyperbolic trong Y  khi và chỉ khi  ,H D X  là compact tương 

đối trong  ,H D Y ; hay nói cách khác, khi và chỉ khi  ,H D X  là tập con 

chuẩn tắc đều của  , .H D Y  

 Năm 1971, Royden [29] và Abate [3] năm 1993 đã chỉ ra  

1.2.12  Mệnh đề 

 Một đa tạp phức M là hyperbolic khi và chỉ khi  ,H D M  là liên tục 

đều. Hơn nữa, ta có M là hyperbolic khi và chỉ khi  ,H D M  là compact 

tương đối trong  , .C D M 
 Do đó,  ,H D M  là họ chuẩn tắc đều khi và chỉ 

khi M là hyperbolic. 
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 Năm 1994, Joseph và Kwack [18] đã chứng minh được 

1.2.13  Mệnh đề 

 Một không gian con phức X  của một không gian phức Y  là nhúng 

hyperbolic trong Y  khi và chỉ khi  ,H D X  là compact tương đối trong 

 , ;C D Y 
 hay khi và chỉ khi  ,H D X  là tập con chuẩn tắc đều của  , .H D Y  

 Tiếp theo, ta sẽ chỉ ra rằng họ các ánh xạ giảm khoảng cách giữa những 

không gian metric X, Y là compact tương đối trong tập các ánh xạ chỉnh hình 

từ không gian X vào không gian compact hóa một điểm Alexandroff của 

không gian Y. 

1.2.14  Mệnh đề  

Giả sử  ,Y   là một không gian metric compact địa phương, X là một 

không gian tôpô và cho  là giả metric trên X,   liên tục trên .X X  Khi 

đó, nếu với mỗi  ,f F C X Y   là giảm khoảng cách tương ứng với ,   

thì F là compact tương đối trong  , .C X Y 
 

Chứng minh.  Ta sẽ chỉ ra rằng họ F là liên tục đồng đều từ X vào .Y 
 

Thật vậy, ta giả sử ngược lại họ F không liên tục đồng đều từ X vào .Y 
 

Khi đó, tồn tại các điểm ; ,p X q s Y    và các dãy    ;p X f F
 
  sao 

cho    , , , .p p s q f p s f p q
   
      

 +) Nếu q Y thì với mỗi   ta có: 

               , , , , , .f p q f p f p f p q p p f p q
       

         

Do đó,   , 0f p q
 

   và .q s  Suy ra mâu thuẫn. 

 +) Nếu s Y thì với mỗi   ta có: 

       , , , .f p s p p f p s
   

     

Do đó,   , 0f p s


   và .q s  Suy ra mâu thuẫn. 

Vậy F là liên tục đồngđều từ X vào .Y 
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CHƯƠNG II 

HỌ CHUẨN TẮC ĐỀU TRÊN CÁC ĐA TẠP HYPERBOLIC 

 

 Trong chương này, chúng tôi sẽ nghiên cứu các tính chất của họ chuẩn 

tắc đều trên các đa tạp hyperbolic. Từ đó, chúng tôi áp dụng những tính chất 

này để tổng quát hóa một số định lý của Brody, của Hahn, và của Zaidenberg; 

đồng thời những tính chất này cũng được sử dụng để đưa ra một định lý tương 

tự định lý của Aladro và Krantz. Hơn nữa, với những tính chất này ta còn có 

được những kết quả quan trọng trong chương 3.  

2.1  Một số tính chất của họ chuẩn tắc đều trên các đa tạp hyperbolic 

Brody đã chứng minh được định lý sau (xem [25], trang 68) 

2.1.1  Định lý   

Cho X là một không gian con phức compact tương đối của không gian 

phức Y. Khi đó, nếu X không là nhúng hyperbolic trong Y thì tồn tại các dãy 

   ,
n n

r g  sao cho  0, ,
nn n r

r g H D X   và một ánh xạ khác hằng 

 ,g H Y   thỏa mãn 
n

r   và 
n

g g  trên các tập con compact của .  

Nhận xét.  Trong định lý trên ta có thể giả sử rằng .
n

r n   

Thật vậy, trước hết ta giả sử 
1

1r   và 
1

1
n n

r r

  . Nếu k là một số 

nguyên dương và 
1

k r  thì đặt 
1
;

k
f g  nếu 

1n n
r k r


   thì đặt 

1
.

k n
f g


  Khi 

đó, ta có  ,
k k

f H D X  và 
k

f g  trên các tập con compact của .  

2.1.2  Định nghĩa 

Cho X, Y là các không gian phức và  , .F H X Y  Khi đó: 

(1) Một dãy Brody đối với F là một dãy  n n
f g , trong đó 

n
f F  và 

 , .
n n

g H D X  
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(2) Một ánh xạ  ,h C Y    được gọi là một giới hạn Brody đối với F nếu 

tồn tại một dãy Brody  n
h  đối với F sao cho 

n
h h  trên các tập con 

compact của .  

Nhận xét.  Nếu Y là một không gian con phức compact tương đối của một 

không gian phức Z, và X là một không gian phức thì các dãy Brody đối với 

 ,F H X Y  sẽ đồng nhất với các đường cong chỉnh hình của Zaidenberg 

và các giới hạn Brody đối với F sẽ đồng nhất với các ánh xạ F - giới hạn của 

Zaidenberg (xem [31]). 

2.1.3  Bổ đề  

Cho M là một đa tạp hyperbolic, Y là một không gian phức với một 

hàm độ dài E và  ,f H M Y . Khi đó: 

          

       

0 : , , 0 ,

0 : , : , .

df p sup df H D M p p M

df sup df H D M sup df H D M

  

   

   

   



 
 

Chứng minh. Cho  ,
p

p M v T M   thỏa mãn  , 1
M

K p v   và cho 0.   

Khi đó, tồn tại  ,H D M   và 0r   sao cho     0 , 0 ,p d re v    và 

1 .r    

             

        
    

 

, , 0 , 0, 1 0

1 0 : , , 0

1 : ,

1 .

E f p df p v E f df re df

sup df H D M p

sup df H D M

df

   

   

  



  

   

  

 

  




 

Từ đó suy ra các đẳng thức cần chứng minh. 

2.1.4  Định lý 

Cho M là một đa tạp hyperbolic, Y là không gian phức và họ 

 , .F H M Y  Khi đó, các mệnh đề sau là tương đương: 
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(1) F là chuẩn tắc đều. 

(2) Với mỗi đa tạp phức  ,  ,F H M  là tập con liên tục đồng đều 

của  , .H Y  

(3)  ,F H D M  là tập con liên tục đồng đều của  , .H D Y  

(4) Tồn tại một hàm độ dài E trên Y sao cho với mỗi f F  ta có 

1.
E

df   

(5) Tồn tại một hàm độ dài E trên Y sao cho với mỗi dãy Brody  n
h đối 

với F, ta có     0 , 0, 0.
n n

E h dh e   

(6) Tồn tại một hàm độ dài E trên Y sao cho với mỗi dãy Brody  n
h  đối 

với F có cùng một giá trị giới hạn Brody, ta có     0 , 0, 0.
n n

E h dh e   

Chứng minh 

Hiển nhiên ta có          1 2 3 & 5 6 .    

    3 4 .  

Ta có với mỗi hàm độ dài E trên Y và tập compact ,Q Y  tồn tại 0c   

sao cho  df p c  trên  1f Q
 với mỗi f F . 

Thật vậy, ta giả sử ngược lại, nếu tồn tại một tập compact Q Y  không 

thỏa mãn điều kiện trong phát biểu trên đối với hàm độ dài E thì khi đó tồn tại 

các dãy      , ,
n n n

p f v  và ,q Q  trong đó  , , ,
nn n n p

p M f F v T M    

     , , 1,
n n M n n n n

f p Q K p v f p q    và     , , .
n n n n n

E f p df p v n   

Theo bổ đề 2.1.3, suy ra  n n
df p   và tồn tại một dãy    ,

n
H D M   

thỏa mãn:  0
n n

p   và  0 .
n n

df    

Cho V là một lân cận compact tương đối của q nhúng hyperbolic trong Y. 
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Theo  3 , vì  ,F H D M  là tập con liên tục đồng đều của  ,H D Y  nên tồn 

tại một số 0 1r   sao cho   .
n n r

f D V   

Mặt khác, có một dãy con là hạn chế của  n n
f   trên 

r
D  mà ta vẫn ký hiệu 

là  ,
n n

f   là chuẩn tắc đều và do đó ta có dãy  n n
f   là compact tương đối 

trong  , .
r

H D Y  

Suy ra, tồn tại một dãy con của dãy  n n
f   hội tụ tới  , .

r
h H D Y  Điều này 

mâu thuẫn với  0 .
n n

df    

Vậy  4  được chứng minh. 

    4 5 .  

Cho E là hàm độ dài thỏa mãn  4 . Nếu  n n
f   là một dãy Brody đối 

với F thì ta có:  

         

 

0 , 0, 0 , 0,

1
0, 0 khi .

n

n n n n M n n

D

E f df e K d e

K e n
n

   

   

 

 

Do đó,  5  đúng. 

    4 1 .  

Từ  4  suy ra tồn tại hàm khoảng cách 
E

d  trên Y sao cho với mỗi 

 ,f F H D M   là ánh xạ giảm khoảng cách từ 
D

k  tới 
E

d . Khi đó, từ mệnh 

đề 1.2.9 và 1.2.14 suy ra  1  đúng. 

    6 4 .  

Giả sử  4  sai, khi đó với bất kỳ hàm độ dài E trên Y tồn tại các dãy 

 nf F  và    ,
n

H D M   thỏa mãn  0 .
n n

df    
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Khi đó, ta có tồn tại một dãy Brody  ng  và giới hạn Brody g đối với F thỏa 

mãn 
n

g g  trên các tập con compact của   và thỏa mãn:  

    0 , 0 1.
n n

E g dg   

Điều này mâu thuẫn với  6 . Suy ra  4  đúng. 

Vậy định lý hoàn toàn được chứng minh. 

Nhận xét.  Ta có thể nói thêm rằng điều kiện  4  của định lý 2.1.4 là tổng 

quát hóa định lý của Lehto và Virtanen [26] vì mọi hàm độ dài trên các không 

gian phức compact là tương đương. Hahn [11] đã tổng quát hóa định lý này 

với   , ,nf H P    trong đó   là miền thuần nhất bị chặn trong .n   

Việc chứng minh    6 4  trong định lý trên có thể chứng minh bằng 

một cách khác với lập luận tương tự chứng minh khi tổng quát định lý cổ điển 

của Lohwater và Pommerenke [26] trong định lý 2.2.5 của chương này. 

2.1.5  Định lý  

Hàm phân hình  1:f D P   là chuẩn tắc khi và chỉ khi .df   

2.1.6  Hệ quả  

    Cho M là một đa tạp hyperbolic,  ,F H M Y  là họ chuẩn tắc đều. Khi đó:  

(1)  Mọi dãy Brody đối với F đều có một dãy con hội tụ tới một giới 

hạn Brody đối với F trên các tập con compact của  . 

(2)  Mọi giới hạn Brody đối với F đều là hằng. 

Chứng minh.  Trước hết, từ  4  trong định lý 2.1.4 suy ra tồn tại hàm độ dài 

E trên Y thỏa mãn F làm giảm khoảng cách từ 
M

k  tới 
E

d . 

 Chứng minh  1 . 

Nếu m là một số nguyên dương và  ng  là một dãy Brody đối với F thì với 

mỗi  :
n

g G g n m    là ánh xạ giảm khoảng cách từ 
mD

k  tới 
E

d . 

Vì vậy, theo mệnh đề 1.2.14 suy ra G là compact tương đối trong  , .
m

C D Y 
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 Chứng minh  2 .  

Giả sử  ng  là một dãy Brody đối với F và g là một giới hạn Brody đối với F 

thỏa mãn 
n

g g  trên các tập con compact của .  Khi đó: 

+) Nếu ,p q  và    ,g p g q Y  thì với n đủ lớn ta có: 

      , , .
nE n n D

d g p g q k p q  

Vì  , 0
nD

k p q   nên    .g p g q  

+) Nếu  g p   thì từ tính liên tục của g và tính liên thông của   ta 

có  g q   vì  g Y  có nhiều nhất là một điểm. Hệ quả được chứng minh.  

Hệ quả sau là một tiêu chuẩn đối với họ chuẩn tắc đều trên các đa tạp 

hyperbolic. 

2.1.7  Hệ quả  

Giả sử M là một đa tạp hyperbolic, Y là một không gian phức và 

 ,F H M Y  thỏa mãn  F x  là compact tương đối trong Y với mỗi .x M   

Khi đó, F là họ chuẩn tắc đều nếu và chỉ nếu mỗi giới hạn Brody đối 

với F là hằng. 

Chứng minh. Trước hết, theo  2  của hệ quả 2.1.6 thì ta có nếu F là họ chuẩn 

tắc đều thì mỗi giới hạn Brody đối với F là hằng. 

Ngược lại, giả sử với mỗi giới hạn Brody đối với F là hằng nhưng F 

không là họ chuẩn tắc đều. Khi đó, giới hạn Brody g được xây dựng trong 

phần chứng minh    6 4  của định lý 2.1.4 không là hằng vì  0g Y . Hơn 

nữa, 
n

g g  mà     0 , 0 1
n n

E g dg   nên     0 , 0 1.E g dg   Do đó, 0.dg   

Điều này mâu thuẫn với giả thiết. Suy ra F là họ chuẩn tắc đều. Vậy hệ quả 

được chứng minh. 
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 Trong trường hợp đối với mặt cầu Riemann  1P   ta có kết quả sau.  

2.1.8  Hệ quả  

Cho M là một đa tạp hyperbolic,  , .F H M   Khi đó, các mệnh đề 

sau tương đương: 

(1) F là chuẩn tắc đều. 

(2) F là chuẩn tắc đều như là một tập con của   1, .H M P   

(3) Nếu g là một giới hạn Brody đối với F và  ,g H    thì g là hằng. 

Chứng minh.  Từ hệ quả 2.1.7 và bổ đề Hurwitz ta có ngay các kết luận của 

hệ quả 2.1.8. 

 Tiếp theo, từ những kết quả trên về giới hạn của các dãy Brody, chúng 

ta có một số tính chất đặc trưng của không gian hyperbolic và không gian 

nhúng hyperbolic. Nhưng trước hết, ta đưa ra khái niệm không gian phức 

hyperbolic Brody như sau: 

2.1.9  Định nghĩa   

Một không gian phức Y được gọi là hyperbolic Brody nếu mỗi ánh xạ 

chỉnh hình  ,f H Y    đều là ánh xạ hằng. 

Nhận xét. Không gian phức Y  là hyperbolic Brody nếu và chỉ nếu mọi giới 

hạn Brody đối với ánh xạ đồng nhất :i Y Y  với giá trị trong Y  là hằng . Tức 

là, nếu  ,f H Y   và  n
f  là một dãy thỏa mãn  ,

n n
f H D Y  và 

n
f f  

trên các tập con compact của ,  thì f  là hằng. 

 Các hệ quả 2.1.10 – 2.1.12 là đặc trưng của không gian hyperbolic và 

không gian nhúng hyperbolic thông qua dãy Brody. 

2.1.10  Hệ quả  

Một không gian phức Y là hyperbolic khi và chỉ khi tồn tại một hàm độ 

dài E trên Y sao cho     0 , 0, 0
n n

E f df e   với mỗi dãy  n
f  thỏa mãn 
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 ,
n n

f H D Y  và  ,
n

f g C Y     trên các tập con compact của ,  trong 

đó ánh xạ g là hằng. 

Chứng minh. Ta có nếu Y  là hyperbolic thì  ,H D Y  là compact tương đối              

trong  , .C D Y 
 

Ngược lại, giả sử  ,H D Y  compact tương đối trong  ,C D Y 
 nhưng 

không là hyperbolic. Khi đó, trong Y  có hai điểm phân biệt 
0 0
,x y  sao cho 

 0 0
, 0.

Y
k x y   Lấy các lân cận compact tương đối ,U V  của 

0
x  sao cho 

V U


 và 
0

.y U  Với mỗi n   ta đều có  ,
n n

f H D Y  sao cho 

 0
n

f V  nhưng  1/
.

n n
f D U  Thật vậy, nếu có một số nguyên dương n 

sao cho  0
n

f V  kéo theo  1/n n
f D U  với mỗi  , .f H D Y  Khi đó, từ 

định nghĩa 
Y

k  ta có    0 0
, 0, 1/ 0.

Y D
k x y n   Điều này mâu thuẫn với giả 

thiết. Từ đó, ta thấy rằng với mỗi số nguyên dương n đều có  ,
n n

f H D Y  

và 
1/n n

t D  sao cho  0
n

f V  nhưng   .
n n

f t U  

Vì  ,H D Y  compact tương đối trong  ,C D Y 
 nên  n

f  có dãy con 

 
kn

f  hội tụ tới  ,f H D Y  . Mặt khác, theo trên ta có  
k kn n

f t  không hội 

tụ tới  0 .f V  Suy ra mâu thuẫn. 

Do đó, Y  là hyperbolic khi và chỉ khi  ,H D Y  compact tương đối 

trong  ,C D Y 
. Đặt  , .F H D Y  Khi đó, Y  là hyperbolic  ,F H D Y   là 

tập con chuẩn tắc đều của  ,C D Y    Tồn tại hàm độ dài E trên Y  sao cho 

    0 , 0, 0
n n

E f df e   với mỗi dãy Brody  n
f  đối với F có giới hạn Brody. 
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 Vậy Y  là không gian hyperbolic khi và chỉ khi tồn tại hàm độ dài E 

trên Y  sao cho     0 , 0, 0
n n

E f df e   với mỗi dãy Brody  n
f , trong đó 

 ,
n n

f H D Y  và  , .
n

f g H Y     

2.1.11  Hệ quả  

Một không gian con phức Y của không gian phức Z là nhúng 

hyperbolic trong Z khi và chỉ khi tồn tại một hàm độ dài E trên Z sao cho 

    0 , 0, 0
n n

E f df e   với mỗi dãy  n
f  thỏa mãn  ,

n n
f H D Y  và 

 ,
n

f g C Z     trên các tập con compact của ;  trong đó ánh xạ g là hằng. 

Chứng minh.  Ta có, Y là nhúng hyperbolic trong Z    ,H D Y  compact 

tương đối trong  ,H D Z    ,F H D Y  là tập con chuẩn tắc đều của 

 ,H D Z   tồn tại một hàm độ dài E trên Z sao cho 

    0 , 0, 0
n n

E f df e   với mỗi dãy  n
f  thỏa mãn  ,

n n
f H D Y  và 

 ,
n

f g C Y     trên các tập con compact của ;  trong đó g cần phải là 

hàm hằng. 

2.1.12  Hệ quả  

Giả sử Y là một không gian con phức compact tương đối của không 

gian phức Z. Khi đó, Y không là nhúng hyperbolic trong Z nếu và chỉ nếu tồn 

tại hàm  ,g H Z   và một dãy  ng  sao cho  , ,
n n

g H D Y  
n

g g  trên 

các tập con compact của .  

Chứng minh. Ta có Y không là nhúng hyperbolic trong Z  ,H D Y  

không compact tương đối trong  ,H D Z  ,F H D Y   không là tập con 

chuẩn tắc đều của  ,H D Z . 

Vì Y là compact tương đối nên  F x  compact tương đối trong Y.  
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Do đó, theo hệ quả 2.1.7 thì F không là họ chuẩn tắc đều khi và chỉ khi có 

một giới hạn Brody đối với F không là hằng. Vậy Y không là nhúng 

hyperbolic trong Z khi và chỉ khi tồn tại      , , ,
n n

g H D Y g H Z    

thỏa mãn 
n

g g  trên các tập con compact của .  Hệ quả được chứng minh. 

2.2  Tổng quát hóa một số định lý cổ điển của giải tích phức đối với họ 

chuẩn tắc đều trên các đa tạp hyperbolic 

 Trong phần này, ta sẽ áp dụng những tính chất của họ chuẩn tắc đều các 

ánh xạ chỉnh hình trên các đa tạp hyperbolic để tổng quát hóa một số định lý 

cổ điển trong giải tích phức.  

2.2.1 Định nghĩa 

 Một hàm phân hình f  trên D được gọi là chuẩn tắc nếu dãy 

  :f A D   là chuẩn tắc theo nghĩa của Montel, tức là dãy  f   

chứa một dãy con hoặc là hội tụ đều trên mỗi tập con compact hoặc là phân 

kỳ compact, trong đó  A D  là nhóm các tự đẳng cấu bảo giác của D. 

 Năm 1957, Lehto và Virtanen [26] đã chứng minh được kết quả cổ   

điển sau: 

2.2.2  Định lý 

 Một hàm phân hình  1:f D P   là chuẩn tắc nếu .df   

 Khi đó, vì tất cả các hàm độ dài trên những không gian phức là tương 

đương nên chúng ta thấy rằng mệnh đề  4  trong định lý 2.1.4 chính là sự 

tổng quát hóa định lý 2.2.2 của Lehto và Virtanen đối với ánh xạ chỉnh hình 

 , .f F H M Y   Mặt khác, năm 1986, Hahn [7] đã chứng minh được kết 

quả này đối với hàm chỉnh hình   , ,nf H P    trong đó   là một miền 

bị chặn thuần nhất trong .n  
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 Năm 1991, Aladro và Krantz [5] đã chứng minh được định lý sau 

2.2.3 Định lý 

 Giả sử   là một miền hyperbolic trong n  và M là một đa tạp Hermit 

đầy đủ thì họ  ,F H M   không là chuẩn tắc khi và chỉ khi tồn tại tập 

compact Q  và các dãy      , ,
n n n

p Q f F   với 0, 0
n n

     và 

một dãy  n
v  các véctơ đơn vị Ơclit trong ,n  sao cho dãy    ,

n
g H M   

xác định bởi    n n n n n
g z f p v z   hội tụ đều trên các tập con compact của 

  đến một hàm nguyên g khác hằng. 

2.2.4  Hệ quả 

Giả sử M là một đa tạp hyperbolic, Y là một không gian phức và 

 ,F H M Y . Khi đó, F không là chuẩn tắc đều nếu và chỉ nếu với mỗi hàm 

độ dài E trên Y, tồn tại một dãy Brody  ng  đối với F và một giới hạn Brody g 

đối với F sao cho 
n

g g  và     lim 0 , 0, 0.
n n

E g dg e    

 Ta chú ý rằng, nếu  g Y    thì g không là ánh xạ hằng. 

Từ hệ quả 2.2.4, ta có kết quả sau chính là sự tổng quát hóa định lý của 

Lohwater và Pommerenke [26] năm 1973 đối với họ các ánh xạ phân hình 

chuẩn tắc cho trường hợp họ chuẩn tắc đều các ánh xạ chỉnh hình từ miền D 

vào một không gian phức tùy ý. 

2.2.5  Định lý  

Cho Y là một không gian phức và  , .F H D Y  Khi đó, F không là 

chuẩn tắc đều nếu và chỉ nếu với mỗi hàm độ dài E trên Y, tồn tại các dãy 

       , , 0;
n n n

f F p D r     và  n thỏa mãn các điều kiện sau: 

 (1) 0, 0,
1

n

n

n

r
r

p
 


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(2)  ,
nn s

H D D   được xác định bởi  n n n
z p zr   , trong đó 

 
1

1 ,
n n

n

s p
r

   

(3)  , ,
n n

f g C Y     

(4)     lim , , 1
n n n n

supE f z df z e     với z  và 

    0 , 0, 1.
n n n n

E f df e     

Hơn nữa, nếu  g Y   thì trong điều kiện  3  g sẽ không cần là 

hàm hằng. 

Chứng minh 

 Điều kiện đủ được suy ra từ hệ quả 2.2.4 và nhận xét ở mục 2.1.1.  

 Để chứng minh điều kiện cần, giả sử F không là chuẩn tắc đều và cho E 

là một hàm độ dài trên Y. 

Suy ra, tồn tại các dãy    ,
n n

z D f F   thỏa mãn   .
n n

df z   

Lấy 0
n

   xác định bởi: 

2

2
2

2

2

1
khi 7 1

4

2
khi 7 1.

1

n

n

n

n

n

z

z
z

z







 
 
 

 

Khi đó, 
n

  thỏa mãn các điều kiện sau: 

a) 

2 2

2
11

;1 ; ; 1
4 2

nn

n n n

n

zz
z 



 
   
 

 và ta có thể giả sử 

b)     
2

1 , , .n

n n n n

n

z
E f z df z e



 
   
 
 
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Đặt     
2

1 , , : .
n n n n

n

z
M max E f z df z e z 



   
    
 

   

 

Giả sử 
n

M  đạt được tại ,
n

p  đặt 
    

1
.

, ,
n

n n n n

r
E f p df p e

  

Ta có 0.n

n n

r

p



 

Giả sử , 0.
1

n

n

n

r
M

p
  


 Đặt 

1
.n

n

n

p
s

r


   

Định nghĩa  ,
nn s

H D D   xác định bởi  n n n
z p zr   . 

Cho 0, .
n

r s r   Với 
r

z D  ta có: 

          
1

2

1 1

, , , ,

1

1 . 1 .

n n n n n n n n n

n n

n n

n

n n

n n n n

E f z df z e r E f z df z e

p zr
r M

r r r r

p p

   



 



 



 
  
 
 

   
            

  

 

và biểu thức vế phải của bất đẳng thức cuối cùng dần tới 1. 

Do đó,  n n
f   là liên tục đồng đều trên 

r
D  ứng với metric Euclid trên 

r
D  

và 
E

d  trên Y. 

Từ mệnh đề 1.2.14 suy ra  n n
f   là compact tương đối trong  ,

r
C D Y 

. 

Do đó ta có thể giả sử  , .
n n

f g C Y     

Dễ thấy điều kiện      1 , 2 , 3  được thỏa mãn bởi        , , , .
n n n n

f p r   

Mặt khác, ta có     0 , 0, 1.
n n n n

E f df e     Vậy  4  đúng. 

Định lý hoàn toàn được chứng minh. 

www.VNMATH.com



Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                              http://www.lrc-tnu.edu.vn 

 
24 

 Giả sử M là đa tạp hyperbolic thuần nhất. Ta ký hiệu  A M  là không 

gian các tự đẳng cấu của M. Định lý 2.2.6 sau đây là một đặc trưng cho họ 

chuẩn tắc đều trên các đa tạp hyperbolic thuần nhất và hệ quả 2.2.7 chỉ ra rằng 

tại sao chúng ta lại sử dụng thuật ngữ “họ chuẩn tắc đều”. 

2.2.6  Định lý  

Cho M là một đa tạp hyperbolic thuần nhất, Y là không gian phức và 

 , .F H M Y  Khi đó các mệnh đề sau tương đương: 

(1) F là chuẩn tắc đều. 

(2)  F A M  là một tập con liên tục đồng  đều của  , .H M Y  

(3)  F A M  là compact tương đối trong  , .C M Y 
 

(4)  ,F H M M  là compact tương đối trong  , .C M Y 
 

Chứng minh 

    1 2 .  Điều này dễ dàng được suy ra từ định nghĩa 1.2.6 và mệnh   

đề 1.2.4. 

    2 3 .  Giả sử  3  không xảy ra. Ta cần chỉ ra rằng  F A M  là 

liên tục đồng đều từ M vào .Y   

Thật vậy, giả sử ,x M p Y   và      , ,
n n n

x f   là các dãy tương ứng trong 

M, F và  A M  thỏa mãn  ,
n n n

x x f x   và   .
n n n

f x p   

Lấy các tự đẳng cấu  n
A M   thỏa mãn   .

n n
x x   

Suy ra 
n n n

f     không là liên tục đồng đều từ x tới p. Do đó,  2  không 

xảy ra. 

    3 1 .  Ta sẽ chỉ ra rằng  ,F H D M  là một tập con liên tục đồng 

đều của  ,H M Y . 

Thật vậy, giả sử  ,F H D M  không là liên tục đồng đều từ 0 D  đến .p Y  
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Suy ra tồn tại các dãy      , ,
n n n

z D f F H D M    và một lân cận U 

của p trong Y sao cho  0, 0
n n n

z f p   và   .
n n n

f z U   

Lấy    ,
n

a M A M   thỏa mãn    0 .
n n

a   

Khi đó, ta có  n n
f a p   và    1 .

n n n n n
f z U     

Vì mọi ánh xạ  f A M  đều bảo toàn khoảng cách hyperbolic; và mỗi 

 ,f H D M  đều l giảm khoảng cách đối với 
D

k  và 
M

k  nên ta có 

               1 , , , 0 ,0 .
M n n M n n n M n n n D n

k z a k z a k z k z          

Mặt khác, vì 0
n

z   nên suy ra    1 , 0
M n n

k z a   .  

Do đó   1 .
n n n

z a    Suy ra mâu thuẫn với giả thiết của mệnh đề  3 . 

Vậy  ,F H D M  là một tập con liên tục đồng đều của  ,H M Y . Theo định 

lý 2.1.4 suy ra F là chuẩn tắc đều. 

    3 4 .   

Do  F A M  là compact tương đối trong  ,C M Y 
 nên  F A M  là liên 

tục đều từ M  đến .Y   Như vậy, với mỗi ,x M y Y    và mọi  U y  

trong Y đều có  V x  trong M và  W y  trong Y 
 sao cho  

         : : .f F A M f x W f F A M f V U       

Suy ra với mỗi ,x M y Y   và mọi  U y  trong Y đều có  V x  

trong M và  W y  trong Y  sao cho  

         : : .f F A M f x W f F A M f V U       

Nói cách khác,  F A M  là liên tục đồng  từ M đến Y.  

Vì    ,F A M H M Y  nên  F A M  là tập con liên tục đồng đều của 

 , .H M Y  
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    4 1 .  

Vì    ,F A M F H M M   nên chứng minh tương tự như    3 1  ta có 

điều phải chứng minh. 

2.2.7  Hệ quả  

Giả sử M là một đa tạp hyperbolic thuần nhất, Y là một không gian 

phức và giả sử họ  ,F H M Y  thỏa mãn  .F F A M   Khi đó: 

(1) Flà chuẩn tắc đều khi và chỉ khi F là compact tương đối trong 

 , ;C M Y 
 

(2) Nếu ,M D Y    thì F là chuẩn tắc đều khi và chỉ khi F là chuẩn tắc 

theo định nghĩa của Wu [30]. 

Chứng minh.  Sự khẳng định  1  được suy ra từ mệnh đề 1.2.7 và mệnh đề 

 4  của định lý 2.1.4. Sự khẳng định  2  được suy ra từ  1  và bổ đề 

Hurwitz. 

Nhận xét. Hayman [15] gọi   1,F H D P   là bất biến nếu 

 F F A D   và gọi một họ bất biến là chuẩn tắc đều nếu nó là họ chuẩn tắc 

theo định nghĩa của Montel. 

2.3  Một số ví dụ về các họ chuẩn tắc đều 

2.3.1  Ví dụ  

Giả sử   1,f H D P   và D  là một đĩa đóng và ký hiệu   là 

biên của ,  cho   J f   và   L f   lần lượt là diện tích cầu của  f   

và độ dài cầu của  .f   Lấy 0h   và  

           1, :F h f H D P J f hL f D        víi mçi ®Üa ®ãng . 

www.VNMATH.com



Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                              http://www.lrc-tnu.edu.vn 

 
27 

Khi đó, Hayman ([15], trang 164) đã chứng chỉ ra rằng  F h  là bất 

biến và chuẩn tắc theo định nghĩa của Montel. Do đó,  F h  là chuẩn tắc đều 

theo hệ quả 2.2.7. 

2.3.2  Ví dụ  

Giả sử M là một đa tạp phức, 0,r   và   1,F H M P   là một họ các 

ánh xạ sao cho với mỗi f F  tồn tại các điểm    1, ,
f f f

a b c P f M   với 

     , , , ,
f f f f f f

a b c b c a r     trong đó   là metric cầu. Khi đó, 

Carathéodory ([6], trang 202) đã chứng minh rằng  ,F H D M  là chuẩn tắc 

theo định nghĩa của Montel. Vì vậy F là chuẩn tắc đều. 

 Tất cả những ánh xạ xác định trong các ví dụ 2.3.3 – 2.3.9 là những ánh 

xạ chuẩn tắc theo định nghĩa 1.2.5. 

2.3.3  Ví dụ  

Lehto và Virtanen [27] đã định nghĩa ánh xạ   1,f H P    là 

chuẩn tắc nếu  f A   là một họ chuẩn tắc theo định nghĩa của Montel, 

trong đó   là một miền thuần nhất bị chặn trong .  

2.3.4  Ví dụ  

Hahn [16] định nghĩa ánh xạ  ,f H Y   là chuẩn tắc nếu 

 ,f H D   là chuẩn tắc theo định nghĩa của Wu [30], trong đó   là một 

miền bị chặn trong 
n  và Y là một không gian con phức compact tương đối 

của một đa tạp Hermit. 

2.3.5  Ví dụ  

Funahashi [9] định nghĩa ánh xạ  ,f H Y   là chuẩn tắc nếu 

 f A   là compact trong  ,H Y , trong đó   là một miền thuần nhất bị 

chặn trong 
n  và Y là một không gian phức. 
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2.3.6  Ví dụ  

Cima và Krantz [7] định nghĩa ánh xạ   1,f H P    là chuẩn tắc 

nếu    , ,df z v cK z v


  với mỗi 0,c   trong đó   là một miền hyperbolic 

trong .n  Hơn nữa, họ cũng chỉ ra rằng f  là chuẩn tắc khi và chỉ khi 

 ,f H D   là compact tương đối trong   1, .H P   

2.3.7  Ví dụ  

Krantz ([23], trang 115) định nghĩa ánh xạ  ,f H    là một ánh xạ 

Bloch nếu    , ,df p v cK p v


  với mỗi 0,c   trong đó   là một miền 

hyperbolic trong .n  

2.3.8  Ví dụ  

Aladro và Krantz [5] định nghĩa ánh xạ  ,f H Y   là chuẩn tắc nếu 

tồn tại một số 0c   sao cho       , , , ,E f p df p v cK p v


  trong đó   là 

một miền hyperbolic trong 
n  và Y  là một đa tạp Hermitian phức đầy đối với 

hàm độ dài Hermit E. 

2.3.9  Ví dụ  

Giả sử Y là các không gian phức và X là không gian con phức compact 

tương đối trong Y. Đặt  

    1

,
, | \ .

X Y
F f Hol D Y f Y X   gåm nhiÒu nhÊt mét ®iÓm  

Joseph và Kwack [18] đã chứng minh rằng một không gian con phức 

X  của một không gian phức Y  là nhúng hyperbolic trong Y  khi và chỉ khi 

,X Y
F  là compact tương đối trong  ,C D Y 

 và do đó X  nhúng hyperbolic 

trong Y  khi và chỉ khi  , ,X YF H D Y  là một họ chuẩn tắc đều. 
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CHƢƠNG III 

HỌ CHUẨN TẮC ĐỀU TRÊN CÁC KHÔNG GIAN PHỨC 

VÀ TỔNG QUÁT HÓA CÁC ĐỊNH LÝ CỔ ĐIỂN  

CỦA SCHOTTKY, LAPPAN, BOHR VỀ  

CÁC HỌ CHUẨN TẮC ĐỀU 
 

Trong chương này ta sử dụng những kết quả trong chương I và II để 

nghiên cứu tính chất của các họ chuẩn tắc đều trên những không gian phức 

tùy ý, đồng thời tổng quát hóa một số định lý cổ điển của Schottky, Hayman 

và Lappan bằng cách thay thế những miền bị chặn trong   bởi những không 

gian phức tùy ý thông qua các tính chất của họ chuẩn tắc đều. 

3.1  Một số tính chất của họ chuẩn tắc đều trên không gian phức tùy ý 

Trước hết, ta có kết quả sau đây đối với các dãy Brody và các giới    

hạn Brody. 

3.1.1  Mệnh đề  

Giả sử X, Y là các không gian phức và  , .F H X Y  Khi đó: 

(1)   ng  là một dãy Brody đối với F nếu và chỉ nếu  ng  là một dãy 

Brody đối với  , .F H D X  

(2)  g là một giới hạn Brody đối với F nếu và chỉ nếu g là một giới hạn 

Brody đối với  , .F H D X  

Chứng minh  

 Chứng minh  1 .   

Nếu ,
n n n

g f    trong đó  , , ,
n n n

f F H D X   thì 
1

n n n n n
g f m m      

với  ,
n n

m H D D  là phép nhân với n. 
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Khi đó    1, , , .
n n n n n

f m F H D X m H D D      

Suy ra  ng  là một dãy Brody đối với  ,F H D X  nếu  ng  là một dãy 

Brody đối với F. 

Mặt khác, với    , , , ,
n n n

h F H D X H D D   nếu 
n n n

g h    thì 

n n n n
g f     , trong đó  , , .

n n n n
f F H D X    

Vậy mỗi dãy Brody đối với  ,F H D X  là một dãy Brody đối với F. 

 Chứng minh  2 .   

Ta có,  2  dễ dàng được suy ra trực tiếp từ  1 .  

Vậy mệnh đề được chứng minh. 

 Ta có kết quả sau đây chính là tiêu chuẩn của họ chuẩn tắc đều trên các 

không gian phức tùy ý. 

3.1.2  Định lý  

Giả sử X, Y là các không gian phức và  ,F H X Y . Khi đó, các 

mệnh đề sau là tương đương: 

(1) F là chuẩn tắc đều. 

(2)  ,F H M X  là một tập con liên tục đồng đều của  ,H M Y  với mỗi 

đa tạp phức M. 

(3)  ,F H D X  là một tập con liên tục đồng đều của  , .H D Y  

(4) Tồn tại một hàm độ dài E trên Y sao cho 1
E

dg   với mỗi 

 , .g F H D X   

(5) Tồn tại một hàm độ dài E trên Y sao cho     0 , 0, 0
n n

E h dh e   với 

mỗi dãy Brody  n
h  đối với F. 

(6) Tồn tại một hàm độ dài E trên Y sao cho     0 , 0, 0
n n

E h dh e   với 

mỗi dãy Brody  n
h  đối với F có cùng một giới hạn Brody. 
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Chứng minh.  Ta có định lý 3.1.2 là hệ quả trực tiếp từ định nghĩa 1.2.5 kết 

hợp với các mệnh đề 1.2.9, 3.1.1 và định lý 2.1.4. 

3.1.3  Định lý  

Giả sử X là một không gian phức và  ,F H X Y  là chuẩn tắc đều. 

Khi đó, ta có: 

(1)  Mọi dãy Brody đối với F đều có một dãy con hội tụ tới một giới hạn 

Brody đối với F trên các tập con compact của .  

(2)  Mọi giới hạn Brody đối với F đều là hằng. 

Chứng minh.  Ta có định lý 3.1.3 là hệ quả suy ra trực tiếp từ mệnh đề 1.2.9, 

3.1.1 và hệ quả 2.1.6. 

3.1.4  Định lý  

Giả sử X, Y là các không gian phức và  ,F H X Y  thỏa mãn  F x  

là compact tương đối trong Y với mỗi .x X  Khi đó, F là chuẩn tắc đều nếu 

và chỉ nếu mọi giới hạn Brody đối với F đều là hằng. 

Chứng minh.  Ta có kết luận của định lý là hệ quả được suy ra từ các mệnh 

đề 1.2.9, 3.1.1 và hệ quả 2.1.7. 

3.1.5  Định lý  

Giả sử X là một không gian phức và  , .F H X   Ta có các mệnh đề 

sau là tương đương: 

(1)  F là một họ chuẩn tắc đều. 

(2)  F là một tập con chuẩn tắc đều của   1, .H X P   

(3)  Nếu  ,g H    là một giới hạn Brody đối với F thì ánh xạ g là hằng. 

Chứng minh.  Xem hệ quả 2.1.8. 
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3.2  Tổng quát hóa một số định lý cổ điển của giải tích phức đối với họ 

chuẩn tắc đều trên các không gian phức tùy ý 

       Định lý sau là sự tổng quát hóa một định lý của Lohwater và 

Pommerenke cho những họ chuẩn tắc đều trên những không gian phức tùy ý. 

3.2.1  Định lý  

Giả sử X, Y là các không gian phức và  , .F H X Y  Khi đó, F không 

là họ chuẩn tắc đều nếu và chỉ nếu với mỗi hàm độ dài E trên Y tồn tại một 

dãy Brody  ng  đối với F và một giới hạn Brody g đối với F sao cho ,
n

g g  

    lim , , 1
n n

supE g z dg z e   với mỗi z  và     0 , 0, 1.
n n

E g dg e   

Chứng minh.  Xem hệ quả 2.2.4 và 2.2.5.   

Hơn nữa, Hayman ([15], trang 165) đã chứng minh được một kết quả 

mạnh hơn định lý của Schottky. Cụ thể, ta có định lý sau: 

3.2.2  Định lý  

Giả sử  ,F H D   là một họ chuẩn tắc bất biến. Khi đó, tồn tại một 

số 0c   chỉ phụ thuộc vào F sao cho  
1

1
2

1

r

r

z r

cr
sup f z exp

r








 
  

 
 với mỗi 

, 0 1f F r    và   1, 0 .max f   

 Giả sử X là một không gian phức, với mỗi  ,f H X   và x X  ta 

ký hiệu   1,max f x  bởi  , .f x  Khi đó, kết luận của định lý 3.2.2 có thể 

được thay thế bởi sự tồn tại của số 0c   chỉ phụ thuộc vào F sao cho 

   
1

1
2

, ,0
1

z

z
c z

f x f exp
z

 



 

        
 với mỗi f F  và .z D  

 Mặt khác, Zaidenberg [31] đã mở rộng kết quả của Hayman cho các họ 

chuẩn tắc đều trên những đa tạp phức. Ở đây, ta sẽ sử dụng kỹ thuật chứng 
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minh định lý 3.2.2 của Hayman để mở rộng kết quả của Zaidenberg cho các 

họ chuẩn tắc đều trên các không gian phức tùy ý. Ta có định lý sau: 

3.2.3  Định lý  

Giả sử X là một không gian phức và  , .F H X   Khi đó, các mệnh 

đề sau tương đương: 

(1) F là một họ chuẩn tắc đều. 

(2) Tồn tại một số 0c   sao cho mọi hàm , ,f F x y X   thỏa mãn bất 

đẳng thức 

   
 

 
2 ,

, , 2 , 1 .
Xexp k x y

X
f x f y exp c exp k x y 

              
 

(3) Tồn tại một số 1c   sao cho mọi hàm , ,f F x y X   thỏa mãn bất 

đẳng thức 

       log , 2 , log , .
X

c f x exp k x y c f y        

(4) Tồn tại một số 1c   sao cho mọi hàm ,f F x X   và Q X    thỏa 

mãn bất đẳng thức 

       log , log , 2 , .
X

y Q

c f x sup c f y exp k x Q 


 
     

 

(5) Tồn tại một số 1c   sao cho mọi hàm , ,f F x y X   thỏa mãn bất 

đẳng thức 

   
 2 ,

, , .
Xexp k x y

c f x c f y 
  

     

(6) Tồn tại một số 1c   sao cho mọi hàm  , , , ,f F H D X x y D    thỏa 

mãn bất đẳng thức 

   
 2 ,

, , .
Dexp k x y

c f x c f y   
  

      

Chứng minh 

    1 2 .  

Dễ thấy, theo hệ quả 2.2.7,  ,F H D X  là chuẩn tắc đều, bất biến.  
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Do đó,  ,F H D X  là họ chuẩn tắc theo định nghĩa của Montel. 

Mặt khác, Hayman ([15], trang 165) đã chỉ ra rằng tồn tại một số 0c   sao 

cho với mọi hàm  ,g F H D X   ta có    '

0 0
0 2 log ,g c    trong đó 

  0
1, 0 .max g   

Với mỗi ,z D  ta định nghĩa  z
A D   được xác định bởi   .

1
z

w z
w

zw






 

Khi đó, với mỗi hàm  ,g F H D X   ta có: 

         
2 ''1 0 2 log ,

z z z
z g z g c       

trong đó   1, .
z

max g z   Lấy , ,x y X f F   và số 0.   

Khi đó, tồn tại một số nguyên  1 2
1, , ,..., ,

j
j H D X     và 

 1 2
, ,..., 0;1

j
a a a   thỏa mãn      1 1

0 , 0
i i i

y a  


   với mọi 

1,..., 1i j   và   .
j j

a x   

Ta có thể giả sử   1;f x   và   0,
i i

g a D  hoặc   0, ,
i i

g a D   

trong đó ;
i i

g f    và giả sử    0, , .
2

D i X

i

k a k x y


   

Đặt    : 0, .
i i

I i g a D    Khi đó, với mỗi i I  ta có: 

 

    

'

2

2

1log

i

i i

g z

zg z g z c



     với  0, .

i
z a  

Do đó, với mỗi ,i I  có: 

 

 
 

log
log 2 0, .

log 0

i i

D i

i

g a c
k a

g c

 
 

  
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Nếu 1 I  thì  

 

 
 

log
log 2 , .

log
X

f x c
k x y

f y c


 
  

  

 

Nếu 1 ,I  gọi   là phần tử nhỏ nhất trong I. Khi đó,  0 1g


  và 

 

 
 

log
log 2 , .

log 0
X

f x c
k x y

g c



 

  
  

 

Từ đó suy ra  2 .  

    2 3 .  Thay c bởi log c  trong kết quả của  2  ta được điều cần 

chứng minh. 

    3 4 .  Nếu Q X    và x X  thì lấy dãy  n
y Q  sao cho 

   , , .
X n X

d x y d x Q  Khi đó, ta có điều cần chứng minh. 

    4 5 .  Hiển nhiên. 

    5 6 .  Nếu  , ,f F H D X   và ,x y D  thì từ  5  ta có: 

       
    

  
 

 
 

2 ,

2 , 2 ,

, , ,

, , .

X

D D

exp k x y

exp k x y exp k x y

c f x c f x c f y

c f y c f y

 

     

   

 
 

      

    

      




 

    6 1 .  

Từ mệnh đề 1.2.9 và do tính thuần nhất của D, nếu ta chỉ cần chỉ ra 

rằng nếu    ,
n n

f   lần lượt là các dãy trong F và  ,H D X  thì tồn tại dãy 

con của dãy  n n
f   hội tụ đến  ,g C V Y   trên một lân cận V của 0.  

Thật vậy, nếu với mỗi tập con compact K Y  và một lân cận V của 0, ta có 

 n n
f V K    thì ta có điều cần chứng minh. 
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 Ngược lại, ta có thể giả sử có một dãy   1/2n
z D  sao cho dãy 

  n n n
f z  bị chặn. Khi đó, tồn tại một số 1c   sao cho với mỗi 

1/2
z D  ta 

có    
 2 ,

, ,
D nexp k z z

n n n n n
c f z c f z   

  
      và  n n

f   bị chặn đều trên 
1/2

D . 

Vậy định lý hoàn toàn được chứng minh. 

 Hayman ([15], trang 50) đã chứng minh được bổ đề của Bohr sau đây: 

3.2.4  Bổ đề  

Giả sử  w f z  là hàm chính quy trong đĩa đơn vị 1,z   thỏa mãn 

 0 0f   và  
1/2

1.
z

max f z


  Khi đó,  f z  xác định trong đĩa đơn vị 1z   

sẽ nhận tất cả các giá trị trên đường tròn ,w r  trong đó r A  và A là một 

hằng số dương. 

 Ta có kết quả sau là sự mở rộng bổ đề của Bohr đối với các hàm chỉnh 

hình được định nghĩa trên các không gian phức tùy ý. 

3.2.5  Hệ quả    

Giả sử X là một không gian phức, và  , ,B X f H X    thỏa mãn: 

(1)  B là bị chặn đối với giả khoảng cách ,
X

k  

(2)    1,
x B

sup f x


  

(3)   0 .f B  

Khi đó, tồn tại 0r   không phụ thuộc vào f  sao cho hoặc 

   : 2w r w r f X      hoặc    : 4 5 .w r w r f X     

Chứng minh. Ta chú ý rằng   , 0,1H X   là họ chuẩn tắc đều trong 

 , .H X   Từ  2  trong định lý 3.2.3, suy ra tồn tại 0c   sao cho: 

    2 , 1
X

p exp c exp k p q      
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với mọi   , , , 0,1p q B H X    thỏa mãn   1.q   

Đặt  
,

2 , 1
X

x y B

A exp c exp supk x y


   
       

 và  
1

7 2 .r A


   

Giả sử        1 2
: 2 , : 4 5 .w w r w r f X w w r w r f X            

Định nghĩa   , 0,1H X   xác định bởi  
  1

2 1

.
f p w

p
w w







 

Khi đó, tồn tại q B  sao cho   0.f q   

Do đó   1.q   

Mặt khác, với mỗi p B  ta có  p A   và 

        2 1 1 2 1 1
7 2 1.f p p w w w A w w w A r          

Suy ra mâu thuẫn với giả thiết. Vậy ta có điều phải chứng minh. 

Nhận xét. Các tương đương        1 3 4 1    của định lý 3.2.4 đã 

được Zaidenberg [31] chứng minh đối với các họ chuẩn tắc đều trên các đa     

tạp phức. 

 Năm 1974, Lappan [25] đã chứng minh được định lý 5 điểm sau 

3.2.6  Định lý   

Cho A  là một tập con của  1P   và chứa ít nhất 5 điểm. Khi đó, 

  1,f H D P   là hàm chuẩn tắc nếu và chỉ nếu  

 
 

 
2

' 1

2

1
: .

1

z
sup f z z f A

f z


  

  
  

 

 Ta sẽ mở rộng định lý này của Lappan cho họ các hàm chuẩn tắc đều   

từ những không gian phức tùy ý đến không gian xạ ảnh phức n chiều  .nP   

3.2.7  Định nghĩa   

Ta nói rằng   ,m ng H P    là suy biến nếu  mg   với  là 

một siêu phẳng nào đó trong không gian xạ ảnh phức  .nP   
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3.2.8  Định nghĩa   

Cho  là siêu phẳng trong  ,nP   ký hiệu T


 là một phiếm hàm tuyến 

tính khác không trên 1n  sao cho   là hạt nhân của nó. Gọi   là tập hợp 

các siêu phẳng ở vị trí tổng quát trong  .nP   Khi đó, ta nói rằng một hàm 

không suy biến   ,m ng H P    là rẽ nhánh toàn cục trên   nếu với mỗi 

   thì ta có    
'

0,T g


   trong đó   0.T g


   

Bổ đề sau của Hahn [11] tổng quát hóa một kết quả nổi tiếng trong lý 

thuyết Nevanlinna cho những hàm phân hình (xem [16], trang 231). 

3.2.9  Bổ đề  

Giả sử  1
,...,

q
    là một tập hợp bất kỳ các siêu phẳng ở vị trí tổng 

quát  trong  .nP   Khi đó, nếu   ,m ng H P    là rẽ nhánh toàn cục 

trên   thì 2 2.q n   

 Áp dụng những kỹ thuật chứng minh bổ đề trên của Hahn, ta sẽ mở 

rộng định lý 5 – điểm cổ điển của Lappan đối với họ chuẩn tắc từ không gian 

phức tùy ý vào không gian các xạ ảnh phức  .nP   Nhưng trước hết, ta sẽ 

mở rộng cho trường hợp đối với họ chuẩn tắc đều trên các đa tạp hyperbolic. 

Cụ thể, ta có kết quả sau: 

3.2.10  Định lý  

Giả sử M là đa tạp hyperbolic,   là tập hợp chứa ít nhất 2 3n   siêu 

phẳng ở vị trí tổng quát trong  nP   và cho .A


  Khi đó, 

  , nF H M P   là chuẩn tắc đều nếu và chỉ nếu hai điều kiện sau 

được thỏa mãn: 

1.     1: ,
F

sup df p p f A   

2. Mọi giới hạn Brody suy biến đối với F đều là hằng. 

www.VNMATH.com



Số hóa bởi Trung tâm Học liệu – Đại học Thái Nguyên                                              http://www.lrc-tnu.edu.vn 

 
39 

Chứng minh. 

 Vì tất cả các hàm độ dài trên  nP   là tương đương và theo 

 4 ,  6  của định lý 2.1.4, nên ta có điều kiện cần của định lý là hiển nhiên. 

 Để chứng minh điều kiện đủ, ta sẽ chỉ ra rằng nếu điều kiện  2  

xảy ra và F không là chuẩn tắc đều thì điều kiện  1  không xảy ra. 

Thật vậy, vì  nP   là compact và F không là chuẩn tắc đều nên từ  6  

trong định lý 2.1.4 suy ra tồn tại một giới hạn Brody khác hằng 

  , ng H P    đối với F. 

Lấy các dãy    ,
k k

f   thỏa mãn  , ,
k k k

f F H D M   và .
k k

f g    

Khi đó, từ  2  ta có g là không suy biến, và từ bổ đề 3.2.9 ta có g không là rẽ 

nhánh toàn cục trên    với .   

Chọn hệ tọa độ thuần nhất 
0 ,..., nw w    trong  nP   sao cho  được xác 

định bởi 0 0.w   

Nếu 
k k k

g f    thì ta biểu diễn ,
k

g g  bởi những tọa độ thuần nhất 

0 0,..., , ,...,n n

k k
g g g g        với  , 0,...,s s

k
g g s n  là các hàm chỉnh hình và 

0 0.
k

g g  

Mặt khác, phương trình  0 0g z  có nghiệm 
0

z   thỏa mãn    
'

0

0
0.g z   

Do đó, nếu E là hàm độ dài trên  nP   thì     0 0
, , 0.E g z dg z e    

Theo bổ đề của Hurwitz, tồn tại một dãy  k
z    thỏa mãn 

 0

0
, 0

k k k
z z g z   và     , , .

k k k k
E g z dg z e   

Đặt  .k k k
p z  Khi đó: 

      
2 2

, 1 1 , , .k k

k k k k k k k k k

z z
df p E f z k e k E g z dg z e

k k


     
             

     



Do đó   .
k k

df p   Vì    1 1

k k k
p f f A    nên  1  không xảy ra.  

Vậy ta có điều phải chứng minh. 
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 Bây giờ ta sẽ mở rộng định lý 5 - điểm của Lappan cho trường hợp đối 

với họ chuẩn tắc đều từ không gian phức tùy ý tới không gian xạ ảnh phức 

 .nP   Ta có định lý 

3.2.11  Định lý  

Giả sử X là không gian phức,   là tập hợp chứa ít nhất 2 3n   siêu 

phẳng ở vị trí tổng quát trong  nP   và giả sử .A


  Khi đó, 

  , nF H X P   là chuẩn tắc đều nếu và chỉ nếu hai điều kiện sau 

được thỏa mãn: 

(1)          10 : , , 0 ,
F

sup df H D X f A        

(2)  Mọi giới hạn Brody suy biến của đối với F đều  là hằng. 

Chứng minh 

Từ định lý 3.2.10 và mệnh đề 1.2.9 ta có F là chuẩn tắc đều nếu và chỉ 

nếu hai điều kiện sau được thỏa mãn: 

a)       1: , , ,sup dg p g F H D X p g A     

b) Mọi hàm giới hạn Brody suy biến đối với  ,F H D X  đều là hằng. 

Điều kiện ),a  )b  lần lượt tương đương với điều kiện  1 ,   2  trong mệnh đề 

3.2.11 và ta có đẳng thức sau: 

                1 1: , , 0 : , , 0 .
F

dg p g F H D X p g A d f H D X f A          

 Vậy định lý được chứng minh. 

3.2.12  Hệ quả    

Giả sử X là một không gian phức. Khi đó,   1,F H X P   là họ chuẩn 

tắc đều nếu và chỉ nếu          10 : , , 0 ,
F

sup d f H D X f A        với 

 1A P   là tập có nhiều hơn 4 phần tử (tương ứng A có nhiều hơn hai 

phần tử hữu hạn nếu  ,F H X  ). 
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3.2.13  Hệ quả  

Giả sử M là một đa tạp hyperbolic. Khi đó   1,F H M P   là 

họ chuẩn tắc đều nếu và chỉ nếu     1: ,
F

sup df p p f A   với 

 1A P   là tập có nhiều hơn 4 phần tử (tương ứng A có nhiều hơn hai 

phần tử hữu hạn nếu  ,F H M  ). 
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KẾT LUẬN 

 

Nội dung chính của luận văn “Một số định lý cổ điển và họ chuẩn tắc 

các ánh xạ chỉnh hình trong giải tích phức nhiều biến” là nghiên cứu các tính 

chất của họ chuẩn tắc, họ chuẩn tắc đều các ánh xạ chỉnh hình trên các đa tạp 

hyperbolic và trên các không gian phức tùy ý. Từ đó, áp dụng những kết quả 

này để tổng quát hóa một số định lý cổ điển của Giải tích phức đối với họ 

chuẩn tắc đều. Những kết quả chính luận văn đã đạt được là: 

 Trình bày một số tiêu chuẩn họ chuẩn tắc đều của các ánh xạ chỉnh 

hình trên các đa tạp hyperbolic và trên các không gian phức tùy ý. 

 Trình bày việc tổng quát hóa các định lý cổ điển của Lehto – Virtanen, 

Aladro – Krantz, Lohwater và Pommerenke đối với họ chuẩn tắc đều 

trên các đa tạp hyperbolic. 

 Trình bày việc tổng quát hóa các định lý cổ điển của Lohwater và 

Pommerenke đối với họ chuẩn tắc trên các không gian phức tùy ý. 

 Trình bày việc mở rộng định lý cổ điển của Schottky cho trường hợp 

họ chuẩn tắc đều. 

 Trình bày việc mở rộng bổ đề của Bohr đối với các ánh xạ chỉnh hình 

trên các không gian phức tùy ý. 

 Trình bày việc mở rộng định lý 5 – điểm của Lappan đối với họ chuẩn 

tắc đều các ánh xạ chỉnh hình từ một không gian phức tùy ý vào không 

gian xạ ảnh phức n chiều  .nP   
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