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Tãm t¾t

Môc ®Ých chÝnh cña luËn ¸n nµy lµ kh¶o s¸t mèi quan hÖ gi÷a phÐp tÝnh
tÝch ph©n vµ phÐp tÝnh vi ph©n trong gi¶i tÝch kh«ng tr¬n vµ lý thuyÕt tèi ­u
dùa trªn viÖc nghiªn cøu hai bµi to¸n sau ®©y vµ c¸c øng dông cña chóng:
1) Më réng c«ng thøc Newton-Leibniz khi ®¹o hµm FrÐchet ®­îc thay b»ng
d­íi vi ph©n Clarke (hoÆc d­íi vi ph©n Mordukhovich) vµ tÝch ph©n ®­îc xÐt
theo nghÜa Aumann; 2) TÝnh to¸n vµ ­íc l­îng d­íi vi ph©n Mordukhovich
cña c¸c phiÕm hµm tÝch ph©n. ChØ ra øng dông cña c¸c kÕt qu¶ thu ®­îc trong
lý thuyÕt tèi ­u.

LuËn ¸n cã 4 ch­¬ng: Ch­¬ng 1 nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm vµ tÝnh chÊt
c¬ b¶n trong lý thuyÕt vi ph©n suy réng vµ lý thuyÕt tÝch ph©n cña c¸c ¸nh
x¹ ®a trÞ. Ch­¬ng 2 nghiªn cøu bµi to¸n tÝnh to¸n hoÆc ­íc l­îng tÝch ph©n
cña c¸c ¸nh x¹ d­íi vi ph©n. Ch­¬ng 3 nghiªn cøu bµi to¸n tÝnh d­íi vi ph©n
Mordukhovich cña phiÕm hµm tÝch ph©n. Ch­¬ng 4 nghiªn cøu miÒn gi¸ trÞ
cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n FrÐchet.

C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña luËn ¸n bao gåm: 1) C«ng thøc biÓu diÔn tÝch
ph©n Aumann cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n Clarke vµ cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n
Mordukhovich, c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tÝch ph©n nµy lµ tËp gåm mét ®iÓm.
2) Mét d¹ng t­¬ng tù cña c«ng thøc Newton-Leibniz cæ ®iÓn cho tr­êng hîp
tÝch ph©n ®a trÞ. Chøng minh míi cho ®Þnh lý ®· biÕt vÒ kh¶ n¨ng ®Æc tr­ng
hµm sè cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n Clarke. 3) C«ng thøc tÝnh chÝnh x¸c d­íi vi
ph©n Mordukhovich cña tÝch ph©n bÊt ®Þnh. 4) C«ng thøc tÝnh chÝnh x¸c d­íi
vi ph©n Mordukhovich cña phiÕm hµm tÝch ph©n trªn kh«ng gian L1(Ω;E).
C«ng thøc nµy kÐo theo mét tiªu chuÈn tån t¹i nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña bµi to¸n
tèi ­u kh«ng rµng buéc, víi hµm môc tiªu lµ phiÕm hµm tÝch ph©n. 5) Mét sè
®Æc tr­ng cña kh«ng gian Banach ph¶n x¹ vµ mét ®iÒu kiÖn ®ñ ®Ó miÒn gi¸ trÞ
cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n FrÐchet trï mËt trong X∗. 6) Hai ®Þnh lý vÒ sù tån t¹i
®iÓm dõng cña bµi to¸n nhiÔu cña mét bµi to¸n tèi ­u phi tuyÕn trong kh«ng
gian v« h¹n chiÒu d­íi t¸c ®éng cña nhiÔu tuyÕn tÝnh. 7) Hai mÖnh ®Ò vÒ sù
tån t¹i nghiÖm cña bµi to¸n nhiÔu cña mét bµi to¸n qui ho¹ch låi trong kh«ng
gian v« h¹n chiÒu d­íi t¸c ®éng cña nhiÔu tuyÕn tÝnh.



Abstract

The main purpose of this thesis is to investigate the relationships be-
tween the generalized differentiation and the set-valued integration in nons-
mooth analysis and optimization theory. We focus on the study of the following
two problems and their applications: 1) Extend the classical Newton-Leibniz
formula to the case where the FrÐchet derivative and the Lebesgue integral are
replaced, respectively, by the Clarke (or Mordukhovich) subdifferential map-
ping and the Aumann integral; 2) Compute or estimate the Mordukhovich subd-
ifferential of integral functionals and apply the obtained results to optimization
theory.

The thesis has 4 chapters: Chapter 1 recalls some basic concepts and proper-
ties from generalized differentiation and set-valued integration. Chapter 2 deals
with the problem of computing or estimating the integral of the subdifferen-
tial mappings. Chapter 3 studies the problem of computing the Mordukhovich
subdifferential of integral functionals. Chapter 4 investigates the range of the
FrÐchet subdifferential mapping.

The main results of the thesis includes: 1) Representation formulae for the
Aumann integral of the Clarke (and Mordukhovich) subdifferential mapping,
and necessary and sufficient conditions for this integral to be a singleton. 2)
An analogue of the classical Newton-Leibniz formula for the case of set-valued
integral. New proof for a known theorem on the possibility of the Clarke sub-
differential mapping in characterizing functions. 3) A formula for computing
exactly the Mordukhovich subdifferential of indefinite integrals. 4) A formula
for computing exactly the Mordukhovich subdifferential of integral function-
als on L1(Ω;E). This formula implies a new criterion for the existence of
local minimizers of an unconstrained optimization problem with the objective
function being an integral functional. 5) Some characterizations of reflexive
Banach spaces and a sufficient condition for the density of the range of the
FrÐchet subdifferential mapping in X∗. 6) Two theorems on the existence of
stationary points of the perturbed problem of an infinite-dimensional optimiza-
tion problem under linear perturbations. 7) Two propositions on the solution
existence of the perturbed problem of an infinite-dimensional convex program-
ming problem under linear perturbations.
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Mét sè ký hiÖu

F : X ⇒ Y ¸nh x¹ ®a trÞ tõ X vµo Y

R tËp c¸c sè thùc

R̄ := R ∪ {±∞} tËp c¸c sè thùc suy réng

Q tËp c¸c sè h÷u tû

N tËp c¸c sè nguyªn d­¬ng

X∗ ®èi ngÉu t«p« cña kh«ng gian X

〈x∗, x〉 cÆp ®èi ngÉu gi÷a X∗ vµ X

‖x‖ chuÈn cña vÐct¬ x

‖x‖X chuÈn cña vÐct¬ x trong kh«ng gian X

|x| gi¸ trÞ tuyÖt ®èi cña x ∈ R
{xi} d·y vÐct¬

σ(K, v) gi¸ trÞ cña hµm tùa cña tËp K t¹i v

∅ tËp rçng

∃x tån t¹i x

∀x víi mäi x

Ā bao ®ãng cña tËp A

coM bao låi ®ãng (= bao ®ãng cña bao låi) cña tËp M

f ′(x) ®¹o hµm FrÐchet cña f t¹i x

f ′(x; v) ®¹o hµm theo theo h­íng v cña f t¹i x

f0(x; v) ®¹o hµm Clarke theo h­íng v cña f t¹i x

∂Clf(x) d­íi vi ph©n Clarke cña f t¹i x

∂f(x) d­íi vi ph©n Mordukhovich cña f t¹i x

∂̂f(x) d­íi vi ph©n FrÐchet cña f t¹i x

∂Fenf(x) d­íi vi ph©n Fenchel cña f t¹i x

x∗k
w∗→ x∗ d·y vÐct¬ {x∗k} héi tô ®Õn vÐct¬ x∗ theo t«p« yÕu∗

(®­îc ký hiÖu bëi w∗)

x := y x ®­îc ®Þnh nghÜa b»ng y

h.k.n. hÇu kh¾p n¬i

tr. 3 trang 3

2 kÕt thóc chøng minh
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Më ®Çu

Hµm sè kh«ng tr¬n vµ tËp cã biªn kh«ng tr¬n xuÊt hiÖn th­êng xuyªn vµ

®­îc biÕt ®Õn tõ l©u ë trong to¸n häc vµ c¸c khoa häc øng dông. V× lý thuyÕt

vi ph©n cæ ®iÓn kh«ng cßn phï hîp cho viÖc kh¶o s¸t c¸c ®èi t­îng ®ã nªn c¸c

lý thuyÕt vi ph©n suy réng ®· ®­îc x©y dùng.

Tõ ®Çu thËp niªn 60, ®· cã nhiÒu nç lùc nghiªn cøu nh»m x©y dùng mét lý

thuyÕt vi ph©n suy réng cho c¸c hµm x¸c ®Þnh trªn c¸c kh«ng gian vÐct¬ thùc

vµ nhËn gi¸ trÞ trong tËp c¸c sè thùc suy réng ®Ó cã thÓ ph©n tÝch thÊu ®¸o c¸c

bµi to¸n tèi ­u víi d÷ liÖu kh«ng tr¬n. KÕt qu¶ b­íc ®Çu cña qu¸ tr×nh nµy lµ

lý thuyÕt vi ph©n suy réng cho c¸c hµm låi. Víi nh÷ng cèng hiÕn quan träng

cña R. T. Rockafellar vµ c¸c nhµ to¸n häc kh¸c, quy ho¹ch låi - dùa trªn gi¶i

tÝch låi - ®· trë thµnh mét phÇn quan träng vµ ®Ñp ®Ï cña lý thuyÕt tèi ­u (xem

[4], [9], [30], [39], [53]).

N¨m 1973, F. H. Clarke ®­a ra nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n ®Çu tiªn dÉn ®Õn lý

thuyÕt vi ph©n suy réng cho hµm sè Lipschitz ®Þa ph­¬ng. §©y lµ mét b­íc tiÕn

quan träng cña gi¶i tÝch kh«ng tr¬n. Lý thuyÕt nµy bao hµm ®­îc lý thuyÕt vi

ph©n cæ ®iÓn vµ lý thuyÕt vi ph©n suy réng cho hµm låi Lipschitz ®Þa ph­¬ng.

Cuèi thËp niªn 70 ®Çu thËp niªn 80, lý thuyÕt vi ph©n suy réng Clarke ®· ®­îc

R. T. Rockafellar, J.-B. Hiriart-Urruty, J.-P. Aubin vµ mét sè nhµ to¸n häc kh¸c
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ph¸t triÓn cho c¸c hµm nhËn gi¸ trÞ thùc suy réng. ChØ sau 10 n¨m (1973 -

1983), lý thuyÕt vi ph©n suy réng Clarke ®· ®¹t ®­îc nhiÒu thµnh tùu quan

träng c¶ vÒ mÆt lý thuyÕt còng nh­ vÒ øng dông (xem [23], [24], [25], [55]).

Trong nç lùc ®Ó thu ®­îc c¸c ®iÒu kiÖn cÇn cùc trÞ cña bµi to¸n ®iÒu khiÓn

tèi ­u cã tËp rµng buéc ®iÓm cuèi ®­îc cho d­íi d¹ng h×nh häc, n¨m 1976

B. S. Mordukhovich ®· ®­a ra ®Þnh nghÜa nãn ph¸p tuyÕn vµ d­íi vi ph©n qua

giíi h¹n [41]. §©y lµ mèc ®¸nh dÊu sù ra ®êi cña mét lý thuyÕt vi ph©n suy

réng míi: lý thuyÕt vi ph©n suy réng Mordukhovich. Giai ®o¹n 1993 - 1996,

cã nhiÒu kÕt qu¶ quan träng cña lý thuyÕt nµy ®­îc c«ng bè (xem [42], [43],

[44], [45], [47], [48], [49]). Tiªu chuÈn Mordukhovich cho tÝnh liªn tôc Aubin

cña c¸c ¸nh x¹ ®a trÞ trë thµnh mét c«ng cô h÷u hiÖu ®Ó nghiªn cøu tÝnh æn

®Þnh nghiÖm cña c¸c ph­¬ng tr×nh suy réng. Ngµy nay lý thuyÕt vi ph©n suy

réng Mordukhovich vÉn tiÕp tôc ph¸t triÓn vµ ®ãng mét vai trß trung t©m trong

gi¶i tÝch ®a trÞ vµ biÕn ph©n (xem [14], [46], [56], [61]).

N¨m 1965, R. J. Aumann ®Þnh nghÜa tÝch ph©n cña ¸nh x¹ ®a trÞ nh­ lµ tËp

hîp c¸c gi¸ trÞ tÝch ph©n cña c¸c l¸t c¾t kh¶ tÝch cña ¸nh x¹ ®a trÞ ®ã [6]. D­íi

vi ph©n cña mét hµm sè lµ mét ¸nh x¹ ®a trÞ ®Æc biÖt, cã vai trß t­¬ng tù nh­

®¹o hµm ë trong lý thuyÕt vi ph©n cæ ®iÓn. Trong lý thuyÕt tÝch ph©n Lebesgue

[57, tr. 167], ng­êi ta ®· chøng minh r»ng nÕu f : [a, b]→ R (a, b ∈ R) lµ mét

hµm sè Lipschitz (hoÆc, tæng qu¸t h¬n, lµ hµm liªn tôc tuyÖt ®èi) th× c«ng thøc

Newton-Leibniz ∫ b

a

f ′(t)dt = f(b)− f(a)

nghiÖm ®óng. VÊn ®Ò ®­îc ®Æt ra ë ®©y lµ: VÕ ph¶i cña c«ng thøc nµy sÏ nh­
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thÕ nµo nÕu ®¹o hµm FrÐchet f ′(·) vµ tÝch ph©n Lebesgue t­¬ng øng ®­îc thay

bëi d­íi vi ph©n Clarke ∂Clf(·) (hoÆc d­íi vi ph©n Mordukhovich ∂f(·)) vµ

tÝch ph©n Aumann?

PhiÕm hµm tÝch ph©n lµ mét kh¸i niÖm c¬ b¶n xuÊt hiÖn trong nhiÒu h­íng

nghiªn cøu lý thuyÕt vµ øng dông to¸n häc (nh­ ph­¬ng tr×nh vi ph©n, bao hµm

thøc vi ph©n, gi¶i tÝch hµm c¬ së, lý thuyÕt to¸n tö, quy ho¹ch to¸n häc, bµi

to¸n biÕn ph©n, ®iÒu khiÓn tèi ­u). §ã lµ hµm sè cã d¹ng

G(x) =

∫
Ω

g(ω, x)dµ(ω),

víi g lµ mét hµm sè x¸c ®Þnh trªn Ω×U , U lµ mét tËp con më cña mét kh«ng

gian Banach vµ (Ω, µ) lµ mét kh«ng gian cã ®é ®o. §èi víi lý thuyÕt tèi ­u,

viÖc kh¶o s¸t tÝnh kh¶ vi lµ mét kh©u quan träng trong nhiÒu vÊn ®Ò nh­: t×m

nghiÖm tèi ­u, nghiªn cøu ®é nh¹y vµ c¸c tÝnh chÊt æn ®Þnh cña nghiÖm, ph©n

tÝch sù héi tô cña c¸c thuËt to¸n,... ChÝnh v× vËy, viÖc nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt

vi ph©n cña phiÕm hµm tÝch ph©n lµ mét ®Ò tµi thu hót ®­îc sù quan t©m cña

nhiÒu nhµ to¸n häc (xem [9], [23], [25], [33], [35], [36], [38], [39], [50]).

§Ó lµm râ h¬n ý nghÜa cña viÖc nghiªn cøu c¸c tÝnh chÊt vi ph©n cña phiÕm

hµm tÝch ph©n, chóng ta cÇn nh¾c l¹i mét kÕt qu¶ c¬ b¶n trong lý thuyÕt tèi ­u,

®ã lµ qui t¾c nh©n tö Lagrange. XÐt bµi to¸n qui ho¹ch to¸n häc

(P) min{f(x) | x ∈ X, gi(x) ≤ 0 ∀i ∈ I, hj(x) = 0 ∀j ∈ J},

ë ®ã X lµ kh«ng gian Banach, I vµ J lµ c¸c tËp h÷u h¹n c¸c chØ sè, f, gi, hj lµ

c¸c hµm x¸c ®Þnh trªn X , nhËn gi¸ trÞ trong tËp sè thùc suy réng.

Qui t¾c nh©n tö Lagrange 1 (xem Clarke [23, Theorem 6.1.1]). NÕu x̄ lµ

nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña (P) vµ nÕu f, gi (i ∈ I), hj (j ∈ J) lµ Lipschitz ®Þa
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ph­¬ng t¹i x̄, th× tån t¹i c¸c nh©n tö Lagrange λ0 ≥ 0, λi ≥ 0 (i ∈ I), µj ∈ R

(j ∈ J) kh«ng ®ång thêi b»ng 0 sao cho

0 ∈ ∂Clx L(x̄, λ, µ) (0.1)

vµ

λigi(x̄) = 0 ∀i ∈ I, (0.2)

ë ®ã

L(x, λ, µ) := λ0f(x) +
∑
i∈I

λigi(x) +
∑
j∈J

µjhj(x)

lµ hµm Lagrange cña bµi to¸n(P) vµ ∂Clx L(x̄, λ, µ) ký hiÖu d­íi vi ph©n Clarke

cña hµm sè L(·, λ, µ) t¹i x̄.

Qui t¾c nh©n tö Lagrange 2 (xem Mordukhovich [46, Theorem 5.24]).

NÕu X lµ kh«ng gian Asplund, x̄ lµ nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña (P), vµ nÕu

f, gi (i ∈ I), hj (j ∈ J) lµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i x̄, th× tån t¹i c¸c nh©n tö

Lagrange λ0 ≥ 0, λi ≥ 0 (i ∈ I), µj ∈ R (j ∈ J) kh«ng ®ång thêi b»ng 0 sao

cho bao hµm thøc

0 ∈ ∂xL(x̄, λ, µ), (0.3)

víi ∂xL(x̄, λ, µ) ký hiÖu d­íi vi ph©n Mordukhovich cña hµm Lagrange

L(·, λ, µ) t¹i x̄, vµ ®iÒu kiÖn ®é lÖch bï (0.2) ®­îc tho¶ m·n.

NÕu f, gi (i ∈ I), hj (j ∈ J) lµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i x̄ th×, theo [23,

Corollary 2, tr. 39],

∂Clx L(x̄, λ, µ) ⊂ λ0∂
Clf(x̄) +

∑
i∈I

λi∂
Clgi(x̄) +

∑
j∈J

µj∂
Clhj(x̄).

Do ®ã, ta cã thÓ viÕt ph­¬ng tr×nh Fermat suy réng (0.1) d­íi d¹ng yÕu h¬n
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nh­ sau:

0 ∈ λ0∂
Clf(x̄) +

∑
i∈I

λi∂
Clgi(x̄) +

∑
j∈J

µj∂
Clhj(x̄). (0.4)

T­¬ng tù, nÕu f, gi (i ∈ I), hj (j ∈ J) lµ c¸c hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i x̄,

th× theo [46, Theorem 3.36] ta cã

∂xL(x̄, λ, µ) ⊂ λ0∂f(x̄) +
∑
i∈I

λi∂gi(x̄) +
∑
j∈J

∂(µjhj)(x̄).

VËy ta cã thÓ viÕt ®iÒu kiÖn (0.3) d­íi d¹ng gi¶m nhÑ nh­ sau:

0 ∈ λ0∂f(x̄) +
∑
i∈I

λi∂gi(x̄) +
∑
j∈J

∂(µjhj)(x̄). (0.5)

Râ rµng r»ng khi mét hoÆc mét sè hµm x¸c ®Þnh bµi to¸n (P) lµ phiÕm hµm

tÝch ph©n th× chóng ta chØ cã thÓ sö dông ®­îc hÖ ®iÒu kiÖn cÇn cùc trÞ (0.2)

vµ (0.4) (t­¬ng øng, hÖ ®iÒu kiÖn cÇn cùc trÞ (0.2) vµ (0.5)) nÕu ta biÕt c¸ch

tÝnh to¸n chÝnh x¸c hoÆc ­íc l­îng trªn d­íi vi ph©n Clarke (t­¬ng øng, d­íi

vi ph©n Mordukhovich) cña phiÕm hµm tÝch ph©n.

Bµi to¸n ­íc l­îng d­íi vi ph©n Clarke cña phiÕm hµm tÝch ph©n ®· ®­îc

nghiªn cøu trong [23, Section 2.7]. VÊn ®Ò ®­îc ®Æt ra tiÕp theo lµ: TÝnh to¸n

hoÆc ­íc l­îng d­íi vi ph©n Mordukhovich cña G(·). Trong tr­êng hîp tæng

qu¸t, bµi to¸n nµy cho ®Õn nay vÉn ch­a cã lêi gi¶i.

Môc ®Ých chÝnh cña luËn ¸n nµy lµ kh¶o s¸t mèi quan hÖ gi÷a phÐp tÝnh tÝch

ph©n vµ phÐp tÝnh vi ph©n trong gi¶i tÝch kh«ng tr¬n vµ lý thuyÕt tèi ­u trªn c¬

së nghiªn cøu hai bµi to¸n ®Æt ra ë trªn. ViÖc nghiªn cøu theo ®Ò tµi luËn ¸n

®­îc thùc hiÖn b»ng c¸ch sö dông mét sè kiÕn thøc vµ kü thuËt cña lý thuyÕt

tèi ­u, gi¶i tÝch hµm, gi¶i tÝch kh«ng tr¬n, gi¶i tÝch ®a trÞ vµ biÕn ph©n.

Ngoµi phÇn më ®Çu, luËn ¸n gåm 4 ch­¬ng, phÇn kÕt luËn, danh môc c¸c



8

c«ng tr×nh cña t¸c gi¶ cã liªn quan ®Õn luËn ¸n, vµ danh s¸ch 63 tµi liÖu tham

kh¶o.

Ch­¬ng 1 nh¾c l¹i mét sè kh¸i niÖm vµ tÝnh chÊt c¬ b¶n trong lý thuyÕt vi

ph©n suy réng vµ lý thuyÕt tÝch ph©n cña c¸c ¸nh x¹ ®a trÞ. C¸c kiÕn thøc nµy

lµ c¬ së cho viÖc kh¶o s¸t ®­îc tr×nh bµy ë nh÷ng ch­¬ng tiÕp theo.

Ch­¬ng 2 nghiªn cøu bµi to¸n tÝnh to¸n hoÆc ­íc l­îng tÝch ph©n cña c¸c

¸nh x¹ d­íi vi ph©n. Môc 2.1 ®­îc dµnh cho tÝch ph©n cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n

Clarke. Môc 2.2 xÐt tÝch ph©n Aumann cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n Mordukhovich.

Ch­¬ng 3 nghiªn cøu bµi to¸n tÝnh d­íi vi ph©n Mordukhovich cña phiÕm

hµm tÝch ph©n. Môc 3.1 kh¶o s¸t d­íi vi ph©n Mordukhovich ∂F (x̄) cña tÝch

ph©n bÊt ®Þnh

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,

ë ®©y f lµ mét hµm bÞ chÆn cèt yÕu. Môc 3.2 giíi thiÖu c¸c c«ng thøc tÝnh

d­íi vi ph©n FrÐchet vµ d­íi vi ph©n Mordukhovich cña c¸c phiÕm hµm tÝch

ph©n cã d¹ng

F (u) =

∫
Ω

f(ω, u(ω))dµ(ω) (u ∈ L1(Ω;E)),

ë ®©y (Ω,A, µ) lµ mét kh«ng gian cã ®é ®o kh«ng nguyªn tö σ−h÷u h¹n ®Çy

®ñ, E lµ mét kh«ng gian Banach kh¶ ly vµ f : Ω × E → R̄ lµ mét hµm sè

A ⊗ B(E)−®o ®­îc. C¸c kÕt qu¶ ®ã dÉn ®Õn mét tiªu chuÈn tån t¹i nghiÖm

®Þa ph­¬ng cña bµi to¸n tèi ­u kh«ng rµng buéc, víi hµm môc tiªu lµ phiÕm

hµm tÝch ph©n.

Ch­¬ng 4 nghiªn cøu miÒn gi¸ trÞ cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n FrÐchet. Môc 4.1

®­îc dµnh cho tr­êng hîp kh«ng gian Banach ph¶n x¹, ë ®©y c¸c ®Æc tr­ng cña
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kh«ng gian ph¶n x¹ sÏ ®­îc ®­a ra. Môc 4.2 kh¶o s¸t miÒn gi¸ trÞ cña ¸nh x¹

d­íi vi ph©n FrÐchet cho tr­êng hîp kh«ng gian Asplund. Môc 4.3 tr×nh bµy

mét sè kÕt qu¶ vÒ sù tån t¹i ®iÓm dõng vµ sù tån t¹i nghiÖm cña bµi to¸n nhiÔu

cña mét bµi to¸n tèi ­u phi tuyÕn trong kh«ng gian v« h¹n chiÒu d­íi t¸c ®éng

cña nhiÔu tuyÕn tÝnh.

C¸c kÕt qu¶ cña luËn ¸n nµy ®· ®­îc b¸o c¸o t¹i:

- Xªmina phßng Gi¶i tÝch sè vµ TÝnh to¸n khoa häc, ViÖn To¸n häc.

- The 4th Vietnam-Korea Workshop on Mathematical Optimization Theory

and Applications, Ho Chi Minh City, February 18-20, 2004.

- C¸c héi th¶o Tèi ­u vµ TÝnh to¸n khoa häc lÇn thø 3 (Hµ Néi, 20-

24/4/2005), lÇn thø 5 (Ba V×, 16-19/5/2007), lÇn thø 6 (Ba V×, 23-26/4/2008).

- §¹i héi To¸n häc ViÖt Nam lÇn thø 7 (Qui Nh¬n, 4-8/8/2008).

- Miniworkshop for Optimization (Department of Mathematics, National

Cheng Kung University, Tainan, Taiwan, 14/1/2009).

- International Symposium on Optimization and Optimal Control (National

Sun Yat-sen University, Kaohsiung, Taiwan, 2-6/2/2009).

C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña luËn ¸n nµy ®· ®­îc ®¨ng ë t¹p chÝ Journal of

Mathematical Analysis and Applications (xem [17], [19]), t¹p chÝ Nonlinear

Analysis (xem [20]) vµ t¹p chÝ Nonlinear Analysis Forum (xem [18]).

T¸c gi¶ ch©n thµnh c¸m ¬n GS. TSKH. NguyÔn §«ng Yªn vµ PGS. TS.

NguyÔn N¨ng T©m ®· tËn t×nh h­íng dÉn ®Ó cã ®­îc nh÷ng kÕt qu¶ trong luËn

¸n.
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Xin ch©n thµnh c¸m ¬n GS. TSKH. Hoµng Xu©n Phó, Tr­ëng ban tæ chøc

c¸c héi th¶o Tèi ­u vµ TÝnh to¸n khoa häc, ®· tµi trî mét phÇn kinh phÝ nghiªn

cøu cho t¸c gi¶.

T¸c gi¶ bµy tá lßng biÕt ¬n ®èi víi GS. J.-C. Yao vÒ sù gióp ®ì vµ t¹o ®iÒu

kiÖn cho t¸c gi¶ lµm thùc tËp sinh mét n¨m t¹i §¹i häc Quèc gia T«n Trung

S¬n (National Sun Yat-sen University, Kaoshiung, Taiwan, 9/2008-9/2009).

Xin ch©n thµnh c¸m ¬n GS. B. S. Mordukhovich, GS. I. Fonseca, PGS. TS. TrÇn

V¨n ¢n, PGS. TS. T¹ Duy Ph­îng, TS. NguyÔn Quang Huy, TS. NguyÔn MËu

Nam ®· ®éng viªn, gióp ®ì t¸c gi¶ trong qu¸ tr×nh nghiªn cøu.

Nhê nh÷ng ý kiÕn nhËn xÐt vµ gãp ý quÝ b¸u cña GS. TSKH. Vò Ngäc Ph¸t,

GS. TS. NguyÔn B­êng, PGS. TS. Tr­¬ng Xu©n §øc Hµ, PGS. TS. Huúnh ThÕ

Phïng, Héi ®ång chÊm luËn ¸n cÊp c¬ së vµ Héi ®ång chÊm luËn ¸n cÊp ViÖn,

b¶n luËn ¸n chÝnh thøc ®­îc c¶i thiÖn ®¸ng kÓ so víi b¶n luËn ¸n ®Çu tiªn. T¸c

gi¶ luËn ¸n ch©n thµnh c¸m ¬n c¸c Gi¸o s­ ph¶n biÖn, Héi ®ång cÊp c¬ së vµ

Héi ®ång cÊp ViÖn vÒ nh÷ng chØ dÉn quan träng.

T¸c gi¶ bµy tá lßng biÕt ¬n ®èi víi Ban l·nh ®¹o ViÖn To¸n häc, Trung t©m

§µo t¹o Sau ®¹i häc vµ tËp thÓ c¸n bé c«ng nh©n viªn cña ViÖn To¸n häc vÒ sù

quan t©m gióp ®ì. Xin ch©n thµnh c¸m ¬n Ban l·nh ®¹o tr­êng §¹i häc Vinh,

c¸c thÇy c« gi¸o vµ c¸c b¹n ®ång nghiÖp ë Khoa To¸n tr­êng §¹i häc Vinh ®·

lu«n ®éng viªn gióp ®ì t¸c gi¶ trong qu¸ tr×nh häc tËp, nghiªn cøu.

Xin c¸m ¬n c¸c b¹n nghiªn cøu sinh ®· chia sÎ víi t¸c gi¶ nh÷ng khã kh¨n

trong qu¸ tr×nh häc tËp, nghiªn cøu.
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Ch­¬ng 1

C¸c kiÕn thøc chuÈn bÞ

Ch­¬ng nµy tr×nh bµy mét sè kh¸i niÖm vµ tÝnh chÊt c¬ b¶n sÏ ®­îc sö dông

ë c¸c ch­¬ng tiÕp theo. Môc 1.1 ®­îc dµnh cho c¸c lý thuyÕt vi ph©n suy réng

cña F. H. Clarke vµ B. S. Mordukhovich. Môc 1.2 ®iÓm qua mét vµi sù kiÖn

liªn quan ®Õn tÝch ph©n Aumann.

1.1 Vi ph©n suy réng

Cho X lµ mét kh«ng gian Banach thùc vµ f : X → R̄ := [−∞,+∞] lµ mét

hµm sè. Ta ký hiÖu kh«ng gian ®èi ngÉu t«p« cña X bëi X∗ vµ cÆp ®èi ngÉu

gi÷a X∗ vµ X bëi 〈x∗, x〉. H×nh cÇu ®¬n vÞ ®ãng trong kh«ng gian X vµ trong

kh«ng gian ®èi ngÉu X∗ ®­îc ký hiÖu t­¬ng øng bëi BX vµ BX∗. §èi víi ¸nh

x¹ ®a trÞ G : X ⇒ X∗, ký hiÖu

Lim sup
u→x

G(x) :=
{
x∗ ∈ X∗

∣∣∣ ∃uk → x, x∗k
w∗−→ x∗,

x∗k ∈ G(uk) ∀k = 1, 2, . . .
}

®­îc dïng ®Ó chØ giíi h¹n trªn theo d·y theo nghÜa PainlevÐ-Kuratowski trong

t«p« sinh bëi chuÈn cña X vµ t«p« yÕu∗ (®­îc ký hiÖu b»ng ch÷ w∗) cña

X∗. C¸c ký hiÖu u
f→ x ®èi víi mét hµm f : X → R̄ vµ u

Ω→ x ®èi

víi mét tËp Ω ⊂ X t­¬ng øng cã nghÜa lµ u → x víi f(u) → f(x) vµ
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u → x víi u ∈ Ω. C¸c ký hiÖu t → t+0 vµ t ↓ t0 t­¬ng øng cã nghÜa lµ

t→ t0 víi t > t0 vµ t→ t0 víi t ≥ t0.

§Þnh nghÜa 1.1.1 (xem [23, tr. 25-27]). Gi¶ sö f lµ mét hµm sè Lipschitz ®Þa

ph­¬ng t¹i x ∈ X; nghÜa lµ tån t¹i ` > 0 (®­îc gäi lµ h»ng sè Lipschitz cña f

t¹i x) vµ l©n cËn U cña x sao cho

|f(x1)− f(x2)| ≤ `‖x1 − x2‖ ∀x1, x2 ∈ U.

§¹o hµm Clarke theo h­íng v ∈ X cña f t¹i x ®­îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc

f0(x; v) := lim sup
x′→x, t→0+

f(x′ + tv)− f(x′)

t
.

D­íi vi ph©n Clarke cña f t¹i x lµ tËp hîp

∂Clf(x) :=
{
ξ∗ ∈ X∗ | 〈ξ∗, v〉 6 f0(x; v) ∀v ∈ X

}
.

§¹o hµm Clarke vµ d­íi vi ph©n Clarke lµ nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n cña lý

thuyÕt vi ph©n suy réng ®­îc F. H. Clarke ®Ò xuÊt n¨m 1973. Sù xuÊt hiÖn cña

chóng ®¸nh dÊu mét b­íc ®ét ph¸ trong gi¶i tÝch kh«ng tr¬n. Nöa cuèi thËp

niªn 70 vµ nöa ®Çu thËp niªn 80 cña thÕ kû XX lµ giai ®o¹n ph¸t triÓn m¹nh

mÏ nhÊt cña lý thuyÕt vi ph©n suy réng Clarke. NhiÒu kÕt qu¶ quan träng bao

gåm c¸c qui t¾c tÝnh to¸n, ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh, c¸c øng dông trong lý

thuyÕt tèi ­u, lý thuyÕt bao hµm thøc vi ph©n, lý thuyÕt ®iÒu khiÓn tèi ­u,...

®· ®­îc thiÕt lËp trong giai ®o¹n nµy. Cã thÓ t×m hiÓu thªm chi tiÕt vÒ lÞch sö

ph¸t triÓn vµ nh÷ng kÕt qu¶ quan träng cña lý thuyÕt vi ph©n suy réng Clarke

ë trong cuèn s¸ch chuyªn kh¶o [23] vµ c¸c tµi liÖu [10], [21], [22], [24] [25],

[35], [46], [49], [55], [56], [59], [60].
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Chóng ta cÇn nh¾c l¹i mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña ®¹o hµm Clarke vµ d­íi

vi ph©n Clarke.

§Þnh lý 1.1.1 (xem [23, Propositions 2.1.1-2.1.2, Theorem 2.5.1]). NÕu f lµ

hµm sè Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i x víi h»ng sè Lipschitz `, th×

(i) v 7→ f0(x; v) lµ mét hµm låi tho¶ m·n |f0(x; v)| 6 `‖v‖ víi mäi v ∈ X;

(ii) (u, v) 7→ f0(u; v) lµ hµm nöa liªn tôc trªn t¹i (x, v), v 7→ f0(x; v) lµ hµm

sè Lipschitz trªn X víi h»ng sè Lipschitz `;

(iii) ∂Clf(x) lµ tËp con låi kh¸c rçng vµ compact yÕu∗ cña X∗ tho¶ m·n

‖ξ∗‖ 6 ` víi mäi ξ∗ ∈ ∂Clf(x);

(iv) víi mäi v ∈ X, f0(x; v) = max{〈ξ∗, v〉 | ξ∗ ∈ ∂Clf(x)};

(v) nÕu X = Rn th× ¸nh x¹ ®a trÞ ∂Clf(·) lµ nöa liªn tôc trªn t¹i x vµ

∂Clf(x) = co
{

lim f ′(xk) | xk → x, xk 6∈ S, xk ∈ Ωf

}
,

ë ®©y Ωf := {u ∈ Rn | f kh¶ vi FrÐchet t¹i u}, S lµ tËp con bÊt kú cña Rn

cã ®é ®o Lebesgue b»ng 0, "co" ký hiÖu "bao låi", vµ tÝnh nöa liªn tôc trªn cña

¸nh x¹ ®a trÞ F (·) := ∂Clf(·) ®­îc hiÓu theo nghÜa Berge: víi bÊt kú tËp më

W ⊂ Rn tho¶ m·n F (x) ⊂ W , tån t¹i l©n cËn U cña x sao cho F (u) ⊂ W

víi mäi u ∈ U.

§¹o hµm theo h­íng v ∈ X cña f t¹i x lµ

f ′(x; v) := lim
t→0+

f(x+ tv)− f(x)

t
,

nÕu giíi h¹n ë vÕ ph¶i tån t¹i.

§Þnh nghÜa 1.1.2 (xem [23, tr. 39]). Cho f lµ mét hµm sè Lipschitz ®Þa ph­¬ng

t¹i x ∈ X. Ta nãi r»ng f lµ chÝnh qui Clarke t¹i x nÕu víi mäi v ∈ X ®¹o hµm

f ′(x; v) tån t¹i vµ f ′(x; v) = f0(x; v).
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C¸c hµm sè kh¶ vi liªn tôc vµ c¸c hµm låi liªn tôc ®Òu lµ chÝnh qui Clarke.

Tån t¹i nh÷ng hµm sè Lipschitz vµ kh¶ vi FrÐchet nh­ng kh«ng chÝnh qui

Clarke, ch¼ng h¹n f : R→ R cho bëi c«ng thøc f(0) = 0 vµ f(x) = x2 sin 1
x

nÕu x ∈ R\{0} lµ mét hµm Lipschitz vµ kh¶ vi FrÐchet t¹i 0 nh­ng kh«ng

chÝnh qui Clarke t¹i 0.

§Þnh lý 1.1.2 (xem [23, tr. 75-76]). Cho (Ω,A, µ) lµ mét kh«ng gian cã ®é ®o,

U lµ mét tËp con më cña kh«ng gian Banach kh¶ ly X . Gi¶ sö gω : U → R,

ω ∈ Ω, lµ mét hä c¸c hµm sè tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

(i) víi mçi v ∈ U, ¸nh x¹ ω 7→ gω(v) lµ ®o ®­îc;

(ii) tån t¹i k(·) ∈ L1(Ω,R) sao cho

|gω(v1)− gω(v2)| 6 k(ω)‖v1 − v2‖ ∀v1, v2 ∈ U, ∀ω ∈ Ω.

Gi¶ sö F (v) :=

∫
Ω

gω(v)dµ(ω) ®­îc x¸c ®Þnh vµ h÷u h¹n t¹i mét ®iÓm

v0 ∈ U. Khi ®ã F ®­îc x¸c ®Þnh h÷u h¹n vµ Lipschitz trªn U vµ

∂ClF (v) ⊂
∫

Ω

∂Clgω(v)dµ(ω) ∀v ∈ X. (1.1)

NÕu víi mçi ω ∈ Ω ta cã hµm gω(·) lµ chÝnh qui Clarke t¹i v, th× F lµ chÝnh

qui Clarke t¹i v vµ bao hµm thøc (1.1) cã dÊu b»ng.

TÝch ph©n
∫

Ω ∂
Clgω(v)dµ(ω) ë vÕ ph¶i cña c«ng thøc (1.1) ®­îc hiÓu lµ tÝch

ph©n Aumann-Gelfand; nghÜa lµ

ξ∗ ∈
∫

Ω

∂Clgω(v)dµ(ω)

nÕu vµ chØ nÕu ξ∗ ∈ X∗ vµ tån t¹i ¸nh x¹ ω 7→ ξ∗ω tõ Ω vµo X∗ sao cho

ξ∗ω ∈ ∂Clgω(v) hÇu kh¾p n¬i, vµ víi mçi x ∈ X , ω 7→ 〈ξ∗ω, x〉 lµ hµm sè kh¶

tÝch trªn Ω tho¶ m·n 〈ξ∗, x〉 =
∫

Ω〈ξ
∗
ω, x〉dµ(ω).
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Gi÷a thËp niªn 70 cña thÕ kû XX, B. S. Mordukhovich ®­a ra nh÷ng kh¸i

niÖm ®Çu tiªn cña lý thuyÕt vi ph©n suy réng Mordukhovich, bao gåm nãn

ph¸p tuyÕn qua giíi h¹n cña c¸c tËp ®ãng vµ d­íi vi ph©n qua giíi h¹n cña

c¸c hµm nöa liªn tôc d­íi nhËn gi¸ trÞ trong tËp sè thùc suy réng. Nh÷ng kh¸i

niÖm nµy cho phÐp thiÕt lËp c¸c ®iÒu kiÖn cÇn cùc trÞ trong c¸c bµi to¸n ®iÒu

khiÓn tèi ­u cã tËp rµng buéc ®iÓm cuèi ®­îc cho d­íi d¹ng h×nh häc (xem

[41], [46]). NhiÒu kÕt qu¶ quan träng cña lý thuyÕt vi ph©n Mordukhovich bao

gåm hÖ thèng qui t¾c tÝnh to¸n, c¸c øng dông trong viÖc kh¶o s¸t tÝnh chÊt liªn

tôc Aubin, tÝnh chÊt chÝnh qui mªtric, tÝnh chÊt phñ vµ tÝnh chÊt më ®Þa ph­¬ng

cña c¸c ¸nh x¹ ®a trÞ, c¸c øng dông trong lý thuyÕt ®iÒu khiÓn tèi ­u,... ®­îc

c«ng bè trong kho¶ng thêi gian tõ n¨m 1993 ®Õn n¨m 1996 (xem [42], [43],

[44], [45], [47], [48], [49]). Ngµy nay, h­íng nghiªn cøu nµy vÉn ®ang ph¸t

triÓn vµ tiÕp tôc ®­a ®Õn nh÷ng thµnh qu¶ míi. LÞch sö ph¸t triÓn vµ c¸c kÕt

qu¶ quan träng cña lý thuyÕt vi ph©n suy réng Mordukhovich, cïng víi nhiÒu

øng dông, ®· ®­îc tr×nh bµy trong bé s¸ch chuyªn kh¶o hai tËp "Variational

Analysis and Generalized Differentiation" cña GS. B. S. Mordukhovich [46].

Trong cuèn "Gi¸o tr×nh Gi¶i tÝch ®a trÞ" cña GS. NguyÔn §«ng Yªn [3] còng

cã mét ch­¬ng vÒ vÊn ®Ò nµy.

§Þnh nghÜa 1.1.3 (xem [46]). Víi mçi ε ≥ 0, ε-d­íi vi ph©n FrÐchet cña f t¹i

x ∈ X mµ f(x) ∈ R lµ tËp hîp

∂̂εf(x) :=
{
x∗ ∈ X∗

∣∣∣ lim inf
u→x

f(u)− f(x)− 〈x∗, u− x〉
‖u− x‖

≥ −ε
}
.

NÕu |f(x)| = ∞ th× ®Æt ∂̂εf(x) = ∅. Khi ε = 0, tËp ∂̂0f(x) ®­îc ký hiÖu bëi
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∂̂f(x) vµ ®­îc gäi lµ d­íi vi ph©n FrÐchet cña f t¹i x. TËp hîp

∂f(x) := Lim sup

u
f−→x
ε↓0

∂̂εf(u)

®­îc gäi lµ d­íi vi ph©n Mordukhovich (hay d­íi vi ph©n qua giíi h¹n) cña

hµm f t¹i x. Nh­ vËy, x∗ ∈ ∂f(x) khi vµ chØ khi tån t¹i c¸c d·y uk
f→ x,

εk ↓ 0, vµ x∗k ∈ ∂̂εk
f(uk) sao cho x∗k

w∗→ x∗.

D­íi vi ph©n FrÐchet ∂̂f(x) lµ mét tËp låi ®ãng yÕu∗. Trong khi ®ã d­íi vi

ph©n Mordukhovich ∂f(x) lµ cã thÓ kh«ng låi vµ kh«ng ®ãng, vµ hiÓn nhiªn

ta cã ∂̂f(x) ⊂ ∂f(x). Mét trong nh÷ng khã kh¨n lín cña viÖc tÝnh to¸n hoÆc

­íc l­îng d­íi vi ph©n Mordukhovich nãi riªng, vµ øng dông lý thuyÕt vi ph©n

suy réng Mordukhovich nãi chung, lµ do tÝnh chÊt kh«ng låi cña d­íi vi ph©n

Mordukhovich mang l¹i, bëi v× khi ®ã nhiÒu kü thuËt quan träng cña gi¶i tÝch

låi - ®· ®­îc ¸p dông thµnh c«ng cho c¸c lo¹i d­íi vi ph©n låi - trë nªn kh«ng

cßn phï hîp.

§èi víi c¸c d­íi vi ph©n, qui t¾c tÝnh d­íi vi ph©n cña mét tæng c¸c hµm sè

bao giê còng ®­îc xem lµ mét trong nh÷ng kÕt qu¶ quan träng nhÊt trong hÖ

thèng c¸c qui t¾c tÝnh to¸n. Ch¼ng h¹n, §Þnh lý Moreau-Rockafellar vÒ d­íi

vi ph©n cña tæng hai hµm låi ®­îc xem lµ mét trong nh÷ng ®Þnh lý trung t©m

cña gi¶i tÝch låi (xem [46, tr. 133]). Sau ®©y lµ mét qui t¾c tæng (a sum rule)

cho d­íi vi ph©n FrÐchet.

§Þnh lý 1.1.3 (xem [46, tr. 112]). Gi¶ sö f vµ g lµ hai hµm sè tõ mét kh«ng

gian Banach X vµo R̄, h÷u h¹n t¹i x. NÕu f lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i x, th×

∂̂(f + g)(x) = f ′(x) + ∂̂g(x).
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NhËn xÐt 1.1.1. DÔ thÊy r»ng nÕu g = 0 th× ∂̂g(x) = {0}. Tõ §Þnh lý 1.1.3 ta

suy ra ∂̂f(x) = {f ′(x)} nÕu f kh¶ vi FrÐchet t¹i x. NÕu d­íi vi ph©n FrÐchet

∂̂f(x) lµ tËp mét ®iÓm th× f kh«ng nhÊt thiÕt lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i x. Ch¼ng

h¹n, xÐt hµm sè

f(x) = |x|(sin(ln |x|) + 1) nÕu x 6= 0 vµ f(0) = 0;

xem [14, tr. 44]. Ta cã ∂̂f(0) = {0}, nh­ng f kh«ng kh¶ vi FrÐchet t¹i x = 0.

Hµm chØ cña mét tËp Ω ⊂ X ®­îc cho bëi c«ng thøc δ(x; Ω) = 0 nÕu x ∈ Ω

vµ δ(x; Ω) = +∞ nÕu x ∈ X\Ω. Nãn ph¸p tuyÕn FrÐchet vµ nãn ph¸p tuyÕn

qua giíi h¹n (nãn ph¸p tuyÕn Mordukhovich) cña Ω t¹i x ∈ X t­¬ng øng ®­îc

®Þnh nghÜa bëi N̂(x; Ω) := ∂̂δ(x; Ω) vµ N(x; Ω) := ∂δ(x; Ω).

D­íi vi ph©n Fenchel cña f t¹i x ∈ X víi f(x) ∈ R lµ tËp hîp

∂Fenf(x) := {x∗ ∈ X∗ | f(u)− f(x) ≥ 〈x∗, u− x〉 ∀u ∈ X}.

Chó ý r»ng nÕu f lµ hµm låi chÝnh th­êng th× ∂f(x) = ∂̂f(x) = ∂Fenf(x).

Hµm f : X → R̄ ®­îc gäi lµ nöa liªn tôc d­íi t¹i ®iÓm x ∈ X nÕu

f(x) 6 lim inf
u→x

f(u), ë ®©y lim inf
u→x

f(u) := sup
U∈N (x)

inf
u∈U

f(u) víi N (x) lµ hä

tÊt c¶ c¸c tËp më cña X cã chøa x. Ta nãi f nöa liªn tôc d­íi ®Þa ph­¬ng

t¹i x nÕu tån t¹i U ∈ N (x) sao cho f nöa liªn tôc d­íi t¹i mäi u ∈ U . NÕu

t«p« sinh bëi chuÈn cña X ®­îc thay b»ng t«p« yÕu cña X th× t­¬ng øng ta cã

c¸c kh¸i niÖm nöa liªn tôc d­íi yÕu t¹i mét ®iÓm vµ nöa liªn tôc d­íi yÕu ®Þa

ph­¬ng.

Kh«ng gian Banach X ®­îc gäi lµ kh«ng gian Asplund (hoÆc kh«ng gian cã

tÝnh chÊt Asplund) nÕu mäi hµm låi liªn tôc f : U → R x¸c ®Þnh trªn mét
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tËp låi më U ⊂ X lµ kh¶ vi FrÐchet trªn mét tËp con trï mËt cña U . Kh«ng

gian Banach cã hµm chuÈn kh¶ vi FrÐchet t¹i mäi ®iÓm kh¸c 0 lµ kh«ng gian

Asplund. Kh«ng gian Banach ph¶n x¹ lµ kh«ng gian Asplund. Nãi riªng ra,

c¸c kh«ng gian Euclide h÷u h¹n chiÒu vµ c¸c kh«ng gian Hilbert ®Òu cã tÝnh

chÊt Asplund. C¸c kh«ng gian `1, C[0, 1], L1[0, 1] kh«ng cã tÝnh chÊt Asplund.

Mét tÝnh chÊt t«p« quan träng cña kh«ng gian ®èi ngÉu cña mét kh«ng gian

Asplund lµ h×nh cÇu ®¬n vÞ ®ãng BX∗ trong kh«ng gian ®èi ngÉu t«p« X∗ cña

mét kh«ng gian Asplund X lµ compact theo d·y ®èi víi t«p« yÕu∗. TÝnh chÊt

nµy ®­îc sö dông réng r·i trong lý thuyÕt vi ph©n suy réng Mordukhovich.

NhiÒu tÝnh chÊt kh¸c cña kh«ng gian Asplund ®­îc tr×nh bµy trong c¸c tµi liÖu

[27], [28], [46], [49].

Ký hiÖu LS(x) lµ tËp tÊt c¶ c¸c cÆp hµm (f1, f2), ë ®©y fi : X → R̄

(i = 1, 2) lµ c¸c hµm chÝnh th­êng, sao cho f1 lµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i

x ∈ domf1 ∩ domf2 vµ f2 lµ nöa liªn tôc d­íi ®Þa ph­¬ng t¹i x.

§Þnh lý 1.1.4 (xem [46]). NÕu X lµ mét kh«ng gian Asplund, th×

(i) víi bÊt kú tËp ®ãng Ω ⊂ X vµ bÊt kú x ∈ Ω,

N(x; Ω) = Lim sup
u→ x

N̂(u; Ω);

(ii) víi bÊt kú hµm f : X → R̄ nöa liªn tôc d­íi ®Þa ph­¬ng t¹i x ∈ domf ,

∂f(x) = Lim sup
f

u→ x

∂̂f(u);

(iii) víi bÊt kú (f1, f2) ∈ LS(x), ε > 0 vµ γ > 0,

∂̂ε(f1 + f2)(x) ⊂
⋃{

∂̂f1(x1) + ∂̂f2(x2) | xi ∈ x+ γB,

|fi(xi)− fi(x)| 6 γ, i = 1, 2
}

+ (ε+ γ)B∗.
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MÖnh ®Ò (iii) trong §Þnh lý 1.1.4 lµ mét qui t¾c tæng mê (a fuzzy sum rule).

Ngoµi c¸c øng dông trùc tiÕp, qui t¾c tæng mê cßn ®ãng vai trß trung gian trong

viÖc thiÕt lËp qui t¾c tæng cho d­íi vi ph©n Mordukhovich.

KÕt qu¶ sau ®©y vÒ mèi quan hÖ gi÷a d­íi vi ph©n Clarke vµ d­íi vi ph©n

Mordukhovich ®· ®­îc B. S. Mordukhovich vµ Y. Shao chøng minh trong [49].

§Þnh lý 1.1.5 (xem [46], [49]). Gi¶ sö X lµ mét kh«ng gian Asplund vµ f :

X → R̄ lµ mét hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i x. Khi ®ã ∂Clf(x) = co∗ ∂f(x),

ë ®©y "co∗" ký hiÖu "bao låi ®ãng theo t«p« yÕu∗".

NÕu X lµ kh«ng gian h÷u h¹n chiÒu th× dÊu bao ®ãng ë trong c«ng thøc trªn

cã thÓ bá ®i ®­îc. Nh­ vËy, trong tr­êng hîp nµy d­íi vi ph©n Clarke ∂Clf(x)

lµ bao låi cña d­íi vi ph©n Mordukhovich ∂f(x). Thùc ra, kÕt qu¶ vÒ mèi liªn

hÖ gi÷a d­íi vi ph©n Clarke vµ d­íi vi ph©n Mordukhovich ®¹t ®­îc trong [49]

ë d¹ng tæng qu¸t h¬n, ë ®ã c¸c t¸c gi¶ thu ®­îc kh«ng nh÷ng cho c¸c hµm

Lipschitz ®Þa ph­¬ng mµ cßn cho c¸c hµm nöa liªn tôc d­íi. XÐt vÒ ph­¬ng

diÖn lý thuyÕt, chóng t«i cho r»ng [49] lµ mét trong nh÷ng bµi b¸o quan träng

nhÊt cña lý thuyÕt vi ph©n suy réng Mordukhovich trong c¸c kh«ng gian v«

h¹n chiÒu. Chóng ta cã thÓ t×m thÊy ë ®©y mét hÖ thèng c¸c qui t¾c tÝnh to¸n

phong phó, c«ng thøc v« h­íng ho¸, c«ng thøc ­íc l­îng d­íi vi ph©n cña

hµm gi¸ trÞ tèi ­u, d­íi vi ph©n hµm hîp, ®Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh xÊp xØ, vµ

c¸c øng dông.

1.2 TÝch ph©n Aumann

Cho (Ω,A, µ) lµ mét kh«ng gian cã ®é ®o σ−h÷u h¹n ®Çy ®ñ vµG : Ω⇒ Rn

lµ mét ¸nh x¹ ®a trÞ tõ Ω vµo Rn cã gi¸ trÞ ®ãng kh¸c rçng. Ta nãi r»ng G
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lµ ®o ®­îc nÕu G−1(W ) := {ω ∈ Ω | G(ω) ∩W 6= ∅} ∈ A víi mäi tËp më

W ⊂ Rn; G lµ giíi néi kh¶ tÝch nÕu tån t¹i mét hµm kh«ng ©m k(·) ∈ L1(Ω)

sao cho G(ω) ⊂ k(ω)BRn hÇu kh¾p n¬i trªn Ω, ë ®©y L1(Ω) lµ kh«ng gian c¸c

hµm kh¶ tÝch tõ Ω vµo R.

Ngoµi kh¸i niÖm ¸nh x¹ ®a trÞ ®o ®­îc nh­ trªn (®o ®­îc yÕu), ng­êi ta cßn

sö dông c¸c kh¸i niÖm ®o ®­îc kh¸c nh­: ®o ®­îc m¹nh (mét ¸nh x¹ ®a trÞ

®­îc gäi lµ ®o ®­îc m¹nh nÕu nghÞch ¶nh cña mét tËp ®ãng lµ tËp ®o ®­îc),

®o ®­îc theo ®å thÞ (®å thÞ lµ mét tËp ®o ®­îc). NhiÒu tÝnh chÊt quan träng cña

¸nh x¹ ®a trÞ ®o ®­îc còng nh­ mèi quan hÖ gi÷a c¸c kh¸i niÖm ®o ®­îc cña

¸nh x¹ ®a trÞ ®­îc tr×nh bµy ë Ch­¬ng 3 cña [16], Ch­¬ng 8 cña [5], Ch­¬ng 14

cña [56]. VÒ tµi liÖu tiÕng ViÖt, cã thÓ tham kh¶o thªm Ch­¬ng 3 trong cuèn

s¸ch "Gi¸o tr×nh Gi¶i tÝch ®a trÞ" cña GS. NguyÔn §«ng Yªn [3] vµ LuËn v¨n

Th¹c sÜ to¸n häc cña NguyÔn Huy Chiªu [1].

§Þnh lý 1.2.1 (xem [5, Theorem 8.1.4]). Gi¶ sö G : Ω ⇒ Rn, ë ®©y Ω lµ mét

tËp con ®o ®­îc Lebesgue cña Rn, lµ mét ¸nh x¹ ®a trÞ ®ãng cã gi¸ trÞ kh¸c

rçng. Khi ®ã G lµ mét ¸nh x¹ ®a trÞ ®o ®­îc Lebesgue.

Ký hiÖu tËp tÊt c¶ c¸c l¸t c¾t kh¶ tÝch cña G lµ G, nghÜa lµ

G =
{
g ∈ L1(Ω; Rn) | g(ω) ∈ G(ω) h.k.n. trªn Ω

}
.

§Þnh nghÜa 1.2.1 (xem [5, tr. 327]). TÝch ph©n cña G trªn Ω lµ tËp hîp gåm

tÊt c¶ c¸c tÝch ph©n cña c¸c l¸t c¾t kh¶ tÝch cña G :∫
Ω

Gdµ :=
{ ∫

Ω

gdµ | g ∈ G
}
,

ë ®©y
∫

Ω gdµ =
( ∫

Ω g1dµ, ...,
∫

Ω gndµ
)
víi mäi g = (g1, ..., gn).
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Kh¸i niÖm nµy ®­îc R. J. Aumann ®Ò xuÊt n¨m 1965 (xem [6]). Nã lµ sù

më réng tù nhiªn cña kh¸i niÖm tÝch ph©n cña c¸c hµm ®¬n trÞ cho c¸c ¸nh x¹

®a trÞ. Lý thuyÕt tÝch ph©n Aumann kh«ng nh÷ng ®­îc ph¸t triÓn cho tr­êng

hîp kh«ng gian ¶nh cña ¸nh x¹ ®a trÞ h÷u h¹n chiÒu mµ cßn cho c¸c ¸nh x¹ ®a

trÞ nhËn gi¸ trÞ trong c¸c kh«ng gian Banach v« h¹n chiÒu (xem [5], [16]).

NhËn xÐt 1.2.1. NÕu X = Rn th× tÝch ph©n ë vÕ ph¶i cña c«ng thøc (1.1) chÝnh

lµ tÝch ph©n Aumann.

Sau ®©y lµ mét sè tÝnh chÊt cña tÝch ph©n Aumann sÏ ®­îc sö dông ë c¸c

phÇn tiÕp theo cña luËn ¸n.

§Þnh lý 1.2.2 (xem [5, tr. 327 - 330]). Gi¶ sö Ω lµ mét tËp con ®o ®­îc

Lebesgue cña Rn, G : Ω⇒ Rn lµ mét ¸nh x¹ ®a trÞ ®o ®­îc, giíi néi kh¶ tÝch

vµ cã gi¸ trÞ ®ãng kh¸c rçng. Khi ®ã:

(i)
∫

ΩG(ω)dµ lµ mét tËp con låi ®ãng cña Rn vµ
∫

ΩG(ω)dµ =
∫

Ω co G(ω)dµ;

(ii) víi mçi v ∈ Rn, σ
( ∫

ΩG(ω)dµ(ω), v
)

=
∫

Ω σ(G(ω), v
)
dµ(ω), ë ®©y

σ(K, v) := sup{〈x∗, v〉 | x∗ ∈ K} lµ hµm tùa cña tËp K.

Cã thÓ t×m hiÓu thªm th«ng tin vÒ ¸nh x¹ ®a trÞ ®o ®­îc, l¸t c¾t vµ tÝch ph©n

cña c¸c ¸nh x¹ ®a trÞ ë trong c¸c tµi liÖu [3], [5], [6], [16], [39], [54], [56].
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Ch­¬ng 2

TÝch ph©n cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n

C«ng thøc Newton-Leibniz lµ mét kÕt qu¶ quan träng chØ ra mèi quan hÖ gi÷a

tÝch ph©n vµ vi ph©n. Chóng ta cã ®Þnh lý sau: NÕu f : [a, b] → R (a, b ∈ R)

lµ mét hµm Lipschitz, th×
∫ b
a f
′(t)dt = f(b) − f(a), ë ®©y tÝch ph©n ë vÕ tr¸i

lµ tÝch ph©n Lebesgue [57, tr. 167]. Trong ch­¬ng nµy, mét d¹ng më réng cña

c«ng thøc trªn cho tr­êng hîp ®¹o hµm FrÐchet f ′(t) vµ tÝch ph©n Lebesgue

®­îc thay thÕ t­¬ng øng bëi d­íi vi ph©n Clarke vµ tÝch ph©n Aumann sÏ ®­îc

thiÕt lËp. KÕt qu¶ t­¬ng tù còng ®óng cho ¸nh x¹ d­íi vi ph©n Mordukhovich.

C¸c kÕt qu¶ cña ch­¬ng nµy ®· ®­îc c«ng bè trªn Journal of Mathematical

Analysis and Applications (bµi [17]) vµ trªn Nonlinear Analysis (bµi [20]).

2.1 TÝch ph©n cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n Clarke

Chóng ta sÏ chøng minh c«ng thøc biÓu diÔn tÝch ph©n Aumann-Gelfand cña

¸nh x¹ d­íi vi ph©n Clarke, c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tÝch ph©n nµy lµ ®¬n trÞ,

vµ mét d¹ng t­¬ng tù cña c«ng thøc Newton-Leibniz cæ ®iÓn cho tr­êng hîp

tÝch ph©n ®a trÞ. C«ng thøc d¹ng Newton-Leibniz ë ®©y cho phÐp ®­a ra mét

chøng minh míi cho kÕt qu¶ ®· biÕt vÒ kh¶ n¨ng ®Æc tr­ng hµm sè cña ¸nh x¹

d­íi vi ph©n Clarke (th­êng ®­îc gäi lµ ®Þnh lý vÒ tÝch ph©n cña ¸nh x¹ d­íi
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vi ph©n Clarke [the integration of the Clarke subdifferential mapping]).

KÕt qu¶ ®Çu tiªn cña môc nµy ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau.

§Þnh lý 2.1.1. ChoX lµ mét kh«ng gian Banach kh¶ ly, (X,A, µ) lµ mét kh«ng

gian cã ®é ®o, ë ®©y A lµ mét σ-®¹i sè chøa tÊt c¶ c¸c tËp më cña X. Gi¶ sö

f : U → R lµ mét hµm Lipschitz trªn tËp më U ⊂ X vµ Ω ⊂ U lµ mét tËp

con ®o ®­îc cã µ(Ω) <∞. Khi ®ã,∫
Ω ∂

Clf(x)dµ(x) = ∂ClF (0)

=
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, v〉 6

∫
Ω f

0(x; v)dµ(x) ∀ v ∈ X
}
,

(2.1)

ë ®ã F (v) :=
∫

Ω f
0(x; v)dµ(x).

Chøng minh. Gi¶ sö ` lµ mét h»ng sè Lipschitz cña f trªn U. Víi mçi v ∈ X ,

theo §Þnh lý 1.1.1, hµm f0(·; v) lµ nöa liªn tôc trªn ë trong U. V× A lµ σ-®¹i

sè chøa tÊt c¶ c¸c tËp më cña X , nªn víi mçi v ∈ X , f0(·; v) lµ hµm ®o ®­îc.

Theo §Þnh lý 1.1.1, víi mçi x ∈ Ω, f0(x; ·) lµ mét hµm låi h÷u h¹n tho¶ m·n

bÊt ®¼ng thøc

|f0(x; v1)− f0(x; v1)| 6 `‖v1 − v2‖ ∀v1, v2 ∈ X.

§Æt k(x) = ` víi mäi x ∈ Ω. V× µ(Ω) <∞ nªn k(·) ∈ L1(Ω). Ta cã

|f0(x; v1)− f0(x; v1)| 6 k(x)‖v1 − v2‖ ∀v1, v2 ∈ X, ∀x ∈ Ω.

§Æt gx(v) = f0(x; v). Chó ý r»ng F (0) = 0. Do ®ã gx tho¶ m·n c¸c gi¶ thiÕt

cña §Þnh lý 1.1.2. H¬n thÕ, gx lµ chÝnh qui Clarke t¹i mäi ®iÓm v ∈ X bëi v×

f0(x; ·) lµ hµm låi. Theo §Þnh lý 1.1.2,

∂ClF (v) =

∫
Ω

∂Clf0(x; ·)(v)dµ(x) ∀v ∈ X.



24

Víi v = 0 ta cã

∂ClF (0) =

∫
Ω

∂Clf0(x; ·)(0)dµ(x).

MÆt kh¸c,

∂Clf(x) =
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, v〉 ≤ f0(x; v) ∀v ∈ X

}
=
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, v〉 ≤ f0(x; v)− f0(x; 0) ∀v ∈ X

}
= ∂Clf0(x; ·)(0).

Do ®ã ta cã ®¼ng thøc thø nhÊt trong (2.1). V× F (·) lµ hµm låi vµ F (0) = 0

nªn

∂ClF (0) =
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, v〉 6 F (v)− F (0) ∀v ∈ X

}
=
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, v〉 6

∫
Ω

f0(x; v)dµ(x) ∀v ∈ X
}
.

Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

§Þnh nghÜa 2.1.1. Cho f : X → Y lµ mét ¸nh x¹ tõ kh«ng gian Banach X

vµo kh«ng gian Banach Y.

(i) Ta nãi r»ng f kh¶ vi chÆt Hadamard t¹i x0 ∈ X nÕu tån t¹i mét ¸nh x¹

tuyÕn tÝnh liªn tôc Dsf(x0) : X → Y sao cho

lim
x→x0, t→0+

t−1(f(x+ tv)− f(x)) = Dsf(x0)(v)

vµ sù héi tô lµ ®Òu theo v trªn mçi tËp con compact cña X . Khi ®ã Dsf(x0)

®­îc gäi lµ ®¹o hµm chÆt Hadamard cña f t¹i x0; xem [23, tr. 30].

(ii) NÕu tån t¹i mét ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh liªn tôc f ′(x0) : X → Y sao cho

lim
x→x0

‖f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0)‖
‖x− x0‖

= 0,

th× ta nãi f lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i x0. Khi ®ã f ′(x0) ®­îc gäi lµ ®¹o hµm FrÐchet

cña f t¹i x0; xem [46, Vol. I].
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(iii) f ®­îc gäi lµ kh¶ vi chÆt FrÐchet t¹i x0 nÕu tån t¹i mét ¸nh x¹ tuyÕn

tÝnh liªn tôc f ′(x0) : X → Y sao cho

lim
x,x′

x 6=x′−→x0

‖f(x)− f(x′)− f ′(x0)(x− x′)‖
‖x− x′‖

= 0.

Khi ®ã f ′(x0) ®­îc gäi lµ ®¹o hµm chÆt FrÐchet cña f t¹i x0; xem [46, Vol. I].

NhËn xÐt 2.1.1. Tõ §Þnh nghÜa 2.1.1 suy ra r»ng nÕu f lµ kh¶ vi chÆt FrÐchet

t¹i x0 th× f kh¶ vi chÆt Hadamard t¹i x0 vµ f ′(x0) = Dsf(x0). ChiÒu ng­îc l¹i

còng ®óng nÕu X lµ kh«ng gian h÷u h¹n chiÒu. ThËt vËy, gi¶ sö f kh¶ vi chÆt

Hadamard t¹i x0 vµ X lµ mét kh«ng gian h÷u h¹n chiÒu. Ta cã BX lµ compact.

LÊy ε > 0 bÊt kú. Khi ®ã tån t¹i γ > 0 sao cho

‖t−1(f(x+tv)−f(x))−Dsf(x0)v‖ ≤ ε ∀x ∈ x0+γBX , t ∈ (0, 2γ), v ∈ BX .

Do ®ã, víi mäi x, x′ ∈ x0 + γBX (x 6= x′) ta cã

‖f(x′)− f(x)−Dsf(x0)(x′ − x)‖
‖x′ − x‖

= ‖t−1(f(x+ tv)− f(x))−Dsf(x0)v‖
≤ ε,

ë ®©y t = ‖x − x′‖ vµ v = t−1(x′ − x). §iÒu nµy chøng tá r»ng f lµ kh¶ vi

chÆt FrÐchet t¹i x0 vµ f ′(x0) = Dsf(x0).

NÕu X lµ mét kh«ng gian h÷u h¹n chiÒu, th× chóng ta sÏ sö dông thuËt ng÷

"kh¶ vi chÆt" thay cho c¸c thuËt ng÷ "kh¶ vi chÆt FrÐchet" vµ "kh¶ vi chÆt

Hadamard".

Bæ ®Ò 2.1.1. Gi¶ sö f : U → R lµ mét hµm Lipschitz x¸c ®Þnh trªn mét tËp më

U cña Rn, Ω ⊂ U lµ ®o ®­îc vµ cã ®é ®o Lebesgue µ(Ω) <∞. Khi ®ã,∫
Ω

f ′(x)dµ(x) ∈
∫

Ω

∂Clf(x)dµ(x).

Chøng minh. Gi¶ sö ` lµ mét h»ng sè Lipschitz cña hµm f trªn U . Gäi Ωf

lµ tËp tÊt c¶ c¸c ®iÓm x ∈ Ω sao cho f kh¶ vi FrÐchet t¹i x. Theo §Þnh lý
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Rademacher (xem [25, tr. 148] hoÆc [56, tr. 403 - 408]), ta cã µ(Ω\Ωf) = 0.

Víi mçi i ∈ N vµ mçi k ∈ N, xÐt hµm gik : Ω→ R cho bëi c«ng thøc

gik(x) =
f
(
x+ k−1ei

)
− f(x)

k−1 (x ∈ Ω),

ë ®©y ei lµ vÐct¬ ®¬n vÞ thø i trong Rn. Ta cã gik(·) lµ c¸c hµm ®o ®­îc vµ

lim
k→∞

gik(x) =
∂f
∂xi

(x) víi mäi x ∈ Ωf . Tõ ®ã suy ra ∂f
∂xi

(·) lµ ®o ®­îc víi mäi

i = 1, 2, ..., n. §iÒu nµy chøng tá r»ng f ′(·) lµ mét hµm ®o ®­îc. V× µ(Ω) <∞

vµ ‖f ′(x)‖ 6 ` hÇu kh¾p n¬i trªn Ω, nªn f ′(·) ∈ L1(Ω; Rn). MÆt kh¸c, theo

§Þnh lý 1.1.1, f ′(x) ∈ ∂Clf(x) víi mäi x ∈ Ωf . Do ®ã,∫
Ω

f ′(x)dµ(x) ∈
∫

Ω

∂Clf(x)dµ(x).

Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

NhËn xÐt 2.1.2. Cho f : X → R lµ mét hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i x.

Theo [23, tr. 33], tËp ∂Clf(x) lµ tËp hîp gåm mét ®iÓm khi vµ chØ khi f lµ kh¶

vi chÆt Hadamard t¹i x. Khi ®ã ∂Clf(x) = {Dsf(x)}. MÆt kh¸c, nÕu f võa

kh¶ vi FrÐchet võa chÝnh qui Clarke t¹i x th× ∂Clf(x) = {f ′(x)}. Do ®ã nÕu f

võa chÝnh qui Clarke vµ võa kh¶ vi FrÐchet t¹i x th× f lµ kh¶ vi chÆt Hadamard

t¹i x vµ Dsf(x) = f ′(x). Chóng ta chó ý r»ng, ngay c¶ tr­êng hîp X = R,

chØ riªng ®iÒu kiÖn f chÝnh qui Clarke t¹i x hoÆc chØ riªng ®iÒu kiÖn f kh¶ vi

FrÐchet t¹i x lµ kh«ng ®ñ ®Ó ®¶m b¶o f kh¶ vi chÆt t¹i x. Ch¼ng h¹n, xÐt hµm

sè f : R→ R ®­îc cho bëi c«ng thøc f(x) = |x|. Ta cã f lµ Lipschitz trªn R

vµ chÝnh qui Clarke t¹i x = 0, nh­ng kh«ng kh¶ vi chÆt x = 0. §Æt

f(x) =

{
x2 sin 1

x nÕu x 6= 0,
0 nÕu x = 0.

Ta cã f : R→ R lµ mét hµm sè Lipschitz trªn R vµ kh¶ vi FrÐchet t¹i x = 0,
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nh­ng kh«ng kh¶ vi chÆt t¹i x = 0.

§Þnh lý 2.1.2. D­íi gi¶ thiÕt cña Bæ ®Ò 2.1.1, c¸c tÝnh chÊt sau ®©y lµ t­¬ng

®­¬ng:

(i)

∫
Ω

∂Clf(x)dµ(x) lµ tËp hîp gåm mét ®iÓm;

(ii) víi mçi v ∈ Rn, 〈f ′(x), v〉 = f0(x; v) hÇu kh¾p n¬i trªn Ω;

(iii) f lµ chÝnh qui Clarke hÇu kh¾p n¬i trªn Ω;

(iv) f lµ kh¶ vi chÆt hÇu kh¾p n¬i trªn Ω.

NÕu mét trong c¸c tÝnh chÊt (i)-(iv) nghiÖm ®óng, th×∫
Ω

∂Clf(x)dµ(x) =
{∫

Ω

f ′(x)dµ(x)
}
.

Chøng minh. Cè ®Þnh mét h»ng sè Lipschitz ` > 0 cña f trªn U.

(i)⇒ (ii). Gi¶ sö
∫

Ω ∂
Clf(x)dµ lµ tËp hîp gåm mét ®iÓm. Theo Bæ ®Ò 2.1.1,∫

Ω

∂Clf(x)dµ(x) =
{∫

Ω

f ′(x)dµ(x)
}
. (2.2)

V× f lµ Lipschitz víi h»ng sè Lipschitz ` trªn tËp më U ⊂ Rn vµ Ω ⊂ U nªn,

theo §Þnh lý 1.1.1, ∂Clf(·) lµ mét ¸nh x¹ ®a trÞ nöa liªn tôc trªn ë trªn Ω vµ

‖ξ∗‖ 6 ` víi mäi ξ∗ ∈ ∂Clf(x) vµ x ∈ Ω. V× µ(Ω) < ∞ vµ σ−®¹i sè c¸c

tËp ®o ®­îc Lebesgue chøa tÊt c¶ c¸c tËp më cña Rn, nªn tõ ®ã ta suy ra r»ng

∂Clf(·) lµ ¸nh x¹ ®a trÞ ®o ®­îc giíi néi kh¶ tÝch vµ cã gi¸ trÞ låi ®ãng; xem [4,

tr. 311]. Theo kh¼ng ®Þnh (iv) trong §Þnh lý 1.1.1 vµ theo §Þnh lý 1.2.2,

σ
(∫

Ω

∂Clf(x)dµ(x), v
)

=

∫
Ω

f0(x; v)dµ(x) ∀v ∈ Rn. (2.3)

Tõ (2.2) ta suy ra

σ
(∫

Ω

∂Clf(x)dµ(x), v
)

=

∫
Ω

〈f ′(x), v〉dµ(x) ∀v ∈ Rn.
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KÕt hîp ®iÒu ®ã víi (2.3) ta cã∫
Ω

f0(x; v)dµ(x) =

∫
Ω

〈f ′(x), v〉dµ(x). (2.4)

V× f ′(x) ∈ ∂Clf(x) víi mäi x ∈ Ωf nªn

f0(x; v) > 〈f ′(x), v〉 ∀x ∈ Ωf , ∀v ∈ Rn. (2.5)

Do (2.4) vµ (2.5), víi v ∈ Rn, 〈f ′(x), v〉 = f0(x; v) hÇu kh¾p n¬i trªn Ω.

(ii) ⇒ (iii). Gi¶ sö (ii) x¶y ra. LÊy mét d·y vÐct¬ {vi} trï mËt trong Rn.

Khi ®ã, víi mçi i ∈ N tån t¹i mét tËp ®o ®­îc Ωi ⊂ Ω sao cho f kh¶ vi

FrÐchet trªn Ωi, µ(Ω\Ωi) = 0, vµ f0(x; vi) = 〈f ′(x), vi〉 víi mäi x ∈ Ωi. §Æt

Ω0 = ∩∞i=1Ωi. Ta cã f0(x; vi) = 〈f ′(x), vi〉 víi mäi x ∈ Ω0 vµ mäi i ∈ N. LÊy

bÊt kú x ∈ Ω0 vµ v ∈ Rn. Do {vi} lµ d·y trï mËt trong Rn, tån t¹i d·y con

{vik} cña {vi} sao cho vik → v khi ik →∞. V× c¸c hµm f0(x; ·) vµ 〈f ′(x), ·〉

lµ liªn tôc vµ f0(x; vik) = 〈f ′(x), vik〉 víi mäi ik, nªn f0(x; v) = 〈f ′(x), v〉.

Do ®ã f lµ chÝnh qui Clarke t¹i mäi ®iÓm thuéc Ω0. V× µ(Ω\Ω0) = 0 nªn f lµ

chÝnh qui Clarke hÇu kh¾p n¬i trªn Ω.

(iii) ⇒ (iv). Gi¶ sö (iii) nghiÖm ®óng. Khi ®ã, tån t¹i mét tËp ®o ®­îc

Ω0 ⊂ Ω sao cho µ(Ω\Ω0) = 0 vµ f chÝnh qui Clarke t¹i mäi ®iÓm thuéc Ω0.

V× f lµ kh¶ vi FrÐchet vµ chÝnh qui Clarke t¹i mçi x ∈ Ω̃ := Ω0 ∩ Ωf , nªn f

lµ kh¶ vi chÆt trªn Ω̃ víi µ(Ω\Ω̃) = 0.

(iv) ⇒ (i). Gi¶ sö f lµ kh¶ vi chÆt hÇu kh¾p n¬i trªn Ω. Khi ®ã,

∂Clf(x) = {Dsf(x)} hÇu kh¾p n¬i trªn Ω. Do ®ã,
∫

Ω ∂
Clf(x)dµ(x) lµ tËp

hîp gåm mét ®iÓm. 2

KÕt qu¶ tiÕp theo lµ mét d¹ng t­¬ng tù c«ng thøc Newton-Leibniz cæ ®iÓn
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∫ b
a f
′(t)dt = f(b) − f(a) (xem [57, tr. 167]). Chóng ta thu ®­îc ë ®©y cho

tr­êng hîp ®¹o hµm FrÐchet f ′(x) vµ tÝch ph©n Lebesgue t­¬ng øng ®­îc thay

b»ng d­íi vi ph©n Clarke ∂Clf(x) vµ tÝch ph©n Aumann.

§Þnh lý 2.1.3. NÕu f : [a, b]→ R (a, b ∈ R, a < b) lµ mét hµm Lipschitz, th×

f(b)− f(a) ∈
∫ b

a

∂Clf(x)dx (2.6)

vµ ®¼ng thøc ∫ b

a

∂Clf(x)dx =
{
f(b)− f(a)

}
nghiÖm ®óng khi vµ chØ khi f lµ kh¶ vi chÆt hÇu kh¾p n¬i trªn [a, b].

Chøng minh. LÊy Ω = [a, b] vµ U = (a − 1, b + 1). Më réng hµm sè f

lªn U b»ng c¸ch ®Æt f(x) = f(b) nÕu x ∈ (b, b + 1) vµ f(x) = f(a) nÕu

x ∈ (a− 1, a). Khi ®ã f lµ mét hµm Lipschitz trªn U . Theo Bæ ®Ò 2.1.1,∫ b

a

f ′(x)dx ∈
∫ b

a

∂Clf(x)dx.

MÆt kh¸c, ∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a).

Do ®ã, (2.6) nghiÖm ®óng. Theo §Þnh lý 2.1.2,
∫ b
a ∂

Clf(x)dx lµ tËp hîp gåm

mét ®iÓm khi vµ chØ khi f kh¶ vi chÆt hÇu kh¾p n¬i trªn [a, b]. KÕt hîp sù kiÖn

nµy víi c«ng thøc (2.6) ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

TËp hîp ë vÕ ph¶i cña c«ng thøc (2.6) cã thÓ chøa v« h¹n phÇn tö.

VÝ dô 2.1.1. Gi¶ sö {rk}k∈N lµ tËp tÊt c¶ c¸c sè h÷u tû trong kho¶ng (a, b) ⊂ R,

a < b. Víi mçi k ∈ N, lÊy δk > 0 sao cho

(rk − δk, rk + δk) ⊂ (a, b) vµ δk < 2−(k+3)(b− a).
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§Æt

A = ∪∞k=1(rk − δk, rk + δk) vµ P = [a, b]\A.

V× A lµ mét tËp më trong R nªn P lµ mét tËp ®ãng vµ A = ∪∞j=1(aj, bj),

víi {(aj, bj)}j∈N lµ mét d·y c¸c kho¶ng më ®«i mét rêi nhau. XÐt hµm sè

f : [a, b]→ R ®­îc cho bëi c«ng thøc

f(x) =

0 nÕu x ∈ P,
(x− aj)2(x− bj)2 sin

1

(bj − aj)(x− aj)(x− bj)
nÕu x ∈ (aj, bj).

Ta cã f lµ Lipschitz trªn [a, b] vµ I :=
∫ b
a ∂

Clf(t)dt lµ mét tËp hîp cã qu¸ ®Õm

®­îc phÇn tö. ThËt vËy, v× tËp c¸c sè h÷u tû lµ trï mËt trong R nªn P lµ mét

tËp hîp kh«ng ®©u trï mËt. Ngoµi ra,

µ(P ) = µ([a, b])− µ(A)
= (b− a)− µ (∪∞k=1(rk − δk, rk + δk))

> (b− a)−
∞∑
k=1

µ((rk − δk, rk + δk))

= (b− a)− 2
∞∑
k=1

δk > 0.

TiÕp theo chóng ta sÏ tÝnh f ′(x). LÊy x ∈ P vµ t ∈ (x, b]. Ta cã f(x) = 0. NÕu

t ∈ P th× f(t) = f(x) = 0. NÕu t /∈ P th× tån t¹i j ∈ N sao cho t ∈ (aj, bj) vµ

x 6 aj < t. V× vËy,∣∣∣∣f(t)− f(x)

t− x

∣∣∣∣ 6 (t− aj)(t− bj)2

6 (t− x)(b− a)2 ∀t ∈ (x, b].

Tõ ®ã suy ra f ′+(x) = 0, ë ®©y f ′+(x) := lim
t→x+

f(t)− f(x)

t− x
. Lý luËn t­¬ng tù,

ta cã f ′−(x) = 0 víi f ′−(x) := lim
t→x−

f(t)− f(x)

t− x
. Do ®ã, f ′(x) = 0 víi mäi
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x ∈ P. NÕu x ∈ A th× tån t¹i j ∈ N sao cho x ∈ (aj, bj). V× thÕ,

f ′(x) = 2(x− aj)(x− bj)(2x− aj − bj) sin
1

(bj − aj)(x− aj)(x− bj)
−2x− aj − bj

bj − aj
cos

1

(bj − aj)(x− aj)(x− bj)
.

(2.7)

Do f ′(x) lµ bÞ chÆn trªn [a, b], f lµ mét hµm Lipschitz trªn [a, b]. LÊy

x̄ ∈ P ∩ (a, b) vµ ε > 0. V× f ′(x) = 0 trªn P nªn, theo (2.7), tån t¹i γ > 0 sao

cho |f ′(x)| 6 1 + ε víi mäi x ∈ (x̄− γ, x̄+ γ) ∩ [a, b]. Do ®ã,

∂Clf(x̄) = co

{
lim
k→∞

f ′(xk) | {xk} ⊂ [a, b], xk → x̄

}
⊂ [−1− ε, 1 + ε].

V× ε > 0 ®­îc lÊy tuú ý, ta suy ra ∂Clf(x̄) ⊂ [−1, 1].

Tr­êng hîp 1. x̄ = aj. LÊy

xk =

aj + bj −
√

(bj − aj)2 + 4
(aj − bj)2kπ

2

víi k ®ñ lín. Khi ®ã xk → a+
j khi k → ∞. Thay x = xk vµo (2.7) ta cã

f ′(xk)→ 1 khi k →∞. Do ®ã 1 ∈ ∂Clf(aj). LÊy

x′k =

aj + bj −
√

(bj − aj)2 + 4
(aj − bj)(2k + 1)π

2

víi k ®ñ lín. Khi ®ã x′k → aj vµ f ′(xk) → −1. Do ®ã −1 ∈ ∂Clf(aj). V×

∂Clf(aj) ⊂ [−1, 1] lµ mét tËp låi chøa {1,−1} nªn ∂Clf(aj) = [−1, 1].

Tr­êng hîp 2. x̄ = bj. LËp luËn t­¬ng tù nh­ trong Tr­êng hîp 1, ta cã

∂Clf(bj) = [−1, 1].

Tr­êng hîp 3. x̄ ∈ P. V× tËp P lµ kh«ng ®©u trï mËt nªn tån t¹i mét d·y {ck},

trong ®ã

ck ∈ {aj | j = 1, 2, ...} ∪ {bj | j = 1, 2, ...} ∀k,
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sao cho ck → x̄. LÊy αk = α ∈ [−1, 1] = ∂Clf(ck). V× αk → α vµ ck → x̄

nªn α ∈ ∂Clf(x̄). Do ®ã ∂Clf(x̄) = [−1, 1]. Ngoµi ra, ∂Clf(x) =
{
f ′(x)

}
víi

mäi x ∈ A. Nh­ vËy ta cã

∂Clf(x) =

{
[−1, 1] nÕu x ∈ P ∩ (a, b),{
f ′(x)

}
nÕu x ∈ A. (2.8)

XÐt l¸t c¾t kh¶ tÝch g : [a, b]→ R cña ∂Clf(·) ®­îc cho bëi

g(t) =

{
1 nÕu t ∈ P,
f ′(t) nÕu t ∈ [a, b]\P.

Chó ý r»ng
∫

[a,b]\P f
′(t)dt = 0, ta cã∫ b
a g(t)dt =

∫
P dt+

∫
[a,b]\P f

′(t)dt

= µ(P ) +
∫

[a,b]\P f
′(t)dt

= µ(P ).

T­¬ng tù, víi l¸t c¾t g1 : [a, b] → R cña ∂Clf(·) ®­îc cho bëi c«ng thøc

g1(t) = −1 nÕu t ∈ P vµ g1(x) = f ′(t) nÕu t ∈ [a, b]\P, ta cã∫ b
a g1(t)dt =

∫
P (−1)dt+

∫
[a,b]\P f

′(t)dt

= −µ(P ) +
∫

[a,b]\P f
′(t)dt

= −µ(P ).

V× −µ(P ), µ(P ) ∈ I vµ I lµ tËp låi nªn [−m1(P ),m1(P )] ⊂ I. Do (2.8) vµ

do sù kiÖn
∫

[a,b]\P f
′(t)dt = 0, I = [−µ(P ), µ(P )]. V× µ(P ) > 0 nªn I lµ mét

tËp hîp qu¸ ®Õm ®­îc.

Nghiªn cøu kh¶ n¨ng ®Æc tr­ng hµm sè cña c¸c lo¹i ¸nh x¹ d­íi vi ph©n lµ

mét vÊn ®Ò quan träng cña gi¶i tÝch kh«ng tr¬n. VÊn ®Ò nµy ®· vµ ®ang thu

hót ®­îc sù quan t©m cña nhiÒu chuyªn gia trong ngµnh (xem [7], [26], [40],

[51], [52], [53], [59], [60], [62]). Ng­êi ta ®· dµnh nhiÒu thêi gian ®Ó nghiªn

cøu bµi to¸n sau: Cã ph¶i hai hµm sè cã d­íi vi ph©n trïng nhau th× chóng chØ

sai kh¸c nhau mét h»ng sè céng? D­íi nh÷ng ®iÒu kiÖn nµo th× c©u tr¶ lêi lµ

kh¼ng ®Þnh?
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§Þnh lý 2.1.3 cho phÐp ®­a ra mét chøng minh míi cho mét kÕt qu¶ ®· biÕt

vÒ ®Æc tr­ng hµm sè Lipschitz ®Þa ph­¬ng cña d­íi vi ph©n Clarke.

§Þnh lý 2.1.4 (xem [60]). Gi¶ söX lµ mét kh«ng gian Banach vµ f, g : X → R

lµ c¸c hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng. Khi ®ã, nÕu f lµ chÝnh qui Clarke t¹i mäi

®iÓm vµ ∂Clg(x) ⊂ ∂Clf(x) víi mäi x ∈ X, th× tån t¹i α ∈ R sao cho

f(x) = g(x) + α víi mäi x ∈ X.

§Ó chøng minh §Þnh lý 2.1.4, chóng ta cÇn kÕt qu¶ bæ trî sau ®©y.

Bæ ®Ò 2.1.2. Gi¶ sö X lµ mét kh«ng gian Banach vµ f : X → R lµ mét hµm

Lipschitz ®Þa ph­¬ng. Khi ®ã, nÕu f lµ chÝnh qui Clarke t¹i mäi ®iÓm, th× víi

mäi a, b ∈ X , hµm sè f ◦ λ : R → R, víi λ(t) = a + t(b − a), lµ kh¶ vi chÆt

hÇu kh¾p n¬i trªn [0, 1].

Chøng minh. LÊy bÊt kú a, b ∈ X. V× f lµ mét hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng nªn

hµm hîp f ◦ λ lµ Lipschitz trªn (−1, 2). LÊy t0 ∈ [0, 1] vµ µ ∈ R. Ta cã

(f ◦ λ)0(t0;µ) = lim sup
t→t0, θ→0+

(f ◦ λ)(t+ θµ)− (f ◦ λ)(t)

θ

= lim sup
t→t0, θ→0+

f((a+ t(b− a)) + θµ(b− a))− f(a+ t(b− a))

θ
6 f0(a+ t0(b− a);µ(b− a))

vµ

f ′(a+ t0(b− a);µ(b− a))

= lim
θ→0+

f ((a+ t0(b− a)) + θµ(b− a))− f(a+ t0(b− a))

θ

= lim
θ→0+

(f ◦ λ)(t0 + θµ)− (f ◦ λ)(t0)

θ
= (f ◦ λ)′(t0;µ).

V× f lµ chÝnh qui Clarke nªn

f0(a+ t0(b− a);µ(b− a)) = f ′(a+ t0(b− a);µ(b− a)).
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Tõ ®ã suy ra

(f ◦ λ)0(t0;µ) ≤ (f ◦ λ)′(t0;µ).

MÆt kh¸c,

(f ◦ λ)′(t0;µ) 6 (f ◦ λ)0(t0;µ).

Do ®ã,

(f ◦ λ)0(t0;µ) = (f ◦ λ)′(t0;µ).

§iÒu nµy chøng tá r»ng f ◦ λ lµ hµm chÝnh qui Clarke trªn [0, 1]. Theo §Þnh

lý 2.1.2, hµm f ◦ λ lµ kh¶ vi chÆt hÇu kh¾p n¬i trªn [0, 1]. 2

Chøng minh §Þnh lý 2.1.4. LÊy bÊt kú x0 ∈ X . XÐt hµm sè λ : R → X cho

bëi c«ng thøc λ(t) = tx0 víi mäi t ∈ R. Do f lµ chÝnh qui Clarke, theo Bæ

®Ò 2.1.2, hµm f ◦ λ lµ kh¶ vi chÆt hÇu kh¾p n¬i trªn [0, 1]. V× f vµ g lµ c¸c

hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng trªn X nªn f ◦ λ vµ g ◦ λ lµ c¸c hµm Lipschitz trªn

[0, 1]. Theo §Þnh lý 2.1.3,∫ 1

0

∂Cl(f ◦ λ)(t)dt =
{

(f ◦ λ)(1)− (f ◦ λ)(0)
}

=
{
f(x0)− f(0)

}
.

Chóng ta chó ý r»ng hµm λ lµ kh¶ vi chÆt vµ Dsλ(t) = λ víi mäi t ∈ [0, 1].

Theo [23, Theorem 2.3.10],

∂Cl(f ◦ λ)(t) = ∂Clf(λ(t))Dsλ(t)

vµ

∂Cl(g ◦ λ)(t) ⊂ ∂Clg(λ(t))Dsλ(t).

KÕt hîp ®iÒu nµy víi gi¶ thiÕt ∂Clg(x) ⊂ ∂Clf(x) víi mäi x ∈ X , ta cã

∂Cl(g ◦ λ)(t) ⊂ ∂Cl(f ◦ λ)(t) ∀ t ∈ [0, 1].
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Do ®ã,∫ 1

0

∂Cl(g ◦ λ)(t)dt ⊂
∫ 1

0

∂Cl(f ◦ λ)(t)dt =
{
f(x0)− f(0)

}
. (2.9)

Theo (2.6),

g(x0)− g(0) = (g ◦ λ)(1)− (g ◦ λ)(0) ∈
∫ 1

0

∂Cl(g ◦ λ)(t)dt. (2.10)

Tõ (2.9) vµ (2.10) ta suy ra∫ 1

0 ∂
Cl(g ◦ λ)(t)dt =

{
g(x0)− g(0)

}
=
{
f(x0)− f(0)

}
.

V× x0 ∈ X ®­îc lÊy tuú ý nªn g(x) = f(x) + α víi mäi x ∈ X, ë ®©y

α := g(0)− f(0). §Þnh lý ®· ®­îc chøng minh. 2

NÕu X lµ kh«ng gian h÷u h¹n chiÒu th× c¸c gi¶ thiÕt f lµ "chÝnh qui Clarke

t¹i mäi ®iÓm" vµ "∂Clg(x) ⊂ ∂Clf(x) víi mäi x ∈ X" ë §Þnh lý 2.1.4 cã thÓ

gi¶m nhÑ ®­îc.

§Þnh lý 2.1.5. Gi¶ sö f, g : Rn → R lµ c¸c hµm sè Lipschitz ®Þa ph­¬ng. NÕu

f lµ chÝnh qui Clarke vµ ∂Clg(x) ⊂ ∂Clf(x) hÇu kh¾p n¬i trªn Rn, th× tån t¹i

α ∈ R sao cho f(x) = g(x) + α víi mäi x ∈ Rn.

Chøng minh. LÊy ρ lµ mét sè d­¬ng tïy ý. Chó ý r»ng f vµ g lµ c¸c

hµm Lipschitz trªn B(0, ρ) := {x ∈ Rn | ‖x‖ < ρ}. V× f lµ chÝnh qui

Clarke hÇu kh¾p n¬i nªn, theo §Þnh lý 2.1.2, ta cã f lµ kh¶ vi chÆt hÇu kh¾p

n¬i trªn B(0, ρ). Do ®ã ∂Clf(x) =
{
f ′(x)

}
hÇu kh¾p n¬i trªn B(0, ρ). MÆt

kh¸c, g′(x) ∈ ∂Clg(x) vµ ∂Clg(x) ⊂ ∂Clf(x) hÇu kh¾p n¬i trªn B(0, ρ).

Do ®ã (f − g)′(x) = 0 hÇu kh¾p n¬i trªn B(0, ρ). Theo §Þnh lý 2.1.4,

∂Cl(f − g)(x) = {0} víi mäi x ∈ B(0, ρ). V× ρ > 0 ®­îc lÊy tïy ý nªn

ta suy ra ∂Cl(f − g)(x) = {0} víi mäi x ∈ Rn. Theo §Þnh lý 2.1.4 (víi f − g
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vµ 0 t­¬ng øng ®ãng vai trß cña g vµ f trong §Þnh lý 2.1.4), tån t¹i α ∈ R sao

cho f(x)− g(x) = α víi mäi x ∈ Rn. Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

2.2 TÝch ph©n cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n Mordukhovich

Trong môc nµy chóng ta sÏ nghiªn cøu tÝch ph©n Aumann cña ¸nh x¹ d­íi

vi ph©n Mordukhovich. KÕt qu¶ chÝnh ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau.

§Þnh lý 2.2.1. Gi¶ sö f : U → R lµ mét hµm Lipschitz x¸c ®Þnh trªn mét tËp

më U ⊂ Rn vµ Ω ⊂ U lµ mét tËp con ®o ®­îc cã ®é ®o Lebesgue µ(Ω) <∞.

Khi ®ã,

∫
Ω ∂f(x)dµ(x) =

{
x∗ ∈ Rn | 〈x∗, v〉 6

∫
Ω f

0(x; v)dµ(x) ∀v ∈ Rn
}
.

(2.11)

Chøng minh. Gi¶ sö ` lµ mét h»ng sè Lipschitz cña hµm f trªn U. Ta cã ¸nh

x¹ ®a trÞ ∂f(·) : U ⇒ Rn lµ ®ãng (xem [14, tr. 199]). Do ®ã ∂f(x) lµ ®ãng víi

mäi x ∈ U . Theo kh¼ng ®Þnh (iii) cña §Þnh lý 1.1.1 vµ theo §Þnh lý 1.1.5,

co ∂f(x) = ∂Clf(x) 6= ∅ ∀x ∈ U.

Tõ ®ã suy ra ∂f(x) 6= ∅ víi mäi x ∈ U. Theo §Þnh lý 1.2.1, ∂f(·) lµ mét ¸nh

x¹ ®o ®­îc. Do µ(Ω) <∞ vµ ‖x∗‖ 6 ` víi mäi x∗ ∈ ∂f(x) vµ x ∈ U , ∂f(·)

lµ ¸nh x¹ ®a trÞ giíi néi kh¶ tÝch trªn Ω. Theo §Þnh lý 1.2.2,∫
Ω

∂f(x)dµ(x) =

∫
Ω

co ∂f(x)dµ(x).

Chó ý r»ng co∂f(x) = ∂Clf(x) víi mäi x ∈ Ω. Do ®ã,∫
Ω

∂f(x)dµ(x) =

∫
Ω

∂Clf(x)dµ(x). (2.12)
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Theo §Þnh lý 2.1.1,

∫
Ω ∂

Clf(x)dµ(x) =
{
x∗ ∈ Rn | 〈x∗, v〉 6

∫
Ω f

0(x; v)dµ(x) ∀v ∈ Rn
}
.

(2.13)

Tõ (2.12) vµ (2.13) ta suy ra (2.11). §ã lµ ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

Sau ®©y lµ mét vÝ dô minh häa cho kÕt qu¶ thu ®­îc ë §Þnh lý 2.2.1.

VÝ dô 2.2.1. XÐt hµm sè f : [a, b]→ R ë trong VÝ dô 2.1.1. Theo (2.8),

∂Clf(x) =

{
[−1, 1] nÕu x ∈ P ∩ (a, b),{
f ′(x)

}
nÕu x ∈ A.

V× vËy, víi mäi v ∈ R,

f0(x; v) = max
ξ∈∂Clf(x)

〈ξ, v〉 =

{
|v| nÕu x ∈ P ∩ (a, b),{
f ′(x)v

}
nÕu x ∈ A.

Chó ý r»ng
∫
A f
′(x)dx = 0. Ta cã

∫ b
a f

0(x; v)dx =
∫
P |v|dx = µ(P )|v|. Do

®ã, theo §Þnh lý 2.2.1,∫ b

a

∂f(x)dx =
{
x∗ ∈ R | 〈x∗, v〉 6 µ(P )|v| ∀v ∈ R

}
= [−µ(P ), µ(P )].

HÖ qu¶ 2.2.1. NÕu f : [a, b]→ R (a, b ∈ R, a < b) lµ mét hµm Lipschitz, th×

f(b)− f(a) ∈
∫ b

a

∂f(x)dx (2.14)

vµ ®¼ng thøc ∫ b

a

∂f(x)dx =
{
f(b)− f(a)

}
(2.15)

x¶y ra khi vµ chØ khi f lµ hµm kh¶ vi chÆt hÇu kh¾p n¬i trªn [a, b].

Chøng minh. V× f lµ mét hµm Lipschitz trªn [a, b] ⊂ R, nªn f lµ kh¶ vi

FrÐchet hÇu kh¾p n¬i trªn [a, b] vµ f(b)− f(a) =
∫ b
a f
′(x)dx. §Æt

D =
{
x ∈ [a, b] | f kh¶ vi FrÐchet t¹i x

}
.
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Ta cã

µ
(
[a, b]\D

)
= 0 vµ

〈
f ′(x), v

〉
6 f0(x; v) ∀x ∈ D vµ v ∈ R, (2.16)

ë ®©y µ lµ ®é ®o Lebesgue trªn R. Do ®ã,〈∫ b

a

f ′(x)dx, v
〉

=

∫ b

a

〈
f ′(x), v

〉
dx 6

∫ b

a

f0(x; v)dx ∀v ∈ R.

Theo §Þnh lý 2.2.1, f(b)− f(a) ∈
∫ b
a ∂f(x)dx. NÕu f lµ kh¶ vi chÆt hÇu kh¾p

n¬i trªn [a, b], th× ∂f(x) lµ ®¬n trÞ hÇu kh¾p n¬i trªn [a, b]. Do ®ã (2.15) nghiÖm

®óng. TiÕp theo, gi¶ sö (2.15) nghiÖm ®óng. Víi mçi v ∈ R, tõ (2.11), (2.15)

vµ (2.16) ta suy ra
〈
f ′(x), v

〉
= f0(x; v) hÇu kh¾p n¬i trªn [a, b]. §Æt

Ω1 =
{
x ∈ D | f ′(x) = f0(x; 1)

}
, Ω−1 =

{
x ∈ D | − f ′(x) = f0(x;−1)

}
.

Ta cã 〈
f ′(x), v

〉
= f0(x; v) ∀x ∈ Ω := Ω1 ∩ Ω−1,∀v ∈ R.

Ngoµi ra, µ
(
[a, b]\Ω

)
= 0. Tõ ®ã suy ra f võa kh¶ vi FrÐchet võa chÝnh qui

Clarke t¹i mäi ®iÓm x ∈ Ω. V× vËy f lµ kh¶ vi chÆt t¹i mäi ®iÓm x ∈ Ω. Ta cã

®iÒu ph¶i chøng minh. 2
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Ch­¬ng 3

D­íi vi ph©n cña phiÕm hµm tÝch ph©n

Trong ch­¬ng nµy, chóng ta sÏ thiÕt lËp mét sè c«ng thøc tÝnh d­íi vi ph©n

FrÐchet vµ d­íi vi ph©n Mordukhovich cña c¸c phiÕm hµm tÝch ph©n. Môc 3.1

®­îc dµnh ®Ó nghiªn cøu d­íi vi ph©n Mordukhovich ∂F (x̄) cña tÝch ph©n bÊt

®Þnh

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,

ë ®©y f lµ mét hµm bÞ chÆn cèt yÕu. Môc 3.2 ®­a ra c«ng thøc tÝnh d­íi vi

ph©n FrÐchet vµ d­íi vi ph©n Mordukhovich cña phiÕm hµm tÝch ph©n cã d¹ng

F (u) =

∫
Ω

f(ω, u(ω))dµ(ω) (u ∈ L1(Ω;E)),

víi (Ω,A, µ) lµ mét kh«ng gian cã ®é ®o kh«ng nguyªn tö σ−h÷u h¹n ®Çy

®ñ, E lµ mét kh«ng gian Banach kh¶ ly vµ f : Ω× E → R̄ lµ A⊗ B(E)−®o

®­îc. C¸c kÕt qu¶ ®ã dÉn ®Õn mét tiªu chuÈn tån t¹i nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña

bµi to¸n tèi ­u kh«ng rµng buéc, víi hµm môc tiªu lµ phiÕm hµm tÝch ph©n.

Ngoµi c¸c hÖ qu¶ 3.1.2, 3.1.3, vµ 3.2.2 lµ nh÷ng kÕt qu¶ ®­îc tr×nh bµy lÇn ®Çu

tiªn ë ®©y, c¸c kÕt qu¶ cßn l¹i cña ch­¬ng nµy ®· ®­îc c«ng bè trªn Journal

of Mathematical Analysis and Applications trong c¸c bµi b¸o [17] vµ [19].
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3.1 D­íi vi ph©n cña tÝch ph©n bÊt ®Þnh

Chóng ta sÏ ®­a ra c«ng thøc tÝnh d­íi vi ph©n Mordukhovich cña tÝch ph©n

bÊt ®Þnh

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt, (3.1)

ë ®ã f lµ mét hµm bÞ chÆn cèt yÕu trªn ®o¹n [a, b] ⊂ R. Mét sè vÝ dô minh

ho¹ sÏ ®­îc ®­a ra. C¸c vÝ dô nµy còng cho thÊy sù tiÖn lîi khi sö dông c«ng

thøc cña chóng ta ®Ó tÝnh ∂F (x). KÕt qu¶ tÝnh to¸n chøng tá r»ng nãi chung

tËp ∂F (x) cã thÓ låi hoÆc kh«ng låi. Mét ®iÒu kiÖn kiÖn ®ñ ®¶m b¶o d­íi vi

ph©n Mordukhovich ∂F (x) lµ tËp låi sÏ ®­îc chØ ra.

KÕt qu¶ quan träng sau ®©y thuéc vÒ J. M. Borwein vµ S. P. Fitzpatrick.

§Þnh lý 3.1.1 (xem [10]). Gi¶ sö g lµ mét hµm Lipschitz ®Þa ph­¬ng trªn

(a, b) ⊂ R, x ∈ (a, b), vµ ∂Clg(y) =
[
α(y), β(y)

]
víi mäi y ∈ (a, b). Khi ®ã,

∂g(x) =
[

lim inf
y→x

α(y), lim sup
y→x+

β(y)
]⋃[

lim inf
y→x−

α(y), lim sup
y→x

β(y)
]
,

ë ®©y y → x+ vµ y → x− t­¬ng øng cã nghÜa lµ y → x víi y > x vµ y → x

víi y < x.

Hµm ®o ®­îc f tõ [a, b] ⊂ R vµo R̄ ®­îc gäi lµ bÞ chÆn cèt yÕu trªn [a, b]

nÕu tån t¹iM > 0 sao cho |f(x)| 6M hÇu kh¾p n¬i trªn [a, b] (xem [57]). Ký

hiÖu L∞[a, b] lµ tËp gåm tÊt c¶ c¸c hµm bÞ chÆn cèt yÕu trªn [a, b]. §Æt

f+(x) = inf
{
M | ∃ ε > 0 sao cho f(x′) 6M h.k.n. trªn [x− ε, x+ ε]

}
,

f+
+ (x) = inf

{
M | ∃ ε > 0 sao cho f(x′) 6M h.k.n. trªn [x, x+ ε]

}
,

f−(x) = sup
{
M | ∃ ε > 0 sao cho f(x′) >M h.k.n. trªn [x− ε, x+ ε]

}
,

f−− (x) = sup
{
M | ∃ ε > 0 sao cho f(x′) >M h.k.n. trªn [x− ε, x]

}
.
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DÔ thÊy r»ng

f−(x) 6 f−− (x) 6 f+(x) vµ f−(x) 6 f+
+ (x) 6 f+(x).

Do ®ã
[
f−(x), f+

+ (x)
]⋃[

f−− (x), f+(x)
]
⊂
[
f−(x), f+(x)

]
.

KÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau.

§Þnh lý 3.1.2. Gi¶ sö f ∈ L∞[a, b], F lµ hµm cho bëi c«ng thøc (3.1), vµ

x ∈ (a, b). Khi ®ã,

∂F (x) =
[
f−(x), f+

+ (x)
]⋃[

f−− (x), f+(x)
]
. (3.2)

Chøng minh. Do f ∈ L∞[a, b], F lµ mét hµm Lipschitz trªn [a, b] vµ

∂ClF (y) =
[
f−(y), f+(y)

]
(3.3)

víi mäi y ∈ (a, b) (xem [23, tr. 34] hoÆc [25, tr. 96]). Theo §Þnh lý 3.1.1,

∂F (x) =
[

lim inf
y→x

f−(y), lim sup
y→x+

f+(y)
]

⋃[
lim inf
y→x−

f−(y), lim sup
y→x

f+(y)
]
.

(3.4)

Tõ (3.3), (3.4) vµ §Þnh lý 1.1.5 ta suy ra

f−(x) = lim inf
y→x

f−(y) vµ f+(x) = lim sup
y→x

f+(y). (3.5)

TiÕp theo, chóng ta sÏ chøng minh r»ng

f+
+ (x) = lim sup

y→x+

f+(y). (3.6)

Víi mçi δ > 0 tån t¹i M ∈ R vµ ε > 0 sao cho

f(x′) 6M h.k.n. trªn [x, x+ ε]

vµ

f+
+ (x) + δ >M.
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Do ®ã,

f(x′) 6 f+
+ (x) + δ h.k.n. trªn [x, x+ ε]. (3.7)

Víi mçi y ∈ (x, x+ ε) tån t¹i ε′ > 0 sao cho

[y − ε′, y + ε′] ⊂ [x, x+ ε].

Theo (3.7),

f+(y) 6 f+
+ (x) + δ víi mäi y ∈ (x, x+ ε).

Do ®ã,

lim sup
y→x+

f+(y) 6 f+
+ (x) + δ.

V× δ > 0 ®­îc lÊy tuú ý nªn

lim sup
y→x+

f+(y) 6 f+
+ (x). (3.8)

Gi¶ sö (3.6) kh«ng ®óng. Theo (3.8), tån t¹i δ0 > 0 sao cho

lim sup
y→x+

f+(y) < f+
+ (x)− δ0.

Do ®ã tån t¹i ε > 0 sao cho

f+(y) < f+
+ (x)− δ0 víi mäi y ∈ (x, x+ ε). (3.9)

B©y giê chóng ta sÏ chøng minh r»ng

f(x′) 6 f+
+ (x)− δ0 h.k.n. trªn (x, x+ ε). (3.10)

Tõ (3.9) suy ra r»ng víi mçi y ∈ (x, x+ ε) tån t¹i εy > 0 vµMy < f+
+ (x)− δ0

sao cho

Vy := (y − εy, y + εy) ⊂ (x, x+ ε)

vµ

f(x′) 6My h.k.n. trªn Vy.
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Do ®ã,

f(x′) 6 f+
+ (x)− δ0 h.k.n. trªn Vy. (3.11)

V× {Vy| y ∈ (x, x+ ε)} lµ mét phñ më cña (x, x+ ε) nªn tån t¹i mét phñ con

®Õm ®­îc {Vyj | j = 1, 2, ...} cña {Vy| y ∈ (x, x + ε)} phñ kho¶ng (x, x + ε).

V× vËy, (3.10) ®­îc suy ra tõ (3.11), vµ do ®ã

f+
+ (x) 6 f+

+ (x)− δ0.

§©y lµ mét ®iÒu m©u thuÉn. Ta ®· chøng tá r»ng ®¼ng thøc (3.6) lµ ®óng.

T­¬ng tù, ta cã

f−− (x) = lim inf
y→x−

f−(y). (3.12)

Tõ (3.4)-(3.6) vµ (3.12) ta suy ra

∂F (x) =
[
f−(x), f+

+ (x)
]⋃[

f−− (x), f+(x)
]
.

§ã lµ ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

§Ó chøng minh (3.6), ngoµi c¸ch lËp luËn cña chóng t«i nh­ trªn (®· tr×nh

bµy trong [17]), PGS. TS. Huúnh ThÕ Phïng (§¹i häc HuÕ) cã c¸ch lËp luËn

kh¸c nh­ sau: §Æt

g(y) =

{
f(y) nÕu y ≥ x,
f+

+ (x)− 1 nÕu y < x.

Ta cã

g+(y) =

f
+(y) nÕu y > x,
f+

+ (x) nÕu y = x,
f+

+ (x)− 1 nÕu y < x.

V× vËy, theo (3.5), f+
+ (x) = g+(x) = lim sup

y→x
g+(y) = lim sup

y→x+

f+(y).

Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô minh häa viÖc tÝnh d­íi vi ph©n Mordukhovich

∂F (x) b»ng c¸ch sö dông c«ng thøc (3.2). C¸c vÝ dô nµy còng cho thÊy r»ng
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nÕu f ∈ L∞[a, b] vµ F lµ hµm cho bëi c«ng thøc (3.1) th× ∂F (x) lµ mét ®o¹n

sè thùc, hoÆc lµ hîp cña hai ®o¹n sè thùc rêi nhau. (Nh­ th­êng lÖ, ta qui ­íc

r»ng ®o¹n sè thùc cã thÓ suy biÕn thµnh mét ®iÓm.)

VÝ dô 3.1.1. LÊy E lµ mét tËp con ®o ®­îc cña [0, 1] cã tÝnh chÊt sau: giao cña

mét kho¶ng më kh¸c rçng bÊt kú cña [0, 1] víi E vµ víi [0, 1]\E ®Òu cã ®é ®o

Lebesgue d­¬ng. Nh÷ng tËp nh­ thÕ lµ tån t¹i (xem [58, tr. 307]). §Æt f(t) = 1

nÕu t ∈ E, f(t) = 0 nÕu t ∈ [0, 1]\E. XÐt hµm F (x) =
x∫
0

f(t)dt (x ∈ [0, 1]).

Ta cã f ∈ L∞[0, 1] vµ f+(x) = f+
+ (x) = 1 vµ f−(x) = f−− (x) = 0 víi mäi

x ∈ (0, 1). Do ®ã, theo §Þnh lý 3.1.2, ∂F (x) = [0, 1] víi mäi x ∈ (0, 1).

NhËn xÐt 3.1.1. V× ∂F (x) = [0, 1] víi mäi x ∈ (0, 1) nªn theo §Þnh lý 1.1.5,

∂ClF (x) = [0, 1] víi mäi x ∈ (0, 1). C«ng thøc nµy ®· ®­îc thiÕt lËp bëi

R. T. Rockafellar (xem [14, tr. 191]).

VÝ dô 3.1.2. LÊy tËp E nh­ trong VÝ dô 3.1.1. Gi¶ sö x0 ∈ E ∩ (0, 1) vµ

f(t) =


1 nÕu t ∈ [x0, 1]

⋂
E,

0 nÕu t ∈ [x0, 1]\E,
2 nÕu t ∈ [0, x0)

⋂
E,

3 nÕu t ∈ [0, x0)\E.

§Æt F (x) =
∫ x

0 f(t)dt (x ∈ [0, 1]). Ta cã f ∈ L∞[0, 1] vµ f+(x0) = 3,

f+
+ (x0) = 1, f−(x0) = 0, f−− (x0) = 2. Theo §Þnh lý 3.1.2,

∂F (x0) =
[
0, 1
]
∪
[
2, 3
]
.

HÖ qu¶ 3.1.1. Ngoµi c¸c gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 3.1.2, gi¶ sö r»ng ∂̂F (x) 6= ∅.

Khi ®ã ta cã

∂F (x) =
[
f−(x), f+(x)

]
,

vµ do ®ã ∂F (x) = ∂ClF (x).
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Chøng minh. Gi¶ sö ∂̂F (x) 6= ∅. LÊy x∗ ∈ ∂̂F (x). Ta cã
lim inf
u→x+

u∫
x

f(t)dt

u− x
> x∗

lim sup
u→x−

u∫
x

f(t)dt

u− x
6 x∗.

(3.13)

Víi δ > 0 ®­îc lÊy tuú ý, tån t¹i ε > 0 vµ M ∈ R sao cho

M < f+
+ (x) + δ vµ f(x′) 6M h.k.n. trªn [x, x+ ε].

Tõ ®ã suy ra

f(x′) 6 f+
+ (x) + δ h.k.n. trªn [x, x+ ε].

Do ®ã,

lim inf
u→x+

u∫
x

f(t)dt

u− x
6 f+

+ (x) + δ.

V× δ > 0 ®­îc lÊy tuú ý nªn

lim inf
u→x+

u∫
x

f(t)dt

u− x
6 f+

+ (x). (3.14)

T­¬ng tù,

f−− (x) 6 lim sup
u→x−

u∫
x

f(t)dt

u− x
. (3.15)

Tõ (3.13)-(3.15) ta suy ra f−− (x) 6 f+
+ (x). Do ®ã, theo §Þnh lý 3.1.2,

∂F (x) =
[
f−(x), f+(x)

]
. Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

NhËn xÐt 3.1.2. Tõ HÖ qu¶ 3.1.1 ta suy ra r»ng nÕu d­íi vi ph©n Mordukhovich

∂F (x) lµ mét tËp kh«ng låi th× ∂̂F (x) = ∅.

VÝ dô 3.1.3. XÐt hµm sè f : [a, b] → R ë trong VÝ dô 2.1.1. Nh­ chóng ta ®·

biÕt, f lµ mét hµm sè Lipschitz trªn [a, b] vµ kh¶ vi FrÐchet t¹i mäi ®iÓm thuéc
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kho¶ng (a, b). §Æt F (x) =
∫ x
a f
′(t)dt (x ∈ [a, b]). Ta cã f(x) = f(a) + F (x)

víi mäi x ∈ [a, b]. Do ®ã,

∂ClF (x) = ∂Clf(x), ∂F (x) = ∂f(x),

vµ

∂̂F (x) = ∂̂f(x) = {f ′(x)}

víi mäi x ∈ (a, b). V× f lµ mét hµm Lipschitz trªn [a, b] nªn f ′(x) ∈ L∞[a, b].

Theo HÖ qu¶ 3.1.1, ∂F (x) = ∂ClF (x) víi mäi x ∈ (a, b). Tõ VÝ dô 2.1.1 ta cã

∂Clf(x) =

{
[−1, 1] nÕu x ∈ P ∩ (a, b),{
f ′(x)

}
nÕu x ∈ A.

Do ®ã,

∂f(x) =

{
[−1, 1] nÕu x ∈ P ∩ (a, b),{
f ′(x)

}
nÕu x ∈ A.

HÖ qu¶ 3.1.2. Gi¶ sö ϕ : I → R lµ mét hµm sè Lipschitz ®Þa ph­¬ng trªn mét

kho¶ng më I cña R, x ∈ I , vµ ∂̂ϕ(x) 6= ∅. Khi ®ã, ∂ϕ(x) = ∂Clϕ(x).

Chøng minh. V× I lµ mét kho¶ng më cña R nªn tån t¹i a, b ∈ I sao cho

a < x < b. Do ϕ lµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng trªn I , ϕ lµ Lipschitz trªn [a, b] vµ

tån t¹i ®¹o hµm ϕ′ hÇu kh¾p n¬i trªn [a, b] (theo §Þnh lý Rademacher). Tõ ®ã ta

suy ra r»ng f := ϕ′ ∈ L∞[a, b], ϕ(u) = ϕ(a) + F (u) (víi F (u) =
∫ u
a f(t)dt),

∂ClF (x) = ∂Clϕ(x), ∂F (x) = ∂ϕ(x), vµ ∂̂F (x) = ∂̂ϕ(x) 6= ∅. Theo

HÖ qu¶ 3.1.1, ∂ϕ(x) = ∂Clϕ(x). 2

Ký hiÖu d­íi vi ph©n ®èi xøng (symmetric subdifferential) cña hµm sè ϕ t¹i

x bëi ∂0ϕ(x) := ∂ϕ(x) ∪ [−∂(−ϕ)(x)] (xem [46, tr. 84, tËp I]). V× ∂ϕ(x) ⊂

∂0ϕ(x) ⊂ ∂Clϕ(x) vµ nÕu ϕ lµ kh¶ vi FrÐchet t¹i x th× ∂̂ϕ(x) = {ϕ′(x)} 6= ∅,

nªn tõ HÖ qu¶ 3.1.2 ta thu l¹i ®­îc kÕt qu¶ thó vÞ sau ®©y cña J. M. Borwein
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vµ X. Wang.

HÖ qu¶ 3.1.3 ([13, Theorem 1]). Cho I lµ mét kho¶ng më cña R vµ ϕ : I → R

lµ mét hµm kh¶ vi vµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng. Khi ®ã, ∂ϕ(x) = ∂Clϕ(x) =

∂0ϕ(x).

3.2 D­íi vi ph©n cña phiÕm hµm tÝch ph©n trªn kh«ng gian L1(Ω;E)

NÕu kh«ng nãi g× thªm, (Ω,A, µ) lµ mét kh«ng gian cã ®é ®o kh«ng nguyªn

tö σ−h÷u h¹n ®Çy ®ñ, E lµ mét kh«ng gian Banach kh¶ ly vµ f : Ω×E → R̄

lµ mét hµm A⊗ B(E)−®o ®­îc.

KÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy lµ c¸c c«ng thøc tÝnh chÝnh x¸c d­íi vi ph©n

FrÐchet vµ d­íi vi ph©n Mordukhovich cña phiÕm hµm tÝch ph©n cã d¹ng

F (u) =

∫
Ω

f(ω, u(ω))dµ(ω) (u ∈ L1(Ω;E)). (3.16)

L­u ý r»ng bµi to¸n tÝnh to¸n hoÆc ­íc l­îng d­íi vi ph©n Mordukhovich

∂F (u), víi u ∈ Lp(Ω;E) (p > 1), cho ®Õn nay vÉn lµ mét bµi to¸n më.

Gi¶ sö F lµ mét tËp con cña L0(Ω; R̄)−kh«ng gian c¸c hµm ®o ®­îc tõ Ω

vµo R̄. Theo [31, tr. 65], hµm infimum cèt yÕu (essential infimum) ess inf
v∈F

v

cña F lµ mét hµm ®o ®­îc tõ Ω vµo R̄ tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

(i) víi mçi u ∈ F , ess inf
v∈F

v ≤ u hÇu kh¾p n¬i;

(ii) nÕu ũ : Ω→ R̄ lµ mét hµm ®o ®­îc sao cho víi mçi u ∈ F ta cã ũ ≤ u

hÇu kh¾p n¬i, th× ũ ≤ ess inf
v∈F

v hÇu kh¾p n¬i.

Sù tån t¹i vµ tÝnh duy nhÊt cña hµm ess inf
v∈F

v cho tr­êng hîp µ lµ ®é ®o h÷u

h¹n ®· ®­îc chøng minh, vÝ dô nh­ ë trong [63, tr. 43 - 44]. Tõ kÕt qu¶ nµy
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ta suy ra ngay sù tån t¹i vµ tÝnh duy nhÊt cña ess inf
v∈F

v cho tr­êng hîp ®é ®o µ

lµ σ−h÷u h¹n. Cã thÓ t×m hiÓu thªm th«ng tin chi tiÕt vÒ hµm ess inf
v∈F

v vµ c¸c

øng dông cña nã ë trong c¸c tµi liÖu [15], [31], [63].

NÕu tån t¹i mét phÇn tö v0 ∈ F sao cho víi mçi v ∈ F ta cã v ≥ v0 hÇu

kh¾p n¬i, th× hiÓn nhiªn ess inf
v∈F

v = v0 hÇu kh¾p n¬i.

§Þnh nghÜa 3.2.1 (xem [31]). (i) Hµm s : Ω → E ®­îc gäi lµ hµm ®¬n gi¶n

nÕu nã cã thÓ biÓu diÔn ®­îc d­íi d¹ng

s =
m∑
i=1

ciχAi,

ë ®©y m ∈ N, ci ∈ E, Ai ∈ A (i = 1, 2, ...,m) ®«i mét rêi nhau, Ω =
m⋃
i=1

Ai,

χA(ω) = 1 nÕu ω ∈ A vµ χA(ω) = 0 nÕu ω ∈ X\A.

(ii) Hµm u : Ω→ E ®­îc gäi lµ ®o ®­îc m¹nh nÕu tån t¹i mét d·y c¸c hµm

®¬n gi¶n sk : Ω→ E sao cho

lim
k→∞

‖sk(ω)− u(ω)‖E = 0 h.k.n.

(iii) Hµm ®¬n gi¶n s : Ω → E ®­îc gäi lµ kh¶ tÝch Bochner nÕu ta cã thÓ

biÓu diÔn nã d­íi d¹ng

s =
m∑
i=1

ciχAi,

ë ®©y m ∈ N, ci ∈ E, Ai ∈ A (i = 1, 2, ...,m) ®«i mét rêi nhau, Ω =
m⋃
i=1

Ai,

ci = 0 nÕu µ(Ai) =∞. Víi mçi A ∈ A, tÝch ph©n Bochner cña s trªn A ®­îc

®Þnh nghÜa bëi c«ng thøc∫
A

sdµ :=
m∑
i=1

µ(A ∩ Ai)ci,

ë ®©y µ(A ∩ Ai)ci := 0 nÕu ci = 0 vµ µ(A ∩ Ai) =∞.
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(iv) Hµm ®o ®­îc m¹nh u : Ω → E ®­îc gäi lµ kh¶ tÝch Bochner nÕu

tån t¹i mét d·y c¸c hµm ®¬n gi¶n sk : Ω → E kh¶ tÝch Bochner sao cho

lim
k→∞

∫
Ω ‖sk − u‖dµ = 0 vµ lim

k→∞
‖sk(ω)− u(ω)‖E = 0 hÇu kh¾p n¬i.

Víi A ∈ A, tÝch ph©n Bochner cña u trªn A ®­îc ®Þnh nghÜa bëi∫
A

udµ := lim
k→∞

∫
A

skdµ.

Ký hiÖu bëiL1(Ω;E) kh«ng gian tÊt c¶ c¸c hµm u : Ω→ E kh¶ tÝch Bochner

trªn Ω vµ ®­îc trang bÞ chuÈn ‖u‖ :=
∫

Ω ‖u(ω)‖dµ víi mäi u ∈ L1(Ω;E).

Sö dông §Þnh lý 3.8 ë [15] trong tr­êng hîp X = L1(Ω;E) vµM : Ω⇒ E

lµ ¸nh x¹ ®a trÞ cho bëi M(ω) = E víi mäi ω ∈ Ω, ta cã

ess inf
u∈L1(Ω;E)

f(u)(ω) = inf
e∈E

f(ω, e) h.k.n., (3.17)

ë ®©y f(u)(ω) := f(ω, u(ω)).

Víi mçi u ∈ L1(Ω;E), ®Æt

If(u) =
∫ ∗

Ω f(ω, u(ω))dµ

:= inf
{∫

Ω v(ω)dµ | v ∈ L1(Ω; R), v(ω) ≥ f(ω, u(ω)) h.k.n.
}
.

(3.18)

NÕu ω 7→ f(ω, u(ω)) lµ mét hµm kh¶ tÝch trªn Ω th× hiÓn nhiªn If(u) =

F (u), ë ®ã F (u) ®­îc cho bëi (3.16).

C¸c phiÕm hµm tÝch ph©n cã d¹ng (3.18) ®· vµ ®ang ®­îc nhiÒu t¸c gi¶ quan

t©m nghiªn cøu (xem [15], [16], [23], [25], [30], [31], [32], [33], [34], [35],

[36], [54], [56] vµ c¸c tµi liÖu dÉn ra trong ®ã). Nãi riªng ra, nhiÒu kÕt qu¶ thó

vÞ vÒ phiÕm hµm tÝch ph©n d¹ng (3.18) cã ë trong c¸c c«ng tr×nh cña E. Giner.

Sau ®©y lµ mét trong sè nh÷ng kÕt qu¶ nh­ vËy.
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§Þnh lý 3.2.1 (xem [32]). Gi¶ sö x lµ mét ®iÓm cùc tiÓu ®Þa ph­¬ng cña phiÕm

hµm If(·) trªn L1(Ω;E) vµ f(x) ∈ L1(Ω; R). Khi ®ã, víi mçi u ∈ L1(Ω;E),

ta cã f(ω, x(ω)) ≤ f(ω, u(ω)) hÇu kh¾p n¬i.

Hµm v : Ω → E∗ ®­îc gäi lµ ®o ®­îc yÕu∗ nÕu víi mçi e ∈ E, hµm sè

Ω 3 ω 7→ 〈v(ω), e〉 lµ ®o ®­îc; xem [28, Definition 2.101(iii)]. Ký hiÖu bëi

Lw∞(Ω;E∗) kh«ng gian tÊt c¶ c¸c hµm ®o ®­îc yÕu∗ v : Ω → E∗ sao cho

hµm Ω 3 ω 7→ ‖v(ω)‖ thuéc L∞(Ω; R). Kh«ng gian Lw∞(Ω;E∗) ®­îc trang bÞ

chuÈn ‖v‖Lw∞(Ω;E∗) = ess sup
ω∈Ω

‖v(ω)‖, ë ®©y

ess sup
ω∈Ω

‖v(ω)‖ = inf{α > 0 | ‖v(ω)‖ < α h.k.n.};

xem [31, Definition 2.111].

KÕt qu¶ sau ®©y ®· ®­îc I. Fonseca vµ G. Leoni ph¸t biÓu vµ chøng minh

trong [31]. Tuy nhiªn, chøng minh ë ®ã kh«ng chÆt chÏ. V× vËy, d­íi ®©y sÏ

tr×nh mét chøng minh míi cña t¸c gi¶ luËn ¸n. (Chøng minh kh¸ dµi nµy ®·

®­îc Gi¸o s­ I. Fonseca vµ Gi¸o s­ G. Leoni c«ng nhËn vµ ®­a lªn c¸c trang

web liªn quan ®Õn cuèn s¸ch nãi trªn: http://www.math.cmu.edu/~ leoni/ book1,

http://www.math.cmu.edu/~ leoni/Typos.pdf, http://www.math.cmu.edu/~ leoni

/notes.pdf.)

§Þnh lý 3.2.2 (xem [31, Theorem 2.112]). Gi¶ sö (Ω,A, µ) lµ mét kh«ng gian

cã ®é ®o σ−h÷u h¹n vµ E lµ mét kh«ng gian Banach kh¶ ly. Khi ®ã:

(i) NÕu T ∈ (L1(Ω;E))∗ th× tån t¹i duy nhÊt mét phÇn tö v ∈ Lw∞(Ω;E∗)

sao cho

T (u) =

∫
Ω

〈v(ω), u(ω)〉dµ (3.19)
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víi mäi u ∈ L1(Ω;E). H¬n thÕ, ‖T‖ = ‖v‖Lw∞(Ω;E∗).

(ii) Mäi phiÕm hµm T cã d¹ng (3.19), ë ®ã v ∈ Lw∞(Ω;E∗), lµ phiÕm hµm

tuyÕn tÝnh liªn tôc trªn L1(Ω;E).

Chøng minh. (i) LÊy T ∈ (L1(Ω;E))∗. V× E lµ kh«ng gian kh¶ ly nªn tån t¹i

{en} ⊂ E\{0} sao cho {en} = E. Víi mçi n ∈ N, ®Æt τn(u) = T (uen) víi

mäi u ∈ L1(Ω) = L1(Ω; R). Ta cã τn ∈ (L1(Ω))∗ vµ

‖τn‖(L1(Ω))∗ = sup
u∈L1(Ω)\{0}

|T (uen)|
‖u‖L1(Ω)

≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖en‖E <∞.

Theo [28, Corollary 2.41], tån t¹i duy nhÊt ven ∈ L∞(Ω) sao cho

T (uen) =

∫
Ω

ven(ω)u(ω)dµ ∀u ∈ L1(Ω). (3.20)

Ta cã

‖ven‖L∞(Ω) = ‖τn‖(L1(Ω))∗ ≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖en‖E. (3.21)

T­¬ng tù, víi mçi α, β, γ ∈ Q vµ mçi i, j, k ∈ N, tån t¹i duy nhÊt phÇn tö

vαei+βej+γek
∈ L∞(Ω) sao cho

T (u(αei + βej + γek)) =

∫
Ω

vαei+βej+γek
(ω)u(ω)dµ ∀u ∈ L1(Ω).

Ta cã ‖vαei+βej+γek
‖L∞(Ω) ≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖αei + βej + γek‖E. V× phÇn tö

vαei+βej+γek
lµ duy nhÊt vµ T lµ tuyÕn tÝnh nªn

αvei(ω) + βvej(ω) + γvek
(ω) = vαei+βej+γek

(ω) h.k.n. (3.22)

Do ®ã,

‖αvei + βvej + γvek
‖L∞(Ω) ≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖αei + βej + γek‖E. (3.23)
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§Æt

Ω̃ =
{
ω ∈ Ω | αvei(ω) + βvej(ω) + γvek

(ω) = vαei+βej+γek
(ω),

|αvei(ω) + βvej(ω) + γvek
(ω)| ≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖αei + βej + γek‖E,

∀i, j ∈ N, ∀α, β ∈ Q
}
.

Tõ (3.22) vµ (3.23) suy ra Ω̃ ∈ A vµ µ(Ω\Ω̃) = 0. LÊy e ∈ E bÊt kú. V×

{en} trï mËt trong E nªn tån t¹i mét d·y {enj} héi tô ®Õn e. Víi mçi ω ∈ Ω̃,

{venj
(ω)} lµ mét d·y Cauchy trong R. Do ®ã {venj

(ω)} héi tô ®Õn mét phÇn

tö ṽe(ω) ∈ R. Râ rµng ṽe(ω) kh«ng phô thuéc vµo viÖc chän d·y {enj}, miÔn

lµ {enj} héi tô ®Õn e. V× ω ∈ Ω̃ nªn |venj
(ω)| ≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖enj‖E víi mäi

j ∈ N. Cho j → ∞, ta cã |ṽe(ω)| ≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖e‖E víi mäi ω ∈ Ω̃. Do

®ã ṽe ∈ L∞(Ω). Víi e = αen + βem, ë ®©y α, β ∈ Q vµ m,n ∈ N, ta cã

ṽe(ω) = vαen+βem(ω) víi mäi ω ∈ Ω̃. ThËt vËy, lÊy ω ∈ Ω̃ vµ gi¶ sö {enj} lµ

mét d·y héi tô ®Õn e = αen + βem khi j →∞. V× ω ∈ Ω̃ nªn

|venj
(ω)− (αven(ω) + βvem(ω))| ≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖enj − (αen + βem)‖E ∀j.

Tõ ®ã ta suy ra lim
j→∞

venj
(ω) = αven(ω) + βvem(ω). §iÒu nµy chøng tá

ṽe(ω) = vαen+βem(ω) víi mäi ω ∈ Ω̃. Nãi riªng ra, ṽen(ω) = ven(ω) víi

mäi ω ∈ Ω̃. Víi mçi e ∈ E, ®Æt

ve(ω) =

{
ṽe(ω) nÕu ω ∈ Ω̃,

0 nÕu ω ∈ Ω\Ω̃.

LÊy e, ẽ ∈ E bÊt kú. Gi¶ sö c¸c d·y {enj} vµ {eñj} t­¬ng øng héi tô ®Õn e

vµ ẽ. Ta cã |venj
(ω)− veñj

(ω)| ≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖enj − eñj‖E víi mäi j ∈ N vµ

mäi ω ∈ Ω̃. Cho j →∞, ta nhËn ®­îc

|ve(ω)− vẽ(ω)| ≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖e− ẽ‖E ∀ω ∈ Ω̃. (3.24)

Tõ ®ã suy ra r»ng víi mçi ω ∈ Ω̃, E 3 e 7→ ve(ω) lµ hµm liªn tôc. Víi

α, β ∈ R, tån t¹i (αj, βj) ∈ Q×Q sao cho (αj, βj)→ (α, β) khi j →∞. LÊy
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tïy ý ω ∈ Ω̃. Ta cã αjvenj
(ω) + βjveñj

(ω) = vαjenj +βjeñj
(ω) víi mäi j ∈ N.

V× E 3 e 7→ ve(ω) lµ hµm liªn tôc nªn lÊy giíi h¹n ë hai vÕ cña ®¼ng thøc

trªn khi j →∞, ta thu ®­îc αve(ω) + βvẽ(ω) = vαe+βẽ(ω). Nh­ vËy, víi mçi

ω ∈ Ω̃, E 3 e 7→ ve(ω) lµ mét ¸nh x¹ tuyÕn tÝnh liªn tôc. Trong c«ng thøc

(3.20) thay n bëi nj vµ cho j →∞, ta cã

T (ue) =

∫
Ω

ve(ω)u(ω)dµ ∀u ∈ L1(Ω). (3.25)

XÐt hµm v : Ω → E∗ ®­îc cho bëi c«ng thøc v(ω) : E → R, e 7→ ve(ω). Do

víi mçi ω ∈ Ω̃ ¸nh x¹ v(ω)(·) lµ tuyÕn tÝnh liªn tôc vµ do tÝnh trï mËt cña d·y

{en} trong E, tõ (3.21) ta suy ra r»ng

‖v(ω)‖E∗ = sup
n

|〈v(ω), en〉|
‖en‖E

= sup
n

|ven(ω)|
‖en‖E

≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗

víi mäi ω ∈ Ω̃. MÆt kh¸c, víi mçi e ∈ E ¸nh x¹ Ω 3 ω 7→ 〈v(ω), e〉 = ve(ω)

lµ ®o ®­îc. Do ®ã, v lµ ®o ®­îc yÕu∗. Ta cã

‖v‖Lw∞(Ω;E∗) = ess sup
ω
‖v(ω)‖E∗ = ess sup

ω

(
sup
n

|ven(ω)|
‖en‖E

)
≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗.

V× {en} trï mËt trong E nªn, theo [31, Theorem 2.110 (i)], tËp hîp S gåm

c¸c hµm ®¬n gi¶n kh¶ tÝch cã d¹ng

s =
n∑
i=1

χFiciei, (3.26)

ë víi ci ∈ R vµ Fi ∈ A (i = 1, ..., n), lµ trï mËt trong L1(Ω;E). Do ®ã,

‖T‖(L1(Ω;E))∗ = sup
s∈S\{0}

|T (s)‖
‖s‖L1(Ω;E)

.
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LÊy bÊt kú s ∈ S cã d¹ng (3.26). Theo (3.25) vµ bÊt ®¼ng thøc Hölder,

|T (s)| =
∣∣∣ n∑
i=1

∫
Fi
civeidµ

∣∣∣ ≤ n∑
i=1

∫
Fi
|ci| ‖ei‖E

|vei(ω)|
‖ei‖E dµ

≤
∫

Ω

( n∑
i=1

χFi(ω) |ci| ‖ei‖E
)

sup
k

|vek
(ω)|

‖ek‖E dµ

≤ ‖s‖L1(Ω;E) ess sup
ω

(
sup
k

|vek
(ω)|

‖ek‖E

)
.

V× vËy,

‖T‖(L1(Ω;E))∗ = sup
s∈S\{0}

|T (s)|
‖s‖L1(Ω;E)

≤ ess sup
ω

(
sup
k

|vek
(ω)|

‖ek‖E

)
= ‖v‖Lw∞(Ω;E∗).

§iÒu ®ã chøng tá r»ng ‖T‖(L1(Ω;E))∗ = ‖v‖Lw∞(Ω;E∗).

Gi¶ sö s ∈ S cã d¹ng (3.26). Do víi mçi ω ∈ Ω̃, ¸nh x¹ E 3 e 7→ ve(ω) lµ

tuyÕn tÝnh,

T (s) =
n∑
i=1

∫
Fi
civei(ω)dµ =

n∑
i=1

∫
Fi
vciei(ω)dµ =

n∑
i=1

∫
Fi
vs(ω)(ω)dµ

=
∫

Ω vs(ω)(ω)dµ =
∫

Ω v(ω)(s(ω))dµ =
∫

Ω〈v(ω), s(ω)〉dµ.

LÊy bÊt kú u ∈ L1(Ω;E). Khi ®ã tån t¹i {sj} ⊂ S sao cho

lim
j→∞
‖sj − u‖L1(Ω;E) = 0.

Ta cã

T (u) = lim
j→∞

T (sj) = lim
j→∞

∫
Ω

vsj(ω)(ω)dµ.

Tõ (3.24) suy ra

|vsj(ω)(ω)− vu(ω)(ω)| ≤ ‖T‖(L1(Ω;E))∗‖sj(ω)− u(ω)‖E

víi mäi ω ∈ Ω̃. Do ®ã

T (u) =

∫
Ω

vu(ω)(ω)dµ =

∫
Ω

〈v(ω), u(ω)〉dµ,
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vµ (i) ®­îc chøng minh.

(ii) Gi¶ sö v ∈ Lw∞(Ω;E∗) vµ T lµ phiÕm hµm cã d¹ng (3.19). Khi ®ã,

phiÕm hµm tuyÕn tÝnh T lµ liªn tôc trªn L1(Ω;E). ThËt vËy, v× v ∈ Lw∞(Ω;E∗)

nªn tån t¹i M > 0 sao cho ‖v(ω)‖E∗ ≤M hÇu kh¾p n¬i. Do ®ã,

|T (u)| =
∣∣∣ ∫Ω〈v(ω), u(ω)〉dµ

∣∣∣ ≤ ∫Ω |〈v(ω), u(ω)〉|dµ

≤
∫

Ω ‖v(ω)‖E∗‖u(ω)‖Edµ ≤M‖u‖
víi mäi u ∈ L(Ω;E). §iÒu nµy chøng tá T lµ mét phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn

tôc. Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

NhËn xÐt 3.2.1. §Ó chøng minh phÇn (i) cña §Þnh lý 3.2.2 chóng ta ®· dïng

ý t­ëng cña phÐp chøng minh trong [31, Theorem 2.112(i)]: dùa vµo tÝnh chÊt

kh¶ ly cña kh«ng gian E vµ ®Þnh lý biÓu diÔn Riesz cho tr­êng hîp E = R

®Ó x©y dùng v ∈ Lw∞(Ω, E∗) tho¶ m·n yªu cÇu cña ®Þnh lý. Khi chøng minh

v(ω) ∈ E∗, c¸c t¸c gi¶ cña [31] ®· kh¼ng ®Þnh tÝnh tuyÕn tÝnh tr­íc vµ sau ®ã

suy ra tÝnh liªn tôc cña v(ω) (kh«ng cã chøng minh chÆt chÏ), trong khi ®ã ë

®©y t¸c gi¶ luËn ¸n chøng minh tÝnh liªn tôc tr­íc vµ sö dông tÝnh liªn tôc ®Ó

chøng minh tÝnh tuyÕn tÝnh.

MÖnh ®Ò sau ®©y ®ãng vai trß then chèt trong chøng minh §Þnh lý 3.2.3.

MÖnh ®Ò 3.2.1. Gi¶ sö If(·) : L1(Ω;E) → R̄ lµ hµm sè ®­îc cho bëi c«ng

thøc (3.18) vµ x ∈ L1(Ω;E) tho¶ m·n f(x) ∈ L1(Ω; R). Khi ®ã

∂̂εIf(x) =
{
x∗ ∈ Lw∞(Ω;E∗) | inf

e∈E
gε(ω, e, x

∗(ω)) ≥ 0 h.k.n.
}

=
{
x∗ ∈ Lw∞(Ω;E∗) | If(u)− If(x)− 〈x∗, u− x〉

≥ −ε‖u− x‖ ∀u ∈ L1(Ω;E)
}
,

(3.27)

víi gε(ω, e, e∗) := f(ω, e)−f(ω, x(ω))−〈e∗, e−x(ω)〉+ε‖e−x(ω)‖, ω ∈ Ω,

e ∈ E, e∗ ∈ E∗, ε ≥ 0.
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Chøng minh. Gi¶ sö ε ≥ 0 vµ x∗ ∈ ∂̂εIf(x). Víi mçi k ∈ N, tån t¹i δk > 0

sao cho

If(u)− If(x)− 〈x∗, u− x〉+ (ε+ k−1)‖u− x‖ ≥ 0,

víi mäi u ∈ B(x, δk) := {v ∈ L1(Ω;E) | ‖v − x‖ ≤ δk}. Ta cã(
L1(Ω;E)

)∗
= Lw∞(Ω;E∗) vµ 〈u∗, u〉 =

∫
Ω

〈u∗(ω), u(ω)〉dµ,

víi mäi u∗ ∈ Lw∞(Ω;E∗) vµ u ∈ L1(Ω;E). Do f(x) ∈ L1(Ω;E), x lµ mét cùc

tiÓu ®Þa ph­¬ng cña hµm I(·) x¸c ®Þnh bëi

I(u) = If(u)− If(x)− 〈x∗, u− x〉+ (ε+ k−1)‖u− x‖

=
∫ ∗

Ω h(ω, u(ω))dµ (u ∈ L1(Ω;E)),

ë ®©y

h(ω, e) := f(ω, e)− f(ω, x(ω))− 〈x∗(ω), e− x(ω)〉+ (ε+ k−1)‖e− x(ω)‖

víi mäi (ω, e) ∈ Ω×E. V× f lµ mét hµm A⊗B(E)−®o ®­îc, nªn h còng lµ

A⊗ B(E)−®o ®­îc. Víi mçi u ∈ L1(Ω;E), theo §Þnh lý 3.2.1 ta cã

h(ω, x(ω)) ≤ h(ω, u(ω)) h.k.n.

Víi mäi u ∈ L1(Ω;E), nhê tÝnh chÊt A ⊗ B(E)−®o ®­îc cña h, hµm sè

Ω 3 ω 7→ h(u)(ω) := h(ω, u(ω)) lµ A−®o ®­îc. Do ®ã,

ess inf
u∈L1(Ω;E)

h(u)(ω) = h(ω, x(ω)) h.k.n.

Theo (3.17),

ess inf
u∈L1(Ω;E)

h(u)(ω) = inf
e∈E

h(ω, e) h.k.n.

Tõ ®ã suy ra

inf
e∈E

h(ω, e) = h(ω, x(ω)) h.k.n.,
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nghÜa lµ, víi mçi k ∈ N tån t¹i Ωk ∈ A, µ(Ωk) = 0, sao cho

f(ω, e)− f(ω, x(ω))− 〈x∗(ω), e− x(ω)〉+ (ε+ k−1)‖e− x(ω)‖ ≥ 0,

víi mäi ω ∈ Ω\Ωk, e ∈ E. §Æt Ωx∗ =
⋃
k∈N

Ωk. Ta cã µ(Ωx∗) = 0 vµ

f(ω, e)− f(ω, x(ω))− 〈x∗(ω), e− x(ω)〉+ (ε+ k−1)‖e− x(ω)‖ ≥ 0,

víi mäi ω ∈ Ω\Ωx∗, e ∈ E, k ∈ N. Cho k →∞, ta thu ®­îc

f(ω, e)− f(ω, x(ω))− 〈x∗(ω), e− x(ω)〉+ ε‖e− x(ω)‖ ≥ 0

víi mäi ω ∈ Ω\Ωx∗, e ∈ E. Do ®ã,

inf
e∈E

gε(ω, e, x
∗(ω)) ≥ 0 h.k.n.

§iÒu nµy chøng tá r»ng

∂̂εIf(x) ⊂ {x∗ ∈ Lw∞(Ω, E∗) | inf
e∈E

gε(ω, e, x
∗(ω)) ≥ 0 h.k.n.}.

TiÕp theo, chóng ta sÏ chøng minh r»ng tËp hîp ë vÕ ph¶i cña bao hµm thøc

nµy lµ tËp con cña tËp hîp cuèi cïng ë trong (3.27).

LÊy bÊt kú x∗ ∈ {x∗ ∈ Lw∞(Ω, E∗) | inf
e∈E

gε(ω, e, x
∗(ω)) ≥ 0 h.k.n.}. Khi

®ã, tån t¹i Ωx∗ ∈ A mµ µ(Ωx∗) = 0 sao cho

f(ω, e)− f(ω, x(ω))− 〈x∗(ω), e− x(ω)〉+ ε‖e− x(ω)‖ ≥ 0

víi mäi ω ∈ Ω\Ωx∗, e ∈ E. Do ®ã, víi mäi u ∈ L1(Ω;E) ta cã

f(ω, u(ω))−f(ω, x(ω))−〈x∗(ω), u(ω)−x(ω)〉+ε‖u(ω)−x(ω)‖ ≥ 0 h.k.n.

V× f(x) ∈ L1(Ω; R) nªn

If(u)− If(x)− 〈x∗, u− x〉+ ε‖u− x‖ ≥ 0 (3.28)
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víi mäi u ∈ L1(Ω;E). §iÒu nµy cã nghÜa lµ x∗ lµ mét phÇn tö cña tËp hîp

cuèi cïng ë trong (3.27). NÕu x∗ ∈ Lw∞(Ω;E∗) tho¶ m·n (3.28) th× hiÓn nhiªn

x∗ ∈ ∂̂εIf(x). Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

KÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy ®­îc ph¸t biÓu nh­ sau.

§Þnh lý 3.2.3. Gi¶ sö f : Ω × E → R̄ lµ mét hµm A ⊗ B(E)−®o ®­îc tho¶

m·n f(u) ∈ L1(Ω; R) víi mäi u ∈ L1(Ω;E), vµ F lµ hµm sè cho bëi c«ng

thøc (3.16). Khi ®ã

∂F (x) = ∂̂F (x) = ∂FenF (x)

=
{
x∗ ∈ Lw∞(Ω;E∗) | inf

e∈E
g0(ω, e, x∗(ω)) ≥ 0 h.k.n.

}
,

(3.29)

víi g0(ω, e, e∗) := f(ω, e) − f(ω, x(ω)) − 〈e∗, e − x(ω)〉, ω ∈ Ω, e ∈ E,

e∗ ∈ E∗ vµ x ∈ L1(Ω;E).

Chøng minh. Víi mçi u ∈ L1(Ω;E), v× f(u) ∈ L1(Ω; R) nªn F (u) = If(u).

Theo MÖnh ®Ò 3.2.1,

∂̂F (x) = ∂FenF (x) =
{
x∗ ∈ Lw∞(Ω;E∗) | inf

e∈E
g0(ω, e, x∗(ω)) ≥ 0 h.k.n.

}
.

HiÓn nhiªn ∂̂F (x) ⊂ ∂F (x). B©y giê chóng ta sÏ chøng tá r»ng

∂F (x) ⊂ ∂FenF (x).

LÊy bÊt kú x∗ ∈ ∂F (x). Khi ®ã, tån t¹i εk ↓ 0, xk
F→ x vµ x∗k

w∗→ x∗ sao cho

x∗k ∈ ∂̂εk
F (xk) víi mäi k ∈ N. Theo MÖnh ®Ò 3.2.1,

F (u)− F (xk)− 〈x∗k, u− xk〉+ εk‖u− xk‖ ≥ 0 ∀u ∈ L1(Ω;E).

Cho k →∞, ta cã

F (u)− F (x)− 〈x∗, u− x〉 ≥ 0 ∀u ∈ L1(Ω;E).

NghÜa lµ x∗ ∈ ∂FenF (x). §ã lµ ®iÒu ph¶i chøng minh. 2
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NhËn xÐt 3.2.2. 1) D­íi c¸c gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 3.2.3, tõ (3.29) suy ra r»ng

∂F (x) = ∂̂F (x) ⊂
{
x∗ ∈ Lw∞(Ω;E∗) | x∗(ω) ∈ ∂̂f(ω, ·)(x(ω)) h.k.n.

}
⊂
{
x∗ ∈ Lw∞(Ω;E∗) | x∗(ω) ∈ ∂f(ω, ·)(x(ω)) h.k.n.

}
,

víi mäi x ∈ L1(Ω;E).

2) NÕu E = Rn th× Lw∞(Ω;E∗) = L∞(Ω; Rn), vµ do ®ã (3.29) trë thµnh

∂F (x) = ∂̂F (x) = ∂FenF (x)

=
{
x∗ ∈ L∞(Ω; Rn) | inf

e∈Rn
g0(ω, e, x∗(ω)) ≥ 0 h.k.n.

}
.

3) NÕu F : L1(Ω;E)→ R ®­îc x¸c ®Þnh bëi (3.16) lµ mét hµm låi th×, nh­

chóng ta ®· biÕt,

∂F (x) = ∂̂F (x) = ∂FenF (x). (3.30)

C«ng thøc (3.29) cho thÊy r»ng (3.30) vÉn ®óng khi ta kh«ng gi¶ thiÕt F lµ låi.

VÝ dô 3.2.1. Cho E lµ mét kh«ng gian Banach kh¶ ly kh«ng tÇm th­êng

(ch¼ng h¹n, E = `p hoÆc E = Lp[0, 1], 1 ≤ p < ∞). Gi¶ sö Ω = [0, 1], A

lµ σ−®¹i sè c¸c tËp ®o ®­îc Lebesgue cña [0, 1], µ lµ ®é ®o Lebesgue trªn R,

vµ f : [0, 1]× E → R lµ hµm ®­îc x¸c ®Þnh bëi f(t, e) = | sin(‖e‖)| víi mäi

(t, e) ∈ [0, 1]× E. XÐt phiÕm hµm tÝch ph©n

F (u) =

∫ 1

0

f(t, u(t))dt (u ∈ L1([0, 1];E)).

Ta cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y:

(a) F lµ mét hµm kh«ng låi;

(b) ∂F (0) = ∂̂F (0) = ∂FenF (0) = {0};

(c)
{
x∗ ∈ Lw∞([0, 1];E∗) | x∗(t) ∈ ∂̂f(t, ·)(0) h.k.n.

}
= BLw∞([0,1];E∗);

(d)
{
x∗ ∈ Lw∞([0, 1];E∗) | x∗(t) ∈ ∂f(t, ·)(0) h.k.n.

}
= BLw∞([0,1];E∗);
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ë ®©y BLw∞([0,1];E∗) := {x∗ ∈ Lw∞([0, 1];E∗) | ‖x∗‖Lw∞([0,1];E∗) ≤ 1}.

ThËt vËy,

(a) LÊy e0 ∈ E sao cho ‖e0‖ = 1. §Æt u1(t) = 0 vµ u2(t) = πe0 (t ∈ [0, 1]).

Ta cã u1, u2 ∈ L1([0, 1];E), F (u1) = F (u2) = 0 vµ F (1
2u1 + 1

2u2) = 1. Do ®ã

F
(1

2
u1 +

1

2
u2

)
>

1

2
F (u1) +

1

2
F (u2).

§iÒu nµy chøng tá r»ng F kh«ng ph¶i lµ mét hµm låi.

(b) LÊy bÊt kú x∗ ∈ ∂FenF (0). Theo §Þnh lý 3.2.3, tån t¹i tËp Ωx∗ ∈ A mµ

µ(Ωx∗) = 0 sao cho

| sin(‖e‖)| ≥ 〈x∗(t), e〉 ∀e ∈ E, ∀t ∈ [0, 1]\Ωx∗.

Nãi riªng ra,〈
x∗(t),

π

‖e‖
e
〉
≤ | sin π| = 0 vµ

〈
x∗(t),− π

‖e‖
e
〉
≤ | sin π| = 0,

víi mäi t ∈ [0, 1]\Ωx∗ vµ mäi e ∈ E\{0}. Do ®ã x∗(t) = 0 hÇu kh¾p n¬i trªn

[0, 1], vµ ∂FenF (0) ⊂ {0}. DÔ thÊy thÊy r»ng 0 ∈ ∂FFen(0). Tõ ®ã suy ra

∂FenF (0) = {0}. Theo §Þnh lý 3.2.3, ∂F (0) = ∂̂F (0) = ∂FenF (0) = {0}.

(c) LÊy bÊt kú x∗ ∈ Lw∞([0, 1];E∗). Ta cã

x∗(t) ∈ ∂̂f(t, ·)(0) h.k.n. ⇔ lim inf
e→0

| sin(‖e‖)| − 〈x∗(t), e〉
‖e‖

≥ 0 h.k.n.

⇔ ‖x∗(t)‖ ≤ 1 h.k.n.

NghÜa lµ{
x∗ ∈ Lw∞([0, 1];E∗) | x∗(t) ∈ ∂̂f(t, ·)(0) h.k.n.

}
= BLw∞([0,1];E∗).

(d) Tõ (c) suy ra

BLw∞([0,1];E∗) ⊂
{
x∗ ∈ Lw∞([0, 1];E∗) | x∗(t) ∈ ∂f(t, ·)(0) h.k.n.

}
.
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Chó ý r»ng víi mçi t ∈ [0, 1], f(t, ·) lµ mét hµm sè Lipschitz víi h»ng sè

Lipschitz ` = 1. Do ®ã,{
x∗ ∈ Lw∞([0, 1], E∗) | x∗(t) ∈ ∂f(t, ·)(0) h.k.n.

}
⊂ BLw∞([0,1],E∗).

§©y lµ ®iÒu cÇn chøng minh.

HÖ qu¶ 3.2.1. Ngoµi c¸c gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 3.2.3, nÕu gi¶ sö thªm r»ng F

kh¶ vi FrÐchet vµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng t¹i x, th× ta cã

lim
k→∞

‖x∗k − F ′(x)‖ = 0 khi x∗k ∈ ∂F (xk) mµ lim
k→∞

xk = x.

Do ®ã, F lµ kh¶ vi liªn tôc nÕu F lµ kh¶ vi FrÐchet vµ Lipschitz ®Þa ph­¬ng.

Chøng minh. §Ó chøng minh HÖ qu¶ 3.2.1 chóng ta sÏ dïng l­îc ®å chøng

minh cña [8, Proposition 4.7]. LÊy bÊt kú γ > 0. V× F kh¶ vi FrÐchet t¹i x nªn

tån t¹i ρ > 0 sao cho

F (x+ u)− F (x)− 〈F ′(x), u〉 ≤ γ‖u‖ ∀u ∈ ρBL1(Ω;E), (3.31)

ë ®©y BL1(Ω;E) = {u ∈ L1(Ω;E) | ‖u‖ ≤ 1}. V× x∗k ∈ ∂F (xk) nªn,

theo §Þnh lý 3.2.3,

〈x∗k, x+ u− xk〉 ≤ F (x+ u)− F (xk) ∀u ∈ L1(Ω;E). (3.32)

Chó ý r»ng nÕu ‖x∗k − F ′(x)‖ 6= 0 th×

sup
‖u‖=ρ

〈x∗k − F ′(x), ρ−1u〉 = ‖x∗k − F ′(x)‖ > 2−1‖x∗k − F ′(x)‖.

Do ®ã, víi mçi k ∈ N tån t¹i uk ∈ L1(Ω;E) sao cho

‖uk‖ = ρ vµ 〈x∗k − F ′(x), uk〉 ≥ 2−1ρ‖x∗k − F ′(x)‖.

Thay u = uk vµo (3.31) vµ (3.32) ta thu ®­îc

−γ‖uk‖ ≤ F (x)− F (x+ uk) + 〈F ′(x), uk〉
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vµ

0 ≤ F (x+ uk)− F (xk)− 〈x∗k, x+ uk − xk〉.

Tõ ®ã suy ra

−γρ ≤ F (x)− F (xk) + 〈F ′(x)− x∗k, uk〉+ 〈x∗k, xk − x〉
≤ F (x)− F (xk)− 2−1ρ‖x∗k − F ′(x)‖+ 〈x∗k, xk − x〉.

KÕt hîp ®iÒu ®ã víi tÝnh bÞ chÆn cña d·y {x∗k} (l­u ý r»ng F lµ hµm Lipschitz

®Þa ph­¬ng t¹i x), ta cã lim sup
k→∞

‖x∗k − F ′(x)‖ ≤ 2γ. Do γ > 0 ®­îc lÊy tuú ý,

lim sup
k→∞

‖x∗k − F ′(x)‖ = 0. Tõ ®ã suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

XÐt bµi to¸n tèi ­u

(P)

F (x) −→ inf

x ∈ L1(Ω;E),

ë ®©y F (x) =
∫

Ω f(ω, x(ω))dµ(ω) (x ∈ L1(Ω;E)) lµ mét phiÕm hµm tÝch

ph©n tho¶ m·n c¸c gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 3.2.3.

HÖ qu¶ 3.2.2. §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó x lµ mét nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña bµi

to¸n (P) lµ

min
e∈E

f(ω, e) = f(ω, x(ω)) hÇu kh¾p n¬i.

Chøng minh. Gi¶ sö x lµ mét nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña bµi to¸n (P). Sö dông

qui t¾c Fermat, ta cã 0 ∈ ∂F (x). Do ®ã, theo §Þnh lý 3.2.3, mine∈E f(ω, e) =

f(ω, x(ω)) hÇu kh¾p n¬i. Ng­îc l¹i, nÕu mine∈E f(ω, e) = f(ω, x(ω)) hÇu

kh¾p n¬i th× víi mäi u ∈ L1(Ω, E), f(ω, u(ω)) ≥ f(ω, x(ω)) hÇu kh¾p n¬i.

Do ®ã x lµ mét nghiÖm cña bµi to¸n (P). 2
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Ch­¬ng 4

MiÒn gi¸ trÞ cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n

TËp gi¸ trÞ cña bÊt kú l¸t c¾t nµo cña mét ¸nh x¹ ®a trÞ còng lµ tËp con cña

miÒn gi¸ trÞ cña ¸nh x¹ ®a trÞ ®ã. Gi¶ sö (Ω,A, µ) lµ mét kh«ng gian cã ®é ®o

vµ F : Ω⇒ Rn lµ mét ¸nh x¹ ®a trÞ. Nh­ chóng ta ®· biÕt, tÝch ph©n Aumann

cña F trªn Ω lµ tËp c¸c tÝch ph©n trªn Ω cña c¸c l¸t c¾t kh¶ tÝch cña F. Do ®ã,

viÖc nghiªn cøu miÒn gi¸ trÞ cña mét ¸nh x¹ ®a trÞ cã thÓ cho chóng ta nh÷ng

th«ng tin h÷u Ých vÒ tÝch ph©n cña ¸nh x¹ ®a trÞ ®ã. Ch¼ng h¹n, nÕu µ lµ mét

®é ®o h÷u h¹n vµ miÒn gi¸ trÞ cña F bÞ chÆn th× mäi l¸t c¾t ®o ®­îc cña F ®Òu

lµ l¸t c¾t kh¶ tÝch.

Trong ch­¬ng nµy chóng ta nghiªn cøu miÒn gi¸ trÞ cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n

cña hµm f : X → R∪{+∞} chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi vµ tho¶ m·n mét

®iÒu kiÖn bøc, ë ®©y X lµ mét kh«ng gian Banach. Môc 4.1 ®­îc dµnh cho

tr­êng hîp f lµ hµm nöa liªn tôc d­íi theo t«p« yÕu. §Þnh lý 4.1.1 ®Æc tr­ng

tÝnh ph¶n x¹ cña X qua tÝnh trµn cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n FrÐchet cña f . KÕt

qu¶ nµy bæ sung mét kÕt qu¶ t­¬ng tù cña Borwein, Fitzpatrick vµ Vanderwerff

[11], ë ®ã c¸c t¸c gi¶ ®· ®Æc tr­ng tÝnh chÊt ph¶n x¹ cña kh«ng gianX qua tÝnh

trµn cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n cña c¸c hµm låi liªn tôc ë trªn X tho¶ m·n ®iÒu
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kiÖn bøc. Môc 4.2 ®­îc dµnh cho tr­êng hîp X lµ mét kh«ng gian Asplund

vµ f lµ hµm nöa liªn tôc d­íi theo t«p« sinh bëi chuÈn. Nguyªn lý biÕn ph©n

Ekeland vµ quy t¾c tæng mê (the fuzzy sum rule) cho d­íi vi ph©n FrÐchet

trong c¸c kh«ng gian Asplund lµ nh÷ng c«ng cô chÝnh trong viÖc nghiªn cøu

cña chóng ta. §Þnh lý 4.2.1 kh¼ng ®Þnh r»ng miÒn gi¸ trÞ cña ¸nh x¹ d­íi vi

ph©n FrÐchet ∂̂f(·) lµ trï mËt trong X∗. KÕt qu¶ nµy më réng mét phÇn kÕt

qu¶ t­¬ng øng cña Borwein vµ Preiss [12], ë ®ã c¸c t¸c gi¶ ®· xÐt cho tr­êng

hîp kh«ng gian Banach X cã mét chuÈn tr¬n t­¬ng ®­¬ng. Môc 4.3 tr×nh bµy

mét sè kÕt qu¶ vÒ sù tån t¹i ®iÓm dõng vµ sù tån t¹i nghiÖm cña bµi to¸n nhiÔu

cña mét bµi to¸n tèi ­u phi tuyÕn trong kh«ng gian v« h¹n chiÒu d­íi t¸c ®éng

cña nhiÔu tuyÕn tÝnh. Ngoµi nh÷ng kÕt qu¶ ë môc 4.3 lµ míi bæ sung, c¸c kÕt

qu¶ cßn l¹i cña ch­¬ng nµy ®· ®­îc c«ng bè trªn Nonlinear Analysis Forum

[18].

4.1 Tr­êng hîp kh«ng gian Banach ph¶n x¹

§Þnh lý sau ®©y ®­a ra hai tÝnh chÊt ®Æc tr­ng cho c¸c kh«ng gian Banach

ph¶n x¹.

§Þnh lý 4.1.1. Cho X lµ mét kh«ng gian Banach. Khi ®ã, c¸c mÖnh ®Ò sau lµ

t­¬ng ®­¬ng:

(i) X lµ kh«ng gian ph¶n x¹.

(ii) Víi bÊt kú hµm chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi yÕu f : X → R ∪ {+∞}

tho¶ m·n ®iÒu kiÖn bøc

lim
‖x‖→∞

f(x)

‖x‖
= +∞, (4.1)
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ta cã
⋃
x∈X

∂̂f(x) = X∗.

(iii) Víi bÊt kú tËp ®ãng yÕu vµ bÞ chÆn Ω ⊂ X, ta cã
⋃
x∈Ω

N̂(x; Ω) = X∗.

Chøng minh. (i) ⇒ (ii). Gi¶ sö X lµ mét kh«ng gian Banach ph¶n x¹ vµ

f : X → R∪ {+∞} lµ mét hµm chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi yÕu tho¶ m·n

®iÒu kiÖn (4.1). LÊy bÊt kú x∗ ∈ X∗. §Æt g(x) = f(x)− 〈x∗, x〉 (x ∈ X). V×

f lµ hµm chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi yÕu, nªn g còng lµ hµm chÝnh th­êng

nöa liªn tôc d­íi yÕu. Do ®ã tån t¹i α ∈ R sao cho

Xx∗,α := {x ∈ X | g(x) 6 α}

lµ mét tËp con ®ãng yÕu vµ kh¸c rçng cña X. Tõ (4.1) vµ bÊt ®¼ng thøc

f(x)

‖x‖
− ‖x∗‖ 6 g(x)

‖x‖
víi mäi x ∈ X\{0}

ta suy ra lim
‖x‖→∞

g(x)

‖x‖
= +∞. §iÒu nµy kÐo theo Xx∗,α lµ mét tËp con kh¸c

rçng, ®ãng yÕu vµ bÞ chÆn cña X . V× X lµ mét kh«ng gian Banach ph¶n

x¹, Xx∗,α lµ compact yÕu theo §Þnh lý Banach-Alaoglu. Do ®ã, theo §Þnh lý

Weierstrass, g ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt trªn Xx∗,α t¹i mét ®iÓm x̄ ∈ Xx∗,α. Tõ ®Þnh

nghÜa cña Xx∗,α suy ra x̄ còng lµ mét ®iÓm cùc tiÓu toµn côc cña g trªn X; do

®ã 0 ∈ ∂̂g(x̄). Theo §Þnh lý 1.1.3, ∂̂g(x̄) = ∂̂f(x̄)− x∗. Do ®ã x∗ ∈ ∂̂f(x̄).

(ii) ⇒ (iii). Gi¶ sö mÖnh ®Ò (ii) ®óng vµ Ω lµ mét tËp con ®ãng yÕu

kh¸c rçng cña X. §Æt f(x) = δ(x; Ω), ë ®©y δ(x; Ω) = 0 nÕu x ∈ Ω vµ

δ(x; Ω) = +∞ nÕu x ∈ X\Ω. V× Ω lµ mét tËp con kh¸c rçng ®ãng yÕu vµ bÞ

chÆn cña X, f lµ mét hµm chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi yÕu tho¶ m·n (4.1).

Do (ii), ta cã
⋃
x∈X

∂̂f(x) = X∗. MÆt kh¸c, ∂̂f(x) = N̂(x; Ω) víi mäi x ∈ X,

vµ N̂(x; Ω) = ∅ nÕu x ∈ X\Ω. Do ®ã
⋃
x∈Ω

N̂(x; Ω) = X∗.
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(iii) ⇒ (i). Gi¶ sö mÖnh ®Ò (iii) ®óng. NÕu X lµ mét kh«ng gian Banach

kh«ng ph¶n x¹, th× tån t¹i x∗ ∈ X∗ sao cho 〈x∗, x〉 6= ‖x∗‖ víi mäi x ∈ BX

(xem [27, tr. 12]). Khi ®ã Ω := BX lµ mét tËp con kh¸c rçng ®ãng yÕu vµ bÞ

chÆn cña X, nh­ng x∗ 6∈
⋃
x∈Ω

N̂(x; Ω). §©y lµ ®iÒu m©u thuÉn. VËy X lµ mét

kh«ng gian ph¶n x¹. 2

NhËn xÐt 4.1.1. XÐt tÝnh chÊt sau ®©y:

(ii)′ Víi mäi hµm låi liªn tôc f : X → R tho¶ m·n (4.1), ta cã

⋃
x∈X

∂f(x) = X∗,

víi ∂f(x) =
{
x∗ ∈ X∗ | f(u)−f(x) > 〈x∗, u−x〉 ∀u ∈ X

}
lµ d­íi vi ph©n

cña f t¹i x theo nghÜa Fenchel trong gi¶i tÝch låi (xem Ch­¬ng 1).

Ta thÊy r»ng (ii) ⇒ (ii)′. Kh¼ng ®Þnh (ii)′ ⇒ (i), mét kh¼ng ®Þnh m¹nh

h¬n (ii)⇒ (i), lµ kÕt qu¶ ®· biÕt (xem [11]).

4.2 Tr­êng hîp kh«ng gian Asplund

Chóng ta biÕt r»ng nÕu hµm f lµ nöa liªn tôc d­íi yÕu th× nã lµ nöa liªn

tôc d­íi vµ ®iÒu ng­îc l¹i lµ kh«ng ®óng. Kh«ng gian Banach ph¶n x¹ lµ mét

kh«ng gian Asplund. Trong §Þnh lý 4.1.1, nÕu X lµ mét kh«ng gian Asplund

vµ nÕu tÝnh nöa liªn tôc d­íi yÕu cña f ®­îc thay bëi tÝnh nöa liªn tôc d­íi,

th× chóng ta chØ cã thÓ kÕt luËn r»ng
⋃
x∈X

∂̂f(x) lµ trï mËt trong X∗.

§Þnh lý 4.2.1. Cho X lµ mét kh«ng gian Asplund vµ f : X → R ∪ {+∞}

lµ mét hµm chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi. NÕu f bÞ chÆn d­íi trªn c¸c tËp

bÞ chÆn vµ ®iÒu kiÖn (4.1) ®óng, th× tËp hîp
⋃
x∈X

∂̂f(x) lµ trï mËt trong X∗,



67

nghÜa lµ víi mçi x∗ ∈ X∗ vµ ε > 0 tån t¹i x̄ ∈ X vµ x̄∗ ∈ ∂̂f(x̄) sao cho

‖x̄∗ − x∗‖ 6 ε.

Chøng minh. LÊy bÊt kú x∗ ∈ X∗ vµ ε > 0. §Æt g(x) = f(x) − 〈x∗, x〉 víi

mäi x ∈ X. Ta cã g lµ mét hµm chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi, bÞ chÆn d­íi

trªn c¸c tËp con bÞ chÆn cña X , vµ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn lim
‖x‖→∞

g(x) = +∞. Do

®ã tån t¹i α ∈ R sao cho

Xg,α := {x ∈ X| g(x) 6 α} 6= ∅.

V× g lµ hµm nöa liªn tôc d­íi vµ X lµ kh«ng gian Banach, Xg,α lµ kh«ng gian

mªtric ®Çy ®ñ. H¬n thÕ, Xg,α lµ tËp bÞ chÆn (v× lim
‖x‖→∞

g(x) = +∞). Do ®ã

g bÞ chÆn d­íi ë trªn Xg,α. Theo nguyªn lý biÕn ph©n Ekeland (xem [3] hoÆc

[29]), tån t¹i y ∈ Xg,α sao cho

g(x) +
ε

2
‖x− y‖ > g(y) ∀x ∈ Xg,α.

Tõ ®Þnh nghÜa cña tËp Xg,α ta suy ra r»ng hµm

x 7→ f(x)− 〈x∗, x〉+
ε

2
‖x− y‖

®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt trªn X t¹i y. Do ®ã,

0 ∈ ∂̂
(
f(·)− 〈x∗, ·〉+

ε

2
‖ · −y‖

)
(y).

V× X lµ kh«ng gian Asplund, theo §Þnh lý 1.1.4, tån t¹i x, x′ ∈ X sao cho
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‖x− y‖ 6 ε

2
, ‖x′ − y‖ 6 ε

2
vµ

0 ∈ ∂̂f(x) + ∂̂
(ε

2
‖ · −y‖ − 〈x∗, ·〉

)
(x′) +

ε

2
BX∗

= ∂̂f(x̄) + ∂̂
(ε

2
‖ · −y‖

)
(x′)− x∗ +

ε

2
BX∗

⊂ ∂̂f(x) +
ε

2
BX∗ − x∗ +

ε

2
BX∗

= ∂̂f(x̄) + εBX∗ − x∗.

NghÜa lµ tån t¹i x̄∗ ∈ ∂̂f(x̄) tho¶ m·n ‖x̄∗ − x∗‖ 6 ε. 2

NhËn xÐt 4.2.1. Khi X lµ kh«ng gian Banach cã mét chuÈn t­¬ng ®­¬ng kh¶

vi (t¹i mäi ®iÓm kh¸c 0), kÕt luËn cña §Þnh lý 4.2.1 ®· ®­îc Borwein vµ Preiss

[12, Corollary 2.8] chøng minh. V× mét kh«ng gian cã chuÈn t­¬ng ®­¬ng kh¶

vi FrÐchet lµ kh«ng gian Asplund vµ tån t¹i nh÷ng kh«ng gian Asplund kh«ng

cã chuÈn t­¬ng ®­¬ng kh¶ vi G©teaux (xem [37]), §Þnh lý 4.2.1 më réng mét

phÇn kÕt qu¶ [12, Corollary 2.8].

Do ∂̂f(x) ⊂ ∂f(x), tõ §Þnh lý 4.2.1 chóng ta cã kÕt qu¶ sau ®©y.

HÖ qu¶ 4.2.1. D­íi c¸c gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 4.2.1, tËp hîp
⋃
x∈X

∂f(x) lµ trï

mËt trong X∗.

NÕu X lµ mét kh«ng gian Asplund (thËm chÝ X lµ kh«ng gian Hilbert) vµ

f : X → R ∪ {+∞} tho¶ m·n c¸c gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 4.2.1, th× cã thÓ x¶y

ra tr­êng hîp
⋃
x∈X

∂̂f(x) 6= X∗.

VÝ dô 4.2.1. LÊy X = `2 vµ en := (0, ..., 0, 1, 0, ...), ë ®©y phÇn tö ®¬n vÞ n»m
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ë vÞ trÝ thø n. XÐt hµm sè f : X → R ∪ {+∞} cho bëi c«ng thøc

f(x) :=


1

n
+
t

2

( 1

n+ 1
− 1

n

)
nÕu x = (1− t)en + ten+1

(t ∈ [0, 1) n = 1, 2, ...),

+∞ nÕu x ∈ X\
[ ∞⋃
n=1

[en, en+1)
]
,

ë ®©y [en, en+1) :=
{

(1− t)en + ten+1 | t ∈ [0, 1)
}
. Râ rµng c¸c gi¶ thiÕt cña

§Þnh lý 4.2.1 ®­îc tho¶ m·n. B©y giê chóng ta sÏ chøng tá r»ng 0 6∈
⋃
x∈X

∂f(x).

LÊy bÊt kú x̄ ∈ X. XÐt c¸c tr­êng hîp sau ®©y.

Tr­êng hîp 1. Kh«ng tån t¹i n ∈ {1, 2, ...
}
sao cho x̄ ∈ [en, en+1). Khi ®ã

∂̂f(x̄) = ∂f(x̄) = ∅.

Tr­êng hîp 2. Tån t¹i n ∈ {1, 2, ...} sao cho x̄ ∈ (en, en+1) :=
{

(1 − t)en +

ten+1 | t ∈ (0, 1)
}
. §Æt g(x) = f(x) nÕu x ∈ (en, en+1), vµ g(x) := +∞ nÕu

x ∈ X\(en, en+1). Ta cã g lµ mét hµm låi vµ

∂f(x̄) = ∂̂f(x̄) = ∂̂g(x̄)

=
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, x− x̄〉 6 g(x)− g(x̄), ∀x ∈ X

}
=
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, x− x̄〉 6 f(x)− f(x̄), ∀x ∈ (en, en+1)

}
=
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, en+1 − en〉 =

1

2

( 1

n+ 1
− 1

n

)}
.

Tr­êng hîp 3. x̄ = e1. Lý luËn t­¬ng tù nh­ trong Tr­êng hîp 2, ë ®©y

(en, en+1) ®­îc thay b»ng [e1, e2), ta cã

∂f(x̄) = ∂̂f(x̄) =
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, e2 − e1〉 6 −

1

4

}
.
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Tr­êng hîp 4. Tån t¹i n ∈ {2, 3, ...} sao cho x̄ = en. Khi ®ã

x∗ ∈ ∂̂f(x̄)⇔ lim inf
x→x̄

f(x)− f(x̄)− 〈x∗, x− x̄〉
‖x− x̄‖

> 0

⇔ lim inf
t↓0

f
(
(1− t)en + ten+1

)
− f(en)− t〈x∗, en+1 − en〉

t‖en+1 − en‖
> 0

⇔ 1

2

( 1

n+ 1
− 1

n

)
> 〈x∗, en+1 − en〉.

Do ®ã,

∂̂f(x̄) =
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, en+1 − en〉 6

1

2

( 1

n+ 1
− 1

n

)}
.

V× X lµ mét kh«ng gian Hilbert (do ®ã X lµ mét kh«ng gian Asplund) vµ f lµ

nöa liªn tôc d­íi ®Þa ph­¬ng t¹i x̄ ∈ domf, theo §Þnh lý 1.1.4 ta cã

∂f(x̄) = Lim sup
f

x→ x̄

∂̂f(x).

Chó ý r»ng trong tr­êng hîp nµy
f

x→ x̄ cã nghÜa lµ x→ x̄ víi x ∈ [en, en+1).

Tõ ®ã suy ra

∂f(x̄) =
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, en+1 − en〉 6

1

2

( 1

n+ 1
− 1

n

)}
.

Do ®ã
⋃
x∈X

∂f(x) =
⋃
x∈X

∂̂f(x) vµ 0 6∈
⋃
x∈X

∂f(x).

HÖ qu¶ 4.2.2. Gi¶ sö Ω lµ mét tËp con kh¸c rçng, ®ãng vµ bÞ chÆn cña mét

kh«ng gian Asplund X. Khi ®ã tËp
⋃
x∈Ω

N̂(x; Ω) lµ trï mËt trong X∗.

Chøng minh. §Æt f(x) = δ(x; Ω) víi mäi x ∈ X. V× Ω lµ mét tËp con kh¸c

rçng, ®ãng vµ bÞ chÆn cña X nªn f tho¶ m·n c¸c gi¶ thiÕt cña §Þnh lý 4.2.1.

Do ®ã, tËp
⋃
x∈X

∂̂f(x) trï mËt trong X∗. MÆt kh¸c, ∂̂f(x) = N̂(x; Ω) víi mäi

x ∈ X vµ N̂(x; Ω) = ∅ nÕu x ∈ X\Ω. Tõ ®ã ta suy ra r»ng tËp
⋃
x∈Ω

N̂(x; Ω) lµ

trï mËt trong X∗. 2
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Kh¸c víi tr­êng hîp Ω lµ ®ãng yÕu trong kh«ng gian Banach ph¶n x¹, nÕu

Ω chØ ®ãng theo t«p« sinh bëi chuÈn trong kh«ng gian Hilbert X , th× cã thÓ

x¶y ra kh¶ n¨ng
⋃
x∈Ω

N̂(x; Ω) 6= X∗.

VÝ dô 4.2.2. LÊy X = `2 vµ en := (0, ..., 0, 1, 0, ...) lµ vÐct¬ ®¬n vÞ thø n. §Æt

Ω =
∞⋃
n=1

[en, en+1], ë ®©y [en, en+1] :=
{
en+ t(en+1− en) | t ∈ [0, 1]

}
. DÔ thÊy

Ω lµ mét tËp con kh¸c rçng bÞ chÆn cña X. Ta cã Ω lµ mét tËp con ®ãng cña

X. ThËt vËy, gi¶ sö Ω kh«ng ph¶i lµ mét tËp ®ãng. Khi ®ã, tån t¹i x̄ ∈ Ω\Ω.

V× c¸c tËp [en, en+1] (n = 1, 2, ...) lµ ®ãng, x̄ ∈ Ω\Ω vµ Ω =
∞⋃
n=1

[en, en+1],

nªn tån t¹i xnk
= (1 − tnk

)enk
+ tnk

enk+1, tnk
∈ [0, 1] (k = 1, 2, ...) sao cho

lim
nk→∞

xnk
= x̄. Do ®ã

lim
nk→∞

〈xnk
, x̄〉 = 〈x̄, x̄〉 = ‖x̄‖2. (4.2)

MÆt kh¸c, {en} héi tô yÕu ®Õn 0 vµ

〈xnk
, x̄〉 = 〈(1− tnk

)enk
+ tnk

enk+1, x̄〉

= (1− tnk
)〈enk

, x̄〉+ tnk
〈enk+1, x̄〉.

Do ®ã

lim
nk→∞

〈xnk
, x̄〉 = 0. (4.3)

Tõ (4.2) vµ (4.3) ta suy ra x̄ = 0. V× vËy,

‖xnk
‖ =

√
(1− tnk

)2 + t2nk
→ 0 khi nk →∞.

§©y lµ ®iÒu m©u thuÉn v× ‖xnk
‖ > 1/

√
2 víi mäi k. VËy Ω lµ tËp ®ãng. §Æt

x∗0 = −2e1 −
∞∑
m=1

1

m

(
em+1 − em

)
.

Râ rµng x∗0 ∈ `2 = X = X∗. Chóng ta sÏ chøng minh r»ng x∗0 6∈
⋃
x∈Ω

N(x; Ω),

do ®ã x∗0 6∈
⋃
x∈Ω

N̂(x; Ω). LÊy bÊt kú x̄ ∈ Ω.
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Tr­êng hîp 1. Tån t¹i n sao cho x̄ ∈ (en, en+1). Khi ®ã

N(x̄; Ω) = N̂(x̄; Ω) =
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, en+1 − en〉 = 0

}
. (4.4)

Tr­êng hîp 2. x̄ = e1. Ta cã

N(x̄; Ω) = N̂(x̄; Ω) = {x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, e2 − e1〉 6 0
}
. (4.5)

Tr­êng hîp 3. Tån t¹i n ∈
{

2, 3, ...
}
sao cho x̄ = en. Khi ®ã

N̂(x̄; Ω) =
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, en+1 − en〉 6 0, 〈x∗, en−1 − en〉 6 0

}
.

Theo §Þnh lý 1.1.4,

N(x̄; Ω) = Lim sup
x→ x̄

N̂(x; Ω)

=
{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, en+1 − en〉 6 0, 〈x∗, en−1 − en〉 6 0

}⋃{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, en+1 − en〉 = 0

}⋃{
x∗ ∈ X∗ | 〈x∗, en − en−1〉 = 0

}
.

(4.6)

DÔ dµng thÊy r»ng 〈x∗0, e2 − e1〉 =
1

2
vµ 〈x∗0, en+1 − en〉 =

2

n(n2 − 1)
nÕu

n ∈
{

2, 3, ...
}
. Do ®ã, tõ (4.4) - (4.6) ta suy ra r»ng x∗0 6∈ N(x̄; Ω).

Sö dông HÖ qu¶ 4.2.2 chóng ta cã thÓ thu l¹i ®­îc §Þnh lý Bishop-Phelps

(xem [27, tr. 3]) cho tr­êng hîp X lµ kh«ng gian Asplund.

HÖ qu¶ 4.2.3. NÕu Ω lµ mét tËp con låi ®ãng kh¸c rçng vµ bÞ chÆn cña mét

kh«ng gian Asplund X, th× tËp hîp gåm c¸c phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc ë

trªn X vµ ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt trªn Ω lµ trï mËt trong X∗.

Chøng minh. Mét phiÕm hµm tuyÕn tÝnh liªn tôc x∗ ∈ X∗ ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt

trªn Ω t¹i x ∈ Ω nÕu vµ chØ nÕu 0 ∈ −x∗ +NΩ(x), ë ®©y

NΩ(x) :=
{
u∗ ∈ X∗ | 〈u∗, u− x〉 6 0 ∀u ∈ Ω

}
.
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V× Ω lµ tËp låi nªn NΩ(x) = N̂(x; Ω). Tõ ®ã suy ra tËp c¸c phiÕm hµm tuyÕn

tÝnh liªn tôc ë trªnX vµ ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt trªn Ω chÝnh lµ tËp hîp
⋃
x∈Ω

N̂(x; Ω).

Do ®ã, theo HÖ qu¶ 4.2.2, ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

L­u ý r»ng §Þnh lý Bishop-Phelps ë trong [27] ®­îc ph¸t biÓu cho tr­êng

hîp tæng qu¸t h¬n, víi X lµ mét kh«ng gian Banach bÊt kú.

4.3 Mét vµi øng dông

Tõ kÕt qu¶ cña hai môc tr­íc chóng ta sÏ rót ra mét vµi ®Þnh lý vÒ sù tån t¹i

®iÓm dõng vµ sù tån t¹i nghiÖm trong tèi ­u phi tuyÕn.

XÐt bµi to¸n

(P0) min{f(x) |x ∈ X},

ë ®ã X lµ kh«ng gian Banach vµ f : X → R∪{+∞} lµ hµm nöa liªn tôc d­íi.

Ta nãi x̄ ∈ X lµ ®iÓm dõng cña (P0) nÕu 0 ∈ ∂̂f(x̄). Theo qui t¾c Fermat

suy réng (xem [46, Proposition 1.114]), nÕu x̄ lµ mét nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña

(P0) th× nã lµ mét ®iÓm dõng cña bµi to¸n ®ã.

§Þnh lý 4.3.1. NÕu X lµ kh«ng gian ph¶n x¹, f : X → R ∪ {+∞} lµ hµm

chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi yÕu, vµ ®iÒu kiÖn bøc (4.1) ®­îc tho¶ m·n th×,

víi mäi c ∈ X∗, bµi to¸n

(Pc) min{f(x) + 〈c, x〉 |x ∈ X}

cã tËp c¸c ®iÓm dõng kh¸c rçng.

Chøng minh. Theo ®Þnh nghÜa, x̂ lµ ®iÓm dõng cña (Pc) khi vµ chØ khi

0 ∈ ∂̂(f + 〈c, ·〉)(x̂).
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Theo §Þnh lý 1.1.3, ∂̂(f + 〈c, ·〉)(x̂) = ∂̂f(x̂) + c. V× vËy, bao hµm thøc

−c ∈ ∂̂f(x̂) (4.7)

lµ ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó x̂ lµ ®iÓm dõng cña (Pc). Do c¸c gi¶ thiÕt cña chóng

ta, §Þnh lý 4.1.1 suy ra bao hµm thøc (4.7) cã nghiÖm víi mäi c ∈ X∗. §iÒu

®ã chøng tá víi mäi c ∈ X∗ bµi to¸n (Pc) cã tËp ®iÓm dõng kh¸c rçng. 2

Trong tr­êng hîp f lµ hµm låi, víi mçi x ∈ X , ∂̂f(x) trïng víi d­íi vi

ph©n cña f t¹i x theo nghÜa gi¶i tÝch låi. Do ®ã, tËp ®iÓm dõng cña bµi to¸n

(P0) trïng víi tËp nghiÖm cña nã. HiÓn nhiªn, nÕu f lµ hµm låi th× víi mäi

c ∈ X∗ hµm sè f(x) + 〈c, x〉 còng lµ hµm låi. Ta ®· biÕt r»ng hµm låi f lµ nöa

liªn tôc d­íi yÕu ë trªn X khi vµ chØ khi nã lµ nöa liªn tôc d­íi ë trªn X theo

t«p« sinh bëi chuÈn cña X .

C¸c nhËn xÐt võa nªu cho thÊy r»ng kh¼ng ®Þnh sau lµ hÖ qu¶ trùc tiÕp cña

§Þnh lý 4.3.1.

MÖnh ®Ò 4.3.1. NÕu X lµ kh«ng gian ph¶n x¹, f : X → R ∪ {+∞} lµ hµm

låi chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi, vµ ®iÒu kiÖn bøc (4.1) ®­îc tho¶ m·n th×

víi mäi c ∈ X∗ bµi to¸n (Pc) cã nghiÖm.

NhËn xÐt 4.3.1. Ta cã thÓ xem (Pc) lµ kÕt qu¶ cña viÖc lµm "nhiÔu tuyÕn tÝnh"

bµi to¸n (P0) (tøc lµ viÖc céng thªm hµm tuyÕn tÝnh 〈c, x〉 vµo hµm môc tiªu

f(x) cña (P0)). Theo c¸ch hiÓu nµy, §Þnh lý 4.3.1 lµ mét kh¼ng ®Þnh vÒ sù tån

t¹i ®iÓm dõng cña bµi to¸n nhiÔu cña (P0) d­íi t¸c ®éng cña mäi nhiÔu tuyÕn

tÝnh, cßn MÖnh ®Ò 4.3.1 lµ mét ®iÒu kiÖn ®ñ cho sù tån t¹i nghiÖm bµi to¸n

nhiÔu cña mét bµi to¸n qui ho¹ch låi d­íi t¸c ®éng cña nhiÔu tuyÕn tÝnh.
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NhËn xÐt 4.3.2. VÒ mÆt h×nh thøc, bµi to¸n (P0) ®­îc xÐt trong §Þnh lý 4.3.1

lµ bµi to¸n tèi ­u kh«ng cã rµng buéc. Tuy nhiªn, v× f cã thÓ nhËn gi¸ trÞ +∞,

nªn ta dÔ dµng chuyÓn bµi to¸n tèi ­u cã rµng buéc

min{ϕ(x) |x ∈ Ω},

ë ®ãX lµ kh«ng gian Banach, ϕ : X → R∪{+∞} lµ hµm nöa liªn tôc d­íi, Ω

lµ mét tËp con ®ãng cñaX , vÒ d¹ng (P0) b»ng c¸ch ®Æt f(x) = ϕ(x)+δ(x; Ω),

víi δ(·; Ω) lµ ký hiÖu hµm chØ cña Ω.

NÕu X chØ lµ mét kh«ng gian Asplund mµ kh«ng ph¶i lµ kh«ng gian Banach

ph¶n x¹, th× chóng ta chØ cã thÓ thu ®­îc kh»ng ®Þnh sau ®©y vÒ sù tån t¹i ®iÓm

dõng cña bµi to¸n nhiÔu cña (P0) d­íi t¸c ®éng cña nhiÔu tuyÕn tÝnh 〈c, x〉, víi

c ®­îc lÊy trong mét tËp hîp trï mËt trong X∗. Chóng ta l­u ý r»ng gi¶ thiÕt

®Æt lªn hµm f ë ®©y nhÑ h¬n gi¶ thiÕt t­¬ng øng trong §Þnh lý 4.3.1.

§Þnh lý 4.3.2. Cho X lµ kh«ng gian Asplund, f : X → R ∪ {+∞} lµ hµm

chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi vµ bÞ chÆn d­íi ë trªn mçi tËp con bÞ chÆn cña

X . NÕu ®iÒu kiÖn bøc (4.1) ®­îc tho¶ m·n, th× tån t¹i mét tËp C trï mËt trong

X∗ sao cho víi mäi c ∈ C bµi to¸n (Pc) cã tËp ®iÓm dõng kh¸c rçng.

Chøng minh. V×X lµ kh«ng gian Asplund, f lµ hµm chÝnh th­êng nöa liªn tôc

d­íi, bÞ chÆn d­íi trªn c¸c tËp con bÞ chÆn cña X , vµ tho¶ m·n (4.1), nªn theo

§Þnh lý 4.2.1, tËp
⋃
x∈X

∂̂f(x) trï mËt trongX∗. Do ®ã, tËpC := −
[ ⋃
x∈X

∂̂f(x)
]
.

còng trï mËt trong X∗. V× víi mçi c ∈ C tån t¹i x̂ ∈ X sao cho −c ∈ ∂̂f(x̂)

(hay 0 ∈ ∂̂(f+〈c, ·〉)(x̂)), nªn tËp ®iÓm dõng cña (Pc) lµ kh¸c rçng mäi c ∈ C.

Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh. 2

Sau ®©y lµ mét kh¼ng ®Þnh vÒ sù sù tån t¹i nghiÖm cña bµi to¸n qui ho¹ch
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låi d­íi t¸c ®éng cña mét tËp trï mËt (theo t«p« sinh bëi chuÈn cña X∗) c¸c

nhiÔu tuyÕn tÝnh lªn hµm môc tiªu.

MÖnh ®Ò 4.3.2. Cho X lµ kh«ng gian Asplund, f : X → R ∪ {+∞} lµ hµm

låi chÝnh th­êng nöa liªn tôc d­íi vµ bÞ chÆn d­íi ë trªn mçi tËp con bÞ chÆn

cña X . NÕu ®iÒu kiÖn bøc (4.1) ®­îc tho¶ m·n, th× tån t¹i mét tËp C trï mËt

trong X∗ sao cho víi mäi c ∈ C bµi to¸n (Pc) cã nghiÖm.
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KÕt luËn

C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña luËn ¸n nµy bao gåm:

1. C«ng thøc biÓu diÔn tÝch ph©n Aumann cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n Clarke vµ

cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n Mordukhovich, c¸c ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tÝch ph©n

nµy lµ tËp gåm mét ®iÓm.

2. Mét d¹ng t­¬ng tù cña c«ng thøc Newton-Leibniz cæ ®iÓn cho tr­êng hîp

tÝch ph©n ®a trÞ. Chøng minh míi cho ®Þnh lý ®· biÕt vÒ kh¶ n¨ng ®Æc tr­ng

hµm sè cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n Clarke.

3. C«ng thøc tÝnh chÝnh x¸c d­íi vi ph©n Mordukhovich cña tÝch ph©n bÊt ®Þnh

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt,

víi f lµ mét hµm bÞ chÆn cèt yÕu.

4. C«ng thøc tÝnh chÝnh x¸c d­íi vi ph©n Mordukhovich cña phiÕm hµm tÝch

ph©n

F (u) =

∫
Ω

f(ω, u(ω))dµ(ω) (u ∈ L1(Ω;E)),

víi (Ω,A, µ) lµ mét kh«ng gian cã ®é ®o kh«ng nguyªn tö σ-h÷u h¹n ®Çy

®ñ, E lµ kh«ng gian Banach kh¶ ly, vµ f : Ω×E → R̄ lµ hµmA⊗B(E)−®o

®­îc. C«ng thøc nµy kÐo theo mét tiªu chuÈn tån t¹i nghiÖm ®Þa ph­¬ng cña

bµi to¸n tèi ­u kh«ng rµng buéc, víi hµm môc tiªu lµ phiÕm hµm tÝch ph©n.
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5. Mét sè ®Æc tr­ng cña kh«ng gian Banach ph¶n x¹ th«ng qua tÝnh chÊt trµn

cña ¸nh x¹ d­íi vi ph©n FrÐchet. §iÒu kiÖn ®ñ ®Ó miÒn gi¸ trÞ cña ¸nh x¹

d­íi vi ph©n FrÐchet trï mËt trong X∗ khi kh«ng gian nÒn X cã tÝnh chÊt

Asplund.

6. Hai ®Þnh lý vÒ sù tån t¹i ®iÓm dõng cña bµi to¸n nhiÔu cña mét bµi to¸n tèi

­u phi tuyÕn trong kh«ng gian v« h¹n chiÒu d­íi t¸c ®éng cña nhiÔu tuyÕn

tÝnh.

7. Hai mÖnh ®Ò vÒ sù tån t¹i nghiÖm cña bµi to¸n nhiÔu cña mét bµi to¸n qui

ho¹ch låi trong kh«ng gian v« h¹n chiÒu d­íi t¸c ®éng cña nhiÔu tuyÕn tÝnh.

Cïng víi c«ng thøc Newton-Leibniz (®· ®­îc kh¶o s¸t ë Ch­¬ng 2), h­íng

nghiªn cøu chÝnh cña luËn ¸n cã thÓ tiÕp tôc ®èi víi c«ng thøc Green, c«ng

thøc Gauss vµ c¸c øng dông. §èi víi bµi to¸n tÝnh to¸n hoÆc ®¸nh gi¸ d­íi vi

ph©n cña phiÕm hµm tÝch ph©n (Ch­¬ng 3 cña luËn ¸n), ngoµi c¸c líp hµm ®·

®­îc xÐt, cÇn tiÕp tôc nghiªn cøu t×m ra c¸c c«ng thøc tÝnh to¸n hoÆc ®¸nh gi¸

d­íi vi ph©n cho c¸c líp hµm kh¸c vµ øng dông c¸c c«ng thøc thu ®­îc vµo

viÖc kh¶o s¸t c¸c bµi to¸n tèi ­u cã liªn quan ®Õn phiÕm hµm tÝch ph©n, ®Æc

biÖt lµ c¸c bµi to¸n ®iÒu khiÓn tèi ­u.
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