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LOI NOI PAU

Toéan hoc nod1 chung va toan gidi tich noi riéng cd nhitng tng dung da dang
trong nhiéu nganh khoa hoc khac nhau, dac biét trong khoa hoc kinh té. Cac
nghién ctru va phan tich kinh té vé mit dinh lugng thudng duge tién hanh thong
qua cac mo hinh kinh té toan (dung toan hoc dé mé ta, phan tich cac mbi quan
hé, cac qua trinh hay dbi tuong kinh té). Vi thé cdc nha nghién ctru kinh té ngay
cang c¢6 nhu cau sir dung nhiéu hon cac cong cu toan hoc, dac biét la cong cu
giai tich (nhu ham sd, dao ham, vi phan) va cac phuong phap t6i uu hoa.

Pé tai luan van dé cap t6i nhitng kién thtrc toan giai tich va t6i wu hod co
ban can dung trong kinh té. Viéc tim hiéu nhiing kién thirc ndy 13 hoan toan can
thiét va hiru ich, gitp hiéu sdu hon vé cic cong cu toan giai tich, ti vu hoa va

van dung t6t hon trong thuc tién gidng day toan cho cac dbi twong kinh té.

Muc tiéu cta luan vin 14 tim hiéu va trinh bay khai quat nhirng kién thirc
toan hoc co ban cin dung trong cac nghién ctru kinh té, dic biét trong nghién
ctru 1y thuyét kinh t& vi md (micro-economic theory). Cac ndi dung dé cap téi
trong luan vin duoc trinh bay khong qua hinh thirc ma gin giii v6i tu duy kinh
té, voi nhiéu vi du minh hoa cu thé va c6 giai thich ¥ nghia kinh té khi c6 thé,

nhung van giit tinh chinh xac, chit ché vé mit toan hoc.
Noi dung luan van dugc chia thanh ba chuong:

Chuong 1 “Kién thirc chuan bi” gidi thiéu tom tit mot s6 khai niém co
ban vé tap hop va anh xa, quan hé va ham sd: tdp ma, tip dong, tdp compact
trong R"; can trén (can dudi) cua tap hop sb thyc; tinh lién tuc ctia 4nh xa, mbi
quan hé gitra tinh lién tuc vdi anh ngugc cua cac tap mo (dong), anh lién tuc cua
tap compact; dinh ly Weierstrass vé ton tai gia tri cuc tri cua ham lién tuc trén

tap compact; tap 16i va tinh chat, dinh 1y Minkowski vé tach cac tap 10i ...
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Chuong 2 “Ham gia tri thue” dé cap t6i cac ham sb thuc thuong gip trong
kinh té va mot sb tap co li€n quan mat thiét véi ham: do thi, tdp muc, tap mirc
trén, tap muc dudi. Xét tinh ting (giam), tinh 161 (16m), tinh 16i chat (I6m chat),
do déc, do cong va mbi lién hé véi céc tap mirc, vo1 dao ham va vi phan cua
ham sb, ham thuin nhét va tinh chit ...

Chuong 3 “Bai toan toi wu” trinh bay khai quat van dé cuc tri ctia ham so:
cuc tri dia phuong va cuc tri toan cuc, cuc tri tu do va cuyc tri co diéu kién, diéu
kién can, diéu kién du cia cuc tri (cAp 1 va cip 2). Tinh duy nhét cua diém cyc
tiéu (cuc dai) li€én quan voi tinh 16i (10m) chat. ctia ham. Cyc tri véi rang budc
dang thic (phuong phap Lagrange), voi rang budc khong am va tong quat hon 1a

v4i rang budc bat dang thirc (diéu kién Karush-Kuhn-Tucker (diéu kién KKT) ...

Do thoi gian c6 han nén luan van ndy moi chi dung lai & viéc tim hiéu, tap
hop tai liéu, sap xép va trinh bay cac ndi dung chinh theo chu dé dit ra. Trong
qua trinh viét ludn vin cling nhu trong xir 1y vin ban chic chin khong tranh khoi
c6 nhirng sai sot nhat dinh. Tac gia luan van rit mong nhan dugc sy gbp ¥ cla
cac thdy co va cac ban dong nghiép dé luan vin dugc hoan thién hon.

Nhén dip nay, tic gia xin bay t6 10ng biét on sdu sic dén thiy huéng din
GS-TS Tran Vii Thiéu da tan tinh gitip d& trong suét qua trinh 1am luan van.

Tac gid xin chan thanh cdm on céc thay, c6 cua Truong Pai hoc Su pham
Thai Nguyén va Vién Toan hoc da giang day va tao moi diéu kién thuan loi
trong qua trinh tac gia hoc tap va nghién ctru.

Thai Nguyén, thang 9/2009

Tac gia
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Chuong 1
KIEN THUC CHUAN BI

Chuong nay dé cap téi mot sé khai niém co ban vé giai tich lién quan téi
cac ham va cuc tri cia ham. N§i dung cia chuong dua chu yéu trén cac nguén
tai licu [2], [3], [4].

1.1. TAP LOI TRONG R" (Convex sets in R")

Tap so thyc duge biéu thi boi ky hidu dic biét R va duge dinh nghia nhu sau
R={X|-0<x<+ox}
Néu ta xay dyng tich ciia hai tap hop
RxR={(X;, X2) | X1 € R, x, e R}
thi mot diém bat ky thudc tap nay (cip hai sd thuc bat ky) dugc dong nhat véi
mot diém trong mit phiang Descarte v& ¢ Hinh 1.1. Tap R x R d6i khi duoc goi

1a “khong gian Euclid hai chiéu” va dugc ky hiéu ngin gon bai R
+ o0

y
Hinh 1.1. Mat phazlf.log Descarte R?

Téng quat, vécto n- chiéu 13 mot cap co thu ty cua n sb (X1, X2, ... , Xp) VA
dugc xem nhu mot “diém” trong khong gian Euclid n - chiéu hay “n - khéng
gian”. Cling nhu trudc, n - khong gian dugc dinh nghia nhu tich ctia n tap hop

R'=RxRx...x R={(X, X, ..., xn) | X € R,i=1,2, ..., n}.
n lan

Ta sé& thuong ky hiéu cac vécto (hay diém) trong R" bang chit in ddm. Vi

du, X={Xy, Xo, ..., X,}. D01 khi ta mudn thu hep su chtl ¥ vao tap con cua R",

goi 1a “gdéc khdng am” va ky hiéu R", trong d6
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R" ={(x1, X2, ..., xn) [ X 20,i=1,2,...,n} < R".

Ta qui udc viét x > 0 dé chi cac vécto trong R ma mdi thanh phan x; cia
n6 16n hon hay bang 0 va dung ky hiéu x > 0 dé chi cic vécto ma moi thanh
phan ctia n6 thuc sy duong. Tong quat, vi batky X,y € R", ta viét X > y < x; >
Vi, Vi=1,...,n,vax>y < X >y, Vi=1,...,n

Pinh nghia 1.1. Tap hop 16i trong R"

Tap S = R" duoc goi 1a 16i néu véi moi x* € Svax® e Staco

tx'+ (1-t)x* e S.
d6i voi moi t trong khoang 0 <t < 1.

Nhu vay mot tap hop 14 16i néu no chira hai diém bét ky thi né chua tat ca
cac diém trung binh theo trong s (tong trong sd bang 1) cta hai diém do.

Cac vi du vé tap 16i va tap khong 16i v& & Hinh 1.2. Céc tap hop 16i ¢6 hinh
dang dep: khong c6 hd, khong nut gdy, khong bi cong queo trén bién.

Céc tap hop 16i Cac tap hop khong 10i
'Y IO
OHl~

Hinh 1.2. C4c tap 1i va tap khong 15i trong R?
Ta cht y toi tinh chat don gian nhung quan trong cta cac tap 10i.
Pinh ly 1.1. Giao ciia cac tap 10i 12 16i

Gid sir SVA T la cdc tdp 16i trong R". Khi d6, S N T la mét tdp 16i.
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Chirng minh. Gia st S va T 14 hai tap hop 16i va x*, X* 13 hai diém bét ky
thuoc SN T.Dox' e SN Tnénx' € Svax' e T. Ciing cdy, do X’ € SN T nén
X eSvax*eT.Choz=tx"+ (L —t)xX’* v6i t e [0, 1] 1a mot t6 hop 15i bét ky
ciax' vax>. DoSlatip1dinénz e SvadoTlatap1dinénze T.Vize Svaz
e Tnénze SN T. Do moitd hop 16i ciia hai diém bat ky thuéc S N T ciing
thugc S N T nén S N T 1a mot tap hop 16i.

1.2. QUAN HE VA HAM SO(Relations and Functions)

e Ta da thdy mdi cdp c6 thir tu (s, t) tuy ¥ dit tuong ng phan tirs € S nao
d6 v&i phan tir t € T. Cac phan tir cia S va T khong nhat thiét 1a cic s6 ma co
thé 12 nhitng d6i tuong bat ky (ngudi, vat hay db vat, ...). Ta ndi mot ho hay
mot tap tuy y cac cdp co thir tu 1a mdt quan hé nhi nguyén (binary relation) ctia
hai tdp S va T. Nhu vay, quan hé nhi nguyén la mot tap hop con cua tich hai
tdp, trong d6 phdn tir dau ciia méi cdp thudc S va phan tir sau thuée T.

Thong thuong, ho cac cip duoc thiét 1ap khi giira hai phan tir ctia cip co
mdi quan hé ¥ nghia nio d6. Chang han, S 13 tip cac thanh phé {Ha Noi,
Wasington, London, Paris, Marseilles, Hué} va T 1a tap cac nudc {Viét Nam,
Hoa Ky, Anh, Phap, Buc}. Cum tu “la tha do cia” xac dinh nén mot quan hé
ma no la tdp con cua tdp tich S x T, bao gém cac cap {(Ha Noi, Viét Nam),
(Wasington, Hoa Ky), (London, Anh), (Paris, Phap)}. Ta thuong diat mot ky
hiéu chung dé chi quan hé, thay cho ban than quan hé d6 va ca cum tir “1a tha d6
cua”.

Ky hiéu R dé chi cum tir “c6 quan hé y nghia nao d6 véi”. Ta néi R xac
dinh mot quan hé va doc xRy 1a “x c6 quan hé véi y”. Dé phan biét gitra tap tat
ca cac cdp ¢6 quan hé bai cum tir R voi ban than phat biéu R do, ta dat ky hiéu
xac dinh quan hé d6 trong hai diu nhay kép. Nhu vay, dinh nghia tong quat ctia

mot quan h¢ dugc cho bdi

“R"={(s,f)[seS,te TVASRt} cSxT.
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Hay gip nhit 1a cac quan hé nhi nguyén xac dinh bdi mét tip con cua tich
mot tdp hop nao dé vaoi chinh nd. Chéng han, S la tap céc diém thudc khoang
dong don vi S = [0, 1]. Vi cum tir c6 nghia R = “16n hon hay bang” thi quan hé
nhi nguyén

“>?={(x,y)|x e S,y e Svax>y}
dugc minh hoa & Hinh 1.3. Quan h¢ nay bao g@)m moi cap co thir tu cac sb gitlra
0 va 1, trong d6 s6 thtr nhat 16n hon hay bang so thir hai. Khi quan hé nhi
nguyén la tap con cua tich mot tap S v4i chinh no6 thi ta ndi do 1a mot quan hé

trén S.

S={0, 1}
SxS={(x,y)|xeS,y e S}
“>”= {(x,y)|x €S,y eS x>y}
“>?cSxS

W

0 e 1

Hinh 1.3. Quan h¢ “>” trén S =[O0, 1]

e Ham (function) ciing 1& mot quan hé va 1a mot kiéu quan hé hét sic dic
biét. Cu thé, ham 1a quan hé dit twong (ng mdi phﬁn tor cua mdt tap vo1 mot
phan tir duy nhit ctia mot tip khac. Ta ndi ham f 13 mot anh xa (mapping) tir mot
tap D vao mot tap khac T va vigtf: D > T. Tap D cac phﬁn tir cO anh xa tir do
goi 1a mién xac dinh (domain) va tdp T cic phan tir dugc anh xa chuyén téi
duoc goi 1a mién tri (range). Néu y 13 mot diém thudc mién tri dugc anh xa
chuyén t&i tir mot diém x thudc mién xac dinh thi ta viét y = f(x) va goi y 1a anh
(image) cta x. Néu tap diém A trong mién tri dugc anh xa toi boi tap diém B
trong mién xac dinh thi ta viét A = f(B). Pé minh hoa, ta xét Hinh 1.4. Hinh v&
(A) khéng phai 1a mot ham, vi nhiéu diém trong mién tri dugc gan vdi cling mot
diém trong mién xac dinh, x; chéng han. Hinh v& (B) md td mot ham, vi moi

diém thudc mién xac dinh dugc gan voi mot di€ém duy nhat trong mién tri.
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A A
Y1 _________ !
yyf-o :
yl --------- I
'X1 >
(A) B) B

Hinh 1.4. Ham va khong phai ham

Anhcua D la tap diém trong mién tri ma c6 mot diém thudc mién xac dinh
anh xa t&i do, tic 1a tap I = (D) = {y | y = f(x) v6i x ndo d6 € D} c T. Anh
nguoc cua tdp diém S < I duoc dinh nghia 1a tap £(S) = {x | x € D, f(x) € S}.
P6 thi ctia ham f hiéu theo nghia thong thuong, d6 1a tap cac cip co tha tu G =
{(x,y) | x € D, y=1f(x)}. Mot s6 khai niém vé d thi dugc minh hoa & Hinh 1.5.
¢ Hinh 1.5 (A), D= R, T = R va né m6 ta do thi ctia ham y = sin(x). Tuy nhién,
ham sin(x) khong bao gior 14y gia tri nhd hon - 1 va 16n hon 1. Vi thé anh ctua D
1a tap con I = {-1, 1} ctia mién tri T. Hinh 1.5 (B) 14 d thi ctia ham f: [0,1] —
[0, 1] cho boi y = $x. & ddy ta gidi han mién xac dinh va mién tri trong khoang

don vi [0, 1]. anh cua D 1a tdp con I=[0, 1] cua mién tri.

AY Yy

/1 - R \
I =1[-1, 1] <
: ! R
- -1t/2 g : al
il
I
\_1 - :| /] X
- ; + >
- .c-_lém _
(A) (B)

Hinh 1.5. Mién hiru hiéu, mién tri v mién anh (image)
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Hinh 1.5 (A) cho thdy trong dinh nghia ctia ham khong ngin cdm c6 nhiéu
phan tir trong mién xac dinh anh xa vao cing mot phan tir trong mién tri. Néu
mdi diém trong mién tri duoc gin tdi da véi mot diém trong mién xac dinh thi
ham duoc goi 14 4nh xa mét-mét. Thém vao d6, néu mdi diém trong mién tri
déu 1a anh ctia mot diém nao d6 trong mién xac dinh thi ham dugc goi 1a anh xa
lén. Néu ham 13 4nh xa 1 - 1 1&n thi ham ngwoc f' : T — D tdn tai, ciing 1a 4nh

xal-1Ién.
1.3.TO PO TRONG R"

e Muc nay dé cap téd1 mot sb khai niém co ban vé topod va thiét 1ap mot sb
két qua quan trong vé tap hop va vé 4nh xa lién tuc tir mot tap vao mdt tap khéc.
Mic du nhiéu khai niém dé cap to1 ¢ day co thé mé rong cho cac loai tap bat ky,
song ta chi han ché xét cac tap trong R", ttrc 13 tap s6 thyuc hay tap vécto thuc.

Ta bat dau bang khai niém metric va khéng gian metric (metric space).
Meétric hiéu don gian 13 s6 do khoang cach (distance). Khong gian metric chinh
13 mot tap, trong d6 c6 dinh nghia khai niém khoang cach gitta cac phan tir cta
tap d6. Puong thang sd thuc R 13 mot khong gian metric. Khoang cach hay
metric trong R chinh 13 ham gi4 trj tuyét ddi. Véi hai diém x*, x* bt ky thuoe R
khoang cach giita chung, ky hiéu d(x*, x) dugc cho béi

d(xt, x3) = |xt - ¥4

Mit phing Descarte R? ciing 1a mot khong gian metric. Khoang cach giita

hai diém tuy ¥ x* = (X7, x3) va x* = (x2, x3) trong R? dwoc cho béi

O, x0) = (2 —x3)2 + (x2 - xL)? .

Téng quat, v6i hai diém bt ky x* va x* trong R" ta dinh nghia
A, )3 = O =x2)2 + (b = x2)2 4.+ (x4 —x2)? |

Dé cho gon ta dung ky hiéu d(x*, X°) = ||x* - X*||. Ta goi d6 14 chuén (metric)
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Euclid. Ciing 13 18 ty nhién, ta goi khong gian metric R" str dung chuan nay dé
do khoang cach 1a khéng gian Euclid R".

Khi c6 metric, ta c6 thé dua ra khai niém “gin nhau” cta hai diém. Ta lay
diém bat ky x° € R" va goi tap diém c6 khoang cach téi x° nhé hon & > 0 1a mot
g-hinh cAu mé tdm x°. Tap diém c6 khoang cach téi x° khéng qua € > 0 1a mot
g-hinh cau déng tam x°. N6i mot cach chinh x4c, ta co

Pinh nghia 1.2. Hinh ciu ban kinh € mé va déng (open & closed e-balls)

1. Hinh ciu m¢ tam tai diém x° € R" va ban kinh € > 0 (¢ 1a mot sd
thue) 13 tap cac diém trong R™:
B.(X%) = {x € R" | 4(x°, x) < €}
nho hon hén
2. Hinh cdu dong tam tai diém x° € R" va ban kinh € > 0 1a tap cac
diém trong R™:
B.0%) ={x e R"|d(’, x) <€}
nho hon hay bang

Cac khoang mo va khoang dong trén duong thing sb thuc 1a cic tip c6
nhirng tinh chit hoan toan khac nhau. Trong R ta c6 mot cam nhan truc quan
kha tot vé su khac nhau d6. Khai niém e-hinh cau cho phép ta hinh thirc hod su
khac biét nay va tong quat hoa né dé co thé ap dung duge cho nhitng tip trong
khong gian sb chiéu cao hon.

e Dudi day ta sé dung khai niém e-hinh cau dé dinh nghia tap md, tap dong
va thiét 1ap mot s6 tinh chat quan trong ctia ching.

Dinh nghia 1.3. T4p mé trong R" (open set)

Ta ndi tdp S < R" 12 mé néu véi mdi x € S ton tai € > 0 sao cho hinh cau
mé B¢(X)  S. N6i ndm na, tp S 1a md néu ta c6 thé vé& trong S mot hinh cau

ma, du to hay nho, bao quanh mot diém bat ky thudc S.
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Pinh ly 1.2. Vé cac tip mé trong R"
1. Tdp rong & la mét tdp mé.
2. Toan khéng gian R" la mét tap mé.
3. Hop ciia hai (hay mét sé bat ky) tdp mo la mét tdp mé
4. Giao cia mét s6 hitu han bat ky cac tap mo la mot tdp mo.

Chirng minh. (1) hién nhién, vi tdp @ khong chira phan tir ndo. (2) ciing 13
tu nhién, vi B¢(X) = R" ¥x € R" va Ve > 0. Bé chung minh (3) gia sat A, B 1a
cac tdp mo, ta chirng minh A U B cling la tap mé. That vay, véi x € A u B thi x
e A hodc X € B. Néu x € A thi do A mé nén tim dugc € > 0 sao cho By(X)  A.
Néu x € B thi do B mé nén tim duoc € > 0 sao cho B.(X) c B. Trong moi
truong hop, voi bat ky x € A U B ta ludn tim dugc mot hinh cdu mo tdm x nim
tron trong A U B, vithé A U B 1a tdp mod. Chirng minh (4) tuong tu.

Céc tip md c6 nhitng tinh chat Iy tha va hiru ich. Tap mé ludn c6 thé duoc
mo ta chinh xac boi ho cac tap mé khac nhau! Gia st ta bat dau tir mot tap md
nao do. Vi tap la mo nén ta co thé “boc” mdi diém cua tap nay bdi mot hinh cu
mé& sao cho moi diém thudc hinh cau déu ndm trong tap di chon. Ban than mdi

hinh cau mé lai 1a mot tap md, nhu minh hoa & Hinh 1/,67 ~

A X2 PR < A X2

Se——-

Hinh 1.6. Hinh cdu md 1a tip mé Hinh 1.7. Tép mé/ dong trong R?
Bay gid xét hop cua tat ca cac hinh cdu md ndy. Theo Dinh 1y 1.2, hop d6
14 mot tap mo. Co thé thdy rang trén thuc té hai tdp nay 1a mot. Tinh chit nay

cua cac tap mo la rat quan trong dua dé chirng t6 vai tro cua dinh 1y sau.
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Pinh Iy 1.3. Moi tip mé 13 ho ciia cac hinh ciu mé
Gia sir S < R" la mgt tdp mo. Véi moi X € S chon s6 &« > 0 s5a0 cho B, (x)
c S. Khi do
S=UB,, (X)-

XeS
e Ta dung tap md dé dinh nghia tip dong.
Dinh nghia 1.4. T4p déng trong R"
Ta ndi tap S < R" 13 déng khi va chi khi phan bu ¢S = (R"\'S) 14 tip mo.
No6i ndm na, mot tip 1a mé néu nd khong chira diém ndo trén “bién” cia no
va 1a tdp dong néu né chira moi diém trén bién cua nd. Chinh xac hon, diém x
duoc goi la diém bién cua tap S néu moi g-hinh cau tim x déu chira nhiing diém
thudc S va nhirng diém khéng thudc S. Tap cac diém bién cua S dugc ky hiéu 1a
8S. Tap S 1a mo néu nd khong chira diém bién nao cta nd hay néu 6S N S = &,
Tap S 13 dong néu nd chira moi diém bién ctia nd hay néu 8S c S.
Cho mot tip bat ky S ¢ R". Piém x € S goi 1a diém trong cta S néu tim duoc
g-hinh cau tim x nam tron trong S: B(X) — S. Tap tit ca cac diém trong cta S
goi 14 phén trong cua S va duoc ky hiéu 1a int S. Theo cach niy ta thiy rang tap
S 1a m& néu no chi chira cac diém trong, tuc la néu S = int S. Trai lai, tap S 1a
dong néu nd chira moi diém trong cung voi moi diém bién cia nd, tirc la néu S =
intSuwoS.
Tap déng co cac tinh chat twong ty nhu tinh chat tip mé néu trong Pinh 1y 1.2.
Pinh ly 1.4. V& cac tap dong trong R"
1. Tdp rong & la mét tdp dong.
2. Toan khong gian R" la mét tap dong.
3. Hop ciia mét s6 hitu han bt ky cdc tdp dong la mét tdp déng.
4

Giao cia hai (hay mét sé bat k) tdp déng la mét tap dong.
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Chirng minh. Tap rong & va toan |R" 1a hai tip duy nhat vira dong vira mo
trong R". Theo Pinh 1y 1.2 hai tdp nay 13 mod. Do trong R" tdp nay 1a phan bu
cua tap kia nén chung la cac tap dong.

Pé chirg minh (3) gia str A, B 13 hai tdp dong. Ta chirmg minh A U B ciing
la tap dong. That vay, do A, B dong nén theo Pinh nghia 1.4 cac phén bu cA, cB
cua ching la c4c tap md. Theo Pinh 1y 1.2. tuong giao cA M cB 1a tdp mo. Luat
De Morgan va dinh nghia tdp dong cho thiy c(cA n cB) = A U B la tap dong.
Chung minh (4) tuong tu.

Cac tap dong trén duong théng thuc c6 mét tinh chit kha dic thu va thuc té
nod to ra rat hiru ich: mot tip dong bat ky trong R co thé xem nhu tuong giao
(htru han hay v6 han) ctia hop cac khoang dong don gian.

Chinh x4c hon, c¢6 thé chimg minh dinh 1y sau.

DPinh ly 1.5. Cac tap déng trong R va cac khoang dong

Gid sit S la mét tdp dong bdt ky trong R. Khi do,

5= (0.8, ]U ;. +0)).
Véi cde s6 thuwe ai < by va tdp chlzg Isé | nao do.

Dinh 1y 1.5 cling dGng cho céc tdp dong gdm cac sb thuc khong am. Ta cb
dinh ly sau day.

DPinh ly 1.6. Cac tap dong trong R, va cac khoang dong

Gid sit S la mét tdp dong bdt ky trong R.. Khi db,

S = ([0,2,]Ub; +0)).
Vi cde sé thue 0 < a < bj va tdplec!hi s6 | nao do.

e Mot khai ni€ém quan trong khac 1a tap bi chan. N6i ndm na, tap 1a bi
chin néu no khong “di ra v6 han”. Sau day 1a dinh nghia chinh xac cta khai
niém nay.

Dinh nghia 1.5. T4p bi chin trong R" (bounded set)
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Tap S < R" dugc goi 1a bi chin néu nod chira dugc trong mot hinh cau (md
hay dong) ban kinh € nao d6. Nghia 13, S bi channéu 3x € R"vasée>0dé S
B.(X).

Theo dinh nghia nay, mot tap 1a bi chan néu ta c¢6 thé v& mot e-hinh ciu
bao quanh tap do. C6 mot cach dinh nghia khac v61 ndi dung truc quan hon khi
ta han ché & hinh cau tdm tai géc 0 € R". Theo cach nay c6 thé thiy tap S bi
chan khi va chi khi ¢c6 mot e > 0 hitu han sao cho moi diém trong S cach gbc
khong qué e.

C6 mot sb thuat ngtt li€n quan t&i cac tap bi chan trén duong théng thuc R.
Gia str S R 1a mot tap sé thuc khac rdng bat ky. Mot sb thuc | bat ky (khong
nhat thiét thudc S) thod man | < x v&i moi x € S duoc goi 1a mot can dudi
(lower bound) cua S. Chang han, néu S = {3, 5, 7} this6 0 ¢ S 13 mot can dudi
cia S, s63 e S cling 1a mdt can dudi cua S. Cling vay, mot sb thuc u bat ky
(khong nhit thiét rhudc S) sao cho x < u vdi moi x € S duoc goi 1a mdt céin trén
(upper bound) cua S. Trong vi du vira xét 8 ¢ S 1a mot cantréncia S,s67 € S
cling 1a mot can trén cua S. Tap S < R goi la bi chan dwéi néu nd c6 mot can
du6i va bi chin trén néu né c6 mot can trén. Khoang (- o, 3) bi chin trén
nhung khong bi chan dudi. Tap sb bat ky vira bi chin trén vira bi chin dudi tat
nhién bi chan theo Pinh nghia 1.5.

Ta vira thdy mot tap hop s6 co thé co nhiéu can dudi hay can trén. S6 16n
nhit trong cac can dudi nay goi la cin dwéi lén nhat (greatest lower bound)
hay can du6i ding cua tap S. S6 nho nhit trong cac can trén goi 1a cin trén nhé
nhit (least upper bound) hay can trén duing cua tap S. C6 thé dung tién dé co
ban cta hé théng s6 thuc dé ching minh ring mot tap bi chin bat ky trong R
ludén c¢6 mot can dudi 16n nhit va mot can trén nho nhét

C6 thé chirng minh ring mot tap dong bt ky trong R s& chtra can dudi 16n

nhat va can trén nhé nhat ctia n6 (n€u co).
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Trai lai, mot tip mo bét ky trong R s& khong chira can dudi 16n nhit va can
trén nho nhat ciia no.

Pinh Iy 1.7. Cin trén va cin dudi cia tap hop so thue

1. Gia su'S < R la mot tap mo bi chan va gia s a la can dudi lon nhat
ctia SVA b la cdn trén nho nhat ciia S. Khi dé, a ¢ Svab ¢ S.
2. Gia s S < R la mot tap dong bi chan va gia sw a la cdn dudi lon
nhdt ciia SvVa b la cdn trén nhé nhat ciia S. Khi dé,a € Svab € S.
Chirng minh. Ta chimg minh cac két ludn dau, phan sau chimg minh tuong ty

Gia str S < R 1a tap mo cac sb thuc va a 13 can dudi 16n nhét cua S. Pinh ly
khang dinh a ¢ S. Néu gia stra € S ta s& tim ra mau thudn. That vy, do gia thiét
a € Sva s latip md nén tim dugc & > 0 sao cho B.(a) — S. Tir d6 diém a - €/2 €
S.Doa-¢gl2<avaa-el2 €S néndiéu nay trai voi a 1a can dudi 1on nhat cia S.
Vi thé khong thé coa € S ma phaicoa ¢ S..

Pé chirng minh dinh 1y cho truong hop tap dong, gia sit S — R 1a tap dong,
bi chin va a 1a can dudi 16n nhit cta S. Theo dinh nghia can dudi, a < X VX € S.
Néu a = x v6i x nao d6 € Sthia e S va chirng minh két thuc.

Néua<x Vx e SthiagS, vithéa e cS (phan bu cta S). Do S dong nén
¢S mé. Khi d6 tim dugc & > 0 sao cho moi diém thudc hinh cadu mé B,(a) = (a- €,
a+e) chira trong c¢S. Tlr d6 cho thay moi diém thudc khoang mo (a - €, a + €) déu
thuc sy nhé hon moi diém trong S. Noi riéng, diéma+¢/2 € (a-¢,a+¢)vaa+
el2<X VX e S, nghialaa+e/21amdtcandudiciaSvaa<a-+e/2,traivdiala
can dudi 16n nhét cua S. Vay ta phaicoa € S.

Mot tap trong R" vira dong, vira bi chin dugce goi 1a mot tip compact. Cac
tap nay kha quen thudc trong nhiéu ing dung. Ta nhic lai dinh nghia dé dung
sau nay.

Dinh nghia 1.6 (Heine - Borel). TAp compact trong R"

Tap S = R" duoc goi la compact khi va chi khi S dong va bi chin.
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Khoang mo trong R khong phai 13 mot tdp compact. No ¢ thé bi chin
nhung khong dong. Ciing vay, hinh cau md trong R" khong compact. Tuy nhién
moi khoang dong bi chin trong R, ciing nhu moi hinh cau déng trong R" 1a mot
tap compact. Toan bd R" khong compact vi né khdng bi chin, mic du né dong.
Tinh compact thuc ra 13 mt tinh chit t6pd. Tuy nhién, Pinh 1y Heine-Borel cho
thiy ddi véi cac tap trong R" tinh chat compact tuong duong voi tinh dong va bi
chan.

1.4. TINH LIEN TUC(Continuity)

Khai niém anh xa lién tuc (continuous mapping) hay ham lién tuc (conti-
nuous function) 1a mot khai niém quan trong trong giai tich. Trong nhiéu tng
dung kinh té hodc ta mudn gia thiét cac ham dé cap to1 la ham lién tuc hodc
mudn biét liéu chung c6 lién tuc khi ma ta khéng mudn don gian chi 13 gia thiét
n6. Du trudng hop ndo di nita, tét nhat 12 nén c6 hiéu biét rd thé ndo 13 ham lién
tuc va cac tinh chat ctia ham lién tuc.

Vé dai thé, mot ham goi la lién tuc néu mot “di chuyén nhd” trong mién
xac dinh khong gay ra “budc nhdy 16n” trong mién tri. Cy thé hon, mot ham goi
13 lién tyc tai diém x° trong mién xac dinh néu véi moi € > 0 tim duoc & > 0 sa0
cho moi diém trong mién xac dinh, cach x° khéng qua & duoc anh xa f chuyén
t6i mot diém trong mién tri, cach f(x%) khdng qua e. Dinh nghia sau diy cho
cach hiéu chinh x4c vé anh xa lién tuc, ap dung cho cac anh xa tur tap D bat ky
vao tap T bat ky khac, khong nhat thiét trong khong gian Euclid ma trong cac
khong gian métric bat ky.

Pinh nghia 1.7. (Cauchy) Tinh lién tuc (Continuity)

Cho D la mot tap, T 1a mot tap khac va gid st f: D — T. Ham f duoc goi la
lién tuc tai diém x° € D khi va chi khi v&i moi & > 0 ton tai mot 6 > 0 sao cho

f(B+(X)) < B(f(X)).

Ham f duoc goi 1a lién tuc (trén D) néu no li€n tuc tai moi diem x € D.
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B.(f(x"))

v

Hinh 1.8. Tinh lién tuc ctia ham (anh xa)

Dinh nghia lién tuc néu trén tap trung chil yéu vao quan hé giira hai tap: tap
f(B5(x%)) (anh cua tip mé trong mién xac dinh) va tip mé khéc - tap B.(f(x")), ca
hai tap nay déu & trong mién anh.

Hai dinh 1y sau thiét lap su twong duong giita tinh lién tuc cta anh xa voi
st bao toan céac tinh chat tdpd co ban ctia cac tip anh nguoc.

Pinh ly 1.8. Tinh lién tuc va dnh ngwoc cia cac tip mé

Gia sir f: D — T la mét anh xa va £1 1 T — D la anh xa nguoc cua ftr T
toi D. Gia sw' U c T la mot tap mo trong mién tri ciia f. Khi do, f la lién tuc khi
va chi khi anh nguoe £1(U) < D ld mét tdp mé trong mién xdac dinh cia f.

Chirng minh. Can. Gia st f 1a 4nh xa lién tuc thoa méan Dinh nghia 1.7.
Cho U < T 1a tap mé bét ky trong mién tri ctia f. Xét tap anh nguoc £7(U) cia U
trong mién xac dinh cta f. Ta chimg minh £'(U) mé. That vay, lay diém bat ky x
e f'U) c D. Theo dinh nghia ctia 4anh nguoc f(x) € U. Do U mé nén c¢6 & > 0
sao cho hinh cidu md B(f(x)) c U. Do f lién tuc nén theo Pinh nghia 1.7 tim
dugc 6 > 0 sao cho f(Bs(x)) < B(f(x)). Nhung vi B(f(x)) < U nén f(Bs(x)) < U.
Bing cach ap dung ham ™ vao ca hai vé ctia bao ham thirc nay ta co £ (f(Bs(x))
< f1(U) hay Bs(x) = f*(U). Chimg t6 £*(U) 1a tap mo.

Pii. Ta can chimg minh néu mdi tap mé trong mién trj cua f duoc f* bién
thanh tap mao trong mién xac dinh cua f thi f 1a mot 4nh xa lién tuc. Léy tap mo

trong mién trj 12 hinh cdu mé véi ban kinh € > 0 bt ky, tim tai diém f(x) trong
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mién tri ma 13 anh cua diém x nao do trong mién xac dinh cua f. Nhu vay, hinh
cau B,(f(x)) 12 mot tip mé trong mién trj ctia f va ta gia thiét ring anh nguoc cua
né F1(B.(f(x))) cling 14 tdp mo trong mién xac dinh cta f. Ta chirmg minh f lién
tuc. That vay, theo gia thiét f Y(By(f(x))) m& trong D nén tim dugc mot hinh cau
mé quanh diém x e F(B,(f(x))) va nim tron trong f(B,(f(x))). Gia sit ban kinh
ctia hinh cdu nay 1a & > 0: Bs(x) < FY(By(f(x))). Tir d6 f(Bs(x)) < f(F*(B:(f(x))))
hay f(Bs(x)) < B:(f(x)). Nhu vay, fthoa man dinh nghia ctia ham lién tuc.

Ta cling ¢6 dinh 1y tuong tu vé ham lién tuc va anh nguoc cua cac tap
dong.

Pinh ly 1.9. Tinh lién tuc va dnh ngwgc cia cac tap dong

Gia sir f:D — T la mét anh xa va £1 1 T — D la anh xa nguoc cua T T
t6i D. Gid sw U c T la mét tdp dong trong mién tri ciia f. Khi do, T la lién tuc
khi va chi khi anh nguoc £1(U) < D ld mét tdp déng trong mién xdc dinh ciia f.

Chirng minh. Cho U 12 mét tdp dong trong mién tri T. Ta tim cach ching
minh anh nguge £1(U) cua U 1a mot tdp dong trong mién xac dinh D < f 14 lién
tuc. That vay, U 1a tap dong khi va chi khi phan bu ciia n6 cU 14 tap md trong T.
Dinh 1y 1.8 cho thiy flién tuc khi va chi khi anh nguoc cia tap mo £7(cU) 1a tap
mé trong D. C6 thé chimg minh rang anh nguoc cua phan bu clia mot tap bat ky
tring v6i phin bu cta anh nguoc cua tip do, vi thé £*(cU) = c(f*(U)). Nhu vay,
f lién tuc khi va chi khi tap ¢(f*(U)) 1a mé trong D. Lay phan bu mot lan nita ta
thiy f lién tuc khi va chi khi £*(U) = c(c(F'(U))) 1a tap dong trong D.

Hai dinh 1y trén rat tong quat va rat manh. Néu biét dugc diéu gi d6 vé anh
nguoc cta cic tip mé hay dong trong mién tri thi c¢6 thé dung cac dinh Iy nay dé
phan doan xem 4nh xa noi téi co lién tuc hay khong. Nguoc lai, néu biét duoc
anh xa néi toi 1a lién tuc thi c6 thé dung cac dinh Iy nay dé chi ra nhiing tinh

chat ma anh nguoc cua cac tap mo hay dong trong mién tri can phai co.
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Ta c6 thé chirng minh duoc rang néu S < D 1a mot tip compact va néu f 1a
mot anh xa lién tuc thi tap anh f(S) < T cling la mot tap compact.

Pinh ly 1.10. anh lién tuc ctiia m¢t tap compact la mot tap compact

Gid sit f: D — R la mot anh xa lién tuc. Néu tap con S < D la mot tap
compact thi tap anh cua no 1(S) < R cing la mot tap compact.

Chirng minh. Xem ching minh day du trong Nikaido (1972).

1.5. PINH Li TON TAI(Existence Theorems)

Cac dinh ly ton tai chi 1o nhirng diéu kién néu duoc thoa min s& bao dam
o cac két luan gi do. Hai diém cén luu y khi ban vé dinh ly tdn tai. Thir nhat,
diéu kién néu ra trong cac dinh 1y ndy noi chung chi 1a diéu kién di, khong nhat
thiét 1a diéu kién can. Nghia 1a khi cac diéu kién cta dinh 1y duoc thoa man thi
su ton tai cua dbi tuong dé cap to1 dugc bao dam. Déng thoi trong nhiing truong
hop khong ¢6 cac diéu kién nay thi dbi twong d6 van c6 thé ton tai. Thir hai, cac
dinh 1y ndy dam bao cho cai gi d6 ton tai, nhung néi chung chiing khong cho ta
hinh dung rd né nhu thé nao va ton tai ¢ dau.

Dinh 1y thtr nhat 14 mot két qua co ban trong 1y thuyét t6i wu. Nhiéu bai
toan kinh té doi hoi tim cuc tiéu hay cuc dai mdt ham sb x4c dinh trén mot tap
nao d6 ctia R". Ta sé& chu yéu quan tAm tdi bai toan tim cyc tiéu hay cuc dai cta
cac ham bién ddi cac vécto trong R" thanh cac sé trong R. Cac ham nhu thé
dugc goi 1a ham gia tri thwe va ta s& xét chi tiét 16p ham nay & chuong sau. Tuy
nhién, & ddy ta c6 thé dung mot sb tinh chat topd (déng, md, bi chin ...) dé thiét
lap mot trong nhitng dinh 1y ton tai thong dung nhat v6i tén goi dinh ly
Weierstrass. Dinh 1y dua ra cac diéu kién du cho su ton tai gia tri 1on nhat va
gi4 tri nho nhét cia mot ham lién tuc.

Pinh Iy 1.11 (Weierstrass). Ton tai gia tri cue tri (Extreme Values)

Gia sir f: R" > R la mét ham thyc lién tuc. Gia s S la mét tdp compact

trong R". Khi dé, tim dwoc vécto X* € S va vécto X € S sao cho
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f(x*) < f(X) < f(X) voi moi X € S.

Chirng minh. Do f'lién tuc va S compact nén theo Pinh 1y 1.10, f(S) 1a mot
tap compact. Do f la ham thuc nén f(S) < R. Do f(S) compact nén n6 dong va bi
chin. Theo Pinh 1y 1.7, bat ky tap dong va bi chdn trong tap sb thuc déu chtra
can dudi 16n nhit, goi la a, va can trén nho nhét, goi la b. Theo dinh nghia cua
tap anh, tim dugc diém x* € S sao cho f(x*) = a € f(S) va diém X € S sao cho
f(X) = b e f(S). Két hop vdi dinh nghia cta can dudi 16n nhat va can trén nho
nhit ta c6 flx*) < f(x) va f(x) < f(X) vdi moi x € S.

e Dinh ly tach (Separation Theorems). N6i ndm na, cac dinh 1y tach cho
nhirng diéu kién du dé mot siéu phang (Hyperplane) cé thé “di xuyén qua” hai
tap hop 16i va chung c6 nhiéu Gmg dung trong toan hoc va trong 1y thuyét kinh
té. Trudc khi néu dinh 1y ta hdy 1am quen voi mét s6 thuat ngir.

Pinh nghia 1.8. Siéu phing H trong R" 1a tdp hop cac diém x € R" thoa
min phuong trinh <a, X> = «a, trong d6 vécto a € R", a# 0, o € R 1a mot sb
thure.

Trong R? siéu phing 1a mot duong thing c6 dang a;x; + aX, = o voi a;
hodc a, # 0 hay X, = afa, — a;xi/ay (gia sir az # 0). Dé nhan ra d6 1a mot dudng
thdng c6 do dbc - a/a, va cit truc tung tai diém o/ a,. Trong R siéu phéng la
mot mit phang. Trong khéng gian sd chiéu cao hon siéu phing 13 mot tp afin
(n— 1) chiéu.

Pinh nghia 1.9. Ta ndi siéu phang H tach hai tap S va T trong R" néu

<a,x><oavoimoiXx e Sva<a, y>>avoimoiy e T,
nghia 13 siéu phang H tach hai tdp S va T néu moi diém thudc S nam & mot phia
ctia H, con moi diém thudc T nidm & phia kia ctua H. Néu H c¢6 it nhat mot diém
chung véi bién cua mot trong hai tap thi ta noi H twa (support) vao tap hop do
va goi H 1a siéu phing twa (supporting hyperplane) ctia no.

Dinh 1y sau néu mot diéu kién du dé co thé tach hai tap hop 16i trong R".
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Pinh ly 1.12. Dinh ly tich Minkowski (Minkowski’s Separation Theorem)
Cho Sva T la hai tdp 16i, khdc réng, roi nhau trong R". Khi dé, tim dwoc vécto

acR" a%0viséo e Rsaocho<a, x><aVxeSva<ay>>aVyeT.

X2 X3
I 0
/ arX X = X
A axitaXx=a W
» X1 H
Hinh 1.9. Siéu phing trong R* & R® Hinh 1.10. Siéu phang tach
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Chuong 2
HAM GIA TRI THUC

Chuong nay d& cap toi cac ham sb thuc thuong gip trong kinh té va trong
tinh toan t6i wu. Khao sat ham sd thong qua cac tip co lién quan (dd thi, tap
mic), phan tich mot s6 ham thong dung: ham 16i, ham 16m, ham thuan nhat va
cubi cling xét tinh vi phan cta ham sb. Noi dung cta chuong dua chil yéu trén
cac tai liéu [1], [2], [3], [4].

2.1. HAM SO THUC VA CAC HAM CO LIEN QUAN

Ham gi4 tri thyc rat hay gip trong 1y thuyét kinh t& vi mé. Ham chi phi san
xuat, ham loi ich tiéu dung, ham cung cau vat tu, hang hoa ... la nhiing ham
quen thude nhat. N6i mot cach hinh thire

Pinh nghia 2.1. Ham gia tri thwe (Real VValued Functions)

f: D — Tla ham gid tri thire néu D la mét tdp bdt ky va T < R.

(D 14 mién x4c dinh, T 1a mién gié tri ctia ham va R tap hop cac s thyc).

No6i ném na, f 13 ham gia trj thuc néu né bién ddi cac phan tir trong mién
xac dinh cua n6 vao duong théng thuc. Néu mién xac dinh 1a mét tap con trong
R" thi ham thuc bién d6i vécto trong R" thanh mét sb thuc trong R.

Cac ham

y=ax;+bx,, y=vz*+w® hayy= 3" a;x’
13 nhitng vi du vé& ham thuc, vi trong mdi trudmg hop vé phai 1a mot sb thuc.
No6i mot cach don gian, ham cé gia tri thuc khi “dau ra” cta nod 1a mot sd

chtr khong phai la vécto, bat ké “dau vao” cta ham la gi.
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Lép ham thuc rat rong. Chuong nay s€ gioi thi¢u mat s6 loai ham thuc dic
biét va kham phd nhitng tinh chit quan trong ctia ching. Trong sudt chuong, ta
han ché su cha ¥ t61 cdc ham thuc co mién xac dinh 1a cac tap 16i.

Gia thiét 2.1. Ham gia tri thue trén tap hop 18i (over Convex Sets)

Cho f: D — T la ham thuc, trong dé D < R" la mot tap l6i va T < R,
nghia lanéux' e D, X’ e Dvax'=tx' + (1 - t)x* v6it e [0, 1] thi X' € D.

Cac ham thyuc trong nhiéu tng dung kinh té tiéu biéu thuong c6 xu hudng
tang hodc gidm mot cach déu dan trén mién xac dinh cta ching. Ta goi d6 1a cac
ham tdng hodc ham gidm. Ta néu ra dinh nghia chat ché cho céac thuit ngir nay
dé dung vé sau.

Dinh nghia 2.2. Ham tang (Increasing Functions)

Ham f: D — T duoc goi 1a ting hay ham ting néu f(x°) > f(x') < x° > x*
va x° = x'. Ta n6i ham f ting chit néu f(x°) > f(x') < x° > x* va x° = x".

Theo dinh nghia nay, ham duoc goi 13 ting néu mdi khi ting mot hay mot
s6 thanh phan cta vécto X = (X4, ... , X,) khong 1am gidm gia tri cia ham. Ta noi
ham 14 ting chit néu mdi khi ting mot hay nhiéu thanh phan cua X lam ting
thuc su gia tri cia ham. Ham gidm duoc dinh nghia tuong tu.

Dinh nghia 2.3. Ham giam (Decreasing Functions)

Ham f : D - T duogc goi 1a giam hay ham giam néu f(x°) < f(x!) < x° > x*
va x° = x*. Ta n6i ham f giam chit néu f(x°) < f(x') < x® > x* va x° = x*.

e CAC TAP CO LIEN QUAN VOI HAM (Relateed Sets)

Nhu da biét, dd thi ctia ham 1a mot tap c6 lién quan mat thiét voi ham, doi
khi d6 thi cho mét cach hiéu don gian va truc quan vé ham. C6 mdt sb tap khac
c¢6 lién quan v6i ham tré thanh céng cu quen thudc trong 1y thuyét kinh té,
chung c6 biéu dién hinh hoc don gian va thudng cho dang twong duong dé khao
sat va thao tac voi cic ham, dic biét ddi véi cac ham thue co mién tri 1a tap con

ctia dudng thang sb thuc R.
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Sau day ta s& néu dinh nghia vé cac tp co lién quan va néu mbi quan hé
giita chiing véi nhau néi chung va v6i ham noi riéng, Tiép do, ta s& xét mot sd
ham thue dic biét va cac tinh chat dic trung cua cac tap co lién quan.

Khéi niém tap mirc (hay dwdng mirc) chic chin di rit quen thudc voi
nhiéu ngudi, mic dau nd co cac tén goi khac nhau. Nhiéu ddi tuong quen thudc
trong kinh té vi mé nhu duong “dang muc”, duong “dang lugng”, duong “dang
lgi nhuan” ... déu la dudng mirc cuia cac ham thyuc. Pai thé, tap muc la tap hop
cac phan tir thudc mién xac dinh ciia ham ma ching duoc bién doi thanh cung
mdt gia tri s6 hay “mic” trong mién tri. Nhu vay, hai phan tir bat ky trong cung
mot tap muc s€ cho cung mot gia tri sb trong mién trj, khi dua cac phﬁn tir do
vao ham. Mot cach hinh thurc:

Dinh nghia 2.4. Tap mirc (Level Sets)

L(«) duoc goi 1a tap mirc cia hamthuc f: D > T < L(a) = {X | X € D,
f(X)=a}voia e TR

Co6 thé thay hai tap murc khac nhau ctia ham khong bao gio cat nhau, vi néu
trai lai s€ c6 mot phﬁn tur trong mién x4c dinh duoc dit tuong ung voi hai gié tri
(hai muc) khac nhau, trai voi dinh nghia ctia ham.

Ta ciing x4c dinh tdp muc theo mirc « = f(x°) v&i x° thudc mién xéac dinh:

Pinh nghia 2.5. Tap mirc dbi véi diém x° € D

£ (x%) dugc goi 1a tip mire ddi voi diém x° € D < £ (X% = {x | x e D, f(x)
= f(x°)} (Nhan xét £ (x°) = L(f(x%)) va hai ky hiéu khac nhau: £ = L).

1 L(a)={(X1 X2) : f(X1, X2) =a } 1 I

L) | 0 L 0C) = L)
/\/\/ o NG :

Hinh 2.1. Tap mic L(a ) va £ (X°)

v
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Pinh nghia 2.6. Tap mirc dwdi / mire trén (Inferior & Superior Sets)
1. l(a)={x|xeD,f(X) < a} dugc goi la tap mirc dwdi ciia mic « .
2.S(a)={x|x € D, f(X) > a } duoc goi la tap mirc trén ctia mic « .
3. I(a)={x|xeD,f(X) < «} goila tap mirc dwéi chat ciia mic « .
4.8 (a)={x|x €D, f(X) > a } goi la tap mirc trén chit ciia mica .
Tap muic dwédi bao gom tat ca cac diém ctia D c6 gia tri ham bang hodc nho
hon gia tri «, con tdp mic dwdéi chit chi gom cac diém cua D ¢6 gia tri ham
nho hon han gi tri « . Tap muc trén bao gom tat ca cac diém thudc D c6 gid tri
ham béng hodc 16n hon gia tri «, con tdp muc trén chat chi gém cac diém
thudc D c6 gia tri ham 16n hon han gia tri « .
Dinh 1y sau cho thiy rd mi quan hé giita cac tip mirc ndy.
Pinh ly 2.1. Tap mirc, tip mirc trén & tap mire dwdi (sup./ inf. level sets)

Véimoif:D — lva a e1tacd cac hé thirc

1. L(a)cI(a). 5.8 () S(a).
2. L(a)cS(a). 6.1(a) N L(a)=D
3. L(a)=1(a) N S(a) 7.8(a) " L(a) =D
4.7(a)c(a) 8.1(¢)NS(a)=0
[ | I — A

S(a) ()

lL(a)

n

ta)

a) Ham tang b) Ham giam
Hinh 2.2. Tap muc, tap muc dudi/ tap muc trén cia ham tang/ ham giam
Nhan xét khi f(x) 12 ham ting, S(« ) nam phia trén tap mac L(a ), con I(a)
nam phia dudi tdp mirc L(« ). Nguoc lai, khi ham giam, S(« ) nim phia dudi tap

mirc L(« ), ¢On I(« ) nam phia trén tdp mirc L(« ) (xem Hinh 2.2).
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2.2. CAC HAM THONG DUNG

2.2.1. HAM LOI VA HAM TU'A LOI(Convex and Quasi-convex Functions)

Pinh nghia 2.7. Ham 16i (Convex Functions)

f:D — R duogc goi 1a ham 18i < v6i moi x', X% thude D ta co

ftx + (1 — )x%) < tf(x") + (1 — )f(x*) véimoit € [0, 1].

Pinh nghia 2.8. Ham 16i chit (Strictly Convex Functions)

f: D — R duoc goi 13 ham 16i chiit < véi moi X' # X* thude D ta ¢o

ftx + (1 — 1)x%) < th(x") + (1 — )f(x*) véi moit € (0, 1).

Pinh nghia ctia ham 16i doi hoi gia tri cia ham tai mot t6 hop 16i nao dé
cua hai diém bét ky x*, x* khong 16n hon gia tri nhin dwoc khi 1y cung t6 hop
16i nhu thé cua hai gia tri f(x"), f(x?). V& hinh hoc, f 16i néu diém (x', tf(x") + (1
— )f(x?)) & trén day cung ndi hai diém (x*, f(x1)), (4, f(x%)) khong thip hon diém
(X', f(x")) trén dd thi cua f. D6 thi ctia ham 16i khong khi ndo nim cao hon day
cung ndi hai diém bat ky ctia nd va tip cac diém nam vé phia trén do thi cia mot

ham 161 ludn 1a mot tap 16i (Hinh 2.3).
yt f(x)
y2

yt
yl

()

Hinh 2.3. Ham 1i (chat) Hinh 2.4. Ham 16i (khong chit)
Pinh 1y 2.2. Toan bd cac diém thudc d6 thi va cic diém nim & phia
trén dd thi ciia mot ham 15i ludn tao nén maot tap hop 16i
Cho D « R" la mét tdp hop 16i. Ky hieu A = {(X,a) | x € D, f(X) < a } 12
tdp hop cdc diém “thudc va & phia trén” dé thi cia f: D — R. Khi dé
f la ham 16i < A la tdp hop 16i.
Ta xét 16p ham rong hon cac ham 16i va ham 16i chat.

Pinh nghia 2.9. Ham twa 16i (Quasi-convex Functions)
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f: D — R duoc goi 1a ham twa 16i < v6i moi x*, X? thude D ta co
ftx' + (1 — t)x°) < max[f(x"), f(x?)] Vvt € [0, 1].

Pinh nghia 2.10. Ham twa 16i chit (Strictly Quasi-convex Functions)

f:D — R dugc goi 1 ham twa 16i chiit < voi moi X' = X thude D ta 6
f(tx + (1 — t)x°) < max[f(x), f(x?)] Vt € (0, 1).

Trong cac dinh nghia vira néu, phép toan max[a, b] 1a s 16n nhat cua a va

b. Néu a > b thi max[a, b] = a. Néu a = b thi max[a, b] =a hay b.

h

Hinh 2.5. Ham tya 16i (chit)  Hinh 2.6. Ham tua 16i (khong chit)

v

be

Pinh 1y 2.3. Twa 16i va tip mirc dwéi (Quasi-convexity & the Inferior Sets)
f:D — R la ham twa 16i < (o) la tdp 16i v6i moia € R.
Tap muc dudi ciia ham tya 16i chit khong chira doan théng O bién cua no.
Pinh 1y 2.4. Tinh 13i kéo theo tinh twa 16i
Ham 16i luén 1 ham twa 16i. Ham 16i chdt uén la ham twa 16i chdt.
Chirng minh. Ta néu ra chimg minh kién thiét cho trudng hop ham 161,
truomg hop 16i chit chirg minh tuong tu.
Gia st f: D — R ham 16i. LAy bét ky x*, xX* € D. Khong giam tdng quat ta
xem nhu f{x") < f(x?). Tt dinh nghia ham 16i, véi X' = tx' + (1 — t)x* ta c6
f(xY) < tF(x) + (1 — )f(x%) voi moi t e [0, 1] hay
f(xY) < f(<°) + t(f(x*) — tF(x%)) véi moi t € [0, 1].
Do t > 0 va f(x) < f(x®) nén t(f(x") — tf(x?) < 0. T d6 f(x') < f(x°). Theo
trén f(x?) = max {f(x), f(x*)}. Vi thé, f(x") < max {f(x"), f(x*)} vt € [0, 1], nghia
| f thoa man dinh nghia ctia ham tya 16i.

2.2.2. HAM LOM VA HAM TUA LOM(Concave & Quasi-Concave Functions)
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Pinh nghia 2.11. Ham 16m (Concave Functions)
f: D — T duoc goi 1a ham 16m < v&i moi X' va X* thude D ta ¢6
ftx + (1 — 1)x°) > t.f(xY) + (1 — 1).FA)] vt e [0, 1].

Ham 16m phan anh qui luat “tiét kiém do qui mé mang lai”: khéi lugng san
XuAt cang 16n chi phi san xuét trén mot don vi san phélm cang ha.

Vé truc giac, ta thé'ly: Do thi ctia mot ham 16m khong khi nao nam thép hon
day cung néi hai diém bat ky ctia d6 thi va tap cac diém nam vé phia dudi d6 thi
cua mgt ham 10m ludn 1a mot tap 16i.

Pinh Iy 2.5. Tap cac diém thudc dd thi va cac diém nim & phia duéi do
thi ciia mdt ham 16m ludn tao nén mot tip hop 16i

Cho D < R" la mét tdp hop 16i. Ky hitu B = {(X, «) | x € D, « <f(X)} la
1Gp hop cdc diém “thuéc va ¢ phia dwdi” do thi ciia T: D — R. Khi d6

fla ham 18m < B la tdp hop 16i.

Chirng minh. Can chi r5: f16m = B 16i va B 16i = f I6m.

Pinh nghia 2.12. Ham 16m chat (Strictly Concave Functions)

f: D — R duoc goi la ham 16m chit < vdi moi x* # x% thude D ta co

ftxh + (1 — t)x°) > t.f(x}) + (1 —1).f(x%)] Vt € (0, 1).
Pinh nghia 2.13. Ham tya 16m (Quasi-concave functions)
f:D — R duoc goi 1a ham tya I10m < vdi moi x* va x* thude D ta co
ftxh + (1 — t)x%) = min [f(x"), f(x?)] Vvt < [0, 1].

Trong dinh nghia trén, phép toan min[a, b] 1 sé nho nhit ctia a va b. Néu a
> b thi min[a, b] =b. Néu a = b thi min[a, b] = a hoic b.

Dinh nghia 2.14. Ham twa 16m chat (Strictly Quasi-concave Functions)

f: D — R duoc goi 1 twa 16m chiit < véi moi X # x* thude D ta c6

f(tx + (1 — £)%%) > min [f(xY), f(x?)] vt € (0, 1).

Pinh ly 2.6. Twa 16m va tap mirc trén (Quasi-concavity & the superior sets)

f:D — R la ham twa I6m < S(X) ld tdp 16i véi moi X € D.
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Tap muc trén ctia ham tua 16m chit khong chia doan thiang ¢ bién ctia né

Dinh ly 2.7. Tinh 10m kéo theo tinh tya 16m

Ham lom luon la ham twa lom. Ham lom chat luon la ham twa lom chat.

Chirng minh. Tuong ty ching minh Pinh 1y 2.4.

Pinh 1y sau cho thdy mdi lién hé chat ché gitra ham 16i (161 chat) v6i ham
16m (I6m chit) cling nhu gitta ham tua 10i (twa 161 chat) voi ham twa 16m (tya
10m chat).

Pinh ly 2.8. Ham 16i, haim 16m va ham tya 16i, ham twa 16m

1. f(X) la ham 16i (16i chat) < - f(X) 1& ham 18m (I6m chdt).

2. £(X) la ham twa 16i (tua [6i chdt) < - £(X) la ham tiea 16m (twa I6m chdt).

Chirng minh hién nhién, do tinh (tya) 16i 13 ‘dao ddu’ cta tinh (tua) 16m.

Moi quan hé da xét gitta cac ham 16i va 1dm duogc tom tat nhu sau

1. f1di

< phia trén d6 thi 1a tap 15
2. flom < phia dudi do thi 1a tap 15
3. ftwaldi & céc tap muirc dudi 13 16i
4. ftyalom < cac tap muc trén la 161
5. f16i (16i chat) & - f£18m (16m chit)
6. ftwaldi(twaldichit) < - ftwaldm (tya 16m chit)
7. floi = ftyaldi
8. flom = ftyalom

2.3. VIPHAN CUA HAM SO

2.3.1. HAM MOT BIEN (Functions of a Single Variable)

e N6i ném na, ham y = f(x) kha vi néu né lién tuc va tron (khéng c6 diém
giy hay xoan). Tinh kha vi 1a doi hoi cao hon tinh lién tuc. D6 ciing 1a yéu cau

deé co thé dung cac cong cu giai tich quen thude.
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y y
A A
> X » X
Hinh 2.7. Ham kha vi Hinh 2.8. Ham khong kha vi

Khi néi té1 dao ham cua ham tai gia tri x, ta hiéu d6 1a do dbc hay toc do
thay d6i tirc thoi cua gia tri f(x), Vi thé doi khi ta viét

dy _ f(x) (2.1)
dx

dé chi ra rang £ (x) cho biét y thay d6i (tic thoi) mot lugng dy khi x thay doi
mot lugng dx. Néu dao ham cép mot 13 ham kha vi thi ta lai c6 thé 1§y dao ham

cua no va nhan dugc dao ham cap hai cia ham ban dau

d?y

— =f’(x 2.2

02 (x) (2.2)
Néu ham c6 cac dao ham lién tuc £, £, ... , f™ thi ham duoc goi 1a kha vi

lién tuc n lan hay ham thudc 16p C".
¢ Vi phan la mot khai ni€ém lién quan chat ché voi dao ham, nhung khac
bi€t voi dao ham. Vi phan cua ham f dugc ky hi¢u 1a dy hay df(x) va dugc xem
nhu sb do d6 gia tang tirc thoi cua gia tri ham tai diém x theo mot thay ddi “nho”
dx ctia x. Néu y = f(x) thi d6 gia ting dy theo thay doi dx sé& la
dy = " (x)dx. (2.3)
Vi phan ciing 1a mot ham va ta co thé 1ay vi phan cta nd. Ta goi d6 1a vi
phan cép hai va c6 thé xem nhu dé do tai mdi diém x “muc d6 thay doi cua su
gia ting” gia tri cia ham theo su gia ting cia x. Vi phan cip hai, ky hiéu 1a d%y
hay df(x), nhan dugc bang cach liy vi phan cta vi phan cdp mot
d?y = d(dy) = d(f (x)dx) = (f*(x)dx)dx = £7(x)dx°. (2.4)
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Vi phan cdp mot va cap hai bao gdm dao ham cip mot va cap hai ctia ham.
Céac dao ham nay cho thong tin quan trong vé hanh vi tong quat ctia ham dugc
xét. Pao ham cdp mot cho biét gia tri ham ting hay giam khi ting x, con dao
ham cip hai cho biét “d6 cong” ctia ham. Vi phin cdp mot va hai cling cho clng
thong tin tuong tu.
Dinh 1y sau cho thong tin vé do doc, d6 cong rat ra tir vi phan cip 1 va 2.
Pinh ly 2.9. P doc, d6 cong va vi phan (Slope, Curvature & Differentials)
Véi ham 2 lan kha vi lién tuc T(X) trong lan cdn diém x va Vdx = 0, ta c6
Vi phdn cdp mét:
dy >0 < f(x) > 0 < f tang dia phuong
dy <0< f(x) <0 < f giam dia phuong
dy =0 < £(x) = 0 < f hang dia phirong
Vi phdn cdp hai:
d?y > 0 < (x) = 0 < f 16i dia phuong
d’y <0 < (x) <0 < f I6m dia phuong
dy = 0 < '(x) = 0 < f tuyén tinh dia phuwong
2.3.2. HAM NHIEU BIEN (Functions of Several Variables)
Ta s& thuong xuyén 1am viéc voi ham thuc nhiéu bién sb. Co thé dé dang
mo rdng cac y tudng vira néu cho nhirng ham nay.

Dinh nghia 2.15. Pao ham riéng (Partial Derivatives)

Choy = f(xy, ..., xq). Khi d6 dao ham riéng ctia f d6i voi xj xéc dinh boi
X _ im FX s X+ o X ) = (X0 X X)) |
OX; h—0 h

Poi khi ta con dung mot sd ky hiéu khac dé chi dao ham riéng, trong d6
thong dung nhat 1a dy/ox; hay f! (x).
Luu y mot s6 diém quan trong vé dao ham riéng. Trudc hét, c6 tit ca n dao

ham riéng, mdi dao ham theo ting bién Xj. Thtr hai, mdi dao ham riéng ciing 1a
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mot ham. Cubi cung, cac dao ham riéng dugc xac dinh tai mdi diém thudc mién
xac dinh va cho biét sy thay doi gia trj ham theo su thay d6i cta bién xj khi gitr
nguyén gia tri cac bién khac. Xét vi du sau ddy vé ham 2 bién.
Vi du 2.1. Cho f(xy, X;) = X7 + 3X1X, — X5. Pay 1a ham ciia hai bién, vi thé
c6 hai dao ham riéng. Léy dao ham theo bién x; ta duoc
of (x,,X
M = 2)(1 + 3)(2_
0Xy
Léy dao ham theo bién x, ta duoc

—af (Xl’XZ) = 3X1 - 2X2.
OX,

Nhan xét 1a mdi dao ham riéng ¢ day lai la ham cua x;, Xo. Cac dao ham
riéng ndy c6 gia tri khac nhau tai cac diém (xi, X2) khac nhau: Tai diém (1, 2),
f.(1,2)=8,f,(1,2)=-1.Taidiém (2, 1), f;(2, 1), =7,1,(2,1) = 4. 0

Véi ham nhiéu bién y = f(X), dé xét xem gia tri y thay doi thé nao khi cac
bién x; dong thoi thay doi, mdi bién mot lwgng “nhd” dx;, ta ding vi phan toan
phan cip mot ctia ham.

or(x) dx; + ... + of (x)
OX, OX

dy = dxn = f{dx; + ... + fldx, = ifj'(x)dxj
j=1

n

Dung ky hiéu vécto V(X) = (f/, ..., f)" vadx = (dxy, ..., dx,)'. Ta thiy

dy = VIf(x).dx. (2.5)
Lap ma tran cac dao ham riéng cép hai, goi 1a ma tran Hess cua f'tai x:
4 (x) 9% (x) d%f (x)
X2 0X,0%, OX,0X
4 (x) 9*(x) d%f (x)
H() = | ox 20% 8{(% 0X0X,
() ) (X
OX, 0%, OX,0OX, ox2
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Sau day 1a mot dinh 1y quan trong vé cac dao ham riéng cép hai.
Dinh ly 2.10. Dinh ly Young (Young’s Theorem)
Véi ham hai lan khd vi lién tuc (x) ta c6

0% (x) _ 0%f (x)
OX;OX;  OX;OX;

vivaj.

Dinh 1y Young cho thdy ma tran Hess 1a d6i xting. Tuy khong néu ching
minh dinh 1y, nhung ta c6 thé dé dang kiém tra nd béng viéc xét mot vi du.
Vi du 2.2. Xét ham hai bién (x4, Xp) = Xlxg + X1Xp. Cac dao ham riéng cép

mdt cua ham nay la

of 2 . of
— =f'(X)=X:+Xova — = L (X) = 2X1X» + X;.
X, 1) =% * %, X, 2 () = 2+

Lay dao ham cua f] theo X ta dugc
0°f
OX10X,

= f,(X) = 2x2 + 1.

Lay dao ham cta f; theo x; ta dugc
o°f
OX,0X;

= £7,(X) = 2x2 + 1.

RG rang f/, = f}, v6i moi X, nhu di khang dinh trong Dinh 1y Young.
Lay vi phan (2.5) ta ¢o
d?y = V(VF(x).dx).dx = dx".H(x).dx. (2.6)
Biéu thuc (2.6) 1a mot dang toan phuong cia dxy, ... , dx, va 1a mo rong
ctia £7(x)dx? trong trudng hop mot bién. DAu ciia dang thirc nay cho ta biét vé
d6 cong cta ham. Pinh 1y sau 1a mot mé rong cua phan hai trong Dinh 1y 2.9.
Pinh ly 2.11. P) cong theo nhiéu bién (Curvature in Several Variables)
Gia sir f: D — R hai lan kha vi lién tuc va x € D. Khi d6
d%y > 0 < f 16i tai x < dx".H(x).dx > 0 Vdx
d%y <0 < f 16m tai x < dx'.H(x).dx < 0 Vdx
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d’y > 0 = f 16i chdt tai X < dx".H(x).dx > 0 Vdx = 0.
d’y <0 = f I6m chat tai x < dx".H(x).dx < 0 Vdx = 0

Cdc quan hé ndy la toan cuc néu chiing ding véi moi X € D.

Ta khong néu ching minh dinh 1y ndy ¢ day, mic dau cac két ludn néu
trong dinh ly da duoc biét rd. Hai phﬁn cudi cua dinh 1y chi c6 két luAn mot
chiéu. Bang vi du cho thdy khong thé thay dau = hay < béi ddu <.

Chu v 1a trong trudng hop mot bién diéu kién can va di dé ham 1a 16i (16m)
trong mot mién nao d6 1a dao ham cidp mot cua nd khong giam (khong ting).
Trong trudng hop nhiéu bién, ta chi c¢6 diéu kién can, nhung khong du, cho tinh
161 hay tinh 16m tuy thudc dau cua tat ca cac dao ham riéng cap hai.

Pinh 1y 2.12. Tinh 16i, tinh 16m va dao ham riéng cap hai

(Convexity, Concavity and Second-Order Partial Derivatives)

Gid sir 'y = f(X) la ham hai lan kha vi lién tuc

1. Néu (x) loi thi £ (x)20,j=1,...,n.

j
2. Néu f(x) 16m thi f(x)<0,j=1,...,n
3. Néu f(X) 16i chdt hay 16m chdt thi cdc bat ding thirc trén dwoc thay
tirong 1eng bang cdc bat dang thire thwe sw > hay <.
Chirng minh. Ta néu ching minh cho truong hgp ham 16i bang phan
chung (vo1 ham 10m ching minh tuong tu).
Gia str f1a ham 10i va f7 <0 v6i j ndo d6. Do f16i nén theo Dinh 1y 2.11 ta
c6 d’y > 0 v6i moi dx. NGi riéng, d’y > 0 véi dx = (0, ... , dxj, ... , 0), dx; = 0.
Nhung khi d6 d’y = dx"Hdx = (f7)(dx;)>. Do dx; # 0 va f; < 0 nén d’y < 0.
Nhung theo Dinh Iy 2.11, ham f 16m, ta gip mau thuan.

2.3.3. HAM THUAN NHAT (Homogeneous Functions)
Ham thyc thudn nhat ciing rat hay gip trong cac ung dung kinh té vi mo.
Trong muc ndy ta xét van tat cac ham loai ndy va str dung cac cong cu giai tich

dé thiét 1ap mot s6 tinh chit quan trong ctia ching.
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Pinh nghia 2.16. Ham thuan nhit (Homogeneous Functions)
Ham thyc f(X) goi 1a
1. thuan nhat bac k néu va chi néu
f(tx) = t“f(x) vt > 0
2. thuain nhit béc 1 (hay thuin nhét tuyén tinh) néu va chi néu
f(tx) = tf(x) vt>0
3. thuan nhat bac 0 néu va chi néu
f(tx) = f(x) vt>0
Tinh thuin nhét 1a mot dic trung toan cuc (ding voi moi x). Ham thuan
nhét biéu thi hanh vi rit déu din, khi moi bién tang theo cung mat ti I¢. Chéng
han, khi ham 13 thudn nhét bac 1 thi khi ting gap doi (gap ba) moi bién, gia tri
ctia ham ciing ting 1én gip d6i (gip ba). Vi ham thuin nhét bac 0, khi cac bién
thay d6i theo cting mot ti 1& thi gia tri cia ham khong hé thay doi.
Vi du 2.3. Dang Cobb-Douglas:
f(X1, X2) = AxP x5, A>0,a>0,B>0.
Pay la ham thuan nhat bac o + p > 0. That vay,
f(txa, o) = A(tx)“(tx2)’ = t*.PAXE x5 = tPf(txy, txy).
Néu céac hé sb thoa man o + B =1 thi d6 la ham thuan nhat bac 1.
Cac dao ham riéng cua mot ham thuan nhét cling la mot ham thuan nhéat.
Pinh Iy 2.13. Pao ham riéng ciia ham thuin nhat
(Partial Derevatives of Homogeneous Functions )
Néu f(X) la ham thudan nhdt bdc K thi cdc dao ham riéng cia né la ham
thudn nhat bdc K - 1.
Chirng minh. Gia sir f{(x) 13 ham thudn nhét bac k. Khi do
f(tx) = t“f(x) vt > 0. (P.1)

Lay dao ham vé trai theo x; ta c6
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8f(tx) 8f(tx) o(tx) _ 8f(tx)t

— (f(tx)) = P.2
( (tx)) = X; 8xj 8xj axj (P-2)
Lay dao ham vé phai theo xj ta dugc
—(t"f( x)) = t< L) (P.3)
8 J
Do (P.1) 12 mdt dong nhat thitc nén (P.2) phai bang (P.3), nghia 1a
of(tx)  _ kO (x)
Ox i 8xj '

Chia c4 hai vé cho t ta nhan duoc

O(tX) _ g1 ()

Ox i Ox i

voij=1,...,nvat>0.

Nhiéu tmg dung thudng gip khi ham 13 thuan nhat bac 1. ¢ day ta ghi lai
két qua nay nhu mot hé qua truc tiép.
Hé qua 2.1. Him thuin nhat tuyén tinh (Linear Homogeneous Functions)
Néu f(X) la ham thudn nhdt bdc 1 thi
of (tx) _ of (x)

Ox i OX i

voimoij=1,...,nvaVvt>0.

Hé qua nay néi rang néu ham 13 tuyén tinh thuan nhat thi khi ting moi bién
theo cung mot ti 1&, tat ca n dao ham riéng cia ham s& khong thay doi. Ta hiy
kiém tra lai tinh chat nay d6i véi ham Cobb-Douglas.

Vi du 2.4. Gia sir f(x1, X2) = AP x5 va o + B =1, vi thé ham 1a tuyén tinh
thuan nhét

of (X1, X;) _ aAXSIxE.
0X,

Nhan Xz, X, voit va léy dao ham ri€ng tai (txy, tX;) ta nhan dugc

ﬁf(txl, 2) aAtX)* 1(’[X )[3 — ot 10LAX x§ _ of (X{,X5) |
0X, 0Xy
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P == 1. D¢ 1a diu cin ching minh.

doa+p=1vat
Tinh chit cudi cung ciia ham thudn nhit dugc néu chi tiét trong dinh 1y
Euler, doi khi goi 14 dinh 1y cong (Adding-up Theorem): Ham thuin nhit c6 thé
viét duoc theo ciac dao ham riéng ciia nd. Ta ciing nhan duge két qua quan trong
d6i voi ham tuyén tinh thuan nhat.
Dinh ly 2.14. Pinh ly Euler (Euler’s Theorem)
1. Néu f(X) la ham thuan nhat béc K thi
Kf(x) = i(’i‘;(x) X,

j=1 Xj

2. Néu f(X) la ham thuan nhat béc 1 thi

fg= 3 Ay

j=1 Xj

Chirng minh. Gia thiét f(x) 1a ham thuan nhat bac k. Theo dinh nghia
t“f(x) = f(tx) vt > 0.
Céach ching minh 13 xem dong nhét thirc ndy nhu mét ham ca t, roi 1y vi
phan hai vé cua né theo t. Trudc hét ldy vi phan vé trai ta dugc
kt“fi(x) (P.1)
Khi 14y vi phan vé phai dbi véi t ta can nhé rang f phu thudc n bién va t tac
dong vao tat ca n bién nay. Ta cin xem ham f & dang f(ga(t), ... , gi(t)), trong d6
gj(t) = tX;. 4p dung qui tac 1y dao ham ctia ham hop ta dugc
n Of(tx,,...,tx, ) O(tX;)
= OX ot

J

Nhung (tx;)/ot = x;, vi thé biéu thiic nay tro thanh

i of (tx)X

j=1 an

(P.2)

j .

Phép l4y vi phan bao toan dang thirc, vi thé (P.1) va (P.2) bang nhau:
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k() = 3 Ay
=1 OX;

Bit déng thirc nay dung voi moit > 0. Bat t =1 ta dugc

k) = 3 H

j=1 an

D6 1a diéu ta mudn ching minh. Phan hai 1a trudng hop riéng khi k = 1.

w Tom lai, chuong nay da trinh bay khai quat vé ham thuc nhiéu bién sb
va mot s tap li€n quan mat thiét véi ham (d6 thi, cac tap muc), déng thoi phan
tich cac ham thuong gip trong nghién ctru kinh té va toi vu hoa (ham 16i, 16m,
ham tua 161, tya 16m, ham thun nhét ...) cung véi cac tinh chit dic trung cua
chung. Cubi ciing, xét tinh kha vi ctia ham sd va lién hé giira tinh kha vi véi tinh

16i, tinh 1dm hay tinh thuan nhét cta ham.
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Chuwong 3
BAI TOAN TOI UU

Chuong nay dé cap toi cach tiép can giai tich cho cac bai toan t6i wu, mot
dang bai toan thudng gip trong nhiéu nghién ctru va phan tich kinh té. Xét cac
bai toan khong rang budc va c6 rang budc. Gidi thiéu khai quat cac diéu kién toi
wu can va du va trinh bay phuong phap Lagrange thong dung. Noi dung chinh
ctia chuong dua chil yéu trén céc tai liéu [1], [3] va [5].

3.1. CUC TRI CUA HAM SO

Xét ham ctia mot hay nhiéu bién sb6 y = f(x) va gia thiét ham nay kha vi
(ham tron) bac mot hodc bac hai tuy theo yéu cau.

Ta no6i ham f dat cye tiéu dia phwong tai diém x* néu f(x*) < f(x) voi moi
X trong mot 14n cdn ndo d6 cta x* (chang han || X — X* || < €). Ta no6i ham f dat
cue tiéu toan cuc tai diém x* néu f(x*) < f(x) v6i moi x trong mién xac dinh
ctia ham. Ham f dat cwe tiéu dia phwong chit tai diém x* néu f(x*) < f(x) v6i
moi x trong l4n cin cta x* X = x*. Ham f dat cwe tiéu toan cuc duy nhat tai
diém x* néu f(x*) < f(x) v6i moi x trong mién x4c dinh, X # X*.

Tuong tu, ta ndi ham f dat cwe dai dia phwong (cwe dai dia phwong chat)
tai diém X néu f(X) = f(x) (f(X) > f(x)) véi moi x trong mot 1an cn nao d6 cua
X (chang han || X - X || < €). Ta n6i ham f dat cwe dai toan cuc (cue dai toan
cuc duy nhit) tai diém X néu f(X) > f(x) (f(X) > f(x)) voi moi x trong mién
xac dinh ctia ham,X # l

Néu diém cuc tiéu x* (diém cuc dai X) 1a mot diém trong cua mién xéc
dinh thi ta néi d6 13 diém cuc tiéu (cuc dai) bén trong (interior minima/
maxima). Con néu do6 1a mot diém bién ctia mién xac dinh thi ta néi d6 1a diém

cuc tiéu (cuc dai) trén bién (boundary minima/ maxima).

Hinh 3.1 gidp ta hinh dung r6 hon cac khai niém nay
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I T >
ST
b r r I
e D06 thi ham mot bién s6

Khoang xac dinh [a; + o)
x1 diém cuc tiéu toan cuc duy nhét.

(Khong ¢6 cuc dai toan cuc)
X diém cuc dai dia phuong chat
X3 diém cuc tiéu dia phuong (khong duy nhat)
X4 diém cuc dai dia phuong (khéng duy nhit)
xs diém cuc tiéu dia phuong chat

Hinh 3.1. Cyc tiéu (cuc dai) dia phuong (toan cuc)

Trong 1y thuyét kinh té, ngudi ta it khi can téi tinh toan diém tbi wu (cuc
tiéu hay cuc dai) ma thudng chi mudén mé ta dic trung cta nhirng diém nay dé
néu ra diéu kién phai thoa man tai diém t6i wu (goi 13 diéu kién can cua t6i wu)
roi sau d6 lam viée véi cac diéu kién nay hon 1a véi cac con sb cu thé.

3.2. TOI UU KHONG RANG BUQC(Uncontrained Optimization)

Pinh 1y 3.1. Piéu kién cin ciia tdi wu dia phwong - trueong hop 1 bién.

Gid sir F(X) la ham mét bién, kha vi. Khi do, §(X) dat

a) cue tiéu dia phwong tai X* = £(x*) = 0 (diéu kién can cép 1)
= f’(x*) > 0 (diéu kién can cap 2)

b) cuee dai dia phwong tai X = £/(X) = 0 (diéu kién can cap 1)
= f(X) < 0 (diéu kién can cap 2).

Véi ham mot hay nhiéu bién, cuc tiéu dia phuong cua ham 156i (16i chit)
ludn trung véi cuc tiéu toan cuc cua ham d6 va cuc dai dia phuong cua ham 16m
(16m chat) ludn trung voi cuc dai toan cuc cua ham do.

Pinh Iy 3.2. Pinh Iy t6i wu dia phwong & toan cuc (khdng rang bugc)

a) Gid s f(X) la ham 16i. Khi d6, £(X) dat cuc tiéu dia phirong tai diém

x* < f(x) dat cuc tiéu toan cuc tai X*.
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b) Gid sir f(x) 1a ham 18m. Khi dé, f(X) dat ciee dai dia phwong tai diém

X < f(X) dat cuc dai toan cuc tai X.

£ a) Ham 16i

> - -

>
X{~"7"
>

Hinh 3.2. a) £(x*) = 0, £(x) ting dan; b) £ (X) =0, £(x) giam dan

Chirng minh. a) Diéu kién can 13 hién nhién, vi mdi diém cuc tiéu toan cuc
cling 13 diém cuc tiéu dia phuong. Ta ching minh diéu kién do bang phan
chtng: gia str x* 13 diém cuc tiéu dia phuong ctia f nhung x* khong 14 diém cuc
tiéu toan cuc, dua vao tinh 16i cua fta s& chi ra mau thuan.

That vay, gid s D 1a mién xac dinh cua f. Do x* 1a cuc tiéu dia phuong cua
f nén tim dugc e > 0 sao cho f(x*) < f(x) v&i moi x € D thoa man |x — x*|| <e.
Néu x* khong 13 cyc tiéu toan cuc cta ftrén D thi tim duoc X e D sao cho f(X)
< f(x*) hay f(X) - fix*) < 0. Pat x'= (1 —t)x*+tX,0<t<1.Khidé, x' € D
(gia thiét D 161) va |[x"— X*|| = t||X - x*|| < e vdit> 0 du nhd. Do f1a ham 1i va
x* 13 diém cuc tiéu dia phuong cta fnén véit> 0 da nho ta co

f(X) < (1 — OFf(x*) + th(X) = f(x*) + t[f(X) — f(x*)] < f(x*),

nghia 1a f(x") < f(x*), trai véi x* 1a diém cyc tiéu dia phuong. Vay néu x* 1a
diém cyc tiéu dia phuong cta fthi x* phai 1 diém cyc tiéu toan cuc cia f.

b) Chitng minh tuong ty.

Dinh 1y 3.2 cho thiy véi tinh 16i hoic 16m, bt ky diém tdi vu dia phuong
nao cling la diém tbi wu toan cuc, vi thé chi co duy nhat mot gia tri nho nhét va
mot gia tri 16n nhit cta ham. Tuy nhién, gia trj nho nhat (I6n nhat) co thé dat

duoc tai nhi€u di€ém thudc mién xac dinh. Néu ta mudn gid tr1 nhé nhat (16n
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nhét) ctia ham dat tai duy nhat mot diém thi ta phai gia thiét thém ham 1a 16i chat
hay 16m chat.

Pinh Iy 3.3. Tinh 15i / 16m chit va tinh duy nhét cia t6i wu toan cuc

a) Gid sir f(X) la ham 16i chdt. Néu x* dat cuc tiéu cia f(x) thi x* 13
diém cuec tiéu toan cuc duy nhat va f(x*) < f(x) Vx e D.

b) Gid sir f(X) la ham 16m chat. Néu X dat cuc dai cua f(X) thi X 14
diém cye dai toan cuc duy nhat va f(X) > f(x) Vx e D.

Chirng minh. Ta chiing minh dinh 1y cho ham 16i chit bang phan ching.
Trudong hop con lai ching minh tuong tu. Gid st X* 1a cuc tiéu toan cuc cua f,
nhung x* khong duy nhat. Khi dé, tim duoc diém x = x* sao cho f(x) = f(x*).
Pit X' = tx + (1 — t)x* v6i 0 <t < 1, tinh 16i chat ctia ham f kéo theo

f(X) < tf(x) + (1 — t)f(x*) véi moi t € (0, 1).
Do f(x) = f(x*) nén bat diang thirc nay cho thiy
f(X) < tf(x*) + (1 — Of(x*) = f(x*) = f(X) < f(x*),
trai vai x* 14 cuc tiéu toan cuc cua f. Vay diém cuc tiéu toan cuc ctia mot ham
161 chit phai duy nhat.

3.2.1. PIEU KIEN CAP MOQT(First — Order Conditions)

Cho f : |R" — |R. Néu x* 1a diém trong t6i vu thi fkhéng thé ting hay giam
dbi v6i moi thay d6i nho dx; # 0 cua bat ky biéninao, i=1, ..., n. Nhu vay, ta
co

dy = VF(x*).dx = 0 Vdx = (dxy, ..., dx,)" = 0.

Tir @6 suy ra VF(x*) = 0. Hé thtrc ndy dic trung cho diém trong t6i wu cua
ham nhiéu bién. D6 ciing 1a diéu kién can cip mot cho diém trong tdi vu dia
phuong.

Pinh Iy 3.4. Piéu kién can cAp mot cho diém trong tdi wu dia phwong
ciia ham thye nhiéu bién

Gid sir f(X) la ham khd vi. Néu f(X) dat cuec tiéu (cwc dai) dia phwong tai

diém trong x* thi X* nghiém diing hé phwong trinh:
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o) _ OF0C)
OX, " oX,

of (x*)
oX,,

o0,...,

Chirng minh. Mic du ¢ trén di chi ra tinh dung ddn cta dinh Iy ndy, song
¢ day ta s€ dua ra mdt ching minh khac. Gia st f(X) dat cuc tri dia phuong tai
diém trong x* va tim cach chi ra rang Vf(x*) = 0. Ta s& néu ra chirng minh kién
thiét nho dung cac qui tiac quen thudc trong gidi tich d6i voi ham mot bién. Pé
bat dau ta chon vécto gia sb bat ky dx # 0. Khi do, v61 moi t ta 1dp ham mot
bién

g(t) = f(x* + tdx) = f(x; + dxq, ..., x| + tdxy). (P.1)

Khit= 0, x* + tdx 1a vécto khac x*, vi thé g(t) tring véi gia tri ndo d6 cua f
khac f(x*). Khi t = 0, x* + tdx tring vdi x*, vi thé g(0) tring vdi gia tri f tai X*.
Do g(t) trung véi gid tri f ndo d6 vo1 moi t va trung véi f(x*) khi t = 0 nén g(0)
dat cuc tri dia phuong tai t = 0 (vi da gia thiét f dat cuc tri tai x*). Theo Dinh ly
3.1 g’(0) = 0. Lay dao ham cta (P.1) theo t ta co

o(t) = iaf (X * +tdx) dx.
i=1 Xi

v&i moi t. Néu ta tinh tai t = 0 va 4p dung diéu kién g’(0) = 0 cuc trj dia phuong
cua g tai 0 kéo theo

, n of (x*
NORDIRE

i=1 Xi

dx; = VI(x*)dx = 0.

Do dx 1a vécto khac 0 tuy y nén dang thirc trén kéo theo VF(x*) = 0 Vdx = 0.
Vi du 3.1. Tinh diém ding cta ham 2 bién f = 2xZ + 3X; - 2X1X; - 10x,.
Giai. Léy dao ham ri€éng cua ftheo bién x4, X, va cho ching béng 0:

af(Xl’XZ) — 4Xl _ 2X2 — 0 af(XfI.’XZ)

=6Xy - 2%, -10=0.
0Xy OX,

Giai h¢ phuong trinh nay ta dugc nghiém

X; =1,X; =2.
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Vay ham da cho c6 diém ding tai diém x* = (1, 2). Tuy nhién ta chwa biét
liéu do co6 phai la diém cuc tiéu hay cuc dai khong? Mudn thé, ta can xét diéu
kién cap 2.

3.2.2. PIEU KIEN CAP HAI(Second — Order Conditions)

Vé dai thé, diéu kién cap hai trong truong hop nhiéu bién ciing gibng nhu
truong hop mot bién. Khi tim thay diém tai d6 VF(x) = 0, ta biét d6 1a diém cuc
tiéu néu tai d6 ham 1a 161 dia phuong va ta biét d6 1a diém cuc dai néu tai d6
ham 13 16m dia phuong. Pinh 1y 3.3 cho thay rang d6 cong phu thudc sy thay dbi
cia y 1a ting hay giam hodc phu thudc vao ddu cua vi phan cip hai d’y =
dx"H(x)dx. Ham 14 16i (dia phuong) quanh x néu dang toan phuong nay khong
am va 1a 1om (dia phuong) néu né khong duong & gan x. Nhu vay, truc giac goi
y diéu kién can cap hai sau day cho diém trong tdi wu dia phuong.

Pinh 1y 3.5. Picu kién can cip hai cho diém trong t6i wu dia phwong
ciia ham thue nhiéu bién

Gid sit Y = f(X) hai ldn khd vi.

a) Néu f(X) dat cuc tiéu dia phirong bén trong tai X* thi

dy = dxTH(e)dx = 337 (x®)dx,dx; > 0 Velx.

i=1 j=1
b) Néu f(X) dat ciee dai dia phwong bén trong tai X thi

d?y = dx"H(X )dx = iifi}‘(i)dxidxj < OVdx.

i=1 j=1
Chirng minh. Ta c6 thé thiét 1ap tryc tiép tir ching minh Pinh 1y 3.4. Nhé
rang ta di xay dung ham mot bién
g(t) = f(x + tdx)
v6i dx = 0 va X 1a diém dung cua f. Ta nhan xét 1a néu f c6 diém dung tai X thi g

co diém dung tai t = 0. Hon nira, vé1 moi t
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, n of (X + tdx
(=3 TE ) gy
i=1 Xi
Léy dao ham mot 1an nita theo t ta nhan dugc dao ham cép hai
2
Zza f(x+tdx)0I d,

(P.1)
j=1i=1 ax, XJ

Bay gio gia sir f dat cuc tiéu tai X = x*. Theo Dinh 1y 3.1, g”(0) > 0. Panh
gia (P.1) tai x* va t = 0 ta duoc

0= 537D gy ax, 20

j=1i=1 OX; XJ

Hoan toan tuong tw, néu f dat cuc dai tai X = X thi g”(0) < 0. Vi thé

3 (X)
)= 2o

dx; dx <0

Dinh 1y da dugc ching minh day du. [
w Céc Pinh 1y 3.4 va 3.5 quan trong va hitu ich. Ta c6 thé dung cac dinh 1y
nay dé mo ta tinh cach mot diém trong toi vu mdi khi ta biét hay gia str né tén
tai. Diéu kién can noi rang “néu x* dat cuc tiéu cua f(x) thi
f.(x*)=0,i=1,...,n,va
d?y = dXTH(x*)dx = %jﬁ‘ifi}‘(x*)dxidx 207
Tuy nhién, cac diéu kién nay khong gitip ta tim ra diém cyc tiéu (hay cuc
dai) cia mOt ham cu thé nao d6. Mudn thé, ta can tdi cac didu kién du.
Pinh ly 3.6. Piéu kién dii cho tinh 16i chit/16m chit ctia ham thuc
Gid sir f(X) 2 lan kha vi, Di(X) - tit thirc chinh thir i ciia ma trdn Hess H(X).
a) Néu Di(x)>0,i=1, ..., n, thi f(X) I6i chdt tai X,
b) Néu (-1)"Dn(x) > 0 thi f(x) 16m chat tai X.
Néu diéu kién 1 hay 2 néu trén dung voi moi X thuoc mién xdc dinh thi ham

la 16 chat (hay 16m chdf) todn cuc.
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NOi cach khéc, ham f 13 16i chét tai x néu moi tir thire chinh cua ma trin
Hess cta f tai x ¢6 dau duong. Ham f1a 16m chét tai x néu céc tir thirc chinh cta
ma tran Hess cua f tai x dan dau, bit dau tir ddu am.

Chirng minh xem [3] tr. 83 — 84.

Bay gid ta s& phat biéu diéu kién du cip mot va cap hai cho diém trong toi
wu dia phuong. Cac diéu kién ndy duogc suy ra tryc tiép tir nhitng diéu kién da
thiét 1ap, vi thé chung khong can phai chimg minh. Ta chi don gian ghép cac két
qua da co6 lai v&i nhau va viét ra dé tién theo ddi, trich dan vé sau.

Pinh ly 3.7. Piéu kién dii cho diém trong t6i wu dia phwong ciia ham
thye nhiéu bién.

Gid sir ham f(X) hai lan kha vi:

a) Néu f'i(X*) =0vaDy(x*)>0,i=1, ..., n, thi f(X) dat cuc tiéu dia
phuong tai X*,

b) Néu f;(X)=0va (-1)"Di(X)>0,i=1, ..., n, thi f(X) dat cuc dai dia
phuong tai X.

Vi du 3.2. Ta hiy kiém tra xem diém ding tim dugc trong vi du 3.1 1a

diém cyc tiéu hay cuc dai? Ta ¢ f(xy, X2) = 2X5 + 3X5 - 2X3X; - 10%; VA
8“2%’1)(2) = 4X; - 2Xo, af((;(TlZXZ) = 6X5 - 2% - 10.
Piém dimg x* = (X, X5) = (1, 2). Tinh cic dao ham riéng cap hai
ot _, et ot o

=6

oxZ ' x0X, " 0%, 0%, " ox2

H(x) = (_42 _62)

Kiém tra cac tir thirc chinh ctia ma tran ndy ta thiy

Di(x) =4>0,

va lap ma tran Hess
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4
Dy(X) = ‘_2 ) ‘ =24 -4=20>0.

Hai tir thirc nay déu duong. Dinh 1y 3.7 cho thdy diém dung x* = (1, 2) la
diém cuc tiéu dia phuong.

x Ma trdn Hess trong vi du ndy hoan toan khong phu thudc x. Vi thé, cac
tir thire chinh cling duwong nhu vy, bat ké ta tinh cdc dao ham riéng cap hai tai
diém nao. Pinh 1y 3.6 cho thay d6 1a diéu kién di dam bao cho ham néi toi 14 16i
chit toan cyc. Ta hiy thir hinh dung d6 thi ciia mot ham nhu thé trong khong
gian ba chiéu. Néu d6 thi c6 diém thap thi nd chi c6 thé c6 duy nhat mot diém
thip va d6 1a diém thap nhat, vi theo Pinh 1y 3.2 moi cuc tiéu dja phuong déu 1a
cuc tiéu toan cuc va theo Pinh 1y 3.3 diém cuc tiéu toan cuc 1a duy nhét. Diéu
nay goi y nhiing diéu kién du sau day cho cuc tri toan cuc ctia ham 16i chat hay
ham 16m chat.

Pinh ly 3.8. Picu kién dii cho t6i wu toan cuc duy nhat

Gia s T(X) kha vi:

a) Néu f(X) la ham 16i chdt toan cuc va f'i (x¥*)=0,i=1,...,n,thix*la
diém cyee tiéu toan cuc duy nhdt ciia f(X).

b) Néu f(x) la ham I6m chdt toan cuc va f,(X)=0,i=1, ..., n, thi X 1a
diém cye dai toan cuc duy nhdt ciia f(X).

Chirng minh xem [3], tr. 86 — 87.

3.3. TOI UU CO RANG BUQC(Contrained Optimization)

Trén day ta chi mdi mo ta dac trung cho nhiing diém tai d6 ham dat cuc tri
dia phuong khi ta co thé tw do lwa chon cac bién X. Trong Kinh té ta thuong
khong ¢ su tu do d6. Su thiéu thén lan tran khap doi song kinh té va 1a dic
trung vuot troi cua hau hét cac bai toan kinh té thuc té. Tham chi mét sd nguoi
dinh nghia kinh té 14 su nghién ctru hanh vi trong diéu kién thiéu thon. Sy thiéu
thén thuong duoc biéu hién ¢ cac rang bude dbi voi gia tri duge phép cua cac

bién kinh té. Khi d6, nhiém vu cta nha doanh nghiép 13 tim céc gia tri t6t nhat
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c6 thé cho céc bién vdi cac rang budc dat ra cho ho. D¢ 1a loai bai toan ta s€ gap
thuong xuyén. Ta can sura o1 k¥ thuat t61 uu hoa va cac thuat ngir dac trung cho

t61 wu trong nhitng truong hop nhu thé mot cach twong ung.

Ta s€ ban t&1 ba loai rang budc chinh: rang budc d?lng thire, rang budc
khong am va tong quat hon 1a rang budc bit ding thirc. Ta s& néu ra Cac
phuong phap giai bai toan d6i véi ting loai rang budc nay. Ta chi xét dai dién

bai toan cuc tiéu va ghi chu nhiing thay d6i (néu c6) doi véi bai toan cuc dai.
3.3.1. RANG BUQC PANG THUC(Equality Contraints)

Trudce hét xét bai toan té1 vu vai rang budc dang thirc cua hai bién

minf(X;, Xo) voi diéu kién g(x1, Xo) = 0. (3.1)

X)X

O day f(x1, X2) goi la ham muc tiéu hay ham chi phi. x;, x; la bién Ira
chon va thudng viét dudi toan tir “min” dé nhic ta can tim gia tri ctia x4, Xo. CON
g(X1, X2) goi 12 ham rang budc. N6 qui dinh nhitng gid tri ndo cta cac bién duoc
xem la chap nhin dwoc hay dwoc phép khi gidi bai toan. Tap hop tit ca x1, X
thoa min rang budc doi khi goi 13 tdp rang budc hay tip chiap nhin dwoc.

Mot cach giai don gian bai toan nay 1a dung phép thé. Néu ham rang budc
cho phép gidi mot bién x; theo bién con lai thi ta c6 thé dua bai toan co rang
budc ctia hai bién vé bai toan khong rang budc cia mdt bién. Chéng han, gia s

tir g(X1, X2) = 0 €O thé viét tach biét x, & mot vé

X2 = g (X1) (3.2)
Thé truc tiép biéu thuc nay vao ham muc ti€u ta nhan duoc bai toan
minf(x;, g (x1)). (3-3)
X1

Piéu kién can cap 1 doi hoi ta cho dao ham toan phan df/dx, bang 0 va giai
phuong trinh nhan duoc dé tim nghiém cuc tiéu x; . Khi lay vi phan toan phan
(3.3) ta can nhd rang f co hai dao ham riéng va phai ap dung qui tic 1y vi phan

ham s6 hop
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df _ of(x;,9(x1)) , of(x1,9(x1)) dg(x;) _
dx, OX, OX, dx, '

Sau khi tim duoc x; ta thay vao (3.2) dé tim x;, = § (x}). Khi dé, cip (x;,
X3) la nghiém cyuc tiéu cua bai toan c6 rang budc, mién 1a diéu kién cip hai
tuong trng dugc thod man.

Péng tiéc 1a nhiéu bai toan can giai c6 hon hai bién lira chon va bao gom
nhiéu rang budc, hon nita trong nhiéu truong hop hé rang budc lai rat phic tap,
khong cho phép ta giai dé dang mot bién theo cac bién khac. Vi thé, phuong
phap thé khong phai khi nao ciing thich hop: trong mot sd truong hgp phuong
phap thé ¢ thé thuc hién duoc, song trong nhiéu trudng hop khac phuong phap
thé lai khong thé ap dung dugc. Tuy nhién, c6 mot cach khac t6t hon cho phép
xtr 1y hiéu qua mot 16p bai toan rong hon nhiéu.

3.3.1.1.PHUONG PHAP LAGRANGE (Lagrange’s Method)

Phuong phap Lagrange 13 mot phuong phap manh hay duoc st dung dé
giai cac bai toan toi wu c6 rang budc trong kinh té.

e Xét bai toan tdi wu hai bién va mot rang budc ding thirc:

min f(Xy, X) voi didu kién g(xq, Xo) = 0.

X1.%
Thém bién m&i A va lap ham Lagrange theo ba bién x;, X, VA A
L(X1, X2, A) = (X1, X2) + Ag(X1, X2).
Tim cyc tiéu khong rang budc ctia ham L(.) bang cach liy dao ham cua L
theo céac bién Xq, Xo, A va cho céc dao ham do bﬁng 0. Cach lam nay cho ta

or _ o063 ,, 904.%5) _ o

(3.4)
8X1 aX]_ aXl
OL _ oF(X{,X3) , , 09(X{,X3) _ (35)
oL .
n 9(X1, X3) =0. (3.6
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C6 ba phuong trinh theo ba bién x1, X, va A. Phuong phap Lagrange khing
dinh rang nghiém x;, X}, A ciia hé ba phuwong trinh nay 1a mot diém ding ciia
ham f(x1, X2) v&i rang bude g(x1, Xz) = 0.

Vi nghiém tim duoc ta thdy (x;, X;) thoa man rang budc ctia bai toan. Ta
sé chimg to rang (x;, X;) dat cuc tri clia f(x1, Xp) voi rang budc g(xy, X2) = 0.
That vay, lay vi phan toan phan cua ham L(.) ta dugc

dL = %% gx, + 9% gy, + L
ox, ox, e

Do gia thiét x;, X, va A thoa man diéu kién cap mot (3.4) — (3.6) tai diém
t61 uu cua L nén dL tinh tai diém nay phai bang 0.
dL = of (x1,%3) dx, + of (x1,%3) dx,

0X, 0X,

N K{ag(gl’xz)dxl +dez:| =0 (3.7)
X, OX,

+ (X7, X5)dr

v&o1 moi dxy, dX; va di. Ta sé ching té (3.7) kéo theo df = 0 v&i moi dxg, dX;
dugc phép, tic 1a dam bao thoa man rang budc g(xi1, X2) = 0. Do g(x; + dxg, X5 +
dx,) = 0 véi moi dxy, dX, nén vi phin toan phan dg = 0, tic 1a

dg = 9(X1,X2) 4o, O9X1,X3) o -0 (3.8)
OX, . OX, ? ' '

Nhé rang g(x;, X5) =0 nén tir (3.7) va (3.8) suy ra

dL = del + dez =0 hay df(XI’ XZ) =0
0Xy OX,

v6i moi dxy, dX, thoa min rang budc. Diéu ndy co nghia 1a ham f c6 gia tri cuc
tiéu (cuc dai) nhu no von ¢6, v4i diu kién céac bién phai thoa man rang budc va
moi di chuyén khoi diém (x;, X5) ciing 1a di chuyén doc theo rang budc. Nhu
vay, diéu kién cdp mot (3.4) — (3.6) dic trung cho “diém dirng” c6 rang budc cua

ham muc ti€u. Tuy nhién, chi vdi di€u kién cap mot ta chua thé biét cac diém
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dirng nay 1a diém cuc tiéu (cuc dai) c6 rang budc. Dé phan biét rd cuc tiéu hay
cuc dai doi hoi ¢ hiéu biét thém vé “do cong” cua cac ham muc ti€u va rang
budc tai diém dimg dang xét. Ta s& ban tdi van dé nay sau. Bay gid xét mot vi
du don gian.

Vi du 3.3. Xét bai toan voi rang budc dang thirc va ap dung phuong phap
Lagrange dé giai. Gia sir bai toan can giai c6 dang

min (ax? + bx3) v6i diéu kién x; + X, — 1 =0, (E.1)

X1.X2
trong d6 a > 0 va b > 0. Trudc hét ta xay dung ham Lagrange
L(X1, X2, &) = (@7 + bx5) + A(xg + X2 — 1).

Cho moi dao ham riéng bac nhat ctia ham nay bang 0

L ax; 412 0 E.2)
0Xy

OL ohxy+2=0 (E.3)
OX,

or

— =X +X%X—-1=0. E.4
o, S atx (E.4)

Giai hé phuong trinh nay ddi véi x1, Xo Va A ta dugc

b a 2ab
Xy = , Xp = L A= - ) E.5
' a+b ? a+b a+b (E5)

Nhan tir Lagrange A chi 13 “phu”. x;, X, trong (E.5) 1a diém “ding” c6 kha
ning 1a nghiém cua bai toan (E.1). Gia tri ham muc tiéu tuong tng bang

2 2 2 2
y*:a( b ) +b( a ) _ab”+ba” _ ab | (E.6)
a+b a+b (a+b)*> a+b

Nhé rang néu chi dua vao diéu kién cap 1 thi ta chua thé biét duoc gia tri

ham muc tiéu tai di€ém
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14 16n nhét hay nho nhét khi ¢6 rang budc.
e Bay gid ta mo ta phuong phap Lagrange cho cac ham cé sb bién tuy ¥,
trong cac bai todn c6 sb rang budc tuy ¥, mién 13 sé rang budc it hon sd bién.
Xét bai toan tim cuc tiéu ctia ham n bién v4i m rang budc (m < n) dang
m1n (X1, ..., Xp) VO1 g1(X1, ... , Xn) =0, ..., gm(Xs, ..., Xp) = 0. (3.10)
Pé giai bai toan ta lap ham Lagrange bang cach nhan rang budc gj vO1 nhan
tir Lagrange A; roi cong vao ham muc tiéu f. Véi X = (Xg, ... , X)) V& A = (A, ...

, Am) ta nhan dugc ham ctia m +n bién

L(x A) =0+ Y2 g,0). (3.11)
1

bicu kién cap mot yéu cau moi dao ham ri€ng cap mdt cua L bang 0 tai
di€m t61 wu. Do L c6 n + m bién nén ¢ tat cd n + m phuong trinh dé xac dinh n

+ mbién x* vd A . Cu thé la

* 0g. (x*
SL =afa(x ) 27* ga( ) =0,i=1...,n,
X. X; Xi
o , (3.12)

8_7»1- =g;(x)=0,j=1..,m

V& nguyén tic c6 thé giai hé phuong trinh nay theo n + m bién x* va A.
Khi d6, vécto x* c6 thé 1a nghiém tbi vu cta bai toan c6 rang budc (3.10).

Phuong phap Lagrange rat hitu ich. Trén thyc té né 1a mot thuat toan dé tim
nghiém tbi uu c6 rang budc cho mot 16p rong cac bai toan thuc tién. Pinh 1y sau
néu ra nhirng diéu kién cho phép tim dugc x* va A .

Dinh ly 3.9. Pinh ly Lagrange (Lagrange’s Theorem)

Gia sit f(x) va gj(x), j = 1, ..., m, la nhitng ham thyc hai lan kha vi lién tuc
trén mién D — |R". Gid sir X* la mot diém trong ciia D VA X* la diém t6i wu ciia

ham f(x) voi cdac rang buéc gj(x)=0,j=1, ..., m. Néu m < n va néu cdc vécto
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gradién Vgi(x*),j =1, ..., m, doc ldp tuyén tinh thi ton tai duy nhdt m sé \j, j =
1, ..., m, sao cho ham Lagrange L ¢6 diém t0i wu theo X tai X* va

oL(xsA) _ of(x*) | ixégj—(x*) =0,i=1 n
Ox, ox; | oX I

3.3.1.2. Y NGHIA HINH HQC(Geometrical Interpretation)

Troé lai xét bai toan (3.1). Vé hinh hoc, ta c¢6 thé biéu dién ham muc tiéu
bang cac tap murc ctia nd L(a) = {(X1, X2) | f(X1, X2) = a} vi sb a nao d6 thudc
mién tri. Tat ca cac diém trén tdp mirc ndy can thoa min phuong trinh

f(x1, X2) = @

Néu ta thay doi xq, X, va khong ro1 khoi tdp mirc nay thi cadc vi phan dx;,

dx, can gitr cho gia tri ham f khong doi & mirc a, tirc 14 can thoa man:
M1X2) g, 4 TEX2) 4y (3.13)
0Xy OX,
dang thirc ndy nhan dugc bang cach 1iy vi phan toan phin hai vé ctia phuong
trinh xac dinh tdp mic va nhd rang vi phan toan phan cta hing sd a bang 0.
Ping thire trén cAn duoc thoa mén tai mot diém bat ky trén tp muc bat ky cta
ham muc tiéu.

Ta c6 thé tinh do dbc cua mot duong mirc bat ky tai diém dimg nao do.
Giai (3.13) theo dx,/dxy, dd dbc cua tip mirc qua (X1, X,) sé 1a

i SR} (3.14)
A% | reo . (y7) f2(X1,X7)

Ky hiéu |gec theo ... dugc dung dé ta nhé loai thay d6i dac biét dang xét clia
dx,, dx,. Vay, nhu v& & Hinh 3.3, do dbc cua tdp mirc qua diém bat ky (x1, X,)
cho bai (s6 dbi) ti sd gitta cac dao ham riéng cip mot cua ftai diém (x1, Xo).

Cung vay, gia st rang budc g(x) = 0 ¢6 dang nhu ¢ Hinh 3.2, v€ trén cuing
mit phang v6i tip muc. Ta c6 thé xem rang budc nhu mot loai tap mic. Po 1a
tap tat ca cac diém (x4, Xo) thoa min g(xy, X2) = 0.

\
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L(a)

» X1

Hinh 3.3. D6 dbc cta tap mirc Hinh 3.4. 6 dbc cua rang budc
Tuong tu, vé1 moi diém (x1, Xp) thoa man rang budc thi hé thirc
X, X X, X
09(X,,X,) dx, + 09(Xy,X,) dx, = 0,
0Xy OX,
can duoc thoa man ddi véi moi thay doi dxy, dx, doc theo rang budc. Do dbc cua
rang budc tai diém (Xg, Xo) s& 1a
dx, %Xy %) (3.15)
X |y teo g -0 9, (Xq,X5)
Mit khac, ta c6 thé viét lai cac diéu kién (3.4) — (3.6) duéi dang

of(x;.%3) _ _, 090X, %3)
0X, OX,

of (x;.%3) _ _, 09(x;.X3)
0X, 0X,
g(x1, X3) = 0.

Khir A tir hai hé thitc dau ta nhan dugc diéu kién xac dinh 2 bién x, X;.

flll(XI,XZ) _ 9"1(XI7XZ) (3.16)
g(x1, X;) = 0. (3.17)

Hai diéu kién nay noi gi? Vé trai (3.16) bang (- 1) 1an do doc cua tap mirc
d6i v6i ham muc tiéu qua diém (x;, X,). Vé phai (3.16) bang (- 1) lan d6 doc

clia tap mirc ddi véi ham rang budc. Piéu kién (3.16) cho thiy nghiém (x], X5)
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1a diém tai d6 do déc cua tap mirc ddi v&i ham muc tiéu béng dd6 doc cua tap
murc d6i voi ham rang budc. Pidu kién (3.17) cho thiy ta cin phai & trén tap
muc ctia phuong trinh rang budc. Piém trén tip rang budc cd d6 dbc cua tap
murc muc tiéu bé’mg do dbc cua tap muc rang budc, theo dinh nghia, 1a diém tiép
xUc (point of tangency) gitra rang budc va tap mirc muc tiéu.
3.3.1.3. PIEU KIEN CAP HAI(Second — Order Conditions)
e Trudc hét xét bai toan toi wu hai bién, mot rang budc.
Xem x; nhu bién tu do va x, nhu ham cuda x;. Rang budc c6 dang: g(x,
X2(X1)) = 0. Lay vi phan toan phan theo dx,/dx; ta dugc hé thic quen thudc:
>, G (3.18)
dx, g
dbi v6i do dbc cua hé thirc rang budc trong mit phang (xi, X). Pat y = f(x,
X2(X1)) 1a gia tri ham muc ti€u cé rang budc, ta xem y nhu ham cta mét bién x;.

Lay vi phan ddi véi x; ta dugc dy/dx; = f, + f,(dx/dx;). Chi ¥ dén (3.18) ta

duoc

W oo, (3.19)

dx, 9,
Lay vi phan 1an nita va nhé rang x, 13 ham cta x; ta dugc vi phan cip hai:

2
H £ +f] dxy [f T4 dxz]gl
dX12 12 dx, 22 dx, Igh
! n d
f’ g5 (g1 812 ax, a0 -gi(gh gy dff) (3.20)
—h
(gz)

Diéu kién cin cép hai cho cuc tiéu ham mot bién doi hoi dao ham cép hai
nay 16n hon hay bang 0 tai diém thoa man cac diéu kién cap mot. Piéu kién du
doi hoi bat déng thuc nay dugc thod man chat tai diém d6. Céac diéu kién cép
mot (3.4) — (3.6) doi hoi f; =-Ag; va f, =- xg'z. Dinh 1y Young cho thay f/, =

5 VA g), = g5 . Chay téi (3.18) ta viét lai (3.20) dudi dang
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dy 1
dx;  (92)°
T L = f + Ag ta suy ra cac dao ham riéng ctia ham Lagrange d6i voi x; 1a

Li = fi + 10i

[(Fur + 2012)(92)° — 2(F12 + 1012)0102 + (F22 + A022)(01)°].  (3.21)

Céc dao ham riéng cap hai ctia ham Lagrange sé& 1a
L1 = fi1 + AQu
Lip =i + AQp (3.22)
Lo = f2o + AQ22

) (L L O
Lipmatrandoiximg H = | £,, L,, 0, |.
9 9, O

Ma tran nay dugc goi la ma tran Hessian bién (bordered Hessian) cia ham
Lagrange vi n6 chira cac dao ham riéng cap hai cia ham L bao quanh boi céc
dao ham riéng cap mdt cia ham rang budc va s6 0. Tinh dinh thirc cia ma tran

nay (khai trién theo cot cudi) ta duoc

_ Ly L O , ,
D=2y £, 0,|=[L11(92)"—2L 120192 + L 22(91)°]. (3.23)
g 9, O

Két hop (3.21), (3.22) va (3.23) ta thdy dao ham cép hai ctia ham muc tiéu
c6 rang budc co thé viét lai theo dinh thirc ctia ma trin Hessian bién cta ham
Lagrange nhu sau

d? -1 -
>2/ = r\2 D
dx;  (9%)

Nhu vay, do cong cia ham muc tiéu doc theo rang budc dac trung boi dau

(3.24)

ctia dao ham cAp hai d%y/dx Z ¢6 thé suy ra tryc tiép tir diu dinh thic cua ma trdn
Hessian bién ctia ham Lagrange (gia thiét g, = 0). Pén day ta co thé phat biéu

diéu kién di cho bai toan hai bién, mét rang budc.
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Pinh ly 3.10. Piéu kién dia ddi véi bai toan toi wu hai bién, mdt rang
bugc (Sufficient Conditions for the Two-Variables, One-Constraint Optimization
Problem)

Néu (X}, Xy, A) nghiém ding diéu kién cip 1 (3.4) — (3.6) va néu D <0 (>
0) trong (3.23) tai diém (X5, X5, X) thi (X, X3) la cuc tiéu (cuc dai) ciia ham
f(X1, X2) voi rang budc g(X1, X2) = 0.

Vi du 3.4. Hay xét xem diém durng nhan dugc tor Vi du 3.1 (tr. ?) 1a cuc
tiéu hay cuc dai. Dé théy réng L1y = 2a, L1p = Ly =0, Ly, = 2b. Tt phuong trinh

rang budc g} = 1va g, = 1. Xay dyng ma trdn Hessian bién va tinh dinh thuc

cua no
2a 0 1
D=(0 2b 1 =-2(@+b)<0.
1 1 O

Vi o ddy D <0 voi moi X3, X» VA A, nén ciling c6 D <0 ddi voi nghiém (E.5)
ctia diéu kién cp 1 trong Vi du 3.1. Do d6, gia tri ham muc tiéu (E.6) 13 gia tri
cuc tiéu co rang budc. O

¢ Trudong hop nhiéu bi€n, nhiéu rang budc: ma tran Hessian bién c6 dang

Ly v L G O
. . : :1 ‘. :m
H = Lnl1 LT] g, - 0O ’ (3.25)
9 0 G 0 0
o - g 0 = 0

trong d6 Ly 1a cdc dao ham riéng cp hai ciia ham Lagrange L theo Xy, X; va gj- la
dao ham riéng cia ham gjtheo x; (i=1,2, ... , m;j, k=1,2, ..., n).

Cac tir thirc chinh 1a dinh thirc ctia cac ma tran con nhan dugc tir ma tran H
nho di chuyén tir trén xubng va tir trai sang phai theo dudng chéo chinh. Céc tir
thirc chinh ta quan tdm ¢ day bat dau tir dinh thirc cp 3 va két thuc boi dinh

thirc cap (n + m).
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Ly L, L O 0;

Ly Ly gi Ly Ly Ly 912 g%
Ds=|Ly £, O3, Da=|c, £, £, o o2.....|H| (3.26)

g7 g O o9 g5 93 0 0

9i 9 95 0 O

Ta c6 thé tom tit cac diéu kién di tdi uu trong truong hop tong quat & dinh
ly sau.

Pinh ly 3.11. Pi¢u kién dii cho toi wu véi rang budce ding thirc

(Sufficient Conditions for Optima with Equality Constraints)

Gia su f(X) la ham muc tiéu va m rang buéc la gi(X)=0,1=1, ..., m. Gid
sit ham Lagrange cho béi (3.11). Gid sir (X*, A) nghiém ding diéu kién cap mot
trong (3.12). Khi do:

a) X* dat cuc tiéu c6 rang buéc cua f(X) néu cdc tr thire chinh trong
(3.26) déu dm D3 <0, Dy <O, ... khi tinh tai (X*, A).

b) x* dat cuc dai ¢é rang budc cia f(X) néu cdc t thirc chinh trong
(3.26) Iudn phién déi diu bdt dau tir ddu dwong D3 >0, D, < 0, ... khi tinh tai
(x*, A).

3.3.2. RANG BUQC KHONG AM (Non-negativity Constraints)

Trong céc tng dung kinh té ta thudng gip bai toan cuc tiéu (cuc dai) Vi
rang budc bat dang thirc, thay thé hodc bd sung cho rang budc dang thirc. Rang
budc bt dang thirc don gian nhat 13 rang budc khong 4m X > 0 (cac bién kinh té
lay gia tri khong am). Dé giup hiéu rd cac bai toan phirc tap hon, ta xét trudng
hop mot bién (C6 ba trudng hop xdy ra nhu da chi ra ¢ Hinh 3.5).

min f(x) véi diéu kién x > 0. (3.27)

Nghiém x* cua bai toan (3.27) can thoa min ba diéu kién sau:

+Dicukién 1. £(x*)>0
+Pidukién 2. x*.£(x*)=0 (3.28)
+ Diéukién 3. x*>0.
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/ \/ fmw\/
\,,/f’(x*)>0 S me-C i R <.

f°(x)=0 f'(x =0

7

v
v
v
X

* *

X X =0 X =0 =g X >0
Hinh 3.5. Cuc tiéu véi rang budc khong 4m
Vi dy 3.5. Xét bai todn min {X + 4x - 2} véi diéu kién x > 0.
Lay vi phan ta duoc f(x) = 2x + 4. Tir 3.28 x* can thoa min
1.-2x*-4>0
2. X*[2x*+ 4] =0
3. x*>0.

Tir cac diéu kién nay cho thiy x* = 0 14 nghiém cyc tiéu.

e Diéu kién cho cuc dai cua f(X) v&i X > 0 ciling dé dang dugc néu ra: Néu
X 1a diém cyc dai ctia bai toan voi rang budc khong 4m X > 0 thi

+Pidukien 1. £(X)<0
+Pidukién2. X[F(X)]=0 (3.29)
+Diéukién3. X >0.

Trong trudng hop nhiéu bién, ba diéu kién trén cin ding voi timg bién
riéng biét va cac dao ham riéng ctia ham thay cho dao ham duy nhat. Dinh 1y sau
la mét mé rong truc tiép cua truong hop mot bién.

Pinh 1y 3.12. Piéu kién cin téi wu ciia ham véi rang budc khong Am
(Necessary Conditions for Optima of Real VValued Functions Subject to Non-negativity
Constraints)

Gia su f(X) la ham kha vi lién tuc. Khi do,

1. Néu x* dat cuec tiéu cia f(X) voi diéu kién x > 0 thi X* thod man
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of (x*)

@) OX

>0,1=1,...,n
6f(x*)]
OX

(2) x; [

i
@)X’ 20,i=1,...,n

2. Néu X dat cuwe dai cia f(X) véi diéu kién x > 0 thi X thod man

(1) “(X) <0,i=1,....n
8f(x)
@ %[ 71=0.i=1..n

(3) Xi=0,i=1,...,n
3.3.3. PIEU KIEN KARASH-KUHN-TUCKER(KKT Conditions)
Cho dén nay trén thuc té ta chua stir dung dén phuong phap Lagrange, boi
vi rang budc bat dang thirc dugc xét 1a don gian. Bay gio ta xét bai toan véi rang
budc bat dang thirc phirc tap hon.

min f(Xy, Xo) voi didu kién g(xq, X2) <0, X1 > 0, X, > 0. (3.30)

X1-X2
Bai toan ndy duoc goi 1a bai todan quy hoach phi tuyén (non-linear
programming problem). Thém bién méi z > 0 dé dwa bai toan (3.30) vé dang:

min f(Xy, Xo) voi diéu kién g(xq, Xo) +2=0,%20,%X>0,2>0. (3.31)

X1,X2,Z

Pinh 1y 3.1 cho thay cuc tiéu theo X cia f voi rang budc dang thic trung
v6i cyc tiéu khong diéu kién theo X ctia ham Lagrange twong tmg khi khong c6
rang budc vé diu. Pinh 1y 3.4 cho biét phai thay doi thé nao diéu kién cdp mot
dbi voi cuc tiéu khong rang budc ctia ham Lagrange dé tinh dén cac rang budc
khong am nay. Pé c6 thé van dung cac dinh ly trén, trudc hét ta xay dung ham
Lagrange cho bai toan (3.31):

L(X1, X2, Z, A) = f(Xq1, X2) + A[Q(X1, X2) + Z].
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Ta s€ mo ta ddc trung cho di€ém cuc ti€u cua ham Lagrange L vi cac rang

budc x; >0, X, >0, z > 0. Dieu kién cap mot o1 voi x;, X va z cd dang

Li=f;+Xg: >0 Q)
X1l = Xq[f1 + Ag1] =0 (i)
Lo=f, +1g,>0 (i)
XoLo = Xo[f, + Ago] =0 (iv)
L,=A>0 (v)
zL,=2z=0 (vi)
X12>20,%X,2>0,z2>0. (vii)

Piéu kién cap mot d6i voi A, khuyét dicu kién khong 4m, don gian chi 1a

Ly =0(Xy, X2) +z=0. (viii)
Tir cac diéu kién (v) — (viii) suy ra
g(X1, X2) <0
Ag(X1, X2) =0
A >0.

Két hop cac diéu kién nay véi (i) — (iv) ta nhan duoc cac diéu kién goi 1a

diéu kién Karush - Kuhn - Tucker (hay don gian 13 diéu kién KKT):

fi+10:>0 (i)
Xg[f1 +2g1] = 0 (i)
fo+2g,>0 (iii)
Xo[f2 + Ag2] = 0 (iv)
g(x1, X2) <0 ')
AQ(X1, X2) =0 (vi’)
X1 >0,%x>0,A>0. (vii”)

Ta ban ky cac di€u kién nay: Cac dic¢u kién tur (i) — (iv) cung véi hai diéu
kién dau cua (vii’) 1a nhitng di€u kién cap mot thong thuong cho cuyc ti€u cua L

v6i rang budc khong am trén x3, Xp. Cac di€u kién (v’), (v1’) va di€u kién cudi
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cua (vii’) khong thé xem nhu diéu kién cho cuc tiéu cua L theo A, boi vi bat
dang thirc trong (v’) “dao nguoc dau”. Song néu nhin lai Dinh 1y 3.4 ta biét s&
nhan dugc gi néu ta dinh tim cuc dai cua L theo A véi rang budc khong am.
Pung thé, cac diéu kién (v*), (vi’) va diéu kién cudi cta (vii’) chinh 13 diéu kién
L, <0, AL, = 0 va A > 0 ma ta s& nhan duogc néu ta dinh tim cuc dai cta L theo A
v6i diéu kién khong am A > 0.

Bay gid c6 thé thdy rang (i) — (vii’) 1a cac diéu kién can hay diéu kién cho
diém cyc tiéu cua ham Lagrange theo cic bién x; va cho cuc dai cia ham
Lagrange theo nhan tir . Néu tai mot diém nao d6 (x;, X5, A), L dat cuc tiéu
theo X; VA Xp, dong thdi L dat cyc dai theo A, thi (X;, X5, A) duge goi 1 diém
yén ngwa (saddle point) ctia ham Lagrange. T4t nhién diéu nay duoc mo rong
cho trudng hop bai toan c6 nhiéu bién va nhiéu rang budc, mién 1a cac ham rang
budc can thod man mot sé diéu kién nhat dinh nao do (goi 1a diéu kién chinh
qui).

Ta ciing c6 thé dua ra cac diéu kién twong tu, nhung khong déng nhat, d6i
v6i bai toan cuc dai v6i rang budc bat dang thirc va rang budc khong am. Voi
bai toan cuc dai ta qui udc viét (cac) bat dang thirc rang budc & dang g(.) > 0,
chtr khong phai ¢ dang g(.) < 0 nhu d lam khi xét bai toan cuc tiéu. Luc nay ta
c6 thé ap dung cung nhirng lap ludn va cing phuong phép dé tim thiy rang diém
yén ngua cia ham Lagrange trung v6i nghiém cua bai toadn cuc dai ¢ rang budc.
Tuy nhién, ltic nay diém yén ngua bao gém cuc dai ciia ham Lagrange theo cac
bién quyét dinh va cuc tiéu theo cic nhan tir Lagrange.

Ta tong két cac két qua nay trong dinh 1y sau.

Pinh ly 3.13. Piéu kién cin t6i wu KKT ciia ham thwe véi rang budc
bit ding thirc va rang budc khong Am (KKT Necessary Conditions for Optima
of Real Valued Functions Subject to Inequality and Non-negativity Constraints)

Gid sit f(X) hai lan kha vi lién tuc.
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1. Xét bai todn cuc tiéu:
min f(X) véi diéu kién gi(x) <0,i=1, ..., m,vax>0 (T.1)
X

voi ham Lagrange
m
L(x, A) =f(x) + ;L}\'jgj(x) (T.2)
j=

Néu x* la nghiém ciia (T.1) va néu cdc vécto gradién ciia nhitng rang buéc
chat tai X* doc lap tuyén tinh thi ton tai m sé K*j >0,j=1, ..., msao cho
(x*, A*) la diém yén ngua ciia ham Lagrange va thod man diéu kién Karush -
Kuhn - Tucker:

Li(x*, A*)>0vax;Li(x* A*)=0,j=1,...,n
L, (x*, A*)<0va 7J;Lki (x*, A*)=0,i=1,..., m.

2. Xét bai toan cuc dai:

max f(X) vdi diéu kién gi(x) >0,i=1, ..., m,vax>0 (T.3)

vGi ham Lagrange twong vng (T.2). Néu X la nghiém cia (T.3) va néu cdc vécto
gradién cia nhitng rang budc chat tai X doc ldp tuyén tinh thi ton tai m sé Xi >
0,i=1, ..., msao cho (X, K) la diém yén ngwa cia ham Lagrange va thod
mdn diéu kién Karush - Kuhn - Tucker:
Li(X, A)<O0va XiL(X, A)=0,j=1,...,n
L, (X, A)20va XL, (X,A)=0,i=1,..,m.

Chirng minh day du dinh 1y nay c6 thé tim trong Luenberger (1973).

Diéu kién Karush - Kuhn - Tucker néu trong Dinh 1y 3.13 1a cac diéu kién
can. Chung cho biét nhirng diéu kién gi can dugc thoa man khi ta biét (hay gia
thiét) c6 mot nghiém tdi wu cho bai toan quy hoach phi tuyén. Vi thé, chung
khong cho ta mdt “thuat toan” dé giai thuc sy bai toan. Mudn thé cin c6 thém
cac diéu kién di va ching thuc sy kho ¢ truong hop tong quat nay. Tuy nhién,

trong mot sb trudng hop riéng khi ham muc tiéu 16i (16m) hay tya 10i (16m) thi
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cac di€u kién dua nhu thé da duoc ban td1. V41 cac nha kinh té thi cac diéu kién

can néu trong Pinh 1y 3.13 13 tam du.

L(x, 1)

Hinh 3.6. Diém yén ngya ctia ham Lagrange

x Tom lai, trong chuong nay ching t6i da trinh bay khdi quat vé van dé
tim cuyc tri cta cac ham sé mot hay nhiéu bién sb va gidi thiéu tuong dbi day du
cac khai niém va kién thirc téi wu co ban, chl yéu dudi hinh thirc phi toan, cac
két qua chinh duoc ghi thanh cic dinh 1y, phan 16n chung duoc giai thich va
minh hoa thong qua nhiéu vi du sb va hinh vé& cu thé.

Péng chi ¥ 1a cac diéu kién can va diéu kién du, cip 1 va cip 2, cho diém
cuc tiéu hay cuc dai ctia ham s khi c¢6 hay khong c6 rang budc. Phuong phap
quen biét tim cyc tri 13 phuong phdp nhéan tir Lagrange va tong quat hon la

phuong phap dung diéu kién can KKT, két hop véi cac diéu kién du t6i wu.
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KET LUAN

Ham (rong hon 1a anh xa) 1a mot trong nhirng khai ni€ém co ban cua giai
tich todn hoc. Noi riéng, ham thuc nhiéu bién duoc st dung rong rai trong nhiéu
linh vuc khac nhau cua khoa hoc va k§y thuat. Nhiéu tinh chat ddng qui ciia ham
duoc khai thac triét dé va 1a gia thiét khong thé thiéu trong nhiéu nghién ctu:
tinh lién tyuc, tinh khd vi va tinh chat cyc trj ciia ham.

Luan vin ndy nham tap trung tim hiéu nhimng kién thirc giai tich va tdi uu
hoa co ban lién quan dén cac ham nhiéu bién sb, can dung trong phan tich va
nghién ctru kinh té vé mit dinh lugng (b6 sung cho cic nghién ctru dinh tinh).

Chuong 1 gi6i thidu tom tat mot s6 kién thirc giai tich co ban vé tap hop va
4nh xa: tdp ma, tip dong, tap compact trong R", can trén (cin dudi) cua tap hop
sb thuc, tap 161 va tinh chat; tinh lién tuc cta anh xa, quan hé gitra tinh lién tuc
v&i anh nguoc cua cac tdp mé (dong), anh lién tuc cua tdp compact ...

Chuong 2 dé cap t6i cac ham sd thudng gip trong kinh té va trong cac tinh
toan toi wu: ham 16i, ham 16m, ham thuan nhat. Khao sat tinh ting (giam), tinh
161 (16m), d6 ddc, d6 cong ctia ham qua cac tip lién quan mat thiét véi ham (46
thi, tap muc, tap muc trén, duoi), qua dao ham va vi phan cua ham.

Chuong 3 trinh bay khai quat vé cuc tri ctia ham s6 nhiéu bién sd va cac
kién thirc toi vu co ban: diéu kién can (diéu kién du) d6i v6i diém cuc trj trong
cac bai toan t6i wu c6 hay khong cé rang budc, phuong phap Lagrange cho tbi
wu voirang budc dang thirc va mé rong cho t6i wu voi rang budc bat dang thirc.

Tac gia da cd ging sap xép va trinh bay van dé theo cach hiéu rd rang va
truc quan nhét ¢ thé, dua ra cac vi du va hinh v& dé minh hoa cho nhiéu khai
niém va sy kién duoc dé cap to1 trong luan van.

Hy vong ludn vin nay s& 1a mot tai liéu tham khao b6 ich cho cac ddi tuong
khong chuyén sau vé todan mudn tim hiéu va van dung cong cu giai tich, dic biét

1a cac phuong phap t6i wu trong chuyén mén ctia minh.
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