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Lêi nãi ®Çu
Mét ý tëng quan träng trong H×nh häc ®¹i sè vµ §¹i sè giao ho¸n lµ

th«ng qua viÖc nghiªn cøu th«ng qua nghiªn cøu c¸c bÊt biÕn b»ng sè ®Ó
nãi lªn cÊu tróc cña c¸c ®a t¹p hoÆc cÊu tróc cña c¸c vµnh giao ho¸n ®iÒu
nµy cã thÓ thÊy râ trong nh÷ng lý thuyÕt næi tiÕng nh lý thuyÕt bÊt biÕn cña
Mumford, lý thuyÕt gi¶i kú dÞ cña Hironaka... Mét vÝ dô ®iÓn h×nh trong §¹i
sè giao ho¸n lµ vµnh Cohen- Macaulay, mét líp vµnh quan träng nhÊt trong
§¹i sè giao ho¸n. Cho (A,m) lµ mét vµnh giao ho¸n , ®Þa ph¬ng, Noether
cã chiÒu dimA = d. Mét i®ªan q ∈ SpecA ®îc gäi lµ mét i®ªan tham sè nÕu
q lµ m− nguyªn s¬ vµ sinh bëi d phÇn tö. Khi ®ã A lµ vµnh Cohen- Macaulay
khi vµ chØ khi tån t¹i mét i®ªan tham sè q sao cho lA(A/q) = e(q;A). ë ®©y
lA(∗) kÝ hiÖu cho ®é dµi c¸c A m«®un vµ e(q;A) lµ sè béi Zariski-Samuel
cña A ®èi víi i®ªan tham sè q. Ta còng biÕt r»ng víi mäi i®ªan tham sè q th×
lA(A/q) ≥ e(q;A). §Æt I(q;A) = lA(A/q)− e(q;A). Khi ®ã nÕu I(q;A) lµ
mét h»ng sè kh«ng ®æi víi mäi i®ªan tham sè q, (chó ý r»ng khi A lµ vµnh
Cohen- Macaulay th× I(q;A) = 0 víi mäi i®ªan tham sè q) th× líp vµnh ®ã
®îc gäi lµ vµnh Buchbaum.

NÕu supqI(q;A) < ∞, trong ®ã q ch¹y kh¾p trªn tËp c¸c i®ªan tham sè
cña A th× khi ®ã nã ®îc gäi lµ vµnh Cohen-Macaulay suy réng. Nh vËy
c¸c líp vµnh quen thuéc trong §¹i sè giao ho¸n ®Òu ®îc ®Æc trng qua lý
thuyÕt béi vµ hµm ®é dµi. Môc ®Ých chÝnh cña luËn v¨n lµ tr×nh bµy l¹i c¸c
kÕt qu¶ cña GS - TSKH NguyÔn Tù Cêng vÒ kiÓu ®a thøc trªn vµnh Noether,
®Þa ph¬ng trong c¸c bµi b¸o [4], [5] vµ [6].

Trong suèt luËn v¨n nµy ta lu«n ký hiÖu (A,m) lµ vµnh giao ho¸n, ®Þa
ph¬ng, Noether vµM lµ mét A− m«®un h÷u h¹n sinh cã chiÒu dimM = d.

Mét hÖ phÇn tö x = (x1, . . . , xd) cña A ®îc gäi lµ hÖ tham sè cña M nÕu
lA(M/xM) < ∞. Cho n = (n1, . . . , nd) lµ mét bé d sè nguyªn d¬ng tuú
ý. Khi ®ã chóng ta cã thÓ xem hiÖu

IM(n, x) = lA(M/(xn1
1 , . . . , x

nd
d )M)− n1 . . . nde(x,M)

nh mét hµm sè theo n cã gi¸ trÞ kh«ng ©m víi mäi biÕn nguyªn, trong ®ã
e(x;M) lµ sè béi theo nghÜa Serre cñaM ®èi víi hÖ tham sè x. KhiM = A

th× nã chÝnh lµ sè béi Zariski - Samuel. N¨m 1985, Sharp ®a ra c©u hái më:
Ph¶i ch¨ng IM(n;x) lµ mét ®a thøc theo n khi n ®ñ lín (ký hiÖu lµ n� 0)?

Mét lo¹t vÝ dô ®îc ®a ra ®Ó chøng tá r»ng IM(n;x) kh«ng ph¶i lµ ®a
thøc khi n � 0. Tõ ®©y n¶y sinh ra mét c©u hái: Khi nµo th× IM(n;x) lµ
®a thøc theo n khi n � 0? Mét tr¶ lêi trän vÑn cho c©u hái nµy ®îc ®a
ra trong [4] nãi r»ng IM(n;x) lµ ®a thøc khi vµ chØ khi x lµ mét u.p - d·y.
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Khi IM(n;x) kh«ng cßn lµ ®a thøc th× ta nhËn thÊy r»ng hµm IM(n;x) lu«n
bÞ chÆn trªn bëi ®a thøc n1 . . . ndl(M/(x1, . . . , xd)M) (xem trong [6]). Nh
vËy bËc bÐ nhÊt cña tÊt c¶ c¸c ®a thøc chÆn trªn theo n chÆn hµm IM(n;x)
lµ tån t¹i. §iÒu ®ã dÉn ®Õn mét bÊt biÕn míi trªnM, gäi lµ kiÓu ®a thøc cña
M. BÊt biÕn nµy ®îc b¾t ®Çu tõ mét kÕt qu¶ sau (xem trong [6]):

BËc bÐ nhÊt cña tÊt c¶ c¸c ®a thøc theo n chÆn trªn hµm IM(n;x) kh«ng
phô thuéc vµo hÖ tham sè x. VËy bËc bÐ nhÊt nµy lµ mét bÊt biÕn cña M.

Ta ký hiÖu bÊt biÕn ®ã lµ p(M) vµ gäi nã lµ kiÓu ®a thøc cña M.

Ta quy íc bËc cña ®a thøc kh«ng b»ng −∞. Khi ®ã ta dÔ dµng thÊy
r»ng M lµ m«®un Cohen-Macaulay khi vµ chØ khi p(M) = −∞. Râ rµng
M lµ Cohen-Macaulay suy réng khi vµ chØ khi p(M) ≤ 0. Nh vËy tÝnh
Cohen-Macaulay ®îc dÔ dµng ®Æc trng qua tÝnh ®a thøc. LuËn v¨n ®îc
chia thµnh 2 ch¬ng:
Ch¬ng I nãi vÒ tÝnh ®a thøc cña hµm IM(n;x) trªn vµnh giao ho¸n Noether

®Þa ph¬ng (A,m). KÕt qu¶ quan träng nhÊt cña ch¬ng nµy lµ ®Þnh lý 1.3.4
nã còng lµ c©u tr¶ lêi trän vÑn cho c©u hái më cña Sharp nãi r»ng :
Hµm sè IM(n;x) lµ ®a thøc theo n víi n � 0 khi vµ chØ khi hÖ tham sè
x = (x1, . . . , xd) lµ u.p-d·y
Ch¬ng II ®a ra kh¸i niÖm kiÓu ®a thøc p(M) cña mét m«®unM trªn vµnh
giao ho¸n, Noether, ®Þa ph¬ng. §©y lµ kh¸i niÖm quan träng nhÊt trong luËn
v¨n. Ngoµi ra mét lo¹t c¸c tÝnh chÊt cña kiÓu ®a thøc còng nh c¸c cËn trªn
vµ díi ®îc ®a trong ch¬ng nµy. Mét kÕt qu¶ quan träng lµ ®Þnh lý 2.3.9
vµ hÖ qu¶ 2.4.2 nãi lªn ý nghÜa h×nh häc cña kiÓu ®a thøc nãi r»ng:
Gi¶ sö A cã phøc ®èi ngÉu hoÆc A lµ vµnh th¬ng cña vµnh Cohen-

Macaulay. NÕu M lµ ®¼ng chiÒu th×

p(M) = dim nCM(M).

Chó ý r»ng quü tÝch kh«ng Cohen-Macaulay nCM(M ) ®îc x¸c ®Þnh bëi

nCM(M) = {p ∈ Supp(M)|Mp kh«ng lµ m«®un Cohen-Macaulay}.
LuËn v¨n ®îc hoµn thµnh díi sù híng dÉn tËn t×nh cña GS - TSKH

NguyÔn Tù Cêng. Nh©n dÞp nµy em xin tá lßng biÕt ¬n s©u s¾c tíi ThÇy.

Em xin bµy tá lßng biÕt ¬n c¸c thÇy c« trong §H Th¸i Nguyªn vµ ViÖn

To¸n häc ®· tËn t×nh gi¶ng d¹y vµ gióp ®ì em rÊt nhiÒu trong qu¸ tr×nh lµm

luËn v¨n.
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T«i xin bµy tá lßng biÕt ¬n trêng §H Khoa Häc - Th¸i Nguyªn, Khoa

To¸n - Tin ®· t¹o ®iÒu kiÖn thuËn lîi cho t«i thùc hiÖn kÕ ho¹ch häc tËp cña

m×nh.

T«i xin c¶m ¬n ngêi th©n, ®ång nghiÖp, b¹n bÌ ®· cæ vò, ®éng viªn t«i

trong qu¸ tr×nh lµm luËn v¨n.
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Ch¬ng 1

TÝnh ®a thøc cña hµm ®é dµi

Trong ch¬ng nµy, chóng ta lu«n gi¶ thiÕt (A,m) lµ vµnh giao ho¸n, ®Þa

ph¬ng, Noether víi m lµ i®ªan cùc ®¹i vµ M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh cã

chiÒu dimM = d.

1.1 Mét sè kiÕn thøc chuÈn bÞ

Tríc hÕt ta nh¾c l¹i ®Þnh lý quan träng sau ®©y

§Þnh lý 1.1.1. Cho q lµ i®ªan cña A sao cho l(M/qM) < ∞. Khi ®ã

l(M/qnM) lµ mét ®a thøc víi hÖ sè h÷u tû khi n� 0 vµ

d = dimM = deg(l(M/qnM)

= inf{t|∃ x1, . . . , xt ∈ m ®Ó l(M/(x1, . . . , xt)M) <∞}.

§a thøc l(M/qnM), khi n � 0 ®îc gäi lµ ®a thøc Hilbert-Samuel

cña M øng víi q. Theo ®Þnh lý trªn tån t¹i hÖ {x1, . . . , xd} ⊆ m sao cho

l(M/(x1, . . . , xd)M) < ∞. Mét hÖ {x1, . . . , xd} tho¶ m·n tÝnh chÊt trªn

®îc gäi lµ mét hÖ tham sè cña M. Chó ý r»ng nÕu x = (x1, . . . , xd) lµ mét

hÖ tham sè cña M th× (xn1
1 . . . , xndd ) còng lµ mét hÖ tham sè cña M víi mäi

(n1, . . . , nd) ∈ Nd.

Cho x = (x1, . . . , xd) lµ mét hÖ tham sè cña M. §Æt q = (x1, . . . , xd)A

th× khi ®ã ta gäi q lµ i®ªan tham sè cña M. Theo ®Þnh lý trªn, l(M/qnM) lµ

mét ®a thøc víi hÖ sè h÷u tû khi n� 0, ®a thøc nµy nhËn gi¸ trÞ nguyªn víi
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mäi biÕn nguyªn. V× thÕ nã cã biÓu diÔn

l(M/qn+1M) = e0(q;M)

(
n+ d

d

)
+e1(q;M)

(
n+ d− 1

d− 1

)
+. . .+ed(q;M),

trong ®ã ei ∈ Z, e0 > 0 víi mäi i = 0 . . . , d.

§Þnh nghÜa 1.1.2. Sè e0 trong biÓu diÔn trªn ®îc gäi lµ sè béi Zariski -

Samuel cña M øng víi i®ªan tham sè q vµ ®îc kÝ hiÖu lµ e(q;M).

§Þnh nghÜa 1.1.3. Mét hÖ c¸c phÇn tö x = (x1, . . . , xt) cña A ®îc gäi lµ

hÖ béi cña M nÕu l(M/(x1, . . . , xt)M) <∞.

NÕu t = 0 th× ®iÒu kiÖn trªn ®îc hiÓu lµ l(M) <∞. Khi ®ã ký hiÖu béi

e(x;M) ®èi víi hÖ béi x ®îc ®Þnh nghÜa quy n¹p theo t nh sau:

NÕu t = 0, tøc lµ l(M) <∞. Khi ®ã ta ®Æt e(∅;M) = l(M).

NÕu t > 0, tøc lµ l(M/(x1, . . . , xt)M) <∞. Tõ ®ã ta suy ra

l((0M : x1)/(x1, . . . , xt)(0M : x1)) <∞,

tøc lµ (x2, . . . , xt) lµ hÖ béi cña 0M : x1. Theo gi¶ thiÕt quy n¹p th×

e((x2, . . . , xt);M/x1M) vµ e((x2, . . . , xt); 0M : x1)

lµ tån t¹i. Khi ®ã ta ®Þnh nghÜa

e(x;M) = e((x2, . . . , xt);M/x1M)− e((x2, . . . , xt); 0M : x1).

Sè e(x;M) ®îc ®Þnh nghÜa nh trªn ®îc gäi lµ sè béi cña M øng víi hÖ

béi x.

Chó ý 1.1.4. Cho x = (x1, . . . , xt) lµ hÖ béi cña M. Díi ®©y chóng ta sÏ

®a ra mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña sè béi e(x;M) thêng ®îc sö dông trong

luËn v¨n.

(i) 0 ≤ e(x;M) ≤ l(M/(x1, . . . , xt)M). NÕu tån t¹i i sao cho xniM = 0,

víi n lµ mét sè tù nhiªn nµo ®ã th× e(x;M) = 0.
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(ii) (§Þnh lý céng tÝnh cña béi). Gi¶ sö

0 −→Mn −→ . . . −→M1 −→M0 −→ 0

lµ d·y khíp c¸c A− m«®un Noether vµ x lµ hÖ béi cña Mi, víi mäi

i = 0, . . . , n. Khi ®ã,
n∑
i=0

(−1)ie(x;Mi) = 0.

(iii) Cho x = (x1, . . . , xt) lµ mét hÖ béi cña M. Khi ®ã e(x;M) = 0 khi

vµ chØ khi t > dimM.

(iv) Cho (n1, . . . , nt) ∈ Nt. Khi ®ã,

e((xn1
1 , . . . , x

nt
t );M) = n1 . . . nte(x;M)

(v) NÕu x lµ mét hÖ tham sè cña M tøc lµ t = d, th× ta cã c«ng thøc liªn

hÖ gi÷a sè béi h×nh thøc vµ sè béi Zariski - Samuel lµ e0(q;M) = e(x;M),

trong ®ã q = (x1, . . . .xd)A.

(vi) C«ng thøc Auslander - Buchsbaum [A- B]. Víi nh÷ng kÝ hiÖu trªn th×

l(M/(x1, . . . , xd)M)− e(x;M)

=
∑d−1

i=0 e((xi+1, . . . , xd); (x1, . . . , xi−1)M : xi/(x1, . . . , xi−1)M.

Khi ®ã M lµ A-m«®un Cohen-Macaulay khi vµ chØ khi tån t¹i mét hÖ

tham sè x = (x1, . . . , xd) sao cho

l(M/(x1, . . . , xd)M) = e(x;M).

§Þnh nghÜa 1.1.5. (i) Mét A-m«®unM ®îc gäi lµ m«®un Cohen-Macaulay

suy réng nÕu

I(M) = sup{l(M/(x1, . . . , xd)M − e(x;M))} <∞

trong ®ã x = (x1, . . . , xd) ch¹y kh¾p tËp c¸c hÖ tham sè cña M.

(ii) Mét hÖ tham sè x = (x1, . . . , xd) cñaM ®îc gäi lµ hÖ tham sè chuÈn

t¾c cña M nÕu

lA(M/(x1, . . . , xd)M)−e(x;M) = lA(M/(x2
1, . . . , x

2
d)−e((x2

1, . . . , x
2
d);M)
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Chó ý 1.1.6. Khi ®ã ta cã mét sè ®Æc trng vÒ m«®un Cohen-Macaulay suy

réng.

(i)M lµ m«®un Cohen-Macaulay suy réng khi vµ chØ khiM cã Ýt nhÊt mét

hÖ tham sè chuÈn t¾c. H¬n n÷a, I(M) = lA(M/(x1, . . . , xd)M) − e(x;M)

nÕu x lµ mét hÖ tham sè chuÈn t¾c.

(ii) Gi¶ söM lµ m«®un Cohen-Macaulay suy réng. Khi ®ãMp lµ m«®un

Cohen-Macaulay vµ dimMp + dimA/p = d víi mäi i®ªan nguyªn tè p ∈
SuppM \{m}. H¬n n÷a nÕu A lµ vµnh th¬ng cña vµnh Cohen-Macaulay th×

®iÒu ngîc l¹i còng ®óng.

(iii) Ký hiÖu M̂ lµ bao ®Çy ®ñ m-adic cñaM. Khi ®ãM lµ m«®un Cohen-

Macaulay suy réng khi vµ chØ khi M̂ lµ m«®un Cohen-Macaulay suy réng.

(iv) Cho M lµ m«®un Cohen-Macaulay suy réng. Khi ®ã

dim(R/p) = dimM víi mäi p ∈ AssM, p 6= m.

1.2 NhËn xÐt më ®Çu

Cho hÖ tham sè x = (x1, ..., xd) cña M vµ mét tËp c¸c sè nguyªn d¬ng

n = (n1, ..., nd) ta ®Æt x(n) = (xn1
1 , ..., x

nd
d ). XÐt hiÖu

IM(n;x) = `(M/x(n)M)− n1...nde(x;M)

nh mét hµm cña n1, ..., nd, trong ®ã e(x;M) lµ sè béi cñaM t¬ng øng víi

x. Khi ®ã, nh×n chung IM(n;x) kh«ng lµ ®a thøc víi n1, ..., nd ®ñ lín, tuy

nhiªn chóng lu«n nhËn gi¸ trÞ kh«ng ©m. ThËt vËy, ta xÐt vÝ dô sau:

Cho A = k[[X, Y, Z]]/I, trong ®ã k[[X, Y, Z]] lµ vµnh chuçi luü thõa h×nh

thøc theo ba biÕn X, Y, Z trªn trêng ®ãng ®¹i sè k vµ I = (X2, XY Z). Râ

rµng ta cã dimA = 2 vµ hÖ x = (x1, x2) lµ hÖ tham sè cña A, trong ®ã x1 lµ

¶nh cña Y + Z trong A vµ x2 lµ ¶nh cña Y trong A. Khi ®ã ta cã

xn1A : xm2 =

{
(x, xn1)A nÕu m ≥ n+ 1

(x, xn1)A ∩ (x2, z, x
n−m
2 )A nÕu m ≤ n

trong ®ã x lµ ¶nh cña X trong A vµ z lµ ¶nh cña Z trong A. Cho n = (n,m)

vµ x = (x1, x2). Gi¶ sö IM(n;x) = `(M/x(n)M)− nme(x;M) lµ ®a thøc.
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Theo c«ng thøc [A-B] ta cã

l(M/(xn1 , x
km
2 )M)− l(M/(xn1 , x

m
2 )M)

= l(xn1M : xkm2 /xn1M)− l(xn1M : xm2 /x
n
1M)

+ e((xn1 , x
(k−1)m
2 );M) + e(x

(k−1)m)
2 ; 0 :M xn1)

= l(M/(xn1 , x
km
2 )M)− l(M/(xn1 , x

m
2 )M)

+ l(M/(xn1 , x
(k−1)m
2 )M)− l(xn1M : x

(k−1)m
2 /xn1M)

víi mäi sè tù nhiªn k. Cè ®Þnh n th× do mäi d·y t¨ng c¸c m«®un con cñaM

®Òu dõng nªn ta lu«n t×m ®îc k sao cho

xn1M : xkm2 = xn1M : x
(k−1)m
2 .

Tõ ®ã suy ra

l(xn1M : xm2 /x
n
1M) = l(M/(xn1 , x

m
2 )M)

+l(M/(xn1 , x
(k−1)m
2 )M)− l(M/(xn1 , x

km
2 )M).

Theo gi¶ thiÕt c¸c sè h¹ng bªn ph¶i cña ®¼ng thøc lµ c¸c ®a thøc víi n� 0.

VËy l(xn1M : xm2 /x
n
1M) còng lµ ®a thøc. Cè ®Þnh n, khi ®ã tån t¹i sèm0 sao

cho

xn1M : xm2 = xn1M : xm0
2 ,

®iÒu nµy lµ m©u thuÉn. VËy IM(n;x) = `(M/x(n)M) − n1...nde(x;M)

kh«ng lµ ®a thøc víi n� 0.

Do ®ãmét c©u hái ®îc ®Æt ra lµ: Khi nµo th× IM(n;x)) = `(M/x(n)M)−
n1...nde(x;M) lµ mét ®a thøc víi n� 0? C©u hái nµy ®îc gi¶i quyÕt trän

vÑn träng môc 1.3

1.3 §Æc trng tÝnh chÊt ®a thøc cña hµm ®é dµi

§Þnh nghÜa 1.3.1. (i) Mét phÇn hÖ tham sè x1, x2, . . . , xj cña M ®îc gäi

lµ p - d·y nÕu tån t¹i mét sè tù nhiªn n0 sao cho

(xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xnii = (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xn0

i

víi mäi n1, . . . , nj � 0 vµ i = 1, . . . , j ( ë ®©y ta ®Æt x0 = 0).

(ii) D·y x1, x2, . . . , xj ®îc gäi lµ p - d·y kh«ng ®iÒu kiÖn, ký hiÖu lµ
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u.p - d·y nÕu nã lµ p - d·y víi mäi ho¸n vÞ cña d·y ®ã.

Tríc khi ph¸t biÓu kÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy chóng ta cÇn sö dông mét

sè kÕt qu¶ sau.

MÖnh ®Ò 1.3.2. Cho x = (x1, . . . , xd) lµ mét hÖ tham sè cñaM. Khi ®ã c¸c

ph¸t biÓu sau lµ t¬ng ®¬ng:

(i) x lµ mét u.p-d·y;

(ii) Tån t¹i mét sè tù nhiªn n0 sao cho víi mäi n1, . . . , nd ≥ n0 vµ víi

mäi ho¸n vÞ α cña tËp {1, . . . , d} ta cã

((x
nα(1)

α(1) , . . . , x
nα(i−1)

α(i−1))M : x
nα(i)

α(i) )
⋂

(x
nα(1)

α(1) , . . . , x
nα(i)

α(i) )M

= (x
nα(1)

α(1) , . . . , x
nα(i−1)

α(i−1))M, ∀i = 1, . . . , d;

(iii) Tån t¹i mét sè tù nhiªn n0 sao cho víi mäi n1, . . . , nd ≥ n0 vµ víi mäi

ho¸n vÞ α cña tËp {1, . . . , d} ta cã

((x
nα(1)

α(1) , . . . , x
nα(d−1)

α(d−1))M : x
nα(d)

α(d) )
⋂

(x
nα(1)

α(1) , . . . , x
nα(d)

α(d) )M

= (x
nα(1)

α(1) , . . . , x
nα(d−1)

α(d−1))M ;

(iv) Tån t¹i mét sè tù nhiªn n0 sao cho víi mäi n1, . . . , nd ≥ n0 vµ víi mäi

ho¸n vÞ α cña tËp {1, . . . , d} ta cã

(x
nα(1)

α(1) , . . . , x
nα(d−1)

α(d−1))M : x
nα(d)

α(d) = (x
nα(1)

α(1) , . . . , x
nα(d−1)

α(d−1))M : xn0

α(d).

Chøng minh. : (i) =⇒ (ii). B»ng c¸ch ®¸nh sè l¹i d·y x1, . . . , xd ta chØ cÇn

chøng minh r»ng

((xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xnii )
⋂

(x1)
n1, . . . , xnii )M = (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M.

Gi¶ sö a ∈ ((xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xnii )
⋂

(xn1
1 , . . . , x

ni
i )M . Ta cã thÓ viÕt

a =
∑i

j=1 yjxj
nj víi yj ∈ M . V× axnii ∈ (xn1

1 , . . . , x
n(i−1)

i−1 )M : xnii nªn

yix
2ni
i ∈ (xn1

1 , . . . , x
n(i−1)

i−1) )M . VËy víi mäi ni ≥ n0 ta ®îc

yi ∈ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : x2ni
i = (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M : xnii .

Tõ ®ã ta suy ra yixnii ∈ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M, tøc a ∈ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M .

(ii) =⇒ (iii) lµ hiÓn nhiªn.
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(iii) =⇒ (iv). Víi n1, . . . , nd ≥ n0 ta cã

((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xn0

d )
⋂

(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 , x
n0

d )M = (xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M.

Chia c¶ hai vÕ ®¼ng thøc trªn cho xn0

d ta thu ®îc

(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : x2n0

d = (xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xn0

d .

Tõ ®©y ta suy ra

(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xkn0

d = (xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xn0

d

víi mäi n1, . . . , nd ≥ n0 vµ k ≥ 1. V× chøng minh trªn kh«ng phô thuéc vµo

thø thù cña d·y x1, . . . , xd nªn ta suy ra (iv).

(iv) =⇒ (i). Theo ®Þnh lý giao Krull, tõ (iv) ta suy ra

(xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xnii ⊆
∞⋂

k=n0

((xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 , x
k
i+1, . . . , x

k
d)M : xnii )

=
∞⋂

k=n0

((xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 , x
k
i+1, . . . , x

k
d)M : xn0

i )

= (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xn0

i

⊆ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xnii ,

víi mäi i = 1, . . . , d vµ n1, . . . , nd ≥ n0. Còng nh trªn, phÐp chøng

minh kh«ng phô thuéc vµo thø tù cña d·y x1, . . . , xd. VËy x1, . . . , xd lµ mét

u.p - d·y vµ mÖnh ®Ò 1.3.2 ®îc chøng minh.

Bæ ®Ò 1.3.3. Gi¶ sö l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd
d )M) lµ ®a thøc theo n khi n� 0. Khi

®ã ®a thøc trªn lµ tuyÕn tÝnh theo tõng biÕn n1, . . . , nd.

Chøng minh. Ta sÏ chøng minh bæ ®Ò b»ng quy n¹p theo dimM = d. V×

ta cã IM(n;x) = l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd
d )M) − n1 . . . nde(x;M) nªn ta chØ cÇn

chøng minh ®a thøc IM(n;x) lµ tuyÕn tÝnh theo tõng biÕn n1, . . . , nd. ThËt

vËy, víi d = 1 khi ®ã ta cã IM(n;x) = l(M/xn1
1 M)−n1e(x1;M) lµ ®a thøc

theo n1 víi n1 � 0. Theo c«ng thøc Lech ta cã

lim
n1→∞

lM/(xn1
1 M)

n1
= e(x1;M)
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nªn suy ra bËc cña ®a thøc IM(n;x) lµ b»ng 0. Do ®ã ®a thøc IM(n;x) lµ ®a

thøc tuyÕn tÝnh theo n1.

Gi¶ sö d > 1. Cè ®Þnh n1 ®Æt E = M/xn1
1 M th× dimE = d − 1. Khi ®ã

ta cã

l(M/(xn1
1 , . . . , xd)M) = l(E/(xn2

2 , . . . , x
nd
d )E).

Khi ®ã IM(n;x) = l(E/(xn2
2 , . . . , x

nd
d )E) − n1.n2 . . . nde(x;M). Theo gi¶

thiÕt quy n¹p suy ra IM(n;x) lµ ®a thøc tuyÕn tÝnh theo n2, . . . , nd. Cè ®Þnh

n2, . . . , nd ®Æt F = M/(xn2
2 , . . . , x

nd
d )M th× dimF = 1. Khi ®ã

l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd
d )M) = l(F/xn1

1 F ).

Suy ra IM(n;x) = l(F/xn1
1 F ) − n1 . . . nd−1nde(x;M). Theo gi¶ thiÕt quy

n¹p suy ra IM(n;x) lµ ®a thøc tuyÕn tÝnh theo n1.

TiÕp theo lµ mét kÕt qu¶ chÝnh cña tiÕt nµy còng lµ mét tr¶ lêi trän vÑn

cho c©u hái trong môc 1.2.

§Þnh lý 1.3.4. Hµm sè IM(n;x) lµ mét ®a thøc theo n víi n� 0 khi vµ chØ

khi hÖ tham sè x lµ u.p-d·y.

Chøng minh. §iÒu kiÖn cÇn: Theo c«ng thøc [A-B] ta cã

l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 , x
knd
d )M)− l(M/(xn1

1 , . . . , x
nd−1

d−1 , x
nd
d )M)

= l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xkndd /(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)

−l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd /(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)

+
d−1∑
i=1

e((x
ni+1

i+1 , ..., x
nd−1

d−1 , x
knd
d ); (xn1

1 , ..., x
ni−1

i−1 )M : xnii /(x
n1
1 , ..., x

ni−1

i−1 )M)

−
d−1∑
i=1

e((x
ni+1

i+1 , ..., x
nd−1

d−1 , x
nd
d ); (xn1

1 , ..., x
ni−1

i−1 )M : xnii /(x
n1
1 , ..., x

ni−1

i−1 )M)

= l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xkndd /(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)

−l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd /(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)

+
d−1∑
i=1

e((x
ni+1

i+1 , ..., x
nd−1

d−1 , x
(k−1)nd
d ); (xn1

1 , ..., x
ni−1

i−1 )M : xnii /(x
n1
1 , ..., x

ni−1

i−1 )M)

= l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xkndd /(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)

−l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd /(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)
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+l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 , x
(k−1)nd
d )M)

−l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : x
(k−1)nd
d /(xn1

1 , . . . , x
nd−1

d−1 )M)

víi mäi sè tù nhiªn k. Khi ®ã víi d− 1 sè nguyªn d¬ng n1, . . . , nd1
ta lu«n

cã thÓ t×m ®îc mét sè k sao cho

(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xkndd = (xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : x
(k−1)nd
d .

Tõ ®©y suy ra

l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd /(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M) = l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd
d )M)

+l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 , x
(k−1)nd
d )M)− l(M/(xn1

1 , . . . , x
nd−1

d−1 , x
knd
d )M).

Theo mÖnh ®Ò 1.3.3 c¸c sè h¹ng bªn ph¶i ®¼ng thøc lµ nh÷ng ®a thøc tuyÕn

tÝnh theo tõng biÕn ni víi n� 0. Do ®ã

l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd /(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)

còng lµ ®a thøc. Cè ®Þnh n1, . . . , nd−1 th× tån t¹i sè tù nhiªn n0 sao cho

(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd = (xn1
1 , . . . , x

nd
d−1)M : xn0

d

víi nd ≥ n0. Do ®ã ®a thøc trªn kh«ng phô thuéc vµo nd. VËy tån t¹i mét

sè tù nhiªn n0 sao cho

(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd = (xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xn0

d

víi mäi n1, . . . , nd ≥ n0. V× chøng minh kh«ng phô thuéc vµo thø tù cña

d·y x1, . . . , xd nªn ®iÒu kiÖn cÇn ®îc chøng minh.

Chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ. §Æt

e(∅; (xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd /(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M

= l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd /(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M.

Khi ®ã theo c«ng thøc [A-B] ta chØ cÇn chøng minh

e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd−1

d−1 , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M : xnii /(x
n1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M)

lµ c¸c ®a thøc theo n1, . . . , ni � 0, víi i = 0, . . . , d. Ta sÏ chøng minh quy

n¹p theo d vµ i.

NÕu d = 1 hoÆc i = 0 vµ d bÊt kú th× mÖnh ®Ò trªn hiÓn nhiªn ®óng.

Cho d > 1 vµ i ≥ 1. Gi¶ sö mÖnh ®Ò ®óng víi d − 1 hoÆc i − 1, ta cÇn

chøng minh

e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M : xnii /(x
n1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M)
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lµ mét ®a thøc víi n1, . . . , nd � 0. ThËt vËy, xÐt ho¸n vÞ α = (α(1), ..., α(d))

cña tËp {1, . . . , d} x¸c ®Þnh bëi α(i − 1) = i, α(i) = i − 1 vµ α(j) = j víi

mäi j 6= {i− 1, i}. Khi ®ã, theo gi¶ thiÕt v× x1, . . . , xd lµ u.p-d·y vµ dùa vµo

c«ng thøc [A-B] ta t×m ®îc sè tù nhiªn n0 sao cho

0 = l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd
d )M)− l(M/(x

nα(1)

α(1) , . . . , x
nα(d)

α(d) )M)

= e((xnii , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−2

i−2 )M : xn0

i−1/(x
n1
1 , . . . , x

ni−2

i−2 )M)

+ e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M : xn0

i /(x
n1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M)

− e((x
nα(i)

α(i) , . . . , x
nα(d)

α(d) ); (xn1
1 , . . . , x

ni−2

i−2 )M : xn0

i /(x
n1
1 , . . . , x

ni−2

i−2 )M)

− e((x
ni+1

i+1 , ..., x
nd
d ); (x

nα(1)

α(1) , ..., x
nα(i−1)

α(i−1))M : xn0

i−1/(x
nα(1)

α(1) , ..., x
nα(i−1)

α(i−1))M

víi mäi n1, . . . , nd ≥ n0. Suy ra

e((xnii , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−2

i−2 )M : xn0

i−1/(x
n1
1 , . . . , x

ni−2

i−2 )M)

− e((x
ni+1

i+1 , ..., x
nd
d ); (x

nα(1)

α(1) , ..., x
nα(i−1)

α(i−1))M : xn0

i−1/(x
nα(1)

α(1) , ..., x
nα(i−1)

α(i−1))M

= e((x
nα(i)

α(i) , . . . , x
nα(d)

α(d) ); (xn1
1 , . . . , x

ni−2

i−2 )M : xn0

i /(x
n1
1 , . . . , x

ni−2

i−2 )M)

− e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M : xn0

i /(x
n1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M).

Ký hiÖu F lµ hµm bªn ph¶i cña ®¼ng thøc. Râ rµng vÕ tr¸i cña ®¼ng thøc

kh«ng phô thuéc vµo ni−1 nªn F còng kh«ng phô thuéc vµo ni−1. Do ®ã víi

n1, . . . , nd ≥ n0 suy ra

F = e((xn0

i−1, x
ni+1

i+1 . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−2

i−2 )M : xn0

i /(x
n1
1 , . . . , x

ni−2

i−2 )M)

− e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
n0

i−1)M : xn0

i /(x
n1
1 , . . . , x

n0

i−1)M).

§Æt M = M/xn0

i−1M. Suy ra dimM = d − 1, tõ gi¶ thiÕt quy n¹p theo d ta

cã

e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
n0

i−1)M : xn0

i /(x
n1
1 , . . . , x

n0

i−1)M)

= e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−2

i−2 )M : xn0

i /(x
n1
1 , . . . , x

ni−2

i−2 )M)

lµ mét ®a thøc khi n1, . . . , nd ≥ n0. MÆt kh¸c tõ gi¶ thiÕt quy n¹p theo i th×

e((xn0

i−1, x
ni+1

i+1 . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−2

i−2 )M : xn0

i /(x
n1
1 , . . . , x

ni−2

i−2 )M)
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còng lµ ®a thøc khi n1, . . . , nd ≥ n0. V× F lµ tæng cña hai ®a thøc nªn F

còng lµ ®a thøc khi n1, . . . , nd ≥ n0. Cuèi cïng, tõ quy n¹p theo i ta suy ra

e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M : xn0

i /(x
n1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M)

= e((x
ni+1

i+1 , ..., x
nd
d ); (x

nα(1)

α(1) , ..., x
nα(i−1)

α(i−1))M : xn0

i−1/(x
nα(1)

α(1) , ..., x
nα(i−1)

α(i−1))M + F

lµ ®a thøc khi n1, . . . , nd ≥ n0.

Kh¸i niÖm u.p-d·y lóc ®Çu ®îc ®a ra lµ ®Ó gi¶i quyÕt c©u hái khi nµo

hµm sè IM(n;x) lµ ®a thøc. Sau nµy kh¸i niÖm nµy cßn ®îc dïng vµo nhiÒu

lÜnh vùc kh¸c nhau cña §¹i sè giao ho¸n. Trong môc tiÕp theo chóng ta chØ

ra r»ng u.p-d·y cã thÓ dïng ®Ó ®Æc trng cho m«®un Cohen-Macaulay.

1.4 Mét sè ¸p dông

Nh¾c l¹i r»ng, mét hÖ tham sè x = (x1, . . . , xd) cña M ®îc gäi lµ

f - d·y chÝnh quy nÕu xi /∈ p víi mäi p ∈ Ass(M/(x1, . . . , xi−1)M)\m},
i = 1, . . . , d. Nã ®îc gäi lµ f -d·y chÝnh quy ho¸n vÞ ®îc nÕu mäi ho¸n vÞ

cña nã ®Òu lµ f-d·y chÝnh quy.

M«®un M ®îc gäi lµ f-m«®un nÕu mäi hÖ tham sè cña M ®Òu lµ f-d·y

chÝnh quy. Nh chóng ta ®· biÕt, f-m«®un cã nh÷ng tÝnh chÊt rÊt ®Ñp nh

Mp lµ Cohen-Macaulay víi mäi i®ªan nguyªn tè p 6= m. MÆc dÇu víi tÝnh

chÊt tèt nh vËy nhng tån t¹i f-m«®un kh«ng lµ Cohen-Macaulay suy réng.

Trong môc nµy ta sÏ ®Æc trng tÝnh chÊt ®ã th«ng qua u.p-d·y. Tríc khi

ph¸t biÓu kÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy ta sÏ sö dông mét sè bæ ®Ò sau.

Bæ ®Ò 1.4.1 (xem trong 4.7 cña [1]). Cho x = (x1, . . . , xd) lµ hÖ tham sè

cña M. Khi ®ã

e((xi+1, . . . , xd; (x1, . . . , xi−1)M : xi/(x1, . . . , xi−1)M) = 0,

i = 1, . . . , d−1 khi vµ chØ khi xi /∈ p víi mäi p ∈ Ass(M/(x1, . . . , xi−1)M),

tho¶ m·n dim(A/p) ≥ d− i víi mäi i = 1, . . . , d− 1.

Tõ bæ ®Ò trªn ta suy ngay ra mét hÖ qu¶ sau.
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HÖ qu¶ 1.4.2. Cho x1, . . . , xd lµ mét hÖ tham sè cña M. Khi ®ã nÕu x lµ

f-d·y chÝnh quy th×

e((xi+1, . . . , xd; (x1, . . . , xi−1)M : xi/(x1, . . . , xi−1)M) = 0

víi mäi i = 1, . . . , d.

§Þnh lý 1.4.3. Mét A-m«®unM lµ Cohen-Macaulay suy réng khi vµ chØ khi

tån t¹i mét hÖ tham sè lµ u.p d·y vµ còng lµ f-d·y chÝnh quy ho¸n vÞ ®îc.

Chøng minh. Theo [7] th× ®iÒu kiÖn cÇn cña ®Þnh lý lµ hiÓn nhiªn. Ta sÏ

chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ. ThËt vËy, gi¶ sö x = (x1, . . . , xd) lµ mét f-d·y

chÝnh quy ho¸n vÞ ®îc. Theo hÖ qu¶ trªn ta suy ra

e((xi+1, . . . , xd; (x1, . . . , xi−1)M : xi/(x1, . . . , xi−1)M) = 0

víi mäi i = 1, . . . , d. Theo c«ng thøc [A-B] ta nhËn ®îc

IM(n;x) = l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd /(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)

lµ mét ®a thøc víi n� 0 v× khi ®ã x còng lµ mét u.p-d·y. VËy ®a thøc nµy

kh«ng phô thuéc vµo c¸ch chän nd. Ho¸n vÞ thø tù cña d·y x1, . . . , xd th× ®a

thøc IM(n;x) kh«ng phô thuéc vµo n1, . . . , nd khi n � 0. VËy IM(n;x) lµ

hµm h»ng khi n� 0, ®iÒu nµy chøng tá M lµ m«®un Cohen-Macaulay suy

réng.

Tõ ®Þnh lý trªn ta suy ra ngay mét hÖ qu¶ sau.

HÖ qu¶ 1.4.4. ChoM lµ mét f-m«®un. Khi ®ã mäi hÖ tham sè cñaM kh«ng

lµ u.p-d·y khi vµ chØ khi M kh«ng lµ m«®un Cohen-Macaulay.

Chøng minh. Gi¶ sö mäi hÖ tham sè cña M ®Òu kh«ng lµ u.p d·y. Khi ®ã

IM(n;x) kh«ng lµ ®a thøc h»ng. Do ®ãM kh«ng lµ m«®un Cohen-Macaclay

suy réng. Ngîc l¹i, gi¶ sö M kh«ng lµ m«®un Cohen-Macaulay suy réng

ta cÇn chøng minh mäi hÖ tham sè cña M ®Òu kh«ng lµ u.p-d·y. ThËt vËy,

gi¶ sö ngîc l¹i lµ tån t¹i hÖ tham sè x cña M lµ u.p-d·y. Theo gi¶ thiÕt v×
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M lµ f-m«®un nªn x lµ f-d·y chÝnh quy ho¸n vÞ ®îc. Theo ®Þnh lý trªn th×

M lµ Cohen-Macaulay suy réng. §iÒu nµy lµ m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt. VËy

x kh«ng lµ u.p-d·y.
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Ch¬ng 2

KiÓu ®a thøc

Trong suèt ch¬ng nµy ta ký hiÖu (A,m) lµ vµnh Noether, ®Þa ph¬ng, giao

ho¸n M lµ R−m«®un h÷u h¹n sinh kh¸c kh«ng víi dimM = d.

2.1 KiÕn thøc chuÈn bÞ

Cho a ∈M lµ mét i®ªan cña A. Khi ®ã m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng

H i
a(M) thø i cña M øng víi gi¸ a ®îc x¸c ®Þnh bëi hµm tö dÉn xuÊt ph¶i

thø i cña hµm tö a-xo¾n Γa(•): H i
a(M) = RiΓa(M), trong ®ã Γa(M) ®îc

®Þnh nghÜa bëi

Γa(M) =
⋃
n≥0

(0M : an)

lµ mét hµm tö hiÖp biÕn khíp tr¸i. TiÕp theo ta sÏ nh¾c l¹i mét sè ®Þnh lý

quan träng sau.

§Þnh lý 2.1.1 (xem trong [3]). Cho a lµ mét i®ªan cña vµnh Noether A vµ

M lµ A-m«®un h÷u h¹n sinh. Khi ®ã

H i
a(M) = 0

víi mäi i > dimM.

§Þnh lý 2.1.2 (xem trong [3]). Cho M 6= 0 lµ m«®un h÷u h¹n sinh víi

dimM = d trªn vµnh Noether ®Þa ph¬ng (A,m.) Khi ®ã

Hd
m(M) 6= 0.
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Chó ý 2.1.3. M«®un Cohen-Macaulay vµ Cohen-Macaulay suy réng còng®îc

®Æc trng qua m«®un ®èi ®ång ®iÒu nh sau:

(i) M lµ m«®un Cohen-Macaulay khi vµ chØ khi H i
m(M) = 0,∀i =

0, . . . , d− 1.

(ii)M lµ m«®un Cohen-Macaulay suy réng khi vµ chØ khi lA(H i
m(M)) <

+∞,∀i = 0, . . . , d− 1.

§Æt ai(M) = AnnAH i
m(M), i = 0, . . . , d vµ a(M) = a0(M) . . . ad−1(M).

Khi ®ã ta ®a ra kÕt qu¶ sau ®©y cña P. Schenzel:

(iii) §Æt

bx(M) =
d−1⋂
i=0

(
⋂
t≥0

AnnA((xt1, . . . , x
t
i)M : xii+1/(x

t
1, . . . , x

t
i)M),

vµ b(M) = ∩xbx(M), x ch¹y trªn toµn bé hÖ tham sè cña M. Khi ®ã ta cã

a(M) ⊆ b(M) ⊆ a0(M) ∩ . . . ∩ ad−1(M),

vµ b(M)d ⊆ a(M).

Tõ chó ý trªn ta suy ra ®îc ngay bæ ®Ò sau.

Bæ ®Ò 2.1.4. Cho x1, . . . , xi lµ mét phÇn hÖ tham sè cña M. Gi¶ sö tån t¹i

mét phÇn tö a ∈ a(M) sao cho (x1, . . . , xi, a) còng lµ mét phÇn hÖ tham sè

cña M. Khi ®ã

(x1, . . . , xi)M : a(M) =
⋃
t≥0

((x1, . . . , xi)M : at(M)

=
⋃
t≥0

((x1, . . . , xi)M : at)

§Þnh nghÜa 2.1.5. (i) Mét vµnh A ®îc gäi lµ vµnh catenary nÕu nh mäi

d·y t¨ng c¸c i®ªan nguyªn tè b·o hoµ n»m gi÷a hai i®ªan nguyªn tè bÊt kú

q ⊂ p ®Òu cã cïng ®é dµi.

(ii) Mét vµnh A ®îc gäi lµ catenary phæ dông (universally catenary) nÕu

A lµ Noether vµ A[X1, ..., Xn] lµ vµnh catenary víi mäi n ≥ 0.
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(iii) Cho (A,m) lµ vµnh Nother ®Þa ph¬ng, A ®îc gäi lµ vµnh Gorenstein

nÕu nã tho¶ m·n ®iÒu kiÖn sau inj dimA <∞, trong ®ã inj dim(A) lµ chiÒu

néi x¹ cña A.

Nh ®· biÕt coi A nh A-m«®un th× A lu«n tån t¹i mét lêi gi¶i néi x¹ lµ

P •. Khi ®ã nÕu Pn = 0 víi mäi n > d vµ Pd 6= 0 th× ta nãi r»ng A cã chiÒu

néi x¹ lµ d, ký hiÖu lµ inj dim(A) = d. NÕu kh«ng tån t¹i d tho¶ m·n Pn = 0

víi mäi n > d vµ Pd 6= 0 th× ta quy íc inj dim(A) =∞. Tõ ®Þnh nghÜa trªn

ta cã bæ ®Ò sau

HÖ qu¶ 2.1.6 (xem trong [8]). Mäi vµnh Gorenstien ®Òu lµ vµnh Cohen-

Macaulay.

TiÕp theo ta nh¾c l¹i mét ®Þnh lý quan träng sau ®©y.

§Þnh lý 2.1.7 (xem trong [8]). Vµnh th¬ng cña vµnh Cohen-Macaulay lµ

vµnh catenary phæ dông.

Tõ ®Þnh lý vµ bæ ®Ò trªn ta suy ra ngay mét hÖ qu¶ sau.

HÖ qu¶ 2.1.8. Vµnh th¬ng cña vµnh Gorenstein lµ vµnh catenary phæ dông.

TiÕp theo ta nh¾c l¹i kh¸i niÖm sau.

§Þnh nghÜa 2.1.9. Mét A-m«®un M ®îc gäi lµ unmixed nÕu nã tho¶ m·n

dim(R̂/p̂) = dimM víi mäi p̂ ∈ AssR̂M̂.

§Þnh lý 2.1.10 (xem trong [8]). Cho A lµ vµnh catenary phæ dông. Khi ®ã

víi mäi p ∈ SpecA th× A/p lµ unmixed.

§Þnh nghÜa 2.1.11. Cho D• : . . . → D−n → . . . → D0 → D1 → . . . →
Dn → . . . lµ mét phøc c¸c A-m«®un. Khi ®ã D• ®îc gäi lµ phøc ®èi ngÉu

cña A nÕu tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn sau:

(i) D• bÞ chÆn, tøc lµ Dn = 0 víi |n| >> 0.

(ii) H i(D•) lµ h÷u h¹n sinh víi mäi i.
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(iii) Dn lµ c¸c A-m«®un néi x¹ víi mäi n ∈ Z.
(iv) Víi mäi phøcM tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn (i) vµ (ii) ë trªn ta ®Òu cã

HomA(HomA(M •, D•), D•) ≈M •

ë ®©y ≈ lµ tùa ®¼ng cÊu trong ph¹m trï c¸c phøc.

Chó ý 2.1.12. Sau ®©y ta nh¾c l¹i mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n vÒ phøc ®èi ngÉu.

(i) Vµnh th¬ng cña vµnh cã phøc ®èi ngÉu lu«n cã phøc ®èi ngÉu. Ta

biÕt r»ng phÐp gi¶i néi x¹ tèi thiÓu cña mét vµnh Gorenstein lµ mét phøc ®èi

ngÉu cña vµnh ®ã, vËy mäi vµnh th¬ng cña vµnh Gorenstein ®Òu cã phøc

®èi ngÉu.

(ii) NÕu A cã phøc ®èi ngÉu th× A lµ vµnh catenar, nghÜa lµ mäi d·y c¸c

i®ªan nguyªn tè n»m gi÷a hai i®ªan nguyªn tè p ⊂ q bÊt kú ®Òu cã cïng ®é

dµi. H¬n n÷a nÕu A kh«ng lµ vµnh ®Þa ph¬ng th× ta vÉn cã dimA <∞.
(iii) Gi¶ sö A cã phøc ®èi ngÉu. Khi ®ã quü tÝch kh«ng Cohen - Macaulay

cña M ®Þnh nghÜa bëi

nCM(M) = {p ∈ SuppM |Mp kh«ng lµ Cohen - Macaulay},

lµ tËp ®ãng trong Spec(A) theo t«p« Zariski.

(iv) Gi¶ sö A cã phøc ®èi ngÉu. Khi ®ã víi i = 0, . . . , d ta cã

dim(A/ai(M)) ≤ i.

2.2 KiÓu ®a thøc

Tríc khi ®a ra kh¸i niÖm c¬ b¶n cña môc nµy chóng ta sÏ ®a ra kÕt qu¶

sau.

Bæ ®Ò 2.2.1. Cho x = (x1, . . . , xd) lµ hÖ tham sè cña M vµ n = (n1, . . . , nd)

∈ Nd. Khi ®ã ta cã l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd
d )M) ≤ n1 . . . ndl(M/(x1, . . . , xd)M).

Chøng minh. Ta sÏ chøng minh quy n¹p theo d. Khi d = 1, xÐt d·y khíp

M/x1M
x1−→M/x2

1M −→M/x1M −→ 0.
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Tõ d·y khíp trªn suy ra l(M/x2
1M) ≤ 2l(M/x1M). Hoµn toµn t¬ng tù cã

d·y khíp

M/x2
1M

x1−→M/x3
1M −→M/x1M −→ 0.

Tõ d·y khíp trªn suy ra

l(M/x3
1M) ≤ l(M/x2

1M) + l(M/x1M).

Tõ hai bÊt ®¼ng thøc trªn suy ra l(M/x3
1M) ≤ 3l(M/x3

1). TiÕp tôc qu¸ tr×nh

trªn suy ra l(M/xn1
1 ) ≤ n1l(M/x1M).

Gi¶ sö d > 1. §Æt E = M/xn1
1 M vµ F = M/(x2, . . . , xd)M. Khi ®ã theo

gi¶ thiÕt quy n¹p ta cã

l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd
d )M) = l(E/(xn2

2 , . . . , x
nd
d )E)

≤ n2 . . . ndl(E/(x2, . . . , xd)E)

= n2 . . . ndl(F/x
n1
1 F )

≤ n1 . . . ndl(M/(x1, . . . , xd)M).

Khi n1 = n2 = . . . = nd = 1 ®Æt IM(n, x) = IM(x). Tõ bæ ®Ò ta suy ra

ngay mét hÖ qu¶ sau.

HÖ qu¶ 2.2.2. IM(n, x) ≤ n1 . . . ndIM(x).

HÖ qu¶ trªn nãi lªn r»ng nÕu hµm sè IM(n, x) kh«ng lµ ®a thøc th× nã

còng bÞ chÆn trªn bëi ®a thøc n1 . . . ndIM(x). Do ®ã bËc nhá nhÊt cña tÊt c¶

c¸c ®a thøc theo n chÆn lµ tån t¹i nhng liÖu r»ng nã cã phô thuéc vµo c¸ch

chän hÖ tham sè x? §Þnh lý sau ®©y sÏ tr¶ lêi trän vÑn c©u hái ®ã. §Þnh lý

nµy còng dÉn ®Õn nh÷ng kh¸i niÖm c¬ b¶n cña luËn v¨n.

§Þnh lý 2.2.3. BËc bÐ nhÊt cña tÊt c¶ c¸c ®a thøc theo n chÆn trªn hµm sè

IM(n, x) kh«ng phô thuéc vµo c¸ch chän x.

Chøng minh. Cho t = (t, . . . , t) ∈ N. Khi ®ã theo Garcia Roig, J. .L th× bËc

bÐ nhÊt cña tÊt c¶ c¸c ®a thøc theo t chÆn trªn hµm sè IM(t, x) kh«ng phô

thuéc vµo c¸ch chän x. Ký hiÖu bÊt biÕn nµy lµ p′(M) vµ gäi p(x) lµ bËc

bÐ nhÊt cña tÊt c¶ c¸c ®a thøc chÆn trªn hµm IM(n, x). Ta sÏ chøng minh
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hµm IM(n, x) lµ ®ång biÕn. ThËt vËy, theo quy n¹p ta chØ cÇn chøng minh

IM(m,x) ≥ IM(n, x), víi mi = ni,∀i < d. Theo c«ng thøc [A-B] vµ c«ng

thøc béi ta cã

IM(m,x) = l(M/(xm1

d , . . . , xmd

d )M)−m1 . . .mde(x,M)

= l(xm1
1 , . . . , x

md−1

d−1 )M : xmd

d /(xm1
1 , . . . , x

md−1

d−1 )M)

+
d−1∑
i=1

e((x
mi+1

i+1 , . . . , x
md

d ); (xm1
1 , . . . , x

mi−1

i−1 )M : xmi

i /(x
m1
1 , . . . , x

mi−1

i−1 )M)

≥ l(xm1
1 , . . . , x

md−1

d−1 )M : xndd /(x
m1
1 , . . . , x

md−1

d−1 )M)

+
d−1∑
i=1

e((x
mi+1

i+1 , . . . , x
md

d ); (xm1
1 , . . . , x

mi−1

i−1 )M : xmi

i /(x
m1
1 , . . . , x

mi−1

i−1 M)

≥ l(xm1
1 , . . . , x

md−1

d−1 )M : xndd /(x
m1
1 , . . . , x

md−1

d−1 )M)

+
d−1∑
i=1

e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M : xnii /(x
n1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M)

= l(xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd /(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)

+
d−1∑
i=1

e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M : xnii /(x
n1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M)

= IM(n, x).

Do ®ã ta cã IM(t, x) ≤ IM(n, x), víi mäi t ≤ ni, i = 1, . . . , d. Suy ra

p′(M) ≤ p(x). T¬ng tù ta cã IM(t, x) ≥ IM(n, x), víi mäi t ≥ ni, i =

1, . . . , d. Suy ra p′(M) ≥ p(x). Do ®ã ta suy ra p′(M) = p(x) víi mäi hÖ

tham sè x.

§Þnh lý trªn ®a ta ®Õn kh¸i niÖm c¬ b¶n sau vµ nã còng lµ xuÊt ph¸t

®iÓm quan träng dÉn ®Õn c¸c kÕt qu¶ chÝnh cña ch¬ng nµy.

§Þnh nghÜa 2.2.4. BËc bÐ nhÊt cña tÊt c¶ c¸c ®a thøc chÆn trªn IM(n, x) lµ

mét bÊt biÕn cña M. BÊt biÕn nµy gäi lµ kiÓu ®a thøc cña M vµ ký hiÖu lµ

p(M).

Chó ý 2.2.5. (i) Quy íc bËc cña ®a thøc 0 lµ −∞. Khi ®ã ta suy ra ngay M

lµ m«®un Cohen-Macaulay khi vµ chØ khi p(M) = −∞ v× ta chän ®îc hÖ

tham sè cña M sao cho IM(n, x) = 0. Ta còng suy ra, M lµ m«®un Cohen-

Macaulay suy réng khi vµ chØ khi p(M) ≤ 0.
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(ii) Theo c«ng thøc Lech ta cã

lim
min(ni)→∞

l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd
d )M)

n1 . . . nd
= e(x,M)

suy ra 0 < p(M) ≤ dimM − 1 khi M kh«ng lµ m«®un Cohen-Macaulay.

Nh vËy kiÓu ®a thøc cã thÓ xem nh mét ®é ®o tÝnh Cohen-Macaulay

phï hîp cho m«®un. HÖ qu¶ sau ®©y ®îc sö dông nhiÒu trong môc tiÕp

theo.

HÖ qu¶ 2.2.6. Cho M̂ lµ bao ®Çy ®ñ m-adic cñaM. Khi ®ã p(M) = p(M̂).

Chøng minh. V× x = (x1, . . . , xd) lµ hÖ tham sè cñaM th× x còng lµ hÖ tham

sè cña M̂. MÆt kh¸c ®é dµi vµ béi lµ bÊt biÕn qua phÐp lÊy ®Çy ®ñ, nghÜa lµ

l(M/(x)M) = l(M̂/(x)M̂) vµ e(x;M) = e(x; M̂.)

Do ®ã víi mçi bé d sè nguyªn d¬ng n1, . . . , nd ta cã

l(M/(xn1
1 , . . . , x

nd
d )M) = l(M̂/(xn1

1 , . . . , x
nd
d )M̂).

Tõ ®©y suy ra I
M̂

(n, x) = IM(n, x). Do ®ã p(M̂) = p(M).

2.3 C¸c chÆn trªn vµ díi cña kiÓu ®a thøc

Chó ý 2.2.5(ii) nãi lªn r»ng nÕu kh«ng biÕt chÝnh x¸c p(M) th× ta còng

thÊy r»ng nã lu«n bÞ chÆn. Tuy nhiªn chóng ta cha thÓ tÝnh c¸c chÆn cña

nã. C¸c kÕt qu¶ chÝnh cña môc nµy sÏ nãi lªn ý nghÜa h×nh häc cña p(M),

tÝnh ®îc c¸c chÆn cña p(M) vµ tÝnh ®îc p(M) trong mét sè trêng hîp

®Æc biÖt. Tríc khi ph¸t biÓu c¸c kÕt qu¶ chÝnh trong môc nµy chóng ta cÇn

®Þnh nghÜa vµ mét sè bæ ®Ò sau.

§Þnh nghÜa 2.3.1. Mét phÇn hÖ tham sè x1, . . . , xj cña M ®îc gäi lµ d·y

thu gän nÕu xi /∈ p,∀p ∈ Ass(M/(x1, . . . , xi−1)M) víi dim(A/p) ≥ d− i,
i = 1, . . . , j.

Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta cã thÓ ®Þnh nghÜa thªm mét bÊt biÕn n÷a cña M lµ

r(M) = inf {k}, trong ®ã k tho¶ m·n ®iÒu kiÖn mäi phÇn hÖ tham sè cña

M cã d− k − 1 phÇn tö lµ d·y thu gän cña M.
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Bæ ®Ò 2.3.2 (xem trong 4.8 cña [1]). Cho x = (x1, . . . , xd) lµ hÖ tham sè

cña M. Khi ®ã xk 6∈ p víi mäi p ∈ Ass(M/(x1, . . . , xk−1)M) tho¶ m·n

dim(R/p) ≥ d− k(k = 1, . . . , d− 1) nÕu vµ chØ nÕu

e((x1, . . . , xd);M) = l(M/(x1, . . . , xd)M)

−l((x1, . . . , xd−1)M) : xd/(x1, . . . , xd−1)M).

Bæ ®Ò 2.3.3. Cho x1, . . . , xj lµ d·y thu gän ho¸n vÞ ®îc (mäi ho¸n vÞ cña

x1, . . . , xj ®Òu lµ d·y thu gän). Khi ®ã víi mäi p ∈ Ass(M/(x1, . . . , xj−1)M)

tho¶ m·n dim(A/p) ≥ d− j ta cã

dim(Mp) + dim(A/p) = d.

Chøng minh. Gi¶ sö dimMp = k < j th× khi ®ã ta cã thÓ chän ®îc thø tù cña

d·y x1, . . . , xj sao cho x1, . . . , xk lµ hÖ tham sè cñaMp.V× (x1, . . . , xk)Mp ⊆
(x1, . . . , xj−1)Mp ⊆ pMp nªn suy ra (x1, . . . , xj−1)Mp lµ pAp- nguyªn s¬.

Theo [8], 7.C ta nhËn ®îc p ∈ Ass(M/(x1, . . . , xj−1)M). §iÒu nµy lµ m©u

thuÉn víi gi¶ thiÕt x1, . . . , xj lµ d·y thu gän. VËy dimMp = j, tøc lµ dimMp+

dim(A/p) = d.

Bæ ®Ò 2.3.4. Cho p ∈ SuppM tho¶ m·n dim(A/p) > r(M). Khi ®ã Mp lµ

m«®un Cohen-Macaulay vµ dim(Mp) + dim(A/p) = d.

Chøng minh. §Æt k = r(M) vµ chän mét phÇn hÖ tham sè x1, . . . , xj cñaM

n»m trong p sao cho j lµ sè lín nhÊt. Khi ®ã ta suy ra dim(A/p) = d − j.
V× k < d − j nªn d − k − 1 ≥ j, tøc lµ x1, . . . , xj lµ d·y thu gän ho¸n vÞ

®îc cña M. Theo bæ ®Ò trªn ta cã dim(Mp) + dim(A/p) = d. MÆt kh¸c, v×

x1, . . . , xj còng lµ d·y thu gän cña Mp nªn theo bæ ®Ò 2.3.2 ta cã

l(Mp/(x1, . . . , xj)Mp)− e((x1, . . . , xj);Mp)

= l((x1, . . . , xj−1)Mp : xj/(x1, . . . , xj−1)Mp).

H¬n n÷a pAp 6∈ Ass(Mp/(x1, . . . , xj−1)Mp), tõ ®ã suy ra

(x1, . . . , xj−1)Mp : xj = (x1, . . . , xj−1)Mp.

Suy ra l(Mp/(x1, . . . , xj)Mp)− e((x1, . . . , xj);Mp) = 0. §iÒu nµy chøng tá

Mp lµ m«®un Cohen-Macaulay.
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Bæ ®Ò 2.3.5. Gi¶ sö A cã phøc ®èi ngÉu vµ cho a ∈ a(M) lµ mét phÇn tö

tuú ý sao cho dim(M/aM) = d− 1. Khi ®ã, nÕu dim(A/a(M)) < d− 1 th×

dim(A/a(M/aM)) = dim(A/a(M)).

Chøng minh. §Æt M = M/aM vµ k = dim(A/a(M)). Khi ®ã xÐt c¸c d·y

khíp sau

0 −→ 0M : a(M) −→M −→M/(0M : a(M) −→ 0 (S1)

0 −→M/(0M : a(M))
a−→M −→M −→ 0 (S2).

HiÓn nhiªn (S1) lµ khíp vµ (S2) lµ khíp v× 0M : aA = 0M : a(M) theo [9],

2.4.4. MÆt kh¸c v× dim(0M : a(M)) = k, nªn theo ®Þnh lý 2.1.1 ta suy ra

H i
m(0M : a(M)) = 0 víi mäi i > k. Khi ®ã d·y khíp (S1) sinh ra c¸c ®¼ng

cÊu

fi : H i
m(M) ∼= H i

m(M/(0M : a(M))).

H¬n n÷a v× a.H i
m(M) = 0 víi 0 ≤ i ≤ d− 1 nªn tõ biÓu ®å giao ho¸n

H i
m(M) H i

m(M)

H i
m(M/(0M : a(M)))

-a

H
HHH

HHHj

fi

��
��
�
��*gi

ta suy ra gi lµ ¸nh x¹ kh«ng víi k ≤ i ≤ d− 1. V× d·y khíp (S2) sinh ra d·y

khíp dµi c¸c ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng vµ do fi lµ c¸c ®¼ng cÊu nªn ta thu

®îc

0 −→ H i
m(M) −→ H i

m(M) −→ H i+1
m (M) −→ 0

lµ mét d·y khíp ng¾n khi k ≤ i ≤ d− 1. Tõ ®ã suy ra

Rad(ak(M)) . . .Rad(ad−1(M)) = Rad(ak(M)) . . .Rad(ad−2(M)).

MÆt kh¸c v× A cã phøc ®èi ngÉu nªn theo 2.1.12(iv) ta nhËn ®îc

dim(A/a0(M) . . . ak−1(M)) ≤ k − 1 vµ dim(A/a0(M) . . . ak−1(M)).

MÆt kh¸c A lµ catenar do ®ã dim(A/a(M)) = dim(A/a(M)).
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Bæ ®Ò 2.3.6. Cho x = (x1, . . . , xd) lµ mét hÖ tham sè cña M sao cho

xi ∈ a(M/(xi+1, . . . , xd)M), víi i = 1, . . . , d. Khi ®ã

(xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xnii ⊆ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xj

víi mäi j ≥ i ≥ 1.

Chøng minh. Ta sÏ chøng minh bæ ®Ò quy n¹p lïi theo j. Khi j = d th× bæ

®Ò lµ hiÓn nhiªn v× xd ∈ a(M) ( theo 2.1.3(iii)). Víi d > j ≥ i tõ ®Þnh nghÜa

cña x vµ hÖ qu¶ 2.1.4 ta cã

(xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xnii ⊆ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 , xj+1, . . . , xd)M : xnii

⊆ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 , xj+1, . . . , xd)M : xj.

Cho a ∈ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M : xnii , th× khi ®ã ta cã khai triÓn

a.xj = b+ cj+1xj+1 + . . .+ cdxd

víi b ∈ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M, cj+1, . . . , cd ∈M. Tõ gi¶ thiÕt quy n¹p ta suy ra

axjxj+1 = bxj+1 + cj+1x
2
j+1 + . . .+ cdxdxj+1 ∈ (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M,

nghÜa lµ cj+1x
2
j+1 ∈ (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 , xj+2, . . . , xd)M. L¹i dùa vµo ®Þnh nghÜa

cña x vµ hÖ qu¶ 2.1.4 ta suy ra

cj+1 ∈ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 , xj+2, . . . , xd)M : x2
j+1

= (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 , xj+2, . . . , xd)M : xj+1.

§iÒu nµy chøng tá r»ng axj ∈ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 , xj+2, . . . , xd)M.

NÕu j + 1 < d ta tiÕp tôc qu¸ tr×nh trªn, sao cho cuèi cïng ta ®i ®Õn

axj ∈ (xn1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M.

§Þnh lý 2.3.7. Gi¶ sö A cã phøc ®èi ngÉu. Khi ®ã ta cã c¸c ®¼ng thøc

p(M) = r(M) = dim(A/a(M)).
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Chøng minh. §Ó chøng minh ®Þnh lý ta sÏ chØ ra r»ng

p(M) ≥ r(M) ≥ dim(A/a(M)) ≥ p(M).

Ta cÇn chøng minh p(M) ≥ r(M). §Æt p(M) = k. Gi¶ sö x = (x1, . . . , xd)

lµ mét hÖ tham sè tuú ý cña M. Theo c«ng thøc [A-B] ta cã

IM(n, x) = l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xndd /(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)

+
d−1∑
i=1

e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M : xnii /(x
n1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M.

V× p(M) = k nªn IM(n, x) bÞ chÆn trªn bëi mét ®a thøc bËc k. Do ®ã

e((x
ni+1

i+1 , . . . , x
nd
d ); (xn1

1 , . . . , x
ni−1

i−1 )M : xnii /(x
n1
1 , . . . , x

ni−1

i−1 )M) = 0

víi i = 1, . . . , d− k− 1 vµ n1, . . . , nd ≥ 1. Cho n1 = n2 = . . . = ni = 1 th×

khi ®ã suy ra

e((xi+1, . . . , xd); (x1, . . . , xi−1)M : xi/(x1, . . . , xi−1)M) = 0.

Theo bæ ®Ò 1.4.1 suy ra x1, . . . , xd−k−1 lµ mét d·y thu gän. Do ®ã theo ®Þnh

nghÜa cña r(M) suy ra r(M) ≤ k.

TiÕp theo ta sÏ chøng minh r(M) ≥ dim(A/a(M)). §Æt r(M) = k. Khi

®ã víi mäi p ∈ SuppM tho¶ m·n dim(A/p) = d− j > k ta sÏ chøng minh

a(M) 6⊆ p. ThËt vËy, theo bæ ®Ò 2.3.3 ta cã dimMp + dim(A/p) = d. Suy ra

dimMp = j ≤ d − k − 1. V× thÕ ta cã thÓ t×m ®îc hÖ tham sè x1, . . . , xj

cña M chøa trong p vµ lµ mét hÖ tham sè cña Mp. H¬n n÷a x1, . . . , xj cßn

lµ d·y thu gän cña Mp v× r(M) = k. Tõ bæ ®Ò 2.3.2 suy ra

l(Mp/(x1, . . . , xj)Mp)− e((x1, . . . , xj);Mp)

= l((x1, . . . , xj−1)Mp : xj/(x1, . . . , xj−1)Mp).

V× x1, . . . , xj còng lµ d·y thu gän cña M nªn suy ra

pAp 6∈ Ass(Mp/(x1, . . . , xj−1)Mp),
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tõ ®©y suy ra

(x1, . . . , xj−1)Mp : xj = (x1, . . . , xj−1)Mp.

§iÒu nµy chøng tá

l(Mp/(x1, . . . , xj)Mp)− e((x1, . . . , xj);Mp) = 0,

hay Mp lµ Cohen-Macaualy. Khi ®ã theo [9], 2.4.6 th× a(M) 6∈ p. VËy

dim(A/a(M)) ≤ k = r(M).

TiÕp theo ta sÏ chøng minh dim(A/a(M)) ≥ p(M). Theo chó ý 2.2.5(ii)

bÊt ®¼ng thøc hiÓn nhiªn ®óng khi dim(A/a(M)) = d − 1. Gi¶ sö

dim(A/a(M)) < d − 1. V× vµnh th¬ng cña vµnh cã phøc ®èi ngÉu lu«n

cã phøc ®èi ngÉu nªn theo 2.1.12(iv) ta lu«n cã thÓ chän ®îc mét hÖ tham

sè x = (x1, . . . , xd) cña M sao cho x tho¶ m·n gi¶ thiÕt cña bæ ®Ò 2.3.6,

nghÜa lµ

xi ∈ a(M/(xi+1, . . . , xd)M), i = 1, . . . , d− 1.

§Æt M = M/xdM, x′ = (x1, . . . , xd−1), n
′ = (n1, . . . , nd−1). Khi ®ã x′ lµ

mét hÖ tham sè cña M vµ tho¶ m·n ®iÒu kiÖn cña bæ ®Ò 2.3.6 ®èi víi M.

Khi ®ã theo bæ ®Ò 2.3.3 ta cã

IM(n, x) = l((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M : xd/(x
n1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 )M)

= IM(n′, 1;x).

MÆt kh¸c v× 0M : xd = 0M : a(M) nªn

IM(n′, 1;x) = IM(n′, x′) + e((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 ); 0M : xd).

V× dim(A/a(M)) < d− 1 nªn suy ra e((xn1
1 , . . . , x

nd−1

d−1 ); 0M : xd) = 0. VËy

IM(n;x) = IM(n′;x′). Do ®ã p(M) = p(M). Sö dông quy theo d vµ theo

bæ ®Ò 2.3.5 ta dÔ dµng chøng minh ®îc dim(A/a(M)) ≥ p(M).

Tõ chøng minh cña ®Þnh lý ta lu«n cã p(M) ≥ r(M) do ®ã tõ bæ ®Ò 2.3.4

ta suy ra ngay hÖ qu¶ sau.

HÖ qu¶ 2.3.8. Cho p ∈ SuppM sao cho dim(A/p) > p(M). Khi ®ã Mp lµ

m«®un Cohen-Macaulay vµ dim(Mp) + dim(A/p) = d.
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Nh¾c l¹i r»ng m«®unM ®îc gäi lµ ®¼ng chiÒu nÕu dimM = dim(A/p)

víi mäi p ∈ min AssM. §Þnh lý sau ®©y nãi lªn ý nghÜa h×nh häc cña kiÓu

®a thøc cña M.

§Þnh lý 2.3.9. Gi¶ sö A cã phøc ®èi ngÉu vµ M lµ ®¼ng chiÒu. Khi ®ã

p(M) = dim(nCM(M)).

Chøng minh. V× A cã phøc ®èi ngÉu nªn theo 2.1.12(ii) th× A lµ vµnh cate-

nar. Do M lµ ®¼ng chiÒu nªn ta cã dimMp + dim(A/p) = d. Theo [9] ,

2.4.6 th× ta cã V (a(M)) = nCM(M). VËy theo ®Þnh lý trªn ta cã p(M) =

dim(A/a(M)) = dim (nCM(M)).

Tõ hai ®Þnh lý trªn ta suy ra ®iÒu kiÖn A cã phøc ®èi ngÉu lµ rÊt quan

träng vµ ®Þnh lý sÏ kh«ng cßn ®óng n÷a nÕu bá ®i ®iÒu kiÖn A cã phøc ®èi

ngÉu. ThËt vËy ta xÐt mét vÝ dô sau

VÝ dô 2.3.10. Nh ®· biÕt Ferrand vµ Raynaud ®· x©y dùng ®îc mét miÒn

nguyªn ®Þa ph¬ng (R,m) víi dimR = 2 sao cho bao ®Çy ®ñ m − adic

R̂ cña R cã mét i®ªan nguyªn tè liªn kÕt chiÒu 1. Gi¶ sö p̂ ∈ R̂ sao cho

dimR̂/p̂ = 1. Do ®ã suy ra R̂ kh«ng lµ CM suy réng. V× nÕu ngîc l¹i nÕu

R̂ lµ CM suy réng th× ta suy ra dimR̂/p̂ = dimR̂ = 2 víi mäi p̂ ∈ Ass(R̂),

®iÒu nµy lµ m©u thuÉn. VËy R̂ kh«ng lµ CM suy réng. Theo 1.1.6(iii) th× R

kh«ng lµ CM suy réng. Suy ra p(R) ≥ 1. V× dim(R) = 2 vµ theo chó ý 2.2.5

(ii) ta suy ra p(R) = 1.

Chó ý r»ngR kh«ng cã phøc ®èi ngÉu. V× nÕuR cã phøc ®èi ngÉu th× khi ®ã

R lµ Catenary phæ dông. Do R lµ miÒn nguyªn nªn i®ªan (0) lµ i®ªan nguyªn

tè. Theo bæ ®Ò 2.1.10 th× R/(0) = R lµ umixed, nghÜa lµ dimR̂/p̂ = dimR

víi mäi p̂ ∈ AssR̂, ®iÒu nµy lµ m©u thuÉn v× dimR = 2 vµ tån t¹i p̂ ∈ AssR̂

sao cho dimR̂/p̂ = 1. VËy R kh«ng cã phøc ®èi ngÉu.

TiÕp theo ta sÏ chØ ra r»ng nCM(M) = {m}. ThËt vËy, nÕu p = 0

th× Rp lµ trêng nªn suy ra dimRp = 0 = depthRp. Do ®ã Rp lµ CM.

VËy p /∈ nCM(R). Víi p ∈ SpecR sao cho 0 6= p vµ p 6= m th× do
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dimR = 2 nªn suy ra dim(R/p) = 1. V× (R,m) lµ miÒn nguyªn ®Þa

ph¬ng nªn (Rp, pRp) lµ miÒn nguyªn ®Þa ph¬ng. Suy ra dimRp = 1.

Do ®ã depthRp ≤ dimRp = 1. Do Rp lµ miÒn nguyªn ®Þa ph¬ng nªn mäi

phÇn tö kh¸c kh«ng ®Òu lµ phÇn tö chÝnh quy. Suy ra depthRp = 1. Tõ ®ã

suy ra Rp lµ CM. VËy p 6∈ nCM(R). Víi p = m th× khi ®ã Rm ' R. Do ®ã

Rm kh«ng lµ CM. VËy nCM(R) = {m}. Do ®ã dim (nCM(R)) = 0.

V× p(R) = 1 vµ theo chøng minh cña ®Þnh lý 2.3.7 ta suy ra r(R) ≤ p(R) =

1. Gi¶ sö r(R) = 1 th× suy ra x0 = 0 lµ d·y thu gän. V× R lµ miÒn nguyªn

nªn AssR = {(0)}. Khi ®ã v× x0 lµ d·y thu gän nªn suy ra x0 = 0 6∈ (0),

®iÒu nµy lµ m©u thuÉn. VËy r(R) = 0. MÆt kh¸c theo [9] th× a1(R) = 0 nªn

suy ra a(R) = 0. Do ®ã dim(R/a(R)) = 2. VËy ta cã bÊt ®¼ng thøc

dim(R/a(R)) > p(R) > dim (nCM(R)) = r(R) = 0.

VÝ dô trªn nãi lªn r»ng ®Þnh lý 2.3.7 kh«ng cßn ®óng n÷a nÕu A kh«ng cã

phøc ®èi ngÉu. Tuy nhiªn ta cã ®Þnh lý sau trong trêng hîp tæng qu¸t.

§Þnh lý 2.3.11. (i) Víi c¸c ký hiÖu nh ë trªn ta cã

dim(A/a(M)) ≥ p(M) ≥ r(M).

(ii) NÕu nCM(M) lµ ®ãng trong SuppM theo t«p« Zariski th×

p(M) ≥ r(M) ≥ dim(nCM(M)).

Chøng minh. Ký hiÖu Â vµ M̂ lµ bao ®Çy ®ñ m- adic cña A vµ M. Khi ®ã ta

cã a(M)Â ⊆ aM̂. V× bao ®Çy ®ñ cña mét vµnh lu«n cã phøc ®èi ngÉu nªn

tõ hÖ qu¶ 2.2.6 vµ ®Þnh lý 2.3.8 ta suy ra

dim(A/a(M)) = dim(Â/a(M)Â) ≥ dim(Â/a(M̂)) = p(M̂) = p(M).

TiÕp theo ta cÇn chøng minh r(M) ≥ dim (nCM(M)). ThËt vËy theo

hÖ qu¶ 2.3.5 th× nÕu dim(A/p) > r(M) th× Mp kh«ng lµ m«®un Cohen-

Macaulay. Do ®ã p 6∈ SuppM. Suy ra dim (nCM(M)) ≤ r(M).

C¸c bÊt ®¼ng thøc cßn l¹i cña ®Þnh lý hoµn toµn ®îc chøng minh gièng

nh ®Þnh lý 2.3.8, v× vËy chóng ta kh«ng nh¾c l¹i chøng minh ë ®©y n÷a.
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2.4 Trêng hîpA lµ vµnh th¬ng cña vµnh Cohen-Macaulay

KÕt qu¶ tiÕp theo ®©y lµ mét tiªu chuÈn rÊt h÷u hiÖu ®Ó t×m cËn trªn cña kiÓu

®a thøc p(M).

§Þnh lý 2.4.1. Gi¶ sö A lµ vµnh th¬ng cña vµnh Cohen-Macaulay, k lµ mét

sè tù nhiªn. Khi ®ã c¸c mÖnh ®Ò sau lµ t¬ng ®¬ng:

(i) p(M) ≤ k;

(ii) Mäi phÇn hÖ tham sè gåm d− k − 1 phÇn tö lµ d·y thu gän;

(iii) Víi mäi i®ªan nguyªn tè p ∈ SuppM sao cho dim(A/p) > k, ta cã

Mp lµ CM vµ dimMp + dim(A/p) = d;

(iv) Víi mäi i®ªan nguyªn tè p ∈ SuppM sao cho dim(A/p) = k+ 1, ta

cã Mp lµ CM vµ dimMp + dim(A/p) = d.

Chøng minh. V× tÝnh chÊt Cohen-Macaulay æn ®Þnh qua tæng qu¸t ho¸ nªn

(iii)⇐⇒ (iv). V× thÕ ta chØ cÇn chøng minh (i)=⇒ (ii)=⇒ (iii)=⇒ (i.)

(i) =⇒ (ii) ®îc suy ra ngay tõ ®Þnh lý 2.3.11. ThËt vËy, theo 2.3.11 ta cã

r(M) ≤ p(M) ≤ k. Do ®ã mäi phÇn hÖ tham sè cña M ®Òu cã sè phÇn tö

lín h¬n hoÆc b»ng d − k − 1 lµ d·y thu gän. Suy ra mäi phÇn hÖ tham sè

cña M ®Òu cã d− k − 1 phÇn tö lµ d·y thu gän.

(ii) =⇒ (iii) Víi mäi i®ªan nguyªn tè p ∈ SuppM tho¶ m·n dim(A/p) > k.

Theo (ii) suy ra r(M) ≤ k, tõ ®©y suy ra dim(A/p) > r(M). Theo hÖ qu¶

2.3.4 ta suy ra ®iÒu cÇn chøng minh.

(iii) =⇒ (i). Ký hiÖu Â vµ M̂ lµ bao ®Çy ®ñ m- adic cña A vµ M. §Æt

dim(Â/a(M̂)) = k′. Gi¶ sö r»ng k′ > k. Chän P ∈ Ass(Â/a(M̂)) sao cho

dim(Â/P ) = k′ vµ ®Æt p = P ∩ A. Khi ®ã tån t¹i mét i®ªan nguyªn tè

Q ∈ Ass(Â/pÂ) sao cho Q ⊆ P , tøc lµ Q ∩A = p. Khi ®ã Â/pÂ lµ kh«ng

trén lÉn (unmixed) nªn ta ®îc

dim(A/p) = dim(Â/pÂ) = dim(Â/Q) ≥ dim(Â/P ) = k′.

Chó ý r»ng Â lµ vµnh catenar, tõ gi¶ thiÕt (iii) vµ bæ ®Ò 2.3.4 ta suy ra

d = dimMp + dim(A/p) = dimMp + dim(Â/Q)
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= dimMp + dim(Â/P ) + dim(ÂP/QÂP )

= dimMp + dim(Â/P ) + dim(ÂP/pÂP )

= dimM̂P + dim(Â/P ).

MÆt kh¸c v× dim(A/p) ≥ k′ > k nªn theo (iii) suy ra Mp lµ m«®un Cohen -

Macaulay. VËy M̂P còng lµ m«®un Cohen - Macaulay v× thí cña ®ång cÊu

chÝnh t¾c A −→ Â lµ Cohen - Macaulay. Tõ ®ã suy ra

d = dimM̂P + dim(Â/P ) = depth(M̂P ) + dim(Â/P ).

Theo ®Þnh lý 2.4.6 cña [9] ta ®îc α(M̂) 6⊆ P, ®iÒu nµy m©u thuÉn víi c¸ch

chän i®ªan nguyªn tè P. VËy ta ph¶i cã k ≥ k′. V× Â cã phøc ®èi ngÉu nªn

theo bæ ®Ò 2.2.6 vµ ®Þnh lý 2.3.7 cuèi cïng ta nhËn ®îc

p(M) = p(M̂) = k′ ≤ k.

NÕu A lµ vµnh th¬ng cña mét vµnh Cohen - Macaulay khi ®ã quü tÝch

kh«ng Cohen - Macaulay nCM(M ) lµ tËp ®ãng trong SpecA. Nh vËy chóng

ta cã thÓ nãi vÒ chiÒu cña nCM(M ). Khi ®ã ta cã hÖ qu¶ sau ®©y

HÖ qu¶ 2.4.2. Gi¶ sö A lµ vµnh th¬ng cña mét vµnh Cohen - Macaulay vµ

M lµ ®¼ng chiÒu. Khi ®ã

p(M) = r(M) = dim(nCM(M)).

Chøng minh. V× A lµ vµnh catenar vµ M lµ ®¼ng chiÒu nªn

dimMp + dim(A/p) = d víi mäi p ∈ SuppM. VËy tõ ®Þnh lý [9] 2.4.6

ta suy ra V (a(M)) = nCM(M). Do ®ã dim (nCM(M)) = dim(A/a(M)).

Tõ ®Þnh lý 2.3.11 ta suy ra p(M) = r(M) = dim (nCM(M)).

Nh ®· giíi thiÖu líp m«®un Cohen-Macaulay suy réng lÇn ®Çu tiªn ®îc

®a ra trong [7]. Tõ c¸c ®Þnh lý vµ hÖ qu¶ trªn ta cã thÓ nhËn l¹i ®îc tÊt c¶

c¸c kÕt qu¶ chÝnh cña [7] cho m«®un Cohen-Macaulay suy réng.
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HÖ qu¶ 2.4.3. Cho A lµ vµnh th¬ng cu¶ vµnh Cohen-Macaulay hoÆc A cã

phøc ®èi ngÉu. Khi ®ã c¸c mÖnh ®Ò sau lµ t¬ng ®¬ng:

(i) M lµ m«®un Cohen-Macaulay suy réng;

(ii) p(M) ≤ 0;

(iii) Mäi hÖ tham sè cña M ®Òu lµ d·y thu gän;

(iv) dim(A/a(M)) ≤ 0;

(v) dimnCM(M) = 0 vµ M lµ ®¼ng chiÒu.
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KÕt luËn

Nh vËy luËn v¨n ®· tr×nh bµy l¹i mét sè kÕt qu¶ cña GS. TSKH NguyÔn
Tù Cêng vÒ tÝnh ®a thøc vµ kiÓu ®a thøc cña métM lµ m«®un h÷u h¹n sinh
trªn vµnh Noether, ®Þa ph¬ng (A,m) cô thÓ lµ:

Tr×nh bµy l¹i mét sè ®Þnh nghÜa, c¸c tÝnh chÊt vÒ béi vµ m«®un Cohen -
Macaulay suy réng. §a ra kh¸i niÖm u.p - d·y vµ ®Æc trng tÝnh ®a thøc
cña hµm ®é dµi vµ tÝnh Cohen-Macaulay cña m«®un th«ng qua u.p-d·y.

Nh¾c l¹i mét sè kiÕn thøc vÒ m«®un ®èi ®ång ®iÒu ®Þa ph¬ng, c¸c kh¸i

niÖm vµnh Catenary, catenary phæ dông, Gorenstien vµ mèi liªn hÖ gi÷a

chóng. Nh¾c l¹i kh¸i niÖm vÒ phøc ®èi ngÉu vµ mét sè tÝnh chÊt cña phøc

®èi ngÉu. §a ra kh¸i niÖm kiÓu ®a thøc, tÝnh ®îc nã trong mét sè trêng

hîp ®Æc biÖt vµ t×m ®îc cËn trªn vµ díi cña nã trong trêng hîp tæng

qu¸t. §a ra ý nghÜa h×nh häc cña kiÓu ®a thøc vµ ®Æc trng m«®un Cohen-

Macaulay suy réng th«ng qua kiÓu ®a thøc, d·y thu gän vµ chiÒu cña quü

®¹o kh«ng Cohen-Macaulay.
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