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L.LOI CAM DOAN

To6i xin cam doan nhitng két qua dudc trinh bay trong luan an 1a mdi,
da dugc cong bd trén cac tap chi Toan hoc trong va ngoai nude. Cac
két qué viét chung v6i GS. TSKH D6 Dic Thai va GS. TSKH Francois
Berteloot da dugc sy dong ¥ ctia cac dong tac gid khi dua vao luan an.
Cac két qua néu trong luan an 1 trung thuyc va chua ting dudce ai cong

bé trong bat ky cong trinh nao khac.

Nghién ciu sinh: Ninh Van Thu
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L.OI CAM ON

Luan an dugc hoan thanh duéi sy quan tam va huéng dan tan tinh
ciia GS.TSKH D6 Dtic Thai. Nhan dip nay, toi xin dude gii téi thay
161 cdm on chan thanh va sau sic nhat. Toi ciing xin dudc bay to long
biét on dén GS.TSKH Nguyén Van Khué va PGS.TS Nguyén Dinh Sang,
nhitng ngudi da bd cong stic doc ban thio va cho toi nhiéu ¥ kién chinh
stta quy bau dé toi c6 thé hoan thanh t6t hon ban luan an nay.

T6i xin dugc cam on chuong trinh Formath Viét Nam, Labo Emile
Picard - Truong Dai hoc Paul Sabatier (Toulouse - CH Phap) va
GS.TSKH Francois Berteloot da gitp dé toi thuc tap tai Labo trong
thoi gian lam luan an.

Toi xin dugce bay t6 long cdm on dén Ban chti nhiem Khoa Toan - Tin,
Phong Sau dai hoc va Ban Giam hiéu cua Truong DHSP Ha Noi da tao
moi diéu kién thuan loi dé t6i ¢6 thé hoan thanh luan &n ctia minh

Cudi cling, toi cling xin dugc bay t6 long biét on dén cac thay co
trong Khoa Toan-Tin thuéc Truosng DHSP Ha Noi, Khoa Toan- Co- Tin
hoc thuéc Truong DPHKHTN - DHQGHN, Truong THPT Hai Hau B,
cac thanh vién ctia Seminar Hinh hoc phitc thuoc Khoa Toan - Tin va
Seminar Cac phuong phap trong giai tich thudoc Khoa Toan - Co - Tin
hoc, cing cac ban dong nghiép vé su dong vien khich 1é cling nhu nhiing

trao doi hitu ich trong suét qua trinh hoc tap va cong tac.

Nghién ciu sinh: Ninh Van Thu
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DANH MUC CAC KY HIEU

e Aut(Q): nhém tu dang ciu ctia mién Q.
e C*(Q): khong gian cac ham kha vi lien tuc dén cap k tren Q.
o H(w, ) (hodc Hol(w,)): tap céc anh xa chinh hinh tir w vao €.

e P,,,: khong gian tat ci cic da thiic gia tri thyc xac dinh trén C véi

bac < 2m va khong chita bat ki hang t1t diéu hoa.

o Ho,,: khong gian tat ci cac da thic, gia tri thuc, thuan nhat, diéu

hoa dudéi trén C véi bac 2m.

e My = {z € C": Rez, + Q(21) + |2 + -+ + |z0-1]* < 0} vdi
Q € Po,.

e ()1 ~ )y v6i nghia: {2; va (), la song chinh hinh.

e a < b c6 nghia la ton tai hang s6 C' > 0, doc lap véi cac tham s6

(thuong 1a ¢ va tham s6 thuc €) sao cho a < Cb.

e a ~ b c6 nghia la ton tai hang s6 C;,Cy > 0, doc 1ap véi cac tham
6 (thuong 1a ¢ va tham s6 thuc €) sao cho C1b < a < Cyb.

e 7(09,p): kieu ctia bien 9 tai diém bien p € 9.

o Tf(M ): khong gian tiép xtc phiic clia da tap phiic M tai p.

o A,=D,={z€C:|z] <r}.

o Kq: gid metric Royden-Kobayashi trén mien €.



MO DAU

1. Ly do chon dé tai

Gia st M 1a mot da tap phitc. Nhém tir dang cau ctia M (ky hiéu béi
Aut(M)) 1a tap hop cac song chinh hinh ctia M véi phép toan hai ngoi
13 hop thanh ctia hai ty dang cau. Topo trén Aut(M) 1a topo hoi tu déu
trén céc tap con compact (tic 1a topoé compact-ma).

Theo quan diem cta F. Klein, hinh hoc ctia méi mot 16p doi tugng 1a
hinh hoc ctia nhém bién doi. Chang han Hinh hoc Euclid 1a hinh hoc
ctia nhom cac phép bién doi dang cu, Hinh hoc Affine 1a hinh hoc cla
nhém bién doi Affine. Vi thé, hinh hoc ctia cac da tap phiic cling c6 the
xem nhu hinh hoc cia nhém cac tu dang cau ciia da tap phic. Cé hai

bai toan co ban khi nghién cttu hinh hoc cua cac da tap phtec:
Bai toan 1. Tim cac tinh chat hinh hoc bat bién qua nhém céac tu dang
cau.
Bai toan 2. Phan loai cac da tap phtc dya trén nhém cac tu déng cau
cua chung.

Luan an tap trung nghién ctu Bai toan 2. Cu thé hon, ching t6i nghien

citu méi quan hé gitta hinh hoc ctia mién trong C" va cau tric ctia nhom
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tu ding cau clia nod, tic 1a xét xem mién dude xéc dinh béi nhom tu

déng cau dén mic do nao.

Néu © 1a mot mién bi chin trong C" thi Aut(2) 14 mot nhom Lie
thiyc. Tong quat hon, S. Kobayashi [25] da ching minh ring: néu Q 1a
hyperbolic thi chiéu ctia nhém Lie thyc Aut(Q2) khong vugt qua n®+ 2n.
Hon nita, néu nhém nay c6 chiéu duong thuc su thi né khong thé 1a
nhom Lie phitc. Mot cau hoi hoan toan ty nhién duge dat ra la: nhom
Lie thuc nao c6 thé xem nhu nhom tu dang cau ciia mot da tap phic?
Nam 2004 J. Winkelmann [38] da chi ra réng cho truéc mot nhom Lie
thuc compact K thi luon luon ton tai mién bi chan gi 16i chat Q € C"
sao cho Aut(Q) dang cau véi K. Nhu vay, bai toan phan loai cAc mién
v6i nhéom tu déng cau compact da duce gidi quyét kha tron ven.

D6i v6i truong hop nhom tu ddng cau khong compact, cic nha toan
hoc da phan loai thanh cong cdc mién bi chin trong C". Con dbi véi
truong hop mién khong bi chan trong C", bai toan phan loai méi chi
dugc gidi quyét trong mot s6 truong hop dic biét.

Tiép tuc luong nghién cttu trén, ching toi chon dé tai luan an 1a: "Da
tap phiic vdi nhém cde tu ding cdu khong compact .

2. Muc dich nghién ciu

Muc dich ciia luan an 14 nghién cttu bai toan phan loai cadc mién khong
bi chan trong C" v6i nhém ty déng cau khong compact. Ngoai ra, luan
an con nghién ctu tinh chat hinh hoc dia phuong ciia diem bién tu quy

dao.
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3. Dbi tuogng va pham vi nghién citu

Nhu da trinh bay ¢ phan 1y do chon dé tai, ddi tuong nghién citu clia
luan an 1a cac da tap phitc, cu thé 1a cac mién trong C". Trong luan an,
tu tudng chinh xuyén sudt 1a xét xem véi dieu kién nao clia mién thi ti
tinh chat dia phuong suy ra tinh chat toan cuc. Diéu do6 cho phép ching
toi phan loai duge mot s6 16p mién khong bi chin trong C" nho tinh
khong compact ciia nhém tu dang cau ciia no.

4. Phuong phap nghién citu

Dé gidi quyét nhitng van dé dit ra trong luan an, ching t6i stt dung
cac phuong phap nghién ctitu va ki thuat truyén thong ctia Hinh hoc
phic, Giai tich phiic, dac biet 1a ki thuat scaling ciia S. Pinchuk, dong
thoi ching t6i ciing sang tao ra nhiing ki thuat méi.

5. Cac két qua dat dudc va y nghia cua dé tai

Luan an gom ba chuong.

Chuong I trinh bay vé dac trung ciia mién trong C" béi nhém ti dang
cau khong compact.

Tru6c hét, ta nhic lai mot két qua cod dién cia H. Cartan: néu € 1a
mot mién bi chan trong C" va nhom ty dang cau Aut(Q2) khong compact
thi ton tai cic diem z € Q, py, € I va day cac tu dang cau ¢; € Aut(Q)
sao cho lim ;(z) = ps. Trong trudng hop nay, ta goi diém bien ps, 1
diém bién tu quy dao.

Céac cong trinh trong hon 20 nim qua da chi ra rang tinh chat hinh

hoc dia phuong clia diém bién tu qui dao cho ta théng tin toan cuc vé
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mién. Chang han, B. Wong va J. P. Rosay [39], [42] da chitng minh dinh
ly diic trung cho hinh cau don vi trong C".
Dinh 1y 1 (Wong-Rosay). Mién bat ki Q € C* ¢6 bién tron ldop C?,
gid 10 chat va ¢é nhom tu dang cau khong compact déu song chinh hinh
vdi hinh cau don vi trong C".

Bay git ta nhéc lai khai niem kiéu hitu han theo nghia J. P. D’Angelo.
Gia st Q ¢ C" 1a mot mién vé6i bien nhin va cho diém bien p € 09Q. Khi
do, kiéu 7(09, p) ctia 09 tai p duge dinh nghia bdi

v(po F)
v(F)

7(0€2, p) = sup
F

trong d6 p 1a mot ham xac dinh bién ctia mién € trong lan can cua p,
supremum dudgc lay trén tat cd cac anh xa chinh hinh F' xac dinh trong
mot 1an can clia 0 € C vao C" sao cho F(0) = p va v(F) la cap triet tieu
ctia ham F tai goc toa do trong C. Bién 9 dudc goi 1a c6 kiéu hitu han
tai p néu 7(09Q, p) < co. Mién Q duge goi 1a mién c6 kieu hitu han néu
0 co6 kiéu hitu han tai moi diém bién. Chang han bién cta Ellipsoid
E, = {(z,w) : |2?| + |w|*™ < 1}, m € N* ¢6 kieu 2m tai diém bién
(1,0).

Bang cach sit dung ki thuat scaling ctia S. Pinchuk, niam 1991 E.
Bedford va S. Pinchuk [4] da ching minh dinh 1y sau day vé dac trung
cho céc ellipsoid phric.

Dinh 1y 2 (Bedford-Pinchuk). Gid si Q2 C C" la mot mién bj chan
vdi bien nhan, gia 107 va c6 ki€u hitu han. Gid st rang hang ctia dang Levi

it nhat bang n — 2 tai moi diém bién cia mién Q. Khi dé, néu Aut(Q)
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la khong compact thi Q song chinh hinh vdi mién
En={(z1,",22) € C": [51]* + |2a*" + 23> + -+ + |2a|* < 1},

vdi s6 nguyén m > 1 nao do.
Cach tiép can cua Bedford-Pinchuk dugc chia thanh hai bude. Trong
buée dau ho st dung ki thuat scaling dé chi ra ring mién  song chinh

hinh v6i mién D cho béi
D={z=(2,2)eC":Rez +Q(7,Z') <0},

trong dé Q 1a mot da thitc. Trén mieén D ton tai truong vécto chinh hinh
khong tam thuong. O bude thit hai, truong vécto nay duge kéo lui vé
mién . Sau d6, ho phan tich trudng vécto nay tai diém parabolic cb
dinh dé két luan rang mién € song chinh hinh véi Ellipsoid E,,,.

Lich st phat trién ctia viéc nghién cttu nhém tu déng cau ciia cac da
tap phtic c6 thé chia thanh hai giai doan. Giai doan dau: tit cudi thé ky
19 cho dén cudi thap nién 70 ctia thé ky trude bdi cac cong trinh ctia H.
Poincaré, H. Cartan, S. Kobayashi, ... Két qua chti yéu trong giai doan
nay 1a da chi ra nhitng tinh chéat topd quan trong ctia nhém céc tir dang
cau clia da tap phitc. Giai doan thit hai hinh thanh va phat trién tit thap
nién 80 clia thé ky truéc mdé dau bdi cac cong trinh ctia E. Bedford va S.
Pinchuk. Sau nay, phuong phéap cta E. Bedford va S. Pinchuk duge mdé
rong va phat trién béi cdc nha toan hoc nhu: S. Krantz, A. Kodama, F.
Berteloot, K. T. Kim, H. Gaussier... Phuong phap dugc st dung chi yéu
la phuong phap scaling ctia Pinchuk. Thanh coéng chinh cta giai doan

nay 1a cac tac gid da phan loai dude cac mién bi chan kiéu hitu han trong
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Ccn.

Tuy nhién, nhiéu ki thuat cia E. Bedford va S. Pinchuk khong ap
dung dugc cho cac mien khong bi chan. Vi thé, bai toan déi véi cac mién
khong bi chin doi hdi phai c6 cach tiép can khac. Trong khoang 20 nam
qua, nhiéu nha toan hoc da c6 ging dua ra nhitng cich tiép can méi va
vi vay van de da duge giai quyét trong mot s6 truong hop rieng. Ching
han, trong C?, nam 1994 F. Berteloot [§] d4 md rong duge Dinh 1y 2 cho
cac mién (khong nhat thiét bi chan).

Dinh 1y 3 (F. Berteloot). Gid si Q la mot miéen trong C* va cho
diém bién ps € 0Q. Gid st rang ton tei day {p,} C Aut(Q) va mot
diem a € Q sao cho lim p,(a) = ps. Néu OQ nhin, gid 167 va cé kiéu
hitu han trong lan cin nao dé cia diém ps thi Q song chinh hinh vdi
mién

D ={(w,z) € C*:Rew + H(z, %) < 0},

trong dé H la mot da thite thuan nhat da dieu hoa dudi trén C vdi bac
2m (7(0), poo) = 2m).

Ciing can phai nhan manh ring nhiéu ki thuat ctia F. Berteloot rat

kho6 ap dung cho cidc mién khong bi chin trong C" véi n > 3. Két qua

chinh thtt nhat ctia luan an (Dinh 1y [1.3.2)) chi ra rang Dinh 1y 3 dang

cho cac mién (khong nhat thiét bi chan) trong C". Nghia la, chung toi
chitng minh ring néu mién véi bien 9O nhin, gia 16i, c6 kicu hitu han
trong mot lan can nao dé cia diém tu quy dao ps € 02 va hang cla

dang Levi it nhat bang n — 2 tai ps thi Q song chinh hinh v6i mién dang
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sau day:
My = {(wy,- -+ ,wy,) € C": Rew,+H (wy, w1 )+|ws|*+- - -+|w,_1|* < 0},
trong d6 H 1a mot da thic thuan nhat diéu hoa dudi trén C.

Két qua nay 1a mot md rong thuc su cic két qua ctia Bedford-Pinchuk
va F. Berteloot. Dé chiing minh két qua trén, ching toi sit dung hé toa
do duge xay dung bdi S. Cho [13] thay cho hé toa do duge xay dung béi
D. Catlin [I1] ma F. Berteloot da stt dung dé chitng minh Dinh ly 3. Bén
canh viéc sit dung nhiing ¥ tudng va ki thuat ctiia cac tac gia trudc ching
toi ciing da dé xuat nhitng ¥ tudng va ki thuat méi nham vudt qua cac
tré ngai khi chuyén tit mién bi chan sang mién khong bi chan, tit mién
trong C? lén mién trong C" va tit viée xtt 1y cac da thitc mot bién sang
da thitc nhiéu bién.

Chuong IT danh cho viéc nghién cttu bai toan phan loai cac mién 16i
tuyén tinh trong C". D6i vdi cac mien 10i trong C", bang cach ap dung
ki thuat scaling va cach xay dung da dia ctia McNeal [28], [29], nam 1997
H. Gaussier [16] da chiing minh két qué sau day.

Dinh ly 4 (H. Gaussier). Gid su Q la mot mién trong C" va ps € O
la mot diem bién. Gid st ring ps la diem tu qui dao cia mién Q. Khi
do, néu bién 00 la nhdn, 10i trong mot lan can cla pe va ¢ ki€u 2m

tai Poy thi Q song chinh hinh vdi mién sau day.
D ={(z,2)€C":Rez + P(7') <0},
trong dé P la mot da thic 107 khong suy bién vdi bac < 2m.

Tinh khong suy bién ctia P dugc cho béi dieu kien: tap {P = 0} khong



13

chita bat ki tap con giai tich thuc sy. Ching t6i muén nhan manh rang
gid thiét ve tinh 10i clia mién trong dinh 1y trén la rat quan trong trong
chiing minh ctia H. Gaussier. Béi vay, ¢6 mot cau héi ty nhién réng liéu

Dinh 1y 4 con dang cho mién bat ki C" hay khong? Két qua chinh thi

hai ctia luan an (Dinh 1y [2.3.2)) chi ra rdng Dinh 1y 4 van con dung ddi

véi cdc mién 1i tuyén tinh khong nhéat thiét bi chan trong C". O day
mién ) dugc goi 1a 16i tuyén tinh dia phuong tai p., € 0 néu ton
tai mot lan can U cla ps sao cho

(z+TEOQ))NQNT) =0
véimoi z € 00 NU.

Chuong III danh cho viéc gi6i thieu vé gid thuyét Greene-Krantz va
nghién cttu tinh chat hinh hoc ctia diém bien tu quy dao. Nam 1993 R.
E. Greene va S. G. Krantz [I8] da dua ra gia thuyét noi tiéng sau day.
Gia thuyét Greene-Krantz. Gid s Q) € C" la mot mién bi chan vdi
bién nhdn va nhém tu dang cau Aut(Q) khong compact. Khi dé, moi
diém bién tu quij dao deu cé kiéu hitu han.

Cho dén nay giad thuyét nayy van con 1a mot cau hoi mé. Bay gio ta
sé phan tich nguyén nhan thanh cong cia E. Bedford, S. Pinchuk va F.
Berteloot ma ta da gisi thieu & trén. Ho da chi ra ring néu p la diém

bién kieéu hitu han thi mién song chinh hinh v6i mién dang sau day:
Mp ={(z1,7') € C": Rez + P(7, %) < 0},

trong d6 P 13 mot da thitc thuan nhat ciia cac bién 2z va z. Mdi mot mién

dang Mp dudc goi 1a mot mo hinh ciia  tai p. Dé chiing minh diéu nay,
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trude tien ho ap dung phuong phép scaling dé chi ra ring nhém Awut(£2)
chita mot nhom con parabolic, titc 1a: ton tai mot diem p., € 0 va mot

nhém con mot tham s6 {h'}er C Aut(Q) sao cho

lim h'(2) = puo, (1)

t—00
v6i moi z € Q. Mdi mot diém bién thoéa man dugc goi 1a diém bien
parabolic ciia mién Q. Sau d6 ho tién hanh phan tich truong vécto H
sinh b&i nhém con mot tham s6 {h'};cr dé chi ra rang mién Q song chinh
hinh v6i mot mo6 hinh mong muén. Nhitng diéu nay goi ching ta dua ra
dinh nghia sau day:

Gia st Q 14 mot mién trong C". Mot diém bien p € 9Q dude goi la

diém bien tu qui dao parabolic néu ton tai mot nhom con mot tham sé
{1y € Aut(Q), —oo < t < oo}

sao cho

Aim 1y (zo) = p
v6i mbi diem xy € Q.

Gia st 2 C C" la mot mién bi chan véi bien nhén. Ta néi rang € thoa
man diéu kién Bell (R) néu phép chiéu Bergman P : C*(Q) — C>(Q)
c6 thé thac trién thanh d4nh xa C™(Q) — C*(Q2). Nam 2006 K. T. Kim
va S. Krantz [24] da chiing minh dinh 1y sau day:

Dinh 1y 5 (Kim-Krantz). Gid st Q2 C C? la mot mién vdi bién nhdn,
gid 101 va théa man diéu kién Bell (R). Gid st rang bién 02 khong chiia
bat ki tap con gidi tich khong tam thuong. Khi do, moi diém bién tu quy

dao parabolic déu cé kiéu hiu han.
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Chi ¥ réang dinh 1y nay chitng minh gid thuyét Greene-Krantz cho
truong hop diac biet. Nhung dang tiéc rang chting minh ctia ho khong
chinh xac. That vay, ching ta c6 thé thay diéu d6 qua phan tich dusi
day.

Gia st ps € O 13 mot diém bién tu quy dao parabolic kieu vé han.
Chon mot hé toa do chinh hinh dia phuong tai p,, sao cho py, tré thanh
diém goc va ham xéac dinh dia phuong ciia  trong lan can ciia goc toa
do c6 dang

p(z) = Rez; + V¥(z9,Im 21).

Khi do, K. T. Kim va S. Krantz chi ra rang W triét tiéu cap vo han theo
ca hai bién tai gbc. Nhung didu nay néi chung khong chinh xac. Chang
han ham W(z,Imz;) = e /12 4+ |2,|*.| Im 2|2 chi triet tieu cip 2 theo
bién z; tai goc toa do.

Trong chuong cudi, ching to6i chi ra rang dinh 1y trén diang cho
nhiing mién v6i ham xac dinh bién dang p = Rez; + P(22) +
| 29| Im 212Q (22, Im 21), trong dé P(z9) 1a ham duong, nhin va triet
tieu cap vo han tai z3 = 0 vd Q(22,Imz1) 1 mot ham nh&n nao do6

(Pinh 1y [3.1.1)).

6. Cau tric luan an

B6 cuc ctia luan 4n ngoai phan md dau va phan phu luc gom ba chuong
duoc viét theo tu tudng ké thira. Ba chuong ciia luan an duge viét dua
trén bon cong trinh trong dé6 hai cong trinh da duge dang va mot cong

trinh da dugc nhan dang.
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Chuong I: Dic trung ctia mién trong C" béi nhém tu déng cau khong
compact.
Chuong II: Dic trung ctia mién 16i tuyén tinh trong C" bdi nhém ti
dang cau khong compact.

Chuong III: Gia thuyét Greene-Krantz.



Chuong 1

Pic trung ctia mien trong C" bdi

nhém tu dang ciu khéng compact

Trong chuong nay, chiing t6i sé chiing minh két qua chinh thi nhat

(Dinh 1y [1.3.2). Két qua nay da dugc cong bo trong bai béo [33]. Kho

khan chu yéu khi ching ta xét cdc mién trong C" (n > 2) 1a nghién ctiu
tinh chuan tic ctia day cac da thiic nhiéu bién ( cac da thiic nay 13 mot
bién déi v6i truong hgp mién trong C?). Tuy nhién, khi c6 thém diéu
kién hang ctia dang Levi 16n hon n — 3 chiing t6i ¢6 thé vuot qua duge
kho khan nay bang cach cai tién k§ thuat scaling ciia S. Pinchuk. Phan
md dau, ching ta nhic lai mot s6 khai niém co ban can thiét. Muc tiép
theo danh cho viéc xay dung cac da dia tai cac diém gan bién ctia mién
va dua ra mot s6 tinh chat clia cac da dia nay. Sau d6, chung ta 4p dung
k¥ thuat scaling dé chi ra ring mién 2 song chinh hinh v6i mét mo hinh
Mp v6i P € Py,,. Vi vay, chiing toi c6 thé ap dung phuong phap cua F.
Berteloot dé hoan thanh ching minh Dinh 1y [1.3.2]

17
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1.1 Mot sb khai niém va két qua bod tro

Trong muc nay, ching ta nhic lai khai niém gia 161 va khai niem vé
su hoi tu chuan tic theo nghia Carathéodory ctia cac mién trong da tap
phtic (xem trong [15]). Khai niém hoi tu Carathéodory can thiét cho lap
luan ctia phuong phap scaling.

Goi © 1a mot mien trong C". Trong mot lan can di bé U cta diem

bién p € 09, ta c6 thé viét
QNU ={ze€U:p(z) <0},

trong d6 p la ham théa man Vp # 0 trén 92 N U. Ham p duge goi la
ham x4c dinh bién clia mién € trong lan can ciia p. Ta néi rang mién €2
c6 bien tron 16p C* (1 < k < 00) tai p néu ham xac dinh bién p tron
16p C* tai p. Bien 09 dugc goi 1 tron 16p C* néu né tron 16p C* tai moi
diém.

Gid stt © c6 bien tron 16p C* gan p € 9. Bién 99 dudc goi la gia 1oi

tai p néu ton tai ham xac dinh bién p ctia  sao cho

n 82 ~
Lop)(w,w) = 37 5 (P 20 (%),
jk=1""Y

véi moi w = (wi, -+ ,wy,) € T,7(0Q); 6 day T,-(0) 1a khong gian tiép
xtc phic véi 02 tai p.

Ta néi réang p € 0N la diém gia 16i chat néu £,(p)(w,w) > 0 véi moi
w € T (092) \ {0}. Dang Hermit £,(p) xdc dinh trong (*) dudc goi 1a

dang Levi ctia 02 tai p. Bay gio ta nhic lai mot s6 khai niém sau.
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Dinh nghia 1.1.1. Gid metric Royden -Kobayashi Kq trén miéen 0 dugec
dinh nghia boi

— 1 —
Kqo(p, X) :=1inf{=| 3f € Hol(A,Q) sao chof(0) =p, f'(0) =rX}
r
H
voip € Qva X € C",
Dinh nghia 1.1.2. Gid khodng cach Kobayashi do duoc dinh nghia bdi

da(p.a) = int [ Kor(0).5/O)dt,

trong dé infimum dugc lay trén tat cd cac duong cong tron vy : [0,1] — Q

sao cho v(0) = p,y(1) = ¢

Dinh nghia 1.1.3. Mién Q C C" duogc goi la mién hyperbolic néu dq la
mot khodng cdch. Mién hyperbolic Q goi la hyperbolic day néu Q) la day
theo khodng cach dg.

Dinh nghia 1.1.4. (i) Day cdc anh za chinh hinh { f;}32, C Hol(2, D)
goi la phan ki compact néu vdi maoi tap con compact K C Q va moi
tap con compact L C D, ton tai jo sao cho f;(K)N L =0 vdi moi
J 2 Jo-

(i1) Mien D dugc goi la mien taut néu vdi moi day { f;}32, C Hol(A, D)

chita mot day con hoi tu hodac chita mot day con phan ki compact.

Dinh nghia 1.1.5. Mot ham ¢ dugc goi la ham peak da diéu hoa dudi
dia phuong tai mot diém p thuoc 09 néu ton tai mot lan can U cia p

trong C" sao cho ¢ la da diéu hoa dudi trén U NQ, lién tuc tren U N Q
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va thoda man

©(2) < 0 vdi moi z € (UNQ)\ {p}.

Dinh nghia 1.1.6 (Hoi tu Carathéodory). Gid s {Q,} la mot day cdc

0
mién trong da tap phiic sao chop € () Q. Néu p la mot diém trong ciia
v=1

ﬁ Q,, nhan Carathéodory Q tai p cia day {0} la mién lon nhét chia

;)_;ho?a man tinh chat: moi tap con compact cia Q nim trong tat cd cdc

mién tri ra mot so hitu han cdc mién Q,. Néu p khong la diém trong

cia ﬁl Q, thy nhan Carathéodory ¥ la {p}. Day {Q,} duge goi la hoi tu
Y=

dén nhan cia né tai p néu moi day con cia day {Q,} déu cé cing nhan
ta p.

Chaing ta néi ring day {0} cdc mién trong da tap phic hoi tu chuan
tde dén Q (ki hicu bdi lim Q, = Q) néu ton tai mot diém p € ﬁ Q, sao

v=1

cho {Q,} hoi tu dén nhan Carathéodory Q) tai P.

Meénh dé sau la mot md rong cuia dinh 1y Greene-Krantz ( xem trong
[17]).
Ménh dé 1.1.7. Gid st {A;}%°, va {Q;}2°, la hai day cdc mién trong
da tap phic M vdi lim A; = Ay va limQ; = Qg trong do Ag va Qg la
cic mién trong M. Gid st rang {fi : Ai — Q} la mot day cdc song
chinh hinh. Gid s them rang day {fi : A; — M} hoi tu déu trén cdc
tap con compact cia Ay dén danh za chinh hinh F : Ay — M wva day
{g9; == fi_1 : Q; — M} hoi tu déu trén cdac tap con compact ciia Qg dén

anh za chinh hinh G : Qy — M. Khi dé mot trong hai khc”ing dinh sau la



21

ding.

(i) Day {f;} phan ky compact, nghia la vdi moi tap con compact
K C Ay va moi tap con compact L C Qq, ton tai iy sao cho

fi(K)N L =0 vdi moii > iy, hodc

(i) Ton tai mot day con { fi,} C {fi} sao cho day {fi,} hoi tu deu trén

cdc tap con compact ctia Ay dén song chinh hinh F : Ay — €.

Chitng minh. Gia st rang day {f;} khong phan ky compact. Khi d6 F'
anh xa mot diém p nao dé6 ctia Ay vao Q. Ching ta sé chi ra rang F 13

song chinh hinh tt Ay 1én Q4. Dat ¢ = F(p), ta ¢6

G(q) = G(F(p)) = lim g;(F(p)) = lim g;(fi(p)) = p,

trong d6 dang thic canh ding thic cubdi dude suy ra tit sy hoi tu déu.
Lay mot lan can V cia p trong Ay sao cho F(V) C €y. Khi d6 sy hoi
tu déu cho phép ching ta két luan rang G(F(2)) = lim; . g:(fi(2)) = 2
véi moi z € V. Vi vay anh xa Fjy don anh. Theo dinh 1§ Osgood anh xa
Fyy :V — F(V) la song chinh hinh.

Xét cac ham chinh hinh J; : A, — Cva J : Ay — C cho bdi
Ji(z) = det((df;).) va J(z) = det((dF),). Khi d6 J(z) # 0 (z € V)
va v6i moi ¢ € N*, ham J; khong dau triét tiéu tréen A;. Hon nta, day
{J;}22, hoi tu déu trén cac tap con compact ciia Ag dén J. Theo dinh 1y
Hurwitz ham J ciing khong dau triét tiéu. Diéu nay suy ra rang anh xa
F: Ay — M lamé va diem z € Ay bat ky déu co lap trong F~1(F(z)).
Theo [30, Meénh dé 5], ta c6 F(Ay) C Q.
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Lap lai nhitng 1y luan nhu & trén ta c6 thé két luan rang G(Qy) C A.
Khi d6 sy hoi tu déu cho phép ching ta két luan rang G o F(z) =
lim; o gi(fi(2)) = 2 v6imoi z € Ag va FoG(w) = lim;_. fi(gi(w)) = w
v6l moi w € €.

Diéu nay chi ra rang F' vad G 1 cac anh xa mot-mot va 1a anh xa lén,

didc biét F' la anh xa song chinh hinh. []

Theo [8, Ménh dé 2.1], ching ta ¢6 ménh dé sau.

Meénh dé 1.1.8. Gid st Q la mot mién trong da tap phic M chiéu n va
Poo € O la mot diém bién. Gid st rang OQ gid 107 va c6 kiéu hiu han

trong mot lan can nao do cua diém bién ps.

(a) Gid sit D la mot mien trong da tap phic Y chieu m. Khi dé day
bat ki {¢,} C Hol(D,Q) hoi tu déu trén cdc tap con compact ciia
D dén po néu va chi néulim p,(a) = ps vdi a la mot diem nao do

trong D.

(b) Hon niia, gid si rang ton tai day {o,} C Aut(Q) sao cho

lim p,(a) = pe vdi a € Q thy mién Q la taut.

Chitng minh. Do mién OS2 gia 16i v c6 kiéu hitu han trong lan can cta
Poo € OS2 mén ton tai ham peak da diéu hoa dué6i dia phuong tai p,, (xem
trong [12]). Hon nita, do bien 92 nhin va gia 16i trong mot 1an can cta
Poo NEN ton tai lan can B di nhd ciia po sao cho sao cho BN 1a mién
gia 161 v6i bien nh&n. Theo [26, Dinh 1y 5.2.5, tr. 252], mién B N la

taut. Vi vay, menh dé dugc suy ra tryc tiép tur [8, Menh dé 2.1]. ]
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B6 dé sau 1a mot mé rong clia [8, Bo dé 2.3].
B6 dé 1.1.9. Gid st 0 la ham diéu hoa dudi ldp C? trén C sao cho
050(0) = 0 va [ 000 = +00. Goi {0k}, la mot day cdc ham diéu hoa
dudi tren C hoi tu déu trén cdc tap con compact cia C dén 0. Gid st
w la mot mien tuy o trong mot da tap phic chieu m (m > 1) va gid su
2o la mot diém co dinh trong w. Ki hieu { My} la day mién trong C" xdc
dinh bdi

My, = {(z1, 22, ,22) € C" : Im 21 + o4 (22) + |23]* + - - + |2]* < 0}

Khi dé, day bat ki {hy} C Hol(w, My,) théa man {hiy(z),k > 0} @ My
déu chia mot day con nao dé hoi tu déu trén cdc tap con compact cia

w dén mot phan ti cia Hol(w, My,).

Ching minh. Ching ta xét truong hop w la da dia A™ trong C™. Ta sé
chiing minh bd dé nay theo phuong phap quy nap theo m. Trudng hop
tong quat duge suy ra tit truong hop nay bang lap luan vé pht hitu han.

Trude hét, ta gid st rang m = 1. Goi hy € H(A, My) va ki hieu béi
(hi,, by, - -+, hi, ) cac thanh phan ctia hy. Khong mat tinh tong quat, ta

c6 thé gid st rang hy lien tuc trén A. TU cong thitc Jensen, ta c6

? Gﬁ[akoth] :2— akoth(e )d(g—O'kOth(O). (1.1)
0 0

Ay @
Co6 dinh r € (0,1). Do tinh giai tich ctia hy, va tinh diéu hoa duéi ctia

oy, o hg, nén ta nhan dugc

1
/ g(?dk < / 58(0‘k o th) ,S / ﬂ/ éﬁ(ak o hkz)
th(AT) Ar r t AT

1
S/ dat d0(o © hy,).
rot Ay

(1.2)
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Mat khac, ta ciing c6

n

27 27 2T
/ o 0 hy, (7)d < / — Tm hy, (¢")df — Z/ |y, (€™) 20
0 0 0

J=3

" (1.3)
< —2r Im hy, (0) — 27> |y (0)].
j=3
Do (1.1) nén ton tai hang s6 A > 0 sao cho
/ 000, < A, Yk > 0. (1.4)
th(AT)

Bay gio ta chon hai tap compact roi nhau K; va Ky trong C sao

cho le 000+ > 2A va fK2 000, > 2A. Bat déng thic (1.4) suy ra
rang K1 ¢ hi,(A,), Ko ¢ hg,(A,) v6i k di 16n. Do d6, moi {hy,}

khong nhan hai gia tri a; va by v6i |agl, |bi| bi chin va |ax — by| bi
chan dudi bdi mot s6 duong thyc siy. Do do, sau khi trich ra day
con, day {hg,} hoi tu déu trén cdc tap con compact cia A,. Do
Im hy, < supAT,(—ak 0 hpy — |y — -+ — |, |?) < supAT,(—ak o hy,) vo6i
bat ki 7' < r nén sy hoi tu ctia day {hy, } dugce suy ra tir dinh 1y Montel.

Hon nita, v6i mdi ' < r, trén A, ta c¢6 bat dang thitc sau

A, |2+ -+ + i, |* < sup(—op, 0 by, — Im Ry,).

r!

Theo dinh 1y Montel, sau khi trich day con, cac day {hg,}, - , {hx, } hoi
tu déu trén cac tap con compact ctia A,. Do r dudc chon tiy ¥ trong
[0,1) nén bo dé duge chiing minh cho trudng hop w = A.

Bay gid ta gia st qui nap ring bo dé dugc thiét lap véi w = A™ (m >
2). Xét truong hgp w = A™. Theo dinh Iy Montel, ta chi can chiing

minh rang day {h;} bi chin déu trén moéi tap con compact cia A™.
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Gia st phan ching ring day nay khong bi chan. Khi d6 ta c6 thé tim
dugec mot day cac diem {z,} trong A™ sao cho {z,k > 1} € A™ va
lim |hy, (z6)|+ - -+ |k, (21)| = +00. Ta viét z = (21, 2'), trong d6 2, € C
va 2/ € C™ 1. Theo chitng minh & trén va trich day con néu can, day
{A > u s hp(u,0)} hoi tu déu trén cac tap con compact ciia A dén mot
phan tt nao d6 ctia Hol(A, My,). Vi vay {hi(zx,,0),k > 1} € M, va
ta c6 thé a4p dung giad thiét qui nap cho day {A™ ! 3 2/ +— hy(2,, 2)}.

Diéu nay dan dén mau thuan vi {hy(2;)} khong c6 diém tu hitu han. [

1.2 Uéc lugng metric Kobayashi ctia mién trong C”

Trong muc nay, chting toi stt dung 1ap luan ctia D. Catlin [I1] dé nghién
ctiu hé toa do dic biet va cac da dia. Sau do, ching toi cai tién ki thuat
ctia F. Berteloot trong [41] dé xay dung day cac phép co gidn, udc lugng

metric Kobayashi va chiing minh tinh chuan tic clia day scaling.

1.2.1 Heé toa do dac biét va cac da dia

Gia st 2 1& mot mién trong C” vé6i bien 9 nhin, gia 16i va co kicu
hitu han trong mot lan can ctia diém p,, € 9. Gia sit rang hang cla
dang Levi it nhat bang n — 2 tai p.. Ching ta c6 thé gia st rang p, = 0
va hang clia dang Levi tai ps chinh xac bang n — 2. Goi r 1a mot ham
xac dinh bién nhin ctia mién Q. Chi ¥ rang do 9 gid 1oi tai ps nén
kiéu ctia bien 09 tai ps 13 mot sé6 nguyén chan 2m (m > 1). Ching

or

ta cé thé gid sit ring —(2) # 0 véi tat ci z trong mot lan can U cua
g g P g
Zn
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Poo. Sau khi thuc hién doi bién tuyén tinh, ta c6 thé tim cac ham toa do
21, , 2, xXac dinh trén U sao cho.

0 9, 0
Ln:_7L': ] )
’ 8zj+b]8,zn

Lir=0,bj(ps) =0,1<j<n—1 (1.5)
lap thanh mot co sé ctia TC(U) va thda man

00r(poc)(Lis Lj) = 635, 2 <4, j <n— 1, (1.6)

trong d6 0;; = 1 néu i = j va 6;; = 0 néu ngugc lai. Ta mudn chi ra rang
quanh méi diém 2’ = (2'1,--- ,2',) trong U, ton tai mot da dia 16n nhat
sao cho trén d6 ham 7(z) thay ddi khong vugt qua mot s6 nho tity ¥ cho
trude 6. Trude tién, ching ta xay dung cac toa do quanh 2’ (xem trong

[13]). Céc toa do nay sé duge diing dé dinh nghia da dia.

Lay cac ham toa do zi,--- , 2, quanh ps sao cho (|1.6) dang. Vi thé

|L,r(2)| > ¢ > 0 véi moi z € U va 90r(2)(Li, Li)a<ij<n-1 c6 (n — 2) gia

tri rieng duong trong U, trong do

0
Ln = 3
dz,
0 or . _o0r(Z) 0
Li=—— = =1,---,n—1.
T 0z (azn) Ozj Oz, J "
Déi v6i méi 2’ € U, ta dinh nghia cac ham toa do méi uq,--- ,u, cho

béi z = p1(u)

n—1
or . _,0r(Z)
Zn:Z/n"'un_Z[(azn) ! 8zj ]uju

j=1
zi=2j4wu;, j=1,--- ,n—1
2 2 2 .z 2t _ 0 /0 s
Do do, L; c6 the viet duéi dangsauLj—a—%erja—%, j=1--,n—-1,

trong d6 b'j(2) = 0. Trong hé toa do wus,---,u,, ma tran A =
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12 mot ma tran Hermit va ton tai ma tran Unita

(827“(2’))
8ui8ﬂj 2<4,j<n—1
P = (P

chéo ma cac phan tt trén duong chéo chinh gom céc gia tri rieng duong

)2<Z.j<n_1 sao cho P*AP = D, trong d6 D la ma tran dudng

cua A.

Dinh nghia u = @s(v) bdi

Uy = V1, Up = Up,

n—1
U]:ijkvk, ]:27 7n_1'
k=2

L 0%r(2)
Khi do 0,07,

thtt 7 ctia D (ta ¢ thé gid st rang \; > ¢ > 0 trong U v6i moi ). Tiép

= Xidij, 2<1i,7 <n-—1, trong d6 A; > 0 la mot phan tit

theo ta dinh nghia v = @3(w) bdi

V1 = Wy, Up = Wy,
Vi = Nwj, j=2,---,n—1

O*r(2)

Vi vay, W
W;

5. dij, 2<i4,7<n—1var(w)co thé viét dudi dang
Wy

n—1

n—1
r(w) = r(z') + Rew, + Z Z Re [(agw] + bywi)w,] + Reanwi

a=2 1<k<m a=2

+ Z a]kw1w1+2|wa|2+z Z Re(b kwlwlwa)

2<j+k<2m a= 2]+k<m
7,k>0

’wl‘Qerl)

Y

Owalw| + [w*[*lw] + [w** wy [ +

(1.7)

trong d6 w* = (0,wy, - ,w,_1,0). Thic hién phép doi bién w = @u(t)
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cho bdi

2 O g
o=t DL a:u z; w? i

2<k<2m Wa
DD IR Ak LI
a= 21<k<m k+1 aw aw

wj:tj7 jzla"'vn_la

dé loai bo cac hang tit didu hoa trong khai trién ([1.7)), tic 1a: phép bién

ddi nay loai bé cac hang tit wf, wf, w? ciing nhu cac hang ti wiw,, Wi,

trong (1.7). Cudi cting, ching ta thuc hién phép ddi bién t = ¢5(¢) cho

béi
tl — Cl) tn - Cn;

1 ak—!—l (O)
:Ca_ gl? _27°"7n_1
1;@ (k+1)! ot,otk

dé loai bd cac hang tit dang w{wa tir cong thitc ((1.7)). Vi vay, ta nhan

dugc ménh dé sau (xem [I3, Ménh de 2.2, tr. 806)).

Meénh dé 1.2.1 (S. Cho). Vdi moi 2’ € U va 6 nguyén duong chin m,
ton tai song chinh hinh ®, : C* — C", z = ®_ ({1, -+, () sao cho

r(@:'(Q) =r(z) +ReCu+ Y ap()C{Ct

j+k<2m
7,k>0

- Z Gal? + ZRe S ()G (18)

]—i—k‘<m
J,k>0

+ O(IGallS] + IS+ ICTIGI™  + Gl ),

trong do ¢* = (0,Ca, - -+, (p1,0).
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Nhan xét 1.2.2. Cdc phép doi bién J trén la duy nhat va vi thé dnh za
S, zdc dinh duy nhat.
Bay gio ta sé dinh nghia da dia quanh 2. Trudc hét, ta dat
Ai(2") = max{|a;x ()|, 7+ k=1},(2 <1< 2m), 19)
1.9
By(2') = max{[b5, ()], +k=12<a<n—-1},2<1I'<m).
V6i mbi 86 6 > 0, ta dinh nghia 7(2/,4) nhu sau
(2, 0) = min{(d/Al(z’))l/l, (5%/Bl,(z'))1/l/,2 <1<2m,2<l'<m}.
(1.10)
Vi kiéu ctia 0 tai ps, bang 2m va hang cia dang Levi it nhat bang n—2
tal poo nén Ag,(poo) # 0. Mt khac , do ®,, — Id khi n — (0,---,0)
nén ta c6 thé chon lan can U di nhé sao cho |Ay,(2')] > ¢ > 0 véi moi

2/ € U. Diéu nay suy ra bat dang thic:
SV < (2, 6) <V (2 e ), (1.11)

trong do6 cac hang s6 khong phu thuoc vao n € U va §. T dinh nghia

7(2',9) ta dé dang suy ra rang: néu ¢’ < ¢” thi
(5//5//)1/27_(2175//) < T(Z/,5/> < (5//5//)1/27717_(,2/’5//). (112)

Dat 7(2,0) = 7(2,8) = 7, n(Z,8) = - = 1,.1(¢,6) = 62,
7.(2',8) = 4. Bay gio ta c6 thé dinh nghia da dia

R(Z6)={CeC": |G| <m(d,0);k=1,--- ,n} (1.13)

va gia da dia

Q(,8) = {®31(C) : ¢ € R(<,6)}. (1.14)



30

Tur gio vé sau ta ki hieu D! 1a todn tif dao ham rieng bat ki dang

0.9
a¢ oGy

nhat ctia Q(2',6) ta can hai bo dé sau.

trong d6 p+v =1, k=1,2,--- ,n. Dé chiing minh tinh thuan

Bo6 dé 1.2.3 (Ménh dé 2.3, tr.807 trong [13]). Gid st 2’ la diém bat ki
trong U. Khi dé, ham p(¢) = 7(®,(¢)) théa man

1p(¢) — p(0)| S 6,
1D, Dip(¢)| S 6m1(2,8) (2, 6) ",

(1.15)

vdi ( € R(Z,6) val+im <2m, i=0,1; k=2,--- ,n— 1.

B6 dé 1.2.4 ( He qua 2.8, tr.812 trong [13]). Gid st ring z € Q(2',6).
Khi do
7(2,0) = 7(2,9). (1.16)

Bay gio ta 4p dung Bo6 dé dé tra 10i cho cau héi: "cac da dia

Q(#',9) va Q(2”,6) quan hg véi nhau nhu thé nao?" Goi @' 1a anh xa

két hop v6i 2’ nhu trong Ménh dé|(1.2.1] Dinh nghia ¢” béi 2” = ®_(¢").

Ap dung Meénh dé|1.2.1] tai diém ¢” véi r duge thay béi p = r o Pt ta

nhan duge anh xa CIDE,,l : C" — C" cho béi (I)E”l = (1 O P2 O Y3 0 Yy O Py
trong do

z = p1(u) xac dinh bdi
n—1
Zn = C//n + Up, + Z bjuj,
j=1

Zj:C//j+uj’ j:1,~--,n—1,
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u = @o(v) xac dinh béi

Uy = v1, Up = Up,

n—1
Uj = § ijvk, ]:27 7n_17
k=2

v = @3(w) xéc dinh béi

U1 = Wy, Up = Wy,
vi=Nwj, J=2,---,n—1,

w = @4(t) xac dinh béi

n=tat > dkt’wz > daita t’“+2ca ,

2<k<2m a=2 1<k<m

wj:tjv ]:17 7n_17
va t = p5(€) xac dinh bai

t1:£17 tnzgm
a:§a+ Z eanﬁf, a=2---,n—1

1<k<m

P05 (&) =p(¢") +Re&u+ > ap(¢MEE
J+k<2m
7,k>0

+Z|€al2 ZRe > (e )

j+k<m
7,k>0

+ O(l&alle] + [Pl + [E7P[En ™ + l&n ™).

Béi vi anh xa hgp thanh CIDZ_,l o cpg,,l sinh ra mot anh xa c6 cung dang

nhu @', trong d6 @) nhan duge béi ap dung Menh dé

1.2.1

cho ham
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r va diem z” va do sy duy nhat cia anh xa ® trong Ménh dé nén

ta co:

O =0 o dy). (1.17)

Vi vay, dé nghién citu Q(z”,9) ta phai xac dinh anh xa @E,,l

(@)™

B6 dé 1.2.5. Gid si rang 2" € Q(2',0). Khi dé

0;| S O7i(2,0) 7Y, el S OTu(2,6) 72, |di| S 6m(2,0)7F, 1.18)
1.18
|dot| S 6m(2,0) 7 70(2,0) 7Y, eas] S 0m(2,8) a2, 0) 7Y,

vorl < j3<n—-1,1<kE<2m, 2<a<n-—1,1<I<m.

Chitng mianh. Tu ching minh Ménh dé|1.2.1] ta thiy ring

dp ,—109p((")
= ay) g
. __9(0)

« 8€024 9
g — _290(0)

k! owl
PR 9"+ p(0)
T+ 1) dwa 0wl

1 8l+1p(0)
60471 = —

(I+1)! ot,0t)

viil1<j<n—1,1<k<2m,2<a<n-1,1<1<m. Do Bo dé

1.2.3| va cach xay dung song chinh hinh (I)C_”l nén ta két luan rang (1.18

ding. ]
Meénh dé 1.2.6. Ton tai mot hang so C sao cho: néu 2" € Q(2',6) thi

Q") Cc Q(<,C0) (1.19)
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va

Q(Z,0) C Q(=",C0). (1.20)

Chitng minh. Ta dinh nghia S(z”,0) = {CIDC,,( £): €€ R(2",0)}. Dé thay
ring Q(2”,8) = @' 0 S(2”,§). Bsi vay, dé chiing minh (1.19) ta chf can

chi ra réng

S(Z",0) C R(#,C9). (1.21)

That vay, v6i mdi € € R(Z",9), dat t = p5(£). Theo cac Bo dé [1.2.4
va B dé [1.2.5] ta co:

it = & < 1(2",0) S (e, 9),

|tn| = |€n’ < Tn(zl/a5) (Z 5) 9,
-1

‘tOél S |€a| + Z |eOé k| ‘51 N (21/7 5) + 57—1(2/7 5)_k7—04<z/7 5)_17_1 (lea 6)k

k=2

S1.(2,0), 2<a<n-1

3

Ta ciing dit w = @4(t). Theo Bo dé [1.2.5] ta co:

tallta] + Z [calltal’

n—1 m

[wn| < Jta] + Z el + D> [da,

a=2 k=1

2m
<S7(2,0) + Y omi(,0) (2, 6" Zmz 0) (2, 6)?
k=2

a=2

n—1 m
+ Z Z o1 (2, 0) 1o (2, 0) o (2, 0) (2, 0) < 6 = 7,(2, ),
a=2 k=1

lw;| = [t;] S7(2,6), 1<j<n-—1

Dat v = p3(w), u = @o(v) v& ¢ = @i(u). D& thay rang |v;| <

7i(2,0), luil S 7;(#,0), Gl S 7(210), 1 <

n va vi thé (1.21

IN
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ding néu C dua l6n. Dé ching minh (1.20) ta dinh nghia P(2/,§) =
{®(¢) : ¢ € R(,6)}. Chit § réing Q(2,8) = @} o P(2",5). Vay, ta chi

can chi ra rang:

P(2',0) C R(2",C9). (1.22)
That vay, ta théy (I)C” = 9051 o S04_1 o @3_1 © §02_1 © 901_1 va

(2, 8) < 7(2",9).

Ap dung (1.18) theo cach tuong tu nhu trén, ta két luan ring néu
¢ € R(#,9) thi £ = & (C) € R(2",C6), trong d6 C du l6n. Vi vay,
1.22)) dung. ]

1.2.2 Co gian cac toa do

Gia st 2 1a mién trong C" véi bien 0 nhén, gia 16i, kicu hitu han
trong mot lan can nao do clia diém p. € 00 va hang ctia dang Levi it
nhat biang n — 2 tai p. Khong mat tinh tong quat, ta co thé gia st ring
Pso = 0 va hang clia dang Levi tai ps chinh xac bing n — 2. Goi p 1a
ham xac dinh bién nhin ctia mién Q. Sau khi thuc hién phép doi toa do
ta c6 thé tim duge cac ham toa do 2y, - - - , 2, xac dinh trén mot lan can

nao do Uy cua po, sao cho

p(z) =Rez, + Z a2 28

J+k<2m
7,k>0
n—1 n—1 .
)zl Y ) Re((04217)2)
a=2 a=2 j+k<m
7,k>0

+ O(lanZ| + ‘Z*‘2|Z‘ + ’Z*‘2|Zl‘m+1 + |Zl‘2m+1),
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trong d6 z* = (0,29, -+, 2,-1,0). Theo Ménh dé [1.2.1} véi mbi diem 7

trong mot lan can ctia goc toa do, ton tai duy nhat tu dang cau @, clia

C"™ sao cho

p(@, (W) — p(n) =Rew, + Y a;p(n)w]w}
j+k<2m
jk>0

+Z|wal2+z Z Re[ (b3, (n)w] @¥)w,]

a= 2]—|—k<m
7,k>0

O(Jwp[w] + [w* *w] + |w* [Plawy [" + Jwn 75,
(1.23)
trong d6 w* = (0, ws, -+ ,w,_1,0).

Bay gig, chung ta dinh nghia phép co gian khong dang huéng Ay bang
cach dat

w1 Wn, )
7-1(7776)’ ’ Tn(nae) ’
trong d6 71(n,€) = 7(n,€), (N, €) = Ve (2 <k <n—1)var,(ne =e.
D6i v6i mbi n € 99, ta dat pf(w) = e 'po @, 1o (AT) ! (w). Khi d6

A%(wlau' 7wn) - (

n—1
ph(w) =Rew, + > ajp(m)e ' 7(n, e Fwjwf + > Jw,l
J+Hk<2m a=2
7,k>0
n—1
+> > Re(Bfu(me Pr(n, o) Fwiwiw,) + O(7(n, €)).
a=2 j+k<m
5,k>0
(1.24)
Véi méi n € Uy, ching ta dinh nghia gia da dia Q(n, €) béi
Qn,e) == @, (A)) (D x -+ x D)
T (1.25)

- q);l{‘wk‘l < Tk(777 6)7 1 < k < TL},
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trong d6 D, := {z € C : |z| < r}. Khi d6, theo cac két qua da dugc

chi ra ¢ muc trude, ton tai cac hang s6 0 < a < 1 va C1,Cy,Cy > 1

sao cho céc uée lugng sau duge thoa man véi moi ' € Uy, € € (0,a] va

ne Qe

p(n) < p(n) + Che,
1
527_
Q(na 6) C Q(n/a 036) va Q(n/? E) - Q(na 036)'

(777 E) < 7(77/7 6) < 027(777 6);

Dt e(n) := |p(n)], A, =AM va Cy = Cy + 1. Tix (1.26), ta ¢6

ne€ QM e(n)) = e(n) < Cie(n).

(1.26)
(1.27)

(1.28)

(1.29)

C6 dinh cac lan can Wy, Vj ctia goc toa do véi Wy C Vy C Uy. Khi d6

véi cac hang s6 di nhd ag,ap (0 < ap < ag < 1), ta c6
neVy val<e<ay= Qn,e) CUvae(n) <
neW, vald<e<a = Qn,e) C.

Bay gio ta dinh nghia gia metric

2 N~ @)X

(1.30)

(1.31)

tren Uy, trong dé chuan H)—le = > i | X vai X = (Xq,---,X,) € C.

Theo (1.11)), ta co

X X
e(n)t/2m e(n)

B6 dé sau déng vai tro quan trong trong ki thuat scaling.
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Bo6 dé 1.2.7. Ton tai cdc hiang s6 K > 1 va 0 < A < 1 sao cho vdi
moi s6 nguyén N > 1 va moi ham chinh hinh f : Dy — Uy théa man

M(f(u), f'(u)) < A trén Dy, ta co

F(0) € Wy va KN7'e(f(0)) < an = f(Dn) C Q[f(0), KVe(f(0))].

Chztng minh. Giad st ng € Vo van € Q(no, €), trong dé ey = €(ny). T

Va-tacoe < (e va

7(n,e(n)) < 7(n, Caen) < Con/Cat (10, €0)-

H
no (@ X
i=1 Tk(m0, €0)
dang thiic tren ching ta xét dang cau ¥ := @, 0 ®, . Dang cau nay bang

. Dé thay @', (n) béi ®',,(n) trong bat

1 = 10y 0p30p0p5 trong d6 a := D, (1) va ¢;(1 < j < 5) dude
chi ra 6 muc trude. Néu ta dat A := &', () o (¥, (1))~ = V(P,,(n))

thi A = ¢/;o¢/y0¢/50¢ 0 s. Bang viéc tinh toan don gian, ta c

O (w, - wy) = (wy,wa, -+ wy, + Zbkwk)

trong do |by| < C (1 <k <mn-—1) véi hing s6 ndo d6 C > 1.

(770 €0)
Dat Y = q)’no(n)X, Y4 = g0’5Y, Y3 = g0'4Y4, Y2 = gp’gY?’ va

— — — — —

Vii=¢,hY2 Do @,(n)X =AY ] =¢ ;Y nén ta c6

/ B4 , — / R
T1 (7707 60) Tn—l(n(), 60) 2060

n—

1 1 1
L Bdnwe), VI
1

2

‘ 2C¢ (N0, €0)  2Ce

n

Vel

1 7k(10, €0)

Vv
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Do dinh nghia cic 4nh xa 9 va @3, ta dé dang chi ra rang

i |Y}<: > Z ‘}/}{J > Z ‘Yk

—1 Tk 770760 Tk 770760 Tk 770760

Tiép theo, ching ta cling c6

Pla(wi, - wy) = (w1, w, -+ wy +Z%wk),

trong do
“ €
: 0
Yl S dr. ;| T1(n0, €0)” + 2.|ck|Tk(n0, €0) < C.———,
1S 3 ldhsimon )+ 2lafmm ) < €
n—1 m 2m
RIS Z| Ao j|7a(n0, €0)-5.71 (N0, €0)’~ +Z\d|]7'1(770760) -
a=2 j=1 J=2
<o—2
71(10, €0)
v6i k = 2,--- ,n — 1 va hang s6 nao d6 C > 1. Lap luan tuong tu nhu
trén, ta co
n n
S Y, >3 Y| |
“—~ 7 (10, €0) ™ = (10, €0)
Dao ham cta @5 xac dinh béi
90/5(1017 e 7wn) — (w17 Wsy + 6221}17 s, Wp—1 + ﬁn—lwla wn)7
- !
trong d6 8] < S lexy|.L.mi(no, €0) ! < e I 2<k<n-1)

=1
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v6i hing s6 nao d6 C' > 1. Do Y4 = ¢/, Y neén ta co:

n n—1
3 Vil oo Y n Z Yy n Y|
— 7.(10, €0) 71(770,60) < 2nCT (10, €0)  Tu(n0; €0)

Z |5/.:|T1 70, €0) '

_|_
2nC'1i(n0, €0) " T1(N0, €0)
|V | Y5l

+ +
Z ZRCTk 770, 60) Tn(no, 60)
n n pY
S S IEN I TOr

Tk 770,€0 Tk(770>€0)

k=1
Vi thé ton tai hing s6 1 > A > 0 sao cho M (7, )_5) > A\]AWOOCID’HO(U))_()Hl
v6i moi ny € Vo va moi n € Q(no, €(np)). Nho didu nay ta c6 thé két thiic
ching minh b6 de.

Gia st f € Hol(Dy,Up) théa man cac diéu kién dit ra trong bo deé.
bat ny = f(0) va ¢ = €(f(0)). Bay gio ta xét cac truong hop sau

a) V6i N =1, néu f(0) € Wy thi f(D;1) C Q(no, €). Diéu nay suy ra
tit nhan xét: néu f(u) € Q(m, ) thi |-LA, o @, o f(u)ll; < 1.

b) Bay gio ta gia st rang N > 2 va f(0) € Wy. C6 dinh 6, € (0, 27].
Dit u; = je, n; := f(u;) vi ¢ = €(n;). Ta chi can chi ra ring
FfID(u;,1)] € Q(no, K'eg) v6i i < N — 1, trong d6 D(u;,1) 1a hinh tron
trong mit phang phiic tam tai u; va ban kinh bang 1.

Véi i = 0, khang dinh nay da duge chitng minh & a). Gia sit khang
dinh trén théa man véi bat ki¢ < j < N —1. Do nj41 € Q(no, K’€y) nén

ta co €;11 < CyK’€¢y < ay. Hon nita, vi g € Wy nén ta ciing ¢6 nj41 € V

(xem (1.31))). Ap dung a) cho ham f han ché trén hinh tron D(u;q, 1),
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ta co
FID(uji1,1)] € Q1 €j41) € Q(j11, CaK €)
C Q(no, C3C1 K ¢g) = Q(no, K/ ep).
Diéu nay két thic chiing minh bo dé. O

Véi bat ki day {n,}, cac diem trong Uy N {p < 0} =: U; hoi tu dén
goc toa, ta két hop véi day cac diem ') = (n1p,- -+, Nup + €), € > 0

sao cho 7', thuoc sieu mat {p = 0}. Xét day cic phép co gian A;’/’

Khi do, Azf o @y (n,) = (0,---,0,—1). Béi vi (1.24), ta thay rang

Anz?p o ®, ({p=0}) dugc cho bdi phuong trinh sau

n—1 n—1
Rew, + By (w1, @) + Y _ [wal* + > Re(Q (w, ®1)w,)+
a=2 a=2 (132)
+O0(7(1), 6)) =0,
trong do6
Pn/p(U)h wl) = Z Clj7k(77/p)€;17'(77/p7 ep)j‘f‘kw{wlf’
Jj+k<2m
7,k>0
Qs’ w1, wl Z b / 1/2 (77 p € )]+kw1wll€'
Jj+k<m
7,k>0

Chit y rang tir (1.9) ta da biét rang cic hé s6 clia Py va @y bi chan
p

bdi 1. Cac da thic Q khong dong vai tro quan trong bang da thic
p
Py . Chinh xac hon, S. Cho [I3]da chiing minh b6 dé sau.

1

Bo6 dé 1.2.8 ( B dé 2.4, tr.810 trong [13]). @y (wi, wi)| < 7(10'y, €)10

vdi moi o =2,--- ,n—1wva |lw| <1.
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Bdi B6 dé [1.2.8, sau khi trich ra ddy con néu can, ta c6 Al o®, (Uy)
P

hoi tu dén mién sau
Mp = {p:= Rew, + P(wy,w1) + |wa|* + - - - + |w,_1|* < 0}, (1.33)

trong d6 P(wi,w;) 1a mot da thic bac < 2m khong chita cac hang tit
diéu hoa.

Do Mp la gi6i han clia cdc mien gia 161 A;ﬁp o ®, (Uy ), nén né la gia
16i. Vi vay ham p trong 1a da diéu hoa dudi va vi thé P 1a da thic
dieu hoa duéi véi AP # 0.

B6 dé 1.2.9. Mién Mp la hyperbolic Brody, tic la moi dnh za chinh

hinh ¢ : C — Mp déu la anh xa hdng.

Chiing minh. Gia st ¢ : C — Mp la chinh hinh. Do d6, cdc ham
Regn + P o+ 3"} [pal? va Regn + P o ¢ 1 didu hoa dudi am
tren C. He qud 13 cAc ham nay 13 hang. Diéu nay suy ra rang P o ¢
la didu hoa. Vi vay @1, Re g, va ¢, la hing. Them nita ham $2"_7 |@.|?
cting hang. Vi thé ¢, (2 < a <n —1) la hing. N

1.2.3 Uéc luong metric Kobayashi

Nhic lai rang metric Kobayashi Kq ctia Q dugce cho béi
1
Kao(n, )—5) = inf{ﬁ\ df : D — Q sao chof(0) =7, f'(0) = R)_f}

Lap luan tuong ty nhu [40, tr. 93], ton tai mot lan can U clia goc toa do
v6i U C Uy sao cho

— — —

KQ(T], X) < KQQUO(T], X) < QKQ(T], X) v6l moi ne U nNQ.
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Chiing ta can bo dé sau (xem [41]).
Bo dé 1.2.10. Gid st (X, d) la mot khong gian metric day va M : X —

R la mot ham bi chan dia phuong. Khi do, vdi moi o > 0 va moiu € X

théa man M(u) > 0, ton tai v € X sao cho:

: 2
(1) d(u,v) < e

(ii) M(v) > M(u)

(111) M(z) < 2M(v) néu d(z,v) < UMl(v).

Chiing minh. Gid st rang v khong ton tai ta xay dung mot day {v;} sao
cho vg = u, M(vy1) > 2M(v;) > 2" M (u) va d(vpg1,v5) < W <

(a2 M(lu)Qn- Vi vay day nay la day Cauchy. u

Dinh 1y 1.2.11. Gid st Q la mot mién trong C* vdi bién 02 nhdn, gid
101, kiéu hitu han trong mot lan can nao dé cia diém p € OQ va hang
cta dang Levi it nhat bang n — 2 tai peo. Khi do, ton tai mot lan can V
ClUa Pso SA0 cho:

— —

M(n, X) < Koln, X) < M(n, X) vdi moin € VNQ

Chitng minh. Theo dinh nghia metric Kobayashi, bat dang thitc tht hai
] hién nhién. Ta sé chitng minh bat ding thitc thi nhat. Ta c6 thé gia
St rang po = (0,---,0). Ta sé& chi ra rang v6i n gan 0 va X khac khong,

ta co:

X
(e
M(n, X)
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Gié st rang dieu nay khong diang. Khi d6, ton tai f, : D — QN U sao
H

N 7z 7z X
cho f,(0) = 7n, dan dén goc toa do va f,'(0) = R,——~=—, trong
) . M (np, X p)
d6 R, — oo khi p — oo. Ta c¢6 thé gia st ring R, > p?. Do do,

M(5,(0), £1,(0)) = M(np,Rp 2y

—_>>= R, > p>. Ap dung B6 dé
M(np, X p)

1.2.10) cho ham M, (t) := M(f,(t)), f,/(t)) trén Dy véiu=0va o =

= =

\ _ 2
Khi d6 ton tai d, € Dy sao cho |a,| < MZZO) v M, (@,) > M,(0) > p2.
p
Hon nita,
R
M,(t) < 2M,(a,) trén D(a,, —L—).
p(t) < plap) trén D(ap, Mp(dp))

At
Ta dinh nghia {g,} C Hol(D,, ) béi g,(t) := f, <&p + —~) Day
2My(ay)

nay thoa man udc lugng
M(gp(t), gy (t)] < A trén D).
Do a, — 0, day ¢,(0) = f,(a,) dan dén gbc toa do. Chon day con néu
can, ta c6 thé gid st raing K”¢(g,(0)) < oy, trong d6 K, A va a; 1a cic
hing s6 xuat hien trong B6 dé[1.2.7 T B dé ta suy ra rang
(D) € Qlgy(0), KV e(gy(0))] v6i N < p. (1.34)

Bay gio ta c¢6 thé 4p dung phuong phap co gidn toa do. Dt 7, := g,(0)
van', ==mn,+(0,---,0,¢,), trong dé €, > 0 va p(1/,) = 0. D& dang thay

rang €, ~ €(n,) van, € Q(1,, ce,) véi hang s6 ¢ > 1. T (1.34]) va (|1.28),

ton tai hang s6 C' > 1 sao cho

9,(Dy) C Q. CK"e,] véi N < p. (1.35)

bat ¢, = A;fp o ®, og, Tu (1.28) suy ra rang

SOp(DN)CDWX"‘XDWXDCKN-
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Bang cach ap dung dinh 1y Montel va qua trinh 14y diy duong chéo ta cé
thé trich ra day con {¢), } ctia day {p,} hoi tu trén cic tap con compact
ctia C dén duong cong nguyén ¢ : C — Mp. Do Mp 1a hyperbolic Brody
nén ¢ 1a ham hang.

Mat khac, ta co:

A _ / . - |((I),np(77p)gp/(0))k|
5 M[gp(O), 9p (0)] = £ Tk(ﬁp, E(Up)) .

2

Do ¢, ~ (1) , 1y € Q1. cey) va @y, () o (¥, (1,)) " hoi tu dén Id
khi p — oo, ta co

— (', (1) 9p'(0))1|
—1 Tk‘(n/p7 EP)

A
=5 = llgy' ().

Vi thé

@' ()1 = limy, o |0, (0) 1 = 4. Didu nay mau thuin vi ¢ la

anh xa hang. O

1.2.4 Tinh chuan tic ctia ho cic dnh xa chinh hinh
Trong muc nay, ching t6i sé chiing minh dinh Iy sau.

Dinh 1y 1.2.12. Gid s Q2 la mot mién trong C* vdi bien O nhdn, gid
10i, kiéu hitu han trong lan can cia diém bién (0,---,0) € 9Q va hang
ctia dang Levi it nhat bang n — 2 tai (0,---,0). Gid s w la mot mién
trong C* va p, : w — Q la day cdc anh za chinh hinh sao cho n, :== ¢,(a)
hoi tu dén (0,---,0) vdi diém nao dé a € w. Goi {T,}, la mot day cdc
tw dang cau cia C" két hop vdi day (n,), theo phuong phdp co giin toa
do (nghia la: T, = A;’,’p o®, ). Khi dé {T}, 0 pp}, la chuan tdc va gidi
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han cia né la cic dnh xa chinh hinh tw w dén mién dang sau
Mp = {(w1,--- ,wy,) € C" : Rew,+P(wy, )+ |ws|*+- - -+ |w,_1|* < 0},

trong do 7(052,0) = 2m va P € Pay,.

Chiing minh. Gia st f : D — € la mot ham chinh hinh vé6i f(0) gan

(0,---,0). Theo Dinh 1y [1.2.11], ta ¢6

MIf(w), §'(0)] £ Ko(f (), () < Kpu, ).

Goi g € (0,1) 1a s6 thuyc sao cho ry sup Kp(u,a%) < A, trong do

lu[<ro

N

A la hing s6 xudt hién trong Bo dé [1.2.7. Dat f.(u) = f(rou).
Khi d6, M[f,,(u), f,/(v)] < A. Hon ntta, theo B6 dé [1.2.7, ta c6
f(Dy,) = fr(D) C Q[f(0),e(f(0))]. Bao ham thic nay van con ding

néu mién D dugc thay béi hinh cau don vi trong C*. Goi f :w — Q la
anh xa chinh hinh sao cho f(a) gan (0,---,0) v6i diém nao d6 a € w.

Véi tap con compact bat ki K clia mién w, bang cach pht bdi hitu han

cac hinh cau ban kinh ry va theo tinh chat (1.28)), ta cé

f(K) C Q[f(a), C(K)e(f(a))l,
trong d6 C(K) la mot hang sd phu thudc vao K. Do n, := ¢,(a) hoi tu
dén goc toa do nén ta suy ra rang
pp(K) C Q[ , C(K)e(np)].

Vi vay Tp o gpp(K) C Dm X .-+ X Dm X DC(K)~ Theo Dinh 1y
Montel va qua trinh lay day duong chéo, day {7, o ¢,} 1a chuan tic va

gi6i han clia n6 1a cac anh xa chinh hinh ti w dén mién dang sau

Mp = {(wy,--- ,w,) € C": Rewn+P(w1,wl)+|w2|2+- . -+|wn,1\2 < 0}.
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1.3 Su ton tai mo6 hinh thuan nhat ctia mién trong

C" v6i nhém tu dang ciu khong compact

Trong muc nay, ching toi sé chiing minh két qua chinh thi nhat cta

~ 2 e S X 2 X
luan an. Trudc hét, ta can bo de sau.

Bo dé 1.3.1. Gid st Q € Pay, va H € Hap. Néu Mg va My la song
chinh hinh thi phan thuan nhat bac cao nhat cia da thic Q bang da thic

thuan nhat A\H (e z) véi A > 0 va v € [0,27] nao dé.

Chiing minh. Theo [4], ton tai mot ham chinh hinh ¢ xéc dinh trén My,
lien tuc trén Mg sao cho |¢| < 1 véi z € Mg va ¢(z) dan dén 1 khi 2
dan ra vo cung. Goi ¢ : My — Mg 1a anh xa song chinh hinh. Ta ¢6 the
khang dinh rang ton tai ¢y € R sao cho limxx?(()) inf [ (0, z + ity)| < +oo.
That vay, néu diéu nay khong x4y ra thi ham ¢ o ¢ sé bang 1 trén nia
phang {Rez, < 0,2/ = 0} va diéu nay khong thé duge vi |¢] < 1 véi
|z] > 1. Vi vay, chiing ta c6 thé gia st rang ton tai diy z; < 0 sao cho
limxy, = 0 va lim (0, z;) = 20 € OMg. Theo [41], 4nh xa 1) c6 thé théac
trien thanh anh xa dong phoi cho dén bien My trong mot lan can ciia
(0,---,0). Hon nita, S. Bell [6] da chi ra rang thac trién nay thuc sy 1a

mot vi phoi. Diéu nay dé dang suy ra két luan ciia bd dé. O

Bay gio chiing toi sé chitng minh két qué chinh thit nhat ctia luan an:
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DPinh 1y 1.3.2. Gid st Q la mot mién trong C" va ps € OQ 1 mot diém
bien. Gid su rang
(a) O la nhdn, gid loi trong mot lan can nao doé cia diém ps € OQ va
6 kiéu 2m tai poo,
(b) Hang ciia dang Levi it nhat bing n — 2 tai pso,
(¢) Ton tai day {p,} thuoc Aut(Q) sao cholim p,(a) = psvdi diem nao
do a € (),
Khi dé, Q song chinh hinh vdi mién cé dang sau
My = {(w1,- -+ ,wy,) € C": Rew,+H (wy, W) +|ws|*+- - -+|w,_1|* < 0},
trong dé H la da thic thuan nhat, bac 2m va dieu hoa dudi trén C.
Dé chiing minh dinh 1y nay, ching ta ap dung phuong phép cia F.
Berteloot ( xem trong []). Trudc tién, v6i mot mién €2 trong C" va z € Q
ta ki hieu P(€, z) 1a tap cac da thitc Q € Ps,, sao cho Q 1a diéu hoa dudi

va ton tai mot song chinh hinh ¢ : @ — Mg théa man ¢(z) = (0, —1).

Béng 1ap luan tuong ty nhu trong ching minh cia [8, Ménh dé 3.1] (ap

dung Dinh 15 [1.2.12{ v& B dé|1.1.9), ta ciing nhan duge khing dinh sau:
néu ) thoa man cac gia thiét ctia Dinh 1y thi P(€2, z) khac rong.

Hon nita, ton tai cac cach chon diém z sao cho phan tit bat ki ctia P (€, 2)

déu c6 bac 2m. Chinh xac hon ta c6 ménh dé sau.

Meénh dé 1.3.3. Gid s Q la mot mién trong C* théa man

(1) Ips € 0N sao cho OQ nhdn, gid 167 va cé kiéu hiu han trong mot

lan can nao do cua diém pe,



48
(2) Hang cia dang Levi it nhat bang n — 2 tai pso,

(3) 329 € Q, Fp, € Aut(§2) sao cho lim ¢,(2)) = Peo-
Khi do

(a) Vz € Q:P(Q,2)#10,

(b) 3zy € Q sao cho néu Q € P(8, Zy) thi deg Q = 2m, trong dé 2m la

kiéu ctia O tai Poo s

(c) 3Q € P(Q, %) sao cho Q@ = H + R, trong d6 H € Hay va
deg R < 2m.

Ching minh. a) Goi z € . Theo Ménh dé [1.1.8, ta ¢6 lim p,(2) = pso.

Xét day cac diem {n, := ¢,(2)} va day cac phép bién ddi {T,} két hop
véi day {n,}. Day {T,} xac dinh trong mot lan can U clia py € 2. Do
d6, ta c6 hai day cac mien Q, := ¢, (2N U), D, := T,(QNU) va day
cac song chinh hinh

Yy )y, — D,

z— (0, —1)

cho béi ¢y, := T 0 ¢, |o,. Do Ménh deé|1.1.7, bang viéc trich day con néu

can, ta phai kiém tra céc tinh chét sau
(i) {Q,} hoi tu dén Q,
(ii) {D,} hoi tu dén Mg véi Q € Payp, \ {0} nao do,

(iii) {t;, '} hoi tu deéu trén cic tap con compact ctia Mo,
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(iv) {¢,} hoi tu déu trén cic tap con compact cia €,

(v) Néu ¢ :=lim, thi ¥(Q) C M.

Phan a) ctia Ménh dé |1.1.8| chi ra rang {¢,} hoi tu déu trén cac tap

con compact clia  dén pe va diéu nay c6 nghia rang Q, hoi tu dén .
Su hoi tu clia D, dén mo6 hinh Mg nao d6 duge suy ra tit viec chon cac
phép bién doi {7} nhu da chi ra & muc 1.2. Do 9 nhin va gia 1i trong
mot 1lan can nao dé cliia diém p. nén ton tai mot lan can di bé B cla

Poo 520 cho 2N B siéu 16i. Vi thé Q N B 1a mién taut. Vi vay, Ménh dé

1.1.8| (phan b) chi ra rang Q cing la mién taut. Do ¢, (0, —1) = z véi

moi p nén {¢, '} hoi tu déu trén cac tap con compact ciia Mg (trich ra

day con néu can). Su hoi tu ctia day {¢,} suy ra tit Dinh 1y (1.2.12} Cudi

cung, vi p < 0 tréen M v p(z) = —1 nén bang cach ap dung nguyén
1§ cuc dai cho ham Re, + Q o by + [¢o|> + -+ + [ 1]* = p ta c6
Y(2) C Mg.

b) Sau khi thitc hién cac phép bién déi toa do, ta c6 thé gid st ring ton

tai lan can du nhé U clua p sao cho

n—1 n—1
2€QNU < Rez, + H(z,21)+ Y Re(B(21,21)7a) + Y |zal’+
a=2 a=2
n—1
+O(|2 " + |all2l + D 12al*) <0,
a=2

trong d6 H € Hay, va B*(z1,21) € Pon 2 <a<n-—1).

Goi z, = (0, _zl?)' Ta xét day cac song chinh hinh tuy y v, : Q@ — Mg,
sao cho ¥,(z,) = (0/, —1). Ta sé& chting minh rang deg @, = 2m khi p
dt 16n. Lay hop thanh 1), v6i phép bién doi dang (21,29, - ,2,) —
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(Ap21, 22,y 2n), Ap > 0, ta c6 thé gid st ring ||Q,|| = 1 v6i moi
p. Khi d6, liy diy con néu can, ta c6 thé giad st ring limQ, =:
Qoo € Py,. Tiép theo, ta xét cac phép co gian A, : C* — C"
cho béi Ap(z1,--+,2,) = (%/P21,\/PZ2, s \/DZn—1,D%n) V& CAC mien
Q, = A,(QNU), D, = ¢,(QNU). Biing cach dit 1, = ¥, |onw oA
ta nhan dugc day cac song chinh hinh

?Zp QY — D,y

(0, —1) — (0, —1).

Ap dung Ménh dé&|1.1.7, ta c6 thé chi ra ring day {¢,} hoi tu dén song

chinh hinh ¢ : My — M_. Didu nay suy ra ring deg Qo = deg H = 2m
va deg @, = 2m v6i p di 16n. Dé dang thay rang , dén My. Ching ta
sé chi ra rang D, hoi tu dén My . Theo Ménh dé|1.1.8} day {zpp_l} hoi tu

déu trén cac tap con compact ctia Mg_ dén p.. Diéu nay c6 nghia la: véi
moi K € Mg_, taco ¢, ' (K) € QNU (tic la: K € D,) véi p di 16n. Mt
khac, do K € D, v6i p di 16n nén ta c6 ¢, ' (K) € QNU. Diéu nay suy ra
ring K € Mo, v6ip dit 16n. Do d6, K € Mg_. St hoi tu clia ;! (tuong

uing @Zp) dudc suy ra trie tiép tit Dinh 1y [1.2.12] (tuong ting Bo dé|1.1.9).

Cubi cing, do ¢(Mp) € Mg_ va ¢(0/,—1) = (0/, —1) nén bing cach ap
dung nguyén 1§ cuc dai cho ham Re ¢y, + Qo 0 1 + [tha]? + -+ 4 [thy 1 |?
ta thiy ring (My) C Mg_. Tit B6 dé[1.3.1} ta c6 deg Qs = 2m. Diéu

nay két thuc chiing minh phan b).
¢) Ta xét song chinh hinh da dugc xay dyng & phan a)
Y Q0 — Mg

2() = (O/, —1).
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Ta biét rang
1 2m

Q=1lim—72 (1101} )) Py,
e
trong do 7', = (Np, -+, Map + €p) € 0Q, €, >0, lime, = lim7(1), €,) =
0, Pip =2 i1 ajk(n’p)w{wf, lim [Py, = 0 v6i I < 2m va lim Py,
= H. Tuy nhién, theo phan b), bac cia @ bang 2m. Do do, €, ~
(1, €,)*". Vi vay phan thuan nhat bac 2m cia da thic Q bang
AH v6i A > 0 nao d6. Lay hgp thanh ¢ véi (2,290, ,2,) —

(A2 2, 29, -+, 2,) ta dude diéu can chitng minh. ]
Bay gio ta can nhic lai bo dé sau (xem [8, B dé 4.2]).

Bo dé 1.3.4. Gid st Q € Psyy, vdi degQ > 2 va ton tai diy z, € C hoi
tu dén 0o sao cho im Q;4(zx) = 0 vdi j,q > 0 va (j + q) < deg Q. Khi

dé, ton tai mot so v € [0,27) sao cho
(i) lim Re(e™ z,) = 0,
(ii) Q = M(2Re(e"2))* — 2Re(e”2)?], trong dé X > 0 va s = deg Q.

Dé ching minh dinh 1y chinh thé nhét ta ciing can bo dé sau. Bo dé
nay la mot md rong cla [8, Bo dé 4.3].
B6 dé 1.3.5. Gid st Q la mot mién trong C* vdi bién nhin, ¢id 10 va
c6 kiéu hiu han trong mot lan can nao dé cua . Gid st rang ton tai

song chinh hainh f : Mg — Q (Q € Pay) va day nao do a, trong Mg sao

cho

(i) lim |a,] = +oo,



52
(ii) |Re any + Q(ary) + |agp|* + -+ + |an—1,[*| = ¢>0, ¥p >0,
(11i) lim f(a,) = &.
Khi dé, limy_, o (2, 2, £ it) = € vdi bat ki z € M.
Chitng minh. Goi ¢ la ham chinh hinh trén Mg da duge dua ra ¢ phan
dau ctia chiing minh B6 dé[1.3.3] Do |¢(2)| < 1 va ¢(z) hoi tu dén 1 khi

2 — 00 nén ton tai cdc hing s6 A > 0 v a > 0 sao cho ta c¢6 thé dinh
nghia duge ham da diéu hoa dudi am ¢ trén My béi

¢ = max(|p|> — 1, —a) trén Mo\ {|z| < A}

¢ = —a tréen Mo N {|z| < A}
Theo cach xay dung, gg théa man cac udc lugng sau

[6(2)] S zal + [2a™) 7N i 2] > M >0, (1.36)
trong d6 M > 0 1a s6 dt 16n. Ap dung bd dé Holf cho ham ¢ o f71, ta
c6 thé tim duge mot 1an can V cia ¢ sao cho

d[f(2),09] < [|zn] + |21 7YV v6i 2| > M va f(2) € V. (1.37)

Goi (d'p, z,) € Mg la mot day cho truée sao cho f(a'y,2,) € V. Xét
dia giai tich h € H(A,Q) cho béi h(u) = f(dp, 2z, + ulcy|), trong doé

cp = Rez, + Q(ay,) + |agy|* + - - + |an_1,/* T Dinh Iy [1.2.12] ta suy ra

rang

lu| < 1/2 = |h(u) — h(0)] < d(h(0),0Q)Y*™, (1.38)

Tu (|1.37)) va (1.38]), ta c6
af, 1

| (a'p,zn)\ S 2 9 om\a
Ozp | Re z, + Qa1p) + |agp* + -+ + |an—1,?|(|20] + |ale| ))
1.39
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Voi |z| > M, f(dp,z) €EVNQ, j=1,--- ,nvaa=2mN)

Xét day anh xa F), : [0,400) — € cho bdi

Fyp(z) = fd'y, anp — ).

Bay git ta sé chi ra rang (F},) hoi tu déu trén [0, +00) dén &. That vay, gia
st phan ching rang diéu nay khong dang. Ton tai hinh cau B C V tam €
va mot day X, € (0, +00) sao cho F,(X,) € 9B va F,([0,X,]) CBCV
(trich day con néu can va chi § rang lim F,(0) = ¢ do diéu kién iii)). Tt

bat ding thic (1.39) va diéu kien ii), ta c6

+00 dr
Fy(X,) — F,(0)] < , 1.40
’ P( p) P( )‘ N/O (.CC—FC)“ZC—RGCan’—f—Bp]a ( )
trong d6 B, := |Im a,,| + 2|ay,|*™. Ki hieu I, := [" h,(z)dz 1a tich

phan & vé phii ctia (1.40)). Ta sé dAn dén mau thuan bang viéc chi ra rang

liminf 7, = 0. Néu liminf(Re a,,) = —oo thi diéu nay dugc suy ra truc
tiép tit dinh 1y hoi tu bi chdn ctia Lebesgue vi h,(z) < (x+ ¢)~(@*) . Néu
liminf(Re a,,) > —oo thi ton tai s6 K > 0 sao cho Rea,, < —K véi moi
p. Do d6, | Re a,,y| < max(K,|Q(ayp)|) va tiri) suy ra rang lim B, = +o0.

bat y = x — Reay,, ta nhan dugc

! k  (y+c+Reap)(y+ Bp)® —Reap, (y + c+ Rean)(ly| + By)>
(1.41)

Theo dinh 1y Lebesgue tich phan dau hoi tu vé khong. Mat khac, tich

phan tht hai nho hon dai lugng

K

d K Rea,

Bpo‘/ Y — BLn( +c+ eap).
—Reanpy—i_c—{_Reanp P C
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Do —K < Reay, < |Q(a1p)| < Jaip/*™ neén tich phan thit hai ciing hoi tu
ve khong.
Tiép theo, ching ta sé chi ra rang ton tai day {&,}, & € 99 sao cho
limé&, = & va lim, o0 f(d'p, anp — @) = limy_ 1 o f(dp, anp £ it) = &, Vi

moi p. Theo chiing minh trén, ta c6 thé gia st rang F,([0, +o0)) C V.

Do dé6 tur ((1.39) va ii) ta c6

X
VXX’ € (0,400 : |F,(X) - (X 5 [ T - TR

(1.42)
Diéu nay ching minh sy ton tai ctia day {&,}. Su hoi tu ctia day nay
suy ra tiu su hoi tu cta day {F,}. Bay gio ta con phai ching to ring
limy oo [y, anpEit) = &, v6i moi p. Gid st rang diéu nay khong ding.
Khi d6, ton tai hinh cau di nhé B C V tam &, va mot day {X;} sao cho
f(dy, anp +1X;) ¢ B valim | X;| = +o0. Xét duong ~; : [0, 1] — Mg cho
béi v(t) = (1 —t)(d'p, anp — | Xi]) +t(d'), anp +iX;). Do lim f o, (0) =&,
nén ton tai a; € [0,1] sao cho f oy (x;) € OB va foy([0,2]) Cc BC V.

Vi vay, tit (1.39) va ii), ta c6

wl dx
[fom(0) = fom(@)| S /O e+ (1 — )|z ]][ X)) (1.43)
c+ \Xl|

S Xl Ln(

).
Diéu nay khong thé xay ra.

Ta sé két thic ching minh bang viéc chi ra rang day {,} thuc su la

ddy hing. Do lim¢&, = & nén ta c6 thé gia sit ring 9O gia 10, kiéu hitu

han tai &,. Do d6, theo Ménh dé [1.1.8) ta ¢6 limy o f(2/, 2, £it) = &,

voi bat ki z € Mg. Vi vay day {&,} 1a day hang. O
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Viéc kiém soat day cac phép co gian két hop véi qui dao {p,(Z)} lien
quan chit ché v6i dang dieu ctia {p,(Z))} trong Q. Nhung tiéc rang viéc
kiém tra truc tiép dang diéu nay duong nhu khong thé. Vi thé muc dich

ciia ching ta la nghién citu &nh cta day {¢,(Z)} trong mot mo hinh da

thitc Mg ctia Q. Tu d6, ching minh ctia Dinh ly [1.3.2] dudc suy ra tu

meénh dé sau.

Meénh dé 1.3.6. Gid st Q la mot mién trong C"* théa man cdc gid thiét

sau

(1) 02 nhén, gia loi trong mot lan cin nao dé ciia ps € O va c6 ki

2m i poo,

(2) 3z9 € Q, Jp, € Aut(Q) sao cho limp,(z0) = pao. Goi Zy € Q va
Q € P(Q, z) dugc cho bdi Ménh deé . Dat i la song chinh hinh
gitta Q va Mg, né bién Zy thanh diem (0',—1). Ki hiéu 1 o @,(Z)
bdi ap, = (aip, - -+, anp) va ki hieu | Re b, 0 0, (Z0) + Q1 o ¢p(Z0)] +
W9 0 0p(Z0) |2 + -+ + [tn_1 0 ©p(20)|?| bi €,. Goi H la phan thuan

nhat bac cao nhat cia da thic Q.
Khi do, ta co6 ba khd nang sau day.

(i) Néu lime, = 0 va liminf |a;,| < +oo, thi Q(z) = H(z —a) +
2Re Y7 L (2 — a)i(a € C) va Q ~ My,

(ii) Néulime, = 0 valiminf |ay,| = +oo thi Q(2) = H = A\[(2Re(e”2))*"—
2Re(e”2)?*™)|(A >0, v €[0,27)) va Q ~ My,

(i4) limsup e, > 0 tht H = Az[*"(A > 0) va Q =~ My.
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Chiing minh. Ta c6 thé gia sit ring deg Q > 2. Néu khong thi Q = |z|?

va Menh dé dugc suy ra tit Menh dé |1.3.3] Xét truong hgp lime, = 0.
Dinh nghia day da thic {Q,} bdi

1 Q@ Q(alp) J4q .J=q
Q,=— g — T 2z, 1.44

P jq>0
trong d6 7, > 0 duge chon dé ||Q,|| = 1. Lay day con néu can ta c6 thé
gid st rang lim Q, = Qu, trong d6 Q € Pam VA ||Q|| = 1. Ta xét day

cac tu dang cau cua C" sau

o, C" — C",
22,
trong dé 2’ cho bdi
( 1 2m Qs(a1y) . n—1
2= — {Zn —anp — € +2 ) j]—ilp(zl —ap) +2 ) ap(z — ajp)
€p j=1 j=2
e~
Zi=—|zxn—a
1 - 1 1p
1
< Z9 = —[22 — a2p]
€p
1
/
Zn—1— _[Zn—l — Qp—1 ]
\ Ve g

(1.45)

Dé dang kiém tra thiy ring ¢, la song chinh hinh tit Mg len Mg, va

bién a, thanh (0/,—1). Theo ching minh ctia Ménh dé [1.3.3, ton tai

lan can U clia py va ddy cdc phép bién doi T, két hop véi day ¢, (Z)
sao cho day cdc mién D, := T,(Q2 N U) hoi tu dén mo hinh M. Dat
Yy = (¢p 0 ) |anu oTp_l va M, = ¢, 0p(2NU), ta dinh nghia day cac
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tu ding cau
Yy, Dy — M,
(0, =1) — (0/, —1).
Lap luan tuong tu nhu é muc trong ching minh Meénh dé [1.3.3 ta c6

thé gia st rang (1,) hoi tu dén song chinh hinh nao d6 1, tit Mg len
My.. (6 day, ta cling 4p dung Dinh 1y [1.2.12| va B6 dé [1.1.9). Do do,

Yoo 01 1& mot song chinh hinh gitta © v Mg__ bién Z, thanh (0/, —1). Vi

vay, Ménh dé|1.3.3b) suy ra rang deg Q. = 2m. Nhung dong nhat thrc

1.44)) ching t6 rang diéu nay la khong thé trit trusng hop

T, & e/ 2" (1.46)

lim Q;g(a1,) =0 v6i j,g >0va j+q < 2m. (1.47)

Néu lim inf |a;,| < +oo thi trich ra diy con néu can ta c6 thé gia st ring

lim a;, = a. Do do, (1.47)) suy ra Q;g(a) =0 véi j,¢ > 0 va j + ¢ < 2m,

Vi phan thuan nhat bac 2m trong @ bang H nén diéu nay chiing minh

i). Néu lim |a;,| = 400 thi khang dinh ii) duge suy ra tit Bé dé [1.3.4,

Bay gid ta xét truong hgp limsup e, > 0. Lay diy con néu can ta c6 thé
gid st rang €, > ¢ > 0 v6i moi p. Ta sé nghién ctu tac dong thuc (g:)
len Q bdi )

g:RxQ—Q
N (t,2) — g:(2) (1.48)

() = 0 [(=) + (0 i)
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Tit B dé[1.3.5] ta két luan ring tac dong nay 1a tac dong parabolic, tiic

N

1a

Vze: tliin Gt(2) = Poo- (1.49)

Theo [4], tac dong (g;); 1a nhin. Vi thé, ta c6 thé xét truong vécto tiép
xtic chinh hinh X x4c dinh trong mot lan can ciia diém po trong OS2 cho
boi
> d
X =—agq(z
dtgt( )

Ap dung cac két qua ctia E. Bedford va S. Pinchuk [3], [4], ta két luan

t=0

rang H = |z|?™. Sau d6, ta c6 thé ap dung ki thuat scaling dé chi ra

rang 2 song chinh hinh v6i M), j2». Dieu nay két thic chting minh Ménh

da[1.3.6 O



Chuong 2

Pic trung ctia mien 16i tuyén tinh
trong C” bdi nhém tuv dang cau

khoéng compact

Trong chuong nay, ching toi ching minh két qua chinh thi hai cla
luan an (Dinh 1y [2.3.2)). Két qua nay 1a mé rong két qua ctia H. Gaussier
[16] va da duge cong bo trong bai bao [35]. Trong bai bao [16], H. Gaussier
da st dung tinh chat tach mién béi céc siéu phang tuwa dé chi ra tinh
chuan tic ctia ho cac anh xa scaling. Déi v6i mién khong 16i thi tinh chat
nay khong con nita. Tuy nhién, néu mién 1a 16i tuyén tinh thi ching toi
sé chi ra rang mién ciing tach dudc bdi cac nén. Tit do, tinh chuan téc
ctia ho cac anh xa scaling dugc ching minh bang cac ki thuat co ban
ctia Giai tich phtic. Dé trinh bay két qua nay, muc dau danh cho viéc
xay dung cac da dia quanh nhitng diém gan bién ctia mién 16i tuyén tinh
va néu ra mot so tinh chat clia né. Trong muc 2.2, ta xét cic da dia tam

tai ¢” := h,(q), trong d6 ¢ € Q va day cac tu dang cau {h,}, hoi tu dén

29
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Poo. Dieu nay cho phép anh xa mién Q thanh cac mién scaling bang cach
co gian hé toa do. Sau do6, ching ta chi ra rang cac mién scaling hoi tu
dén mién v6i ham xéac dinh bién da thitc (mot mo hinh da thic). Trong
muc 2.3, ching to6i chitng minh tinh chuan tic ctia day scaling. Tu do,

mién €2 song chinh hinh v6i mo hinh trén.

2.1 Heé toa do va da dia caa M. Conrad

Trong luan an tién sy, M. Conrad [43] da dua ra cach xay dung cac da
dia trén cac mién 16i tuyén tinh trong C" va dong thoi chiing minh mot
sO tinh chat cia cac da dia nay. Nhung nhiing két qua nay chua dudc
xuat ban. Vi vay, dé tien loi ching toi sé dua ra cac chiing minh chi tiét.

Hé toa do trong C" dugc ky hiéu bdi z = (z1, 2'), trong d6 z; € C va
2 € C" 1 Gia st Q 1a mot mieén trong C" vé6i bien 92 nhan, 16i tuyén
tinh va c6 kiéu hitu han trong mot lan can nao dé ctia diém p.,. Khong
mat tinh tong quat, ching ta cé thé gid st rang p. = 0 va kiéu ctia 0
tai goc toa do bang 2m. Khi d6, ton tai mot lan can U clia po = 0 trong
C" sao cho Q N U 1a mién 16i tuyén tinh va dudc xac dinh bdi mot ham
nhan

r(z1,2") = Rez1 + h(Im 2, 2'),
trong d6 h 14 mot ham nhin. Ching ta c6 thé gia st ring ton tai mot
0 thuc duong €y > 0 sao cho cac tap mic {r(z) = €} 1a 16i tuyén tinh
vl Mol —ey < € < €.

Véi méi € € (0,¢/2), ¢ € QN U thod man |r(q)| < €/2 va moi vécto
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don viv e S" 1 :={v e C": |v] =1}, ta dit
7(q,v,€) :=sup{p > 0: r(g+Iv)—r(q) < evéi A € C thod man || < p}.

Dé dang thay rang 7(¢,v,€) 1a khoang cach tit ¢ dén S, := {r(z) =
7(q) + €} doc theo dudng thang phiic {g+ v : X € C}. D6i v6i mdi diem
g € QN U va bat ky hang sd6 duong di nhé e ta két hop véi

(1) Mot hé toa do chinh hinh (zq, 29, -« , 2,,) tam tai ¢ va bao toan tinh
truc giao,
(2) Céc diém py,pa,- -+, p, trén siéu mat S, va

(3) Céc s6 thuc duong 71(q, €), 2(q,€), -+, Talq, €).

Cach xay duyng da dia dugc tién hanh nhu sau. Truée hét, ta dit

.. Vi)
L Vr(g))

V6i € dit bé, ton tai duy nhat diém p; thuoc S, sao cho khoang cach

va Tl(Q? 6) = T(Q? €1, 6)‘

tren dat duge. Chon mot tham s6 hoé toa do ciia duong thang phiic néi

q v6i p; sao cho z1(0) = ¢ v p; nam trén truc thyc duong Re z;. Bdi

or

52-(q) = 1 va vi thé néu

cach chon truc thuc duong cho toa do z1, ta co

U du bé thi 8‘9—9;(2) ~ 1 v6i moi z € U. Mat khac, ching ta cling c6
71(q, €) ~ €, (2.1)

4 day hing s6 xac dinh mot cach doc lap véi g va e. Bay gio ta xét
phan bu tryc giao H; ciia khong gian sinh béi toa do z; trong C". V6i

moéi vy € Hy NS" 1, ta tinh 7(g,v,¢). Do gid thiét bien 9Q c6 kiéu
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hitu han nén khodng cich 16n nhat 14 hitu han va dat dudc tai vécto
ex € Hy N'S"! nao dé. Dat (g, €) == 7(q, e, €). Goi py € S, 1a diem
sao cho pa = q + T2(q, €)ea. Toa do 23 duge xac dinh bdi viec tham s6
hoa dudng thang phiic ndi ¢ v6i ps sao cho 2z(0) = g va py nam trén truc
thuc duong Re 2o. Tiép theo, ta goi H, 1a phan bu tryc giao ciia khong
gian sinh bdi 21 va 2, trong C" va lap lai cach xay dung & trén. Ct tiép
tuc qua trinh nay ta nhan dudc n ham toa do z;, cac vécto e;, cac sO
7j(q, €) va cac diém p;(1 < j < n). Do cich xay dung ta c6

g—;(m) =0 va %(pk) = 0 v8imoi j >k > 2, (22)

trong d6 z; = z; +iy; (1 < j < n). Cac e-da dia va cac dong dang clia
n6 theo hé s6 ¢ > 0 duge dinh nghia bdi

cP(q) =4{2€C": |z —qi| < cme(q,e) , 1<k <n}.

B6 dé 2.1.1. Ton tai hing s6 ¢ > 0 sao cho

(i) T1(q; €) < ce,

(ii) Vi moi j > 2, 7j(q,€) < ce'/?™.

Chiing minh. (i) dugce suy ra tit cach xay dung hé toa do.

(ii) Gia st nguge lai rang ton tai hang s6 C' > 0, chi s j, diém ¢ € QNU
va € > 0 sao cho 7j(q,€)*"™ > C.e. Do € > r(q+ Ae;) — r(q) v6i moi
A € C thod man |A| < 75(g, €), ta c6 7;(g, €)*™ 1 > C.(r(qg+ Aej) — r(q)).
Khi d6, ton tai duong thang phitc C 3 A — ¢ + Aej ¢6 cap tiép xtc 16n
hon 2m doi véi S, . Diéu nay trai véi gia thiét cta ta va (ii) da duge

chiing minh. H
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Do tinh 16i tuyén tinh ctia mat mic {r(z) = €} nén chung ta c6 hai

bo de sau.

B6 dé 2.1.2. Ton tai hing s6 ¢ sao cho, vdi moi ¢ € QN U vi

0<e<e€/2, ta co:

aP(q) C{r(z) <r(q) + ¢} (2.3)

Chitng minh. Chung ta sé chi ra ring (2.3) dung véi ¢, = 4%. Goi

(21,29, , 2,) 1a hé toa do tuong ting vé6i ¢ va € trong xay dung G treén.
Véi mdi z € P.(q), ta dinh nghia ham

< || + Yk
k=1

Ti(q, €)
trong d6 zp = Rezg, yp = Imz,. D& dang thiy riang h(z) < 1, Vz €
c1P.(¢q). Chung ta sé chiing minh réng h(Q) > 1 véi moi Q € S, NU N
P.(q). Diéu nay két thic viéc chiing minh bd dé. Gia sit ngudc lai rang
h(Q) < 1. Goi H la khong gian tiép xic véi S, tai Q. Khi do, ton tai
mot véctd X € C", X #0saocho H={z€ C":< 2, X >=< Q, X >}.
Khong mét tinh tong quat, ta gid st rang X, £ 0véi k =1,2,--- ,n. Béi
néu khong ta xét diém Q € HN P.(¢) trong UN{z : z;, = 0 néu X, = 0}

e

VOl

0néu X, =0

Q=
Q) néu ngugc lai.
Do chiéu phitc cia H lan —1 va X, # 0 véi moi 1 < k < n, nén ton tai

cac diem z¥ = \zep € H thod man N\, € C for 1 < k < n. Do dé, ta c6

2% > 7u(q.€) (1< k < n). (2.4)
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Bay gio sieu phang dugce bieu dién duéi dang
n
H={z=2'+ Zak(zl — M), oy € CL
k=2

Do @ € H nén Q = 2! + 37, ap(z! — 2F), trong d6 ag,ag, -, a, 1

cac s6 phtic ndo d6. Vi vay

Q1= (1+ Zak)z% va Qp = —apzh, k=2,--- ,n. (2.5)
k=2
Néw h(Q) < 1thi 1 > h(Q) = 0 T g QW

(g, €) Tk(q, €)

2.9|) va (2.4), ta c6

71(Q76) =2 Tk(qae =9

Tuy nhién, tu (2.5) ta cling co

@il =11+ D all2'] > [14+ > axlmi(g, e). (2.7)
k=2 k=2
Vi vay, tit va ta co
L= o > 14+ [ >1=) oyl

k=2 k=2 k=2

Bat ding thic trén la mau thuln. B6 dé dugce chiing minh. O
B6 dé 2.1.3. Ton tai hang so ca > 0 sao cho

c2Fe(q) D {r(z) > r(q) — €}
Ching minh. Ap dung dinh 1y ham an va phép bién ddi toa do, ta co:

r(z) —r(q) = Rez1 + hi(2') + ho(Im 21, 27). (2.8)
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Do S, 161 tuyén tinh nén h(2’) > 0. Hon nita,
|ho(Im 21, 2")| < |Im zq]. (2.9)
T (2.1)), v6i moi z € P.(q) ta c6
r(z) —r(q) > Rez1 + 0 = C|Im 2| 2 —|z1| 2 11(q, €) = —e.
Bé dé dugc ching minh. O
Bo6 dé 2.1.4. Ton tai hang sé6 C > 0 sao cho, vdi moi g € QNU, ta cé
L,NQoNnU =0,

trong do I'y == {z € C" : v,(2) = Re(0r(q)(z — q)) — C|Im(dr(q)(z —
)| = 0}; Qg = {r(z) <r(q) +¢€}.

Chitng minh. Tu (2.9) va (2.8), ton tai hing s6 A sao cho, v6i moi

z€Q,oNU, taco
0>7r(z) —r(q) > Rez; — Al Im z|.

Do cach chon hé toa do nén ta c6 dr(q) = (1,0,---,0) va vi thé v,(z) =
Rez; — ClIm z|. Lay C > A, ta nhan dugc 7,(z) < Rez; — A|Im 21| <
0, V2€Q,oNnU. Vivay, [,NQ,oNTU = 0. O
Nhan xét 2.1.5. Hang so C bat bién qua moi cich thay doi toa do.
B6 dé 2.1.6. (i) Vi moi j <n, ta cé 2-(p;) la s6 thuc.
J

(11) Ton tai hang so ¢ > 0 sao cho vdi moi j < n, ta cé

or Tl(Qu 6)

— (p.)| > .
0z i)l 2 “7ila,¢)
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(iii) Néu j <n—1 thh £~(p;) = 0 vdi moi k > j.

Chiing minh. 1) va iii) duge suy ra tit cich xay dung & trén.

ii) Trong hé toa do (21,22, -+ ,2,), 21 truc giao v6i S, tai p; va la
mot thay doi nhé clia phap tuyén ctia mat 0 tai ps. Chon lan can U
nho hon néu can va do dang cia ham xac dinh bién r, véi moi g trong

U va véi € dua bé, ching ta c6 thé gid st rang

Diéu nay chiing minh ii) cho trudong hop j = 1. Bay gio ta xét cac nén

Iy, v6i k=2,--- n. Theo i) ta ¢c6 Im Or(px)pr = 0. Dt

or
= 71(617 6)8_zl<pk)

Khi do, |ag| = 71(q, €) va Im akg—;(pk) = 0. V6i hang sd thich hgp ¢ > 0

(doc lap véi ¢, €) thi w* € S, ., trong d6 w* := (cay,0,---,0). Theo B6

dé 2.1.4, ta c6 v, (w*) < 0, nghia la:

or or
—_— < —_— . )
Re 7 (pr)cay, < Re o (pr) (g, €) (2.10)

Tit Re 52 (pi)cay ~ |55 (pr)[Pri(g, €) Z mi(g.€), ta suy ra réng ii) ding

véi moi k= 2,--- ,n. [

2.2 Scaling mién QNU

Trong muc nay, ching ta st dung phuong phap cta H. Gaussier [16]

dé khang dinh ring diy mieén scaling hoi tu. Gia st rang p. la diém
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tu quy dao ctia mién Q trong C". Khi d6, ton tai day cac tu ding cau

{h,},>0 ctia mién © va ton tai diém ¢ trong  sao cho

lim h,(q) = poo-

V—00

Dé thuan tién ching ta st dung céc ky hiéu nhu sau.

¢" = hy(q),

e, = —1(q").
Tuong ting v6i ¢ va €,, ta c6 he toa do méi (27, ,2z"), cac sd thuyc
duong 7,1, -+, Ty, V& cac diém pi,---,pr. Phép d6i toa do ti hé toa do
chinh tac sang hé méi (27, -+, 2%) 1a hgp thanh ctia mot phép tinh tién
T,, v mot phép bién ddi Unita A,. Hon nita, (A, o T,) ! x4c dinh trong
mot lan can c6 dinh ciia goc toa do. Ham xéac dinh bién tuong tng r,
ducgc xac dinh bdéi

r,=ro(A,oT,) "

Trong mot lan can ¢ dinh clia z = 0 ta co thé viét
n
r,(2) = —€, + Re(z a’zj) + Z Cgﬁz'az’ﬂ + O(|z* ),
j=1 2<]al+|B81<2m

trong d6 a = (g, -+, ), la| =ag+ - +a, va 2/ =252+ 2. O
day, dai lugng O(|z|*"™!) x4c dinh doc 1ap v6i v.

Goi r o A 1a giéi han ctia 7, trén mot lan can compact ¢d dinh ciia pa
khi v dan dén vo han, trong dé A 1a phép bién doi Unita. Khi d6, véi
moi j < n va véi moi da chi s6 a va 3 thod man 2 < |a| + |8] < 2m thi

ton tai cac so a; va C,p sao cho

: v __ . b : v __
6,05 = 05 V3 J1g Cop = Cas
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Bay gio ta xét cac phép co gian toa do

AI/(Z) = (Tu,lzly T aTunzn)

)

1
TV — _TV O Ay.
€V

Khi d6, ham s6 7, c¢6 dang sau
1 & 1
~ 14 v /6
m(z)=—-1+ o Re (Zajry’sz + o Z Cis T
j=1 2<]al+[B|<2m
+O((e)" 2z,

atf _ ;o2 thr | antf
trong do 7,77 = 7,5 T,

Ménh dé 2.2.1. Cdc ham 7, la nhin va da diéu hoa dudi. Hon nita,
ton tai mot day con cia diy {7}, hoi tu déu trén cdc tap con compact
ctia C"* dén mot ham da dieu hoa dudi nhdn 7 cé dang
#(z) = =1+ Re (Y _bjz) + P(¢),
Jj=>1

trong dé P la da thic da diéu hoa dudi bac nhé hon hodc bang 2m.

Chitng minh. Cac ham 7, 1a nhin va da diéu hoa dudi do cach xay
dung. Tt d6 ham gidi han 7 cling nhin vd da diéu hoa dudi. Do
O((€,)/?™|2[*"*1) hoi tu vé khong trén cac tap con compact ciia C"
khi v dan ra vo cing nén ching ta chi can xem xét sy hoi tu trong
khong gian cac da thic bac nhé hon hodc bang 2m. Vi khong gian nay
c6 chiéu hitu han nén cac chuan déu tuong duong. Vi vay, ton tai hing

s6 duong d; sao cho v6i moi v > 1 ta cé

sup{|a’|7,;, \C”,5|7'O‘+ﬁ} < d; sup \Re(Za Ty jWj —I—Z O‘Wcu'a&’ﬂ\,
J,oup lw|<C j
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trong d6 C' := min{cy, ca}; ¢1, ¢ duge cho trong cac Bo dé 2.1.3) va B

de [2.1.4] Diéu nay suy ra ring ton tai hiing sé6 duong dy sao cho véi moi

v>1,taco

sup{|a}|7.;, |C 5\T“+ﬂ} <dy sup |Re( Za Z;) ZC”ﬁz z’ﬁ|

j,a,B 2€CP.,(¢") j

Tit cac Bo dé va B6 dé[2.1.3] ta nhan dugc

sup  |r(z)] < 2e,.

Mit khéc, 4p dung Bo dé [2.1.4] va tit dinh nghia cac da dia P. (¢¥), ta

,

CcO

sup  O([z]*"™) <e,.
2eCP.,(¢")

Tt do, ton tai hang s6 duong ds doc lap véi v sao cho

sup{|a ’TV]7 ‘ ,6’|Ta+ﬁ} < d3€V

J,a,8

Vi vay ta c6 the trich tit day {7,}, mot diy con hoi tu dén ham 7 dugc

cho trong Ménh dé [2.2.1], trong d6 b; 1a céc s6 phiic. O

Goi €, 13 anh clia mién Q N U qua phép ddi bién A 1o A, o T,. Ménh

dé [2.2.1 suy ra réing day mién {€,} hoi tu dén mién D = {7(z) < 0}

theo nghia hoi tu chuan tic theo nghia Carathéodory.

2.3 Tinh chuan tic ctia ho anh xa scaling

Xét day anh xa f, tit b} (QNU) dén Q, duge cho bai

f,,:A;loA,,oT,,th.
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Nhic lai rang lim, .. b, ' (2N U) = Q va trong muc trude ta da chi ra

rang lim, . Q, = D.
Bo dé 2.3.1. Ho dnh za {f,}, la chuan tdc.

Chiing minh. Dat e; = A;l(p]’f), v > 1vaj > 1. Bay gio ta xét he
toa do da dugc xay dung & trong muc 2.2 phu thudc vao v. Trong hé
toa do (z1,-- -, z,) nhu vay, ta c6 pf = (0,---,0,7,;,0,---,0) va vi thé
e; =(0,---,0,1,0,---,0). Hon nita, ta cing c6

Theo phan (ii) cia Bo dé [2.1.6} ton tai hing s6 duong dy sao cho

€

or,
Y > d
S > i

Chiing ta két luan rang ton tai hing s6 ds > 0 sao cho, véi v du 16n, ta

,

co
or,
| > ds. 2.11
e 2 211)
Khi d6, phan (iii) ctia Bo dé 2.1.6 suy ra rang, véi méi k > j va v du
16n, ta co
or,
Ivie) =0
aZk (63)

Tit (2.11)), ta c6 thé chi ra rang ho {f!}, thanh phan dau tién ctia ho

anh xa {f,} la chuan tic. That vay ta c6 e; thuoc 99, v6i moi v. Theo

B

de 2.1.4] ta ¢6 7., (2) < 0 v6i moi z € Q,, nghia la:

O

< or,

O,
—1) <Ol .
G () (Rez — 1) < 5 (o) Im 2
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Goi K la tap con compact tuy y cta €2. V6i v du 16n, K la tap con
compact ctia b, 1 (QNTU) va vi thé f,(K) 1a tap con compact ciia €,,. Khi
d6 bat ky diém w trong K théa méan bat dang thiic

or,
0x1

( or,

o (e1) T £1()]

(1)) (Re f(w) 1) < C|

Do diéu kién (2.11)), ta c6 thé gia si rang

Re f,(w) — 1 < C.|Im f, (w)].

Hé qua 1a ho {f!}, chuan tic. Hon nita, v6i moi v > 1 ta ludon luon c6

fH(q) = 0. Vi thé ta c6 the ta c6 the trich duge tit day {f!}, mot day

v

con ma ta van goi 14 {f!}, hoi tu dén 4nh xa chinh hinh f1:Q — C.

Tiép theo ta sé chi ra rang {f2}, 1a chuan tic. Theo bo dé[2.1.4] ta

6 Ye,(2) < 0 v6i moi z € 2, nghia la:

or ory or, oF,
Re (821 (62),21) +8x2 (e2)(Reze—1) < C.|Im (87;1 (ez)zl) +8x2 (€2) Im zy|.
Hon nita,
. or, o or,
yh—{go (9952(62) = Oy (€2);
. on, or
lim ——(ez) f, (w) = 8_<€2)fl(w)'
<1

Tiép tuc sit dung (2.11) va trich ra day con néu can, ta c6 thé gia si

rang v6i moi w thuoc K va moi v du 16n, ta co
Re fj(w) =1 < C.|Im f7(w)].

Khi d6, ho {2}, 1a chuan tic v& ton tai day con hoi tu dén ham chinh
hinh tit © vao C. Lap lai qua trinh trén va trich day con néu can, ta c6

thé khing dinh ring day {f,}, hoi tu dén anh xa f tit Q vao D. [
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Dinh 1y sau dic trung cho mién 16i tuyén tinh trong C". Day la két

qua chinh thit hai cta luan an.

DPinh 1y 2.3.2. Gid s Q la mot mién trong C" va ps € 00 la mot diém
bien tu quij dao cia Q. Khi dé, néu OQ) nhan, loi tuyén tinh dia phuong
trong mot lan can cia ps va co kiéu hitu han 2m tai diém ps thi song

chinh hinh vdi mién sau
D ={z€C":Rez + P(7) <0},

trong dé P la mot da thitc thuc khong suy bién da dieu hoa dudi bac nhé

hon hodc bang 2m.

Chiing minh. Dé dang thay rang bang cach lay day con néu can, cac tinh

chat sau dang.
(i) {0}, hoi tu dén D.
(ii) {f,}, hoi tu déu trén cac tap con compact ctia
(ii1) {(f,)~'}, hoi tu déu trén cac tap con compact ciia D.
(iv) Néu f := lim f, thi f(Q) C D.

Theo meénh dé [1.1.7, ta kh&ng dinh ring Q song chinh hinh v6i mién
D ={(z,2) € C": =1+Re(}7_, bjz;) + P(2') < 0}. Tir (2.11), ta thay

riing b; khac 0. Bing phép bién déi affine, mién D song chinh hinh véi
mién D = {(z1,2') € C": Rez; + P(2') < 0}. Do Q la hyperbolic nén
D ciing 1a hyperbolic va theo mot két qué ctia Barth [I] mién D khong
chita bat ky duong thang phitc. Khi d6 mién D ciing khong chita duong
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thang phitc. Theo [43, Dinh 1y 2.1] mién D c6 kiéu hitu han va da thiic
P khong suy bién. O



Chuong 3

Gia thuyét Greene-Krantz

Trong chuong nay, ching toi chiing minh gid thuyét Greene-Krantz

cho mot 16p mién cu thé (Dinh 1y [3.1.1). Két qua nay da duge cong bd

trong bai béo [9]. Trudc tien, ching ta gidi thicu két qua ciia K. T. Kim
va S. Krantz va chi ra 16 hong trong chiing minh ctia ho. Sau dé, ching
t61 dua ra mot s6 bo dé. Cac bd dé nay cho phép hoan thanh chitng minh

két qua chinh ctia chuong nay.

3.1 Mot s6 két qua xung quanh gia thuyét Greene-

Krantz

Nam 1993 R. Greene va S. G. Krantz [17] dua ra gid thuyét sau.

Gia thuyét Greene-Krantz. Néu nhom tu dang cau Aut()) clia mién
bi chdan, nhin va gid 10i Q € C" khong compact thi diém tu quy dao bat

ki déu co kiéu hiu han.

Céc két qua chinh xung quanh gid thuyét nay thé hién trong cac cong

74
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trinh ctia R. Greene va S. G. Krantz [17], K. T. Kim [22], K. T. Kim va
S. G. Krantz [23],[24], H. B. Kang [21], M. Landucci [27], J. Byun va H.
Gaussier [10].

Goi Py (09Q) 1a tap tat cd cac diem bien 0Q c6 kiéu vo han. Trong
[27], M. Landucci da chiing minh rang néu P, (99) la mot doan déng
trén bién ctia mién trong C? thi nhém tu dang cau cta Q la compact.
Nam 2005, J. Byun va H. Gaussier [10] da chiing minh dugc rang khong
ton tai diem tu quy dao parabolic trén bien 9Q néu tap P, (99) la
mot doan dong va hoanh véi khong gian tiép xtc phic tai mot diem
bieén nao d6. D61 véi truong hop tap Pa(092) 1a mot dudng cong déng
thi c6 ton tai diém tu quy dao parabolic hay khong? Nam 1994 H.
B. Kang [21] da chi ra ring nhém ty dang ciu ctia mién bi chan
Q = {(z,w) € C*: 2> + P(w) < 1} 1a compact, trong d6 P(w) la
ham nhin va triét tieu cip vo han tai diém w = 0. Nam 2006 K. T. Kim
va S. G. Kantz [24] xét mién gia 16i 2 C C?, trong d6 ham xac dinh ctia
mién Q c6 dang p(z) = Re z; + 1(22,Im 21) trong mot 1an can clia diem
kieu vo han (0,0). Ho da chi ra rang diém (0,0) khong 13 diem tu quy
dao parabolic ( xem [24, Dinh 1y 4.1]). Ho chting minh duya vao diéu kién
® triet tiéu cap vo han tai (0,0). Tuy nhién, diéu nay chua chic dung.
Chang han ham (23, Im z;) = eIzl 4 | 29]%.| Im 21|? chi triét tieu dén
cap hai theo 2.

Muc dich cuia chuong nay la trinh bay chiing minh dinh Iy sau. Dinh
I§ nay chi ra rang: néu P, (09) 1a dudng cong déng thi khong ton tai

diém tu quy dao parabolic.



76

Dinh 1y 3.1.1. Gid st Q C C? la mot mién bi chan gid 10i trong C? va

0 € 90. Gid st rang
(1) 9 la nhdn va théa man dieu kién Bell (R),
(2) Ton tai lan can U cia diem 0 € 9 sao cho
QNU ={(z1,2) €C*: p=Rez + P(z) + Q(z,Imz) < 0},
trong dé P va Q théa man cdc dieu kién sau:

(i) P la nhin, diéu hoa dudi, duong thic su tai tat cd cdc diém
trong lan can nao dé cia goc toa do tric goc toa do va ham nay

z P
triét tieu moi cap tai (0,0), tdc la: lim()% =0, VN >0,
z2—0 |29

(1) Q(z9,Im 21) la ham nhdn va co thé viét dudi dang Q(ze, Im 21) =

| 20| Im 21 |> R(22, Im 21) vdi ham nhdn R(zy,Im z1) nao dé.
Khi dé, (0,0) khong phdi la diém tu qui dao parabolic.
Nhan xét 3.1.2. i) Bing tinh todin cu thé ta cé thé chi ra ring diém
(0,0) ¢6 kieu vo han, cdc diém (it,0) vdit di nhé cé kiéu lon hon hodc
bang 4 va cac diém con lai trong mot lan can di nhd cia goc toa do déu
gid 10 chat (c6 kiéu bang 2).

ii) Phdn vi du da duge dua ra ¢ trén thoa man cdc dieu kién cia Dinh

L3114

i) Van dé ma K. T. Kim va S. Krantz dat ra (Dinh lyj 5) hién nay van

con la mot cau hot md va la mot phan cua gid thuyet Greene-Krantz.

Dinh ly|3.1.1 la mot truong hop riéng cia Dinh ly 5.
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3.2 Su ton tai diém tu quy dao parabolic

Gia © 1a mot mién théa man cic diéu kién ctia Dinh 1y . Trong
muc nay, chiing ta sé chi ra rang khong ton tai diém tu quy dao parabolic
v6i kiéu vo han. Trude tien, ching ta can nhing bo dé sau.

B6 dé 3.2.1. Khong ton tai cic s6 a,b € C vdi Rea # 0 va b # 0 sao
cho

Re[aP(z) 4 b2"P'(2)] = v(2) P(2), (3.1)
vdi s6 nguyén k € N, k > 1 nao dé va vdi moi |z| < €, trong dé ey > 0

la s6 thyc di nhd, v(z) la ham nhdn va y(z) — 0 khi z — 0.

Chitng minh. Gid sit phan chiitng réang a,b € C véi Rea # 0 va b # 0 sao
cho

Re[aP(2) + b2"P'(2)] = v(2)P(2), (3.2)
v6i s6 nguyeén k € N, k£ > 1 ndo d6 va v6i moi |z| < €, trong d6 ¢y > 0
la $6 thuc di nho, v(z) 14 ham nhén va v(z) — 0 khi z — 0. Khi d6

phuong trinh nay tuong duong véi

b Pz
1+ Re[Reazk P((z))] =m(2), VO0<]|z| < e, (3.3)
trong d6 71(z) = 7(z)/Rea. Dat F(z2) = InP(z) va viét z =
, b 1 .
re'?, TRoa Eew. Khi do, theo (3.3]), ta co:
F F
g—x(z) cos(ko + 1) + aa—y(z) sin(ke + ) = —T—f,i + T—Ji%(z).
. 2T — Y . L . PN
bat oy = T g(r) := F(re'). Khi d6, ta dé dang thay rang:
OF OF R

| o R Z.
%(re“po) cos(po) + 8—y(7“e“p0) sin(pg) = —+ T—k%(re 70)
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va
J0) = =55+ Spulre'),
bat h(r) :=g(r) + ] f/@rkl— T Khi dé
h'(r) = rﬁk%(rewo).
Ta c6 thé gia st rang ton tai ry di nho sao cho |A/(r)| < e véi moi
0 <7 < 1. Vithé, ta c6 udc luong sau
e < o)l | [ )i

< |h(ro)| + g\ /rr—kdr\

< o)l = g+ e
Vi vay,

01r) 2 ot = )+ g =

T do, Tlir(% g(r) = +o00. C6 nghia 1a P(re*¥) 4 0 khi r — 0T. Diéu nay
mau thuin véi gia thiét rang ham P(w) triét tieu tai w = 0. O
B6 dé 3.2.2. Khong ton tai cic s6 a,b € C vdi Rea # 0 va b # 0 sao
cho

Re[aP" ™ (2) + b2"P'(2)] = v(2) P(2), (3.4)
vdi $6 nguyén k € N, k > 1 nao dé va vdi moi |z| < €y, trong dé ey > 0

la s6 thuc di nho, v(z) la ham nhdn va v(z) — 0 khi z — 0.

Chatng minh. Gia sit phan chiing ring a,b € C véi Rea # 0 va b # 0 sao
cho

Re[aP" ™ (2) + b2"P'(2)] = y(2) P""1(2), (3.5)
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v6i s6 nguyén k € N, k£ > 1 ndo d6 va v6i moi |z| < €, trong d6 ¢ > 0
la 86 thyce di nho, v(z) 1& ham nhdn va y(z) — 0 khi z — 0. Khi do

phuong trinh nay tuong duong véi

b . Pl(2)
1+Re[Reaz P"“(z)] =(2), VO0<|z| <e, (3.6)

1 .

trong d6é v(z) = ~v(z2)/Rea. Dat F(z) = Piia) va viet z =
2

: —b 1 .
’I"@up,m = EGW). Theo (3.6 y ta co
OF oF . . R R

%(z) cos(kep + ) + a—y(z) sin(ke + ) = — ﬁ%(Z).

bat ¢y = L4 va g(r) .= F(re™). Khi d6

kE—1
F .
e cos{in) + S (1) sin() = 1+ Loy (i)
va
R R, ..
g(r) = —F T T—ﬂl(”f 7).
R 1

bat h(r) :=g(r) +

dia nho sao cho

T Khi d6, ta co thé gia sit ring ton tai ro

3R
ok’

v6i moi 0 < r < 1g. Vi thé, ta c6 udc luong sau

P'(r)] < 5%

]
lg(r)| < ]g(ro !+! \g’ (r)|dr|

= / ]
1 3R l—k.

< |g(ro)| — m +mr
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Do vay ta nhan dugc
1 < 1 |
Pn(reupo) ~ pl-k

k—1

P(re'#) >y,

Vi thé ta suy ra ring P(re™°) khong triet tieu dén cap vo han tai gbc.
Diéu nay trai v6i gia thiét. O
B6 dé 3.2.3. Khong ton tai cic s6 a,b € C vdi Rea # 0 va b # 0 sao
cho

Re[aP""(2) + bz P'(2)] = v(2) P"™(2), (3.7)
vdi 56 nguyén n > 0 nao dé va vdi moi |z| < €y vdi €g > 0 di bé, trong

do v(z) — 0 khi z — 0.

Chitng minh. Gia sit rang ton tai t a,b € C véi Rea # 0 va b # 0 sao

cho (3.7)) dang. Trudc tién, ta xét truong hop n = 0. Khi do, phuong

trinh (3.7)) tuong duong véi

Re[%z% In P(2)] = =14+ n(z2), (3.8)

trong d6 v1(z) := y(z)/Rea. Dat u(z) = In P(z) va viét

2Rea
a+10, z = x+1y. Khi do, theo 1) ta c6 phuong trinh dao ham riéng

bac nhat sau

0 0

gpl(@y) + B+ ay)zu(ey) = ~1+m(@y).  (39)

D¢ giai phuong trinh dao ham riéng nay, ta can gidi hé phuong trinh vi

(ax — By)

phan sau
?'(t) = ax — By

y'(t) =Pr+ay, t eR.
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Bang tinh todn don gidn ta nhan dudc nghiem

z(t) = c1e™ cos(ft) + coe sin(5t) (310)

y(t) = —coe™ cos(Bt) + c1e® sin(Gt, t € R,
trong d6 c1, ¢ 1 cac hang s6 thyce. Ki higu ham ¢(t) := u(x(¢), y(¢)). Khi

ds, g'(t) = =1+ y(z(t),y(t)). Vithe, g(t) = —t + j71(x(8),y(8))d8 +

to

to + g(to). T (3.10), ta nhan dugc

2 +y?t = (] +3)e*™, teR. (3.11)

Xét cac truong hgp sau.

TH 1. o = 0. Trong truong hop nay, taldy ¢y =r > 0, ¢o = 0, trong dé r
da bé. Khi do, trén ting duong tron {x(t) = rcos(t), y(t) = rsin(t), t €
0,27]}, ta c6 g(t) = —t + fvl(x(s),y(s))ds + u(r,0). Lay r du bé, ta
c6 thé gid st rang ]*yl(:v(s)?y(s)ﬂ < 1/2 v6i moi s € [0,2x]. Dé thay
lg(27) — g(0)] > 7. Diéu nay khong thé x4y ra vi g(27) = ¢(0) = u(r,0).
TH 2. a > 0. Theo (3.11)), ta 6 (x(t),y(t)) — 0 khi t — —oo. Khi do,

u(z(t),y(t)) — +oo khi t — —oo. Diéu nay trai véi gia thiét.

TH 3. o < 0. Theo (3.11)), ta ¢6 (z(t),y(t)) — 0 khi t — +oo
12?4y

n—
20 A +c3

. Lay ty > 0 da lén, ta c6 thé gid st ring



82

171 (x(s),y(s))] <1 v6i moi s > ty. Khi d6, véi moi t > ¢, ta c6

o(t) > —(t— 1) — | / 1 ((s), y(s))ds| — lg(to)]
> (t—tg)— | / I (x(s), 5(s))|ds| — |g(ts)
> —(t —to) — [t —to| — |g(to)]

> —2(t —to) — [g(to)].

Vi vay, v6i moi t > tj, ta nhan dugc

2 =),
trong d6 z(t) := x(t) + iy(t). Diéu nay khong thé duge vi P triét tiéu
cap vo han tai 0.

Bay gio ta xét truong hop n > 0. Khi d6 phuong trinh (3.7) tuong

duong véi
b 0 1
e[_n Reazaz P"(Z)] +'}/1(2)7 ( )
) o L N « L b J—
trong d6 v1(z) := v(2)/Rea. Dat u(z) := P (z) va viet —9nRea

a+ 13, z = v+ iy. Khi do, theo (3.12)), ta c¢6 phuong trinh dao ham

riéng cap mot sau

(a — o)l ) + (B + ay)a%u(x,y) — ey (313)

Dé giai phuong trinh dao ham riéng nay, ta can gidi hé phuong trinh vi
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phan sau
2'(t) = ax — By
y'(t) =Pr+ay, t eR.

Bang tinh toin don gidn ta nhan dudc nghiem

z(t) = c1e* cos(ft) + coe™ sin(5t) (314)

y(t) = —c2e™ cos(ft) + c1e™ sin(Gt), t € R,
trong do cp, e 1a cac hing s6 thyc. Dat g(¢) = u(z(t),y(t)). Khi do

g(t) = =1+ (), y(t). Vivay, g(t) = — +tft%(x(8), y(s))ds +to +

g(to). Tu (3.14)), ta co

22+t = (cF+ e, t eR. (3.15)

Ta xét cac truong hgp sau.

TH 1. o = 0. Bang lap luan tuong tu nhu trong TH1 & trén ta két luan

rang truong hop nay ciing khong xay ra..

TH 2. o < 0. Theo (3.15)), ta c6 (z(t),y(t)) — 0 khi ¢ — +o0. Khi do,

u(z(t),y(t)) — —oo khi t — —oo. Trai vdi gia thiét.

TH 3. a > 0. Theo (3.15)), ta c6 (z(t),y(t)) — 0 khi t - —o0 va
1 2 2 . ., R
t=—1In % Lay ty < 0 sao cho |tg| du 16n, ta c6 the gid sit rang
20 ¢+

7 (z(s),y(s))] < 1 véi moi s < ty. Khi d6, véi moi t < ¢y, ta ¢6 ube
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lugng sau

AN

|
=

|
s
+

—

=

(z(5), y(s))|ds| + [g(to)]

IA

—(t —to) + [t — to| + [g(to)]
< —=2(t —to) + |g(to)].
Vi vay, v6i moi t < £y, ta co:

P(2(1))

Vv

1
—21

~1
In |z(t)|"

Vv

trong d6 z(t) := z(t) + 1y(t). Diéu nay suy ra rang

L PG)
= T (1)

Diéu nay mau than véi gid thiét P triét tiéu cap vo han tai 0. ]

Goi F' = (f,9) € Aut(Q) 1a tu dang ciu sao cho F(0,0) = (0,0). Do
diéu kien Bell (R) ctia 99, anh xa F c¢6 the thac trién thanh ham nhén
xac dinh cho dén tan bien ctia mién 2. Goi U 1a mot 1an can cta (0,0).
Khi do, ton tai mot 1an can V' cia (0, 0) sao cho

FOQNV)canU. (3.16)
B6 dé sau tuong tit nhu [27, Bo dé 2.5].

Bo dé 3.2.4. Gid st F = (f,g) € Aut(Q). Goi U,V la hai lan can ciia
(0,0) sao cho ding. Khi do, voi moi (z1,29) € V, ta co
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(i) g(z1,0) = 0.

(ii) f(z1,2) = f(22)

Chitng minh. a) Goi U,V la hai lan can cia (0,0) sao cho (3.16)) dung.

Goi 7 1a tap tat ca cac diem (it,0) € 92N U. Do diéu kien Bell (R) nén
ham F ¢6 thé thac trién thanh ham nhin trén Q. N6 xéc dinh mot C-R
tu dang cau trén 0. Bdi vi kiéu ciia bién theo nghia ctia D’Angelo 1a C-
R bat bién neén ta c6 F(yNV) C «. Do do6, g(it,0) = 0 va Re f(it,0) = 0.
Ki hieu H = {21 € C: Rez; < 0} la nita m#t phang trai ctia mit phang
phitc. Vi h(z1) := g(21,0) € Hol(H) N C>(H) nén g(z1,0) = 0.

b) Theo B6 dé Hopf, ta dé dang thay ham (p o F)(21, 22) ciing la ham
xac dinh bién x4c dinh trén V. Dic biét, ton tai ham nhn (21, 29) > 0

sao cho véi moi (21, 20) € V, ta ¢
Re 21 + P(22) + Q(22,Im 21)

= ]C(Zl, ZQ) [Re f(Zl, ZQ) + P(g(zl, ZQ)) + Q(g(zl, ZQ), Im f(Zl, 22)]
(3.17)

Ta c6 khang dinh sau: véi bat ki N > 1 va diém (it,0) € yNV, ta cé

aN
@(Ref(zlu 22) + P(g(zh ZQ)) + Q(g(zh 22)7 Imf(zh ZQ))) (it.0) =0.
(3.18)
That vay, véi bat ki diém (it,0) € yN'V ta cb
Re f(it,0) + P(g(it, 0)) + Q(g(it, 0), Im f(it,0)) = 0.

T (3.17), ta suy ra rang

% Ref(zh 22) + P(g(zl7 22)) + Q(g(zh 22)7 Imf(zla ZQ)) (it.0) =0.

0
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Do d6 (3.18)) ding cho truong hop N = 1. Lay dao ham hai vé cta (3.17

N lan theo bién 23 va st dung phuong phap qui nap ta suy ra rang (3.18

ding véi bat ki N > 1. T a), (3.18) va tinh chat (2.7) ta ¢6

N

1, .
2 el(i0) =0 (3.19)

véi moi N > 1 va (it,0) € 902N V. Lap luan tuong tu nhu & (a), ta thay

rang (3.19) suy ra (b). O

Chiing minh Dinh Ij|3.1.1. Gia st rang (0,0) € 9Q 1a diém tu quy dao

parabolic tuong ting véi nhom con 1-tham s6 {Fy}ger C Aut(2). Goi H

la truong vécto sinh ra nhom { Fy}ger, tic la:

d

H(z) = @Fg(z) oo’

Do € thoa man diéu kién Bell (R) nén mdi tu dang cau clia Q c6 the
thac trién thanh ham nhin trén Q. Vi vay, H € Hol(Q2) N C*(Q). Hon
nita, vi Fp(02) C 00 nén H(z) € T.(092) v6i moi z € 012, titc la:

(Re H)p(C) = 0, ¥ ¢ € Q. (3.20)

Truong vécte H € Hol(2) N C>(2) thdéa man (3.20) dudc goi la trudng

vécto chinh hinh tiép xic v6i mién Q. Vi F3(0,0) = (0,0) nén tit Bo dé

3.2.4ta c¢6 Fy(z1, 22) = (fo(21), 2290(21, 202)), trong d6 fy va gy chinh hinh

trén U N €Y, 6 day U 1a mot 1an can ctaa (0,0). Vi vay, truong vécto H
c6 dang sau

0 0
H(z1, 22) = h1(21)é)—21 + 29ha (21, 22)8_,22’
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trong d6 h; va hy chinh hinh tren QN C>®(Q2). Hon nita, h; triét tiéu tai

goc toa do. Bang cac tinh toan don gidn ta nhan duoc

0 1 0

8_2’1 (2’1,2’2) = 5 + a—ZlQ(Zg,Imzl),

0 (21, 22) = P'(22)

8_22 (ZQ,Im Zl).

+ -
822
Vi H la truong vécto tiép xtc v6i O neén ta co
1 N 0
2 821

4 (P'(2) + a%@(zg, Im 21)) 20k (21, zQ)} — 0,

voi moi (21, 22) € 9N. Véi bat ki (it,0) € 92N U, ta co

Re [( (29,Im 21))hi(21)+

(3.21)

Re hy (it) = 0. (3.22)

Do hy € Hol(H) N C>(H), trong d6 ‘H 1a nita mat phang trai, nén theo
nguyén 1y phan xa Schwarz ham h; c6 thé thac trién thanh ham chinh

hinh trong mot lan can clia diém z; = 0 trong mit phing phic. Tt

3.21)), ta co

Re [5n(~P(2)) + 2P (m)ha(~P(22). )] =0 (323

v6i bat ki 23 sao cho (—P(z), 22) € 92N U. Khai trién h; v& hy thanh

o0
chudi Taylor trong lan can clia goc toa do, ta nhan duge hy(z1) = > a,27
n=0

va ha(z1,220) = i bi(21)2%, trong d6 a, € C, b, € Hol(H) N C>®(H) véi
moi n, k € N. (15121?1 ¥ rang ag = 0 vi hy(0) = 0. Néu ton tai s6 ty nhien
n > 1 sao cho Rea, # 0 thi hang tt 16n nhat trong Re[%hl(_P(Zg))]
c6 dang Rea, P"(22). Do do, ton tai it nhat mot s6 nguyen k € N sao

cho hodc bp(0) # 0 hodc by(z1) triét tieu cap hitu han tai z; = 0. Khi
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d6, hang tit 16n nhat trong Re [20P'(20)ho(—P(22), 22)] phai ¢6 dang
Re [b25 P'(22) P'(22)], trong d6 b € C*, I € N. Theo ([3.23), ton tai ¢y > 0

sao cho

Re [a, P !(29) + bz5 P (29)] = o(P"!(23)), (3.24)

v6i moi |29 < €. D& thay rang n > [. Vi thé theo Bo dé 3.2.1, Bo dé
va B6 dé(3.2.3, ta c6 Rea, = b = 0. Diéu nay mau thuin. Vi vay,

o0
Rea, = 0 v6i moi n > 1 va ta c¢6 the viét hi(z1) = i. > a2}, trong
n=1

d6 a, € R, n = 1,2,---. Dat u(z1) := Rehy(z1). Khi d6 ham u dieu

hoa trén nita phing trai H va tron cho dén bien OH. Theo (3.22), ta c6

u(it) = 0 v6i moi s6 thyc ¢ dit nhd. Hon nita, vi hy(21) = i i a,zf nén
u(—t) = 0 v6i moi ¢ di nhé. Vi thé, theo nguyen 1y cuc daﬁ:la két luan
rang u(z;) = 0. He qua 1a hy(21) = 0 va do d6 H trd thanh truong vécto
phang. Diéu nay khong thé xay ra vi 99 khong phang trong mot lan can

dt nho cta goc toa do. ]



KET LUAN VA KIEN NGHI

Keét luan
Céac két qua chinh ctia luan an:

e Chitng minh dinh 1y dac trung cho mién khong bi chin trong C"
v6i nhém tu dang cau khong compact va hang ctia dang Levi tai

diém tu qui dao > n — 2.

e Chitng minh dinh 1y dac trung cho mién 16i tuyén tinh khong bi

chin trong C" v6i nhém ty ding cau khong compact.

e Chiing minh giad thuyét Greene-Krantz cho mot 16p mién bi chian

trong C".
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Mzc du luan an chi nghién citu cac mién trong C" nhung hai két qua

chinh (Dinh Iy |1.3.2

N

va

2.3.2

- 2 ~ = N ~ 7 * X s
¢6 thé md rong dé dang lén cac mién bat

ki trong da tap phitc. Huéng nghién cttu con ¢ cac cau hoi mé sau day:

1. Phéi chang cac dinh 1y dac trung cho cac mién trong C" van ding

ma khong can gia thiét vé hang ciia dang Levi ciing nhu diéu kién 16i

tuyén tinh?

2. Phai chang mdi mién c6 nhém tu dang cau khong compact véi bién

nhén, kiéu hitu han va bién 16i tuyén tinh song chinh hinh véi mot mo

hinh thuan nhat, ttc la da thie P(2') trong Dinh 1y [2.3.2

3. Phai chang Dinh 1y Kim-Krantz van con dang?

15 thuan nhat?

Tuy nhién, vi thoi gian han hep nén chung téi cting chua tra 16i duge

cac cau hoi tréen. Ching toi hy vong rang cac cau héi nay sém dugc gidi

quyét.
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