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TÓM TẮT 
Nghiên cứu này chú trọng vào các đặc trưng số cơ bản của tổng các biến ngẫu nhiên 

mà trong đó các biến của quá trình ngẫu nhiên là phụ thuộc và có phân phối không chuẩn. 
Nội dung nghiên cứu trình bày các vấn đề cơ sở bao gồm hàm mật độ xác suất của các 

đại lượng ngẫu nhiên có phân phối gamma, các đặc trưng số cơ bản của phân phối gamma, 
mô hình tự hồi quy gamma bậc 1 (GAR(1), các biến ngẫu nhiên GAR(1) và tổng của các biến 
ngẫu nhiên GAR(1). Bằng phương pháp phân tích lý thuyết chúng tôi đã đưa ra được kết quả là 
các biểu thức giải tích biểu diễn kỳ vọng toán học và phương sai của tổng các biến ngẫu nhiên 
GAR(1). 

Các kết quả đạt được trong nghiên cứu này sẽ rất hữu ích để nghiên cứu tìm lời giải 
cho lớp các bài toán trong thực tế liên quan đến các quá trình ngẫu nhiên và các ứng dụng 
của nó. Chẳng hạn bài toán tính dung lượng trung bình hồ chứa, bài toán tính lưu lượng 
dòng chảy trong lãnh vực thuỷ văn, các bài toán tính khoảng thời gian đến và phục vụ  trong 
lý thuyết xếp hàng, điều khiển dự trữ và điều phối các yêu cầu phục vụ trong lãnh vực viễn 
thông, vv…. 

ABSTRACT 
The main purpose of the study  is to center on the basic numerical charateristics of the 

sum of random variables in which the variables of the stochastic processes are generally 
dependent and not normally distributed. 

 The content of the study comprises an investigation of random variables that have 
gamma distribution, in which the gamma distribuition function and its basic numerical 
charateristics, the first order gamma autoregressive (GAR(1)) model, the sequences of gamma 
variables and the sum of GAR(1) variables are concerned. By a theoretical analysis we have 
obtained the analytical expressions of the expected value and variance of  the sum of GAR(1) 
varriables.  

These results will be useful for further study to solve some problems of stochastic 
processes and their application in practice  such as the mean range of reservoir storage, 
streamflow in stochastic hydrology, interarrival and service times in queuing theory, lead times 
and demands in inventory control and telecommunication, etc. 

 

Phân phối gamma có vai trò rất quan trọng trong việc nghiên cứu các quá trình 
ngẫu nhiên và các ứng dụng của nó. Đối với các quá trình ngẫu nhiên mà trong đó chuỗi 
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các biến ngẫu nhiên có độ lệch và phụ thuộc thì áp dụng mô hình hồi quy gamma bậc 1 
(GAR(1)) là rất hiệu quả.    
           Trong thực tế có nhiều bài toán liên quan đến tổng các biến ngẫu nhiên có phân 
phối gamma phụ thuộc theo mô hình GAR(1), chẳng hạn bài toán tính dung lượng trung 
bình hồ chứa, bài toán tính thời gian chờ đợi trung bình được phục vụ với các dòng vào 
là các quá trình ngẫu nhiên có phân phối gamma phụ thuộc. Để giải các bài toán này, 
các  đặc trưng số cơ bản của tổng các biến ngẫu nhiên theo mô hình GAR(1) cần phải 
được xem xét. Trong phạm vi nghiên cứu ở đây chúng tôi phân tích và đưa ra kết quả 
các đặc trưng số cơ bản gồm kỳ vọng toán học và phương sai của tổng các  biến ngẫu 
nhiên GAR( 1). 

1. Phân phối Gamma 
Một biến ngẫu nhiên liên tục X được gọi là có phân phối gamma 3 tham số nếu hàm 
mật độ xác suất của nó là:            

bcx

b
ecxxf

/)(

a

1a

)a(
)()(

−−−

Γ

−
=   (1)                           

trong đó a>0,  b>0,  c>0,  x ≥ c;  a, b, c  tương ứng là các tham số độ nhọn, tỉ lệ và vị 
trí. 
Hàm  Γ(a)  được xác định bởi  

∫
∞

−−=Γ
0

1a)a( dtet t  0a, >                     

     Đây là hàm đệ quy : 
(a)a)1a( Γ=+Γ  

     Khi a = k (k là một số nguyên dương) ta có :   
1).....(k*2*11)!(kΓ(k) −=−=  

     Khi c = 0 ta có phân phối gamma 2 tham số ; 
     Khi c = 0 và b = 1 ta có phân phối gamma 1 tham số 

2. Các  đặc trưng số của phân phối gamma 
     Các đặc trưng số của phân phối gamma 3 tham số được tính như sau: 

  - Kỳ vọng:          cab)( +=ΧΕ  

  - Phương sai:     
2ab)( =XVar  

    - Hệ số lệch:                         a/2  

     Trường hợp với 2 tham số ta có:  

  - Kỳ vọng:                             ab)( =ΧΕ  
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  - Phương sai:                         
2ab)( =XVar   

  - Hệ số lệch:                          a/2  

     Trường hợp với 1 tham số ta có:  

  - Kỳ vọng:          a)( =ΧΕ  

  - Phương sai:      a)( =XVar  

  - Hệ số lệch:              a/2  

    Hàm phân phối gamma:                                            

( )( ) dteta Γ  x)P(Χ    F(X) t
y

0

1-a1 −− ∫=≤=                               

      Với    c)/b(xy −=  

     Khi a = k (một số nguyên dương) ta có   

( ) y1k2 e 1)!/(ky.../2!yy11F(X) −− −++++−=  

               Với   c)/b(xy −=                                                   

3.  Mô hình tự hồi quy gamma bậc 1 (GAR(1)) 

Để giải những bài toán trong thực tế mà trong đó các quá trình ngẫu nhiên là phụ 
thuộc và có phân phối không chuẩn khi đó chuỗi các biến ngẫu nhiên gamma được 
nghiên cứu và áp dụng rất hiệu quả. 

Đã có nhiều công trình nghiên cứu đề xuất các mô hình sinh ra chuỗi các biến 
ngẫu nhiên gamma phụ thuộc, trong đó mô hình được đề xuất bởi LAWRANCE và 
LEWIS(1981) tỏ ra rất hiệu quả và được ứng dụng phổ biến. 

Mô hình tự hồi quy gamma bậc 1 (GAR(1)) được đề xuất bởi LAWRANCE và  
LEWIS(1981) như sau: 

  i1ii eXX +Φ= −                                                 (2)                             

Trong đó:  Xi  là biến ngẫu nhiên biểu diễn quá trình phụ thuộc ở thời điểm i 

      Φ  là hệ số hồi quy 

                  ei  là biến ngẫu nhiên độc lập cần được xác định. 

Xi  có phân phối gamma 3 tham số có hàm mật độ xác suất như ở phương trình 1 
Quá trình được xác định bởi phương trình 2 được gọi là mô hình GAR(1).  

Trong thực tế có nhiều bài toán liên quan đến tổng các biến ngẫu nhiên có phân 
phối gamma phụ thuộc theo mô hình GAR(1), Để giải các bài toán này ; các  đặc trưng 
số của tổng các biến ngẫu nhiên theo mô hình GAR(1) cần phải được xem xét. Trong 
phạm vi nghiên cứu ở đây chúng tôi sẽ xem xét các đặc trưng cơ bản là kỳ vọng và 
phương sai của tổng các  biến ngẫu nhiên GAR( 1).  
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4.  Các đặc trưng số cơ bản của tổng các biến ngẫu nhiên GAR(1) 
Trong mô hình GAR(1) các biến ngẫu nhiên được xác định theo mô hình ở 

phương trình (2), khi đó tổng của n biến ngẫu nhiên GAR(1) đầu tiên được ký hiệu  là 
Sn và  

 n21n X...XXS +++=                                                                            (3)                

4.1.  Kỳ vọng của tổng của các biến ngẫu nhiên GAR(1) 

        Kỳ vọng của tổng của n biến ngẫu nhiên GAR(1)  gọi là E(Sn) được tính như sau: 

Tổng Sn có dạng: 

∑
=

=
n

1i
in XS      

trong đó: Xi,  i = 1, 2, …, n là các biến GAR(1). 

Theo định lý cộng của kỳ vọng toán học, với các trưòng hợp  Xi,  i = 1, 2, …, n là 
phụ thuộc hoặc độc lập thì kỳ vọng của tổng các biến ngẫu nhiên Xi là:                   

∑
=

ΧΕ=Ε
n

i
inS

1

)()(                                                                      

        ∑
=

ΧΕ=
n

i
i

1
)(           

Vì vậy kỳ vọng của tổng của n biến ngẫu nhiên GAR(1) là: 

- Trường hợp các biến ngẫu nhiên có phân phối gamma 3 tham số: 

        ( ) )a( cbnSn +=Ε                                                                                   (4) 

- Trường hợp các biến ngẫu nhiên có phân phối gamma 2 tham số: 

                       ( ) nabSΕ n =                                                                      (5) 

- Trường hợp các biến ngẫu nhiên có phân phối gamma 1 tham số: 

  ( ) anSn =Ε                                                                        (6) 

4.2.  Phương sai của tổng của các biến ngẫu nhiên GAR(1) 
        Phương sai của tổng của n biến ngẫu nhiên GAR(1) gọi là Var(Sn) được biểu diễn 
như sau: 

     ∑
=

=
n

1i
in ΧVar)Var(S  

Do các biến ngẫu nhiên Xi,  i = 1, 2, …, n là phụ thuộc vì vậy ta có: 

     

∑ ∑∑

∑∑
−

= +==

==

+=

=

1n

1i

n

1ij
ji

n

1i
i

n

1  ji,
ji
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)X,Cov(X2)Var(Χ

)X,Cov(X)ΧVar(
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 Cov(Xi , Xj) gọi là momen tương quan của Xi  và Xj  

Đặt j =i+k ta có :   

            )X()σ(Xr)X,Cov(X)X,Cov(X kiikkiiji ++ == σ                   (7) 

Ở đây rk  là hệ số tương quan bậc k của chuỗi {Xi} và σ(Xi) là độ lệch tiêu chuẩn 
của Xi. 

Ta có   ( ) ( )[ ]1/2

iΧVariΧσ =  

Do Var(Xi)  =  Var(Xj) với mọi i,j : 

( ) ( ) ( )[ ] ( )i
2

iji ΧVarΧσΧσΧσ ==    (8) 

Từ phương trình (7) và phương trình (8) ta có : 

∑ ∑ ∑∑
−

= +=

−

=

−

=
=

1n

1i

n

1ij

1n

1i

in

1k
kiji r)2Var(Χ)X,Cov(X2  

                               ( )∑
−

=

−=
1n

1k
ki rkn)2Var(Χ  

Vì vậy ta có :          

                 ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+Χ= ∑

−

=

1

1
in )(Var)Var(S

n

k
krknn   (9)  

Với quá trình ngẫu nhiên theo mô hình GAR(1) ta  chứng minh được rằng  

                 rk  =  Фk                                                                (10)  

trong đó Ф là hệ số hồi quy của mô hình GAR(1). 

Để đơn giản, ta xem xét trường hợp các biến ngẫu nhiên có phân phối gamma 1 tham 
số: 
* Chứng minh với trường hợp hệ số hồi quy bậc 1: 
                            ( ) ( )( )[ ]aΧaΧΕΧ,ΧCov 1ii1ii −−= ++   (11) 

Thay thế phương trình (2) vào phương trình (11) ta có: 

      
( ) ( )( )[ ]

( )2
1iii1ii

2
i

1iii1ii

aaeaΧΧ  aeΧΧΕ                        

aeΧaΧΕΧ,ΧCov

+−Φ−−+Φ=

−+Φ−=

++

++  

Vì Xi và ei+1 là độc lập lẫn nhau do đó:    

            ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) )Ε(aeaΕΧΦaΕΧaΕ

eΕΧΕΧΦΕΧ,ΧCov   
2

1iii

1ii
2

i1ii

+−−−

+=

+

++                                               

Trong mô hình GAR(1) tất cả các biến ngẫu nhiên Xi , i=0,1,…,n có kỳ vọng và phương 
sai:                             

     a  )Var(X  vàa    ) E(X ii ==   
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 Và          a  a  )Var(X  ))E(XE(X  )XE(X   )E(X 2
iiiii

2
i +=+==  

Từ phương trình (11) ta có 

                 ( ) Φa  Φa - a)  Φ(aΧ,ΧCov 22
1ii =+=+   

Theo lý thuyết xác suất, hệ số tương quan: 
                          = ++ )X()σ(X)/ X ,Cov(X  r 1ii1ii1 σ   

Suy ra r1 =  Ф 

*  Chứng minh với trường hợp hệ số hồi quy bậc 2: 
               a)] - a)(X  -E[(X    )X ,Cov(X 2ii2ii ++ =   

                   
    Φ=

 + )(Ε −)ΦΦ

− )(Ε+)(ΕΦ++Φ=

+Ε−−Ε−

Ε−  Ε+ Ε+ =

+−−−−  + + =   

      )]−  + + =

   )]−   +  + =
  )]−    + =

++

++

++

++

++++

++

++

++

a

aaaE(e - a–      

aaa a)(a   

)Ε(a)(ea)ΦaΕ(e)(ΧaΦ

 )(Χa)e()Ε(Χ)e()ΦΕ(Χ )E(ΧΦ

aaeΦaeaΧΦaΧeΧeΦΧ ΧE(Φ  

aeΦe Χa)(Φ-E[(X     

ae)eΦ(ΦX a)( - E[(X     
aeX Φ a)( - E[(X     

2

2
21

22

2
21

22

2
2i1ii

2
i2ii1ii

2
i

2

2
2i1ii

2
i2ii1ii

2
i

2
2i1ii

2
i

2i1iii

2i1ii

ii

ii

e

ee

 

Suy ra r2 =   Ф2 

*  Chứng minh với trường hợp hệ số hồi quy bậc k: 

Bằng phương pháp quy nạp, Giả sử phương trình (10) đúng với hệ số tương 
quan bậc k-1, ta có: 

     rk-1 =   Фk-1  

    
a                          

 a)]  - a)(X -E[(X    )X , Cov(X
1-k

1-kii1-kii

Φ=

= ++   

Trường hợp với hệ số tương quan bậc k ta có: 

         

 )]   −+ + Φ+ )] −−+Χ)(−Χ[(Φ=

 )] −++Φ+Φ−+Φ=

 )]  −+ + −+Φ=
+=+

aa  a)(- i E[(Xa1aE                               

    a e  a     a   -1 X a)(-i E[(X                              

a1 X a)(- i E[(X                               

 a)]  -ki a)(X -i E[(X    )ki X , i  Cov(X

kiekii

kiki

kieki
       

Số hạng thứ hai của phương trình (13) bằng 0 vì vậy, từ phương trình (12) ta có: 

 Hay      (12) 

(13) 
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a                            

a    )X , Cov(X 1
kii

k

k

Φ=

                                                                 ΦΦ= −
+  

Suy ra rk =  Фk   (phương trình (10) đã được chứng minh). 

Phương trình (10) cũng đúng với các trường hợp các biến ngẫu nhiên GAR(1) có 
phân phối gamma có 2 hoặc 3 tham số, hoặc chuỗi các biến ngẫu nhiên có phân phối chuẩn.  

Từ mối quan hệ giữa hệ số tương quan bậc 1 và bậc k đã được khẳng định ở trên: 
ta suy ra phương sai của tổng của các biến ngẫu nhiên GAR(1) như sau:  

                        

( )

( )

]Φ+…+Φ+Φ+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Φ−+=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+=

−

−

=

−

=

∑

∑

12
ii

1

1

1n

1k
ki

2)-(n1)-)[(n2Var(X  )nVar(X  

 2)(

r kn2n)Var(Χ)nVar(S

n

n

k

k
i knnXVar  

Từ phương trình (14) ta có phương sai của tổng của các biến ngẫu nhiên GAR(1) 
như sau: 

- Trường hợp các biến ngẫu nhiên có phân phối gamma 3 tham số:               

 ]Φ+…+Φ+Φ+= −1222
n    2)-(n  1)-[(n2ab  nab    )Var(S n                  (15) 

       -  Trường hợp các biến ngẫu nhiên có phân phối gamma 2 tham số: 

                   ]Φ+…+Φ+Φ+= −1222
n    2)-(n  1)-[(n2ab  nab    )Var(S n                  (16) 

       -  Trường hợp các biến ngẫu nhiên có phân phối gamma 1 tham số: 

                   ]Φ+…+Φ+Φ+= −12
n    2)-(n  1)-2a[(n  na    )Var(S n                         (17) 

       Kỳ vọng và phương sai của tổng các biến ngẫu nhiên GAR(1) đã được xác định bởi 
các phương trình (4)-(6) và (15)-(17) sẽ là cơ sở để  tìm lời giải cho lớp các bài toán với 
các tham số là tổng của các đại lượng ngẫu nhiên có phân phối gamma phụ thuộc./.     
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