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TOM TAT

Nghién ctru nay chu trong vao cac déc trung sb co ban cla tdng cac bién ngau nhién
ma trong dé cac bién clia qua trinh ng&u nhién 1a phu thudc va cé phan phdi khéng chuan.

Noi dung nghién ctru trinh bay cac van dé co s& bao gdm ham mat do xac suét clia cac
dai lwong ngéu nhién c6 phan phéi gamma, cac déc trwng sbé co ban cla phan phdi gamma,
md hinh tyw hdi quy gamma bac 1 (GAR(1), cac bién ngau nhién GAR(1) va téng cla cac bién
ngdu nhién GAR(1). Bang phwong phap phan tich ly thuyét ching t6i da dwa ra dwoc két qua 1a
cac bidu thirc giai tich bidu dién ky vong toan hoc va phwong sai ctia tdng cac bién ngau nhién
GAR(1).

Cac két qua dat dwoc trong nghién clru nay sé rat hivu ich dé nghién cteu tim 10i giai
cho 16p cac bai toan trong thuc té lién quan dén cac quéa trinh ngau nhién va cac (ng dung
cGa nd. Chang han bai toan tinh dung lwong trung binh hd chtra, bai toan tinh lwu lwong
dong chay trong 1anh vuc thuy van, cac bai toan tinh khoang thdi gian dén va phuc vy trong
ly thuyét xép hang, didu khién dw trir va diéu phdi cac yéu cau phuc vu trong lanh v vién
théng, vv....

ABSTRACT

The main purpose of the study is to center on the basic numerical charateristics of the
sum of random variables in which the variables of the stochastic processes are generally
dependent and not normally distributed.

The content of the study comprises an investigation of random variables that have
gamma distribution, in which the gamma distribuition function and its basic numerical
charateristics, the first order gamma autoregressive (GAR(1)) model, the sequences of gamma
variables and the sum of GAR(1) variables are concerned. By a theoretical analysis we have
obtained the analytical expressions of the expected value and variance of the sum of GAR(1)
varriables.

These results will be useful for further study to solve some problems of stochastic
processes and their application in practice such as the mean range of reservoir storage,
streamflow in stochastic hydrology, interarrival and service times in queuing theory, lead times
and demands in inventory control and telecommunication, etc.

Phan phoi gamma c6 vai tro rat quan trong trong vi¢c nghién ctru cac qua trinh
ngau nhién va cac rng dung ctia nd. Bo6i véi cac qua trinh ngau nhién ma trong d6 chuodi
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céc bién ngau nhién c6 do 1éch va phu thudc thi 4p dung mé hinh hdi quy gamma bac 1
(GAR(1)) la rat hiéu qua.

Trong thyuc té c6 nhiéu bai toan lién quan dén tong cac bién ngiu nhién c6 phan
phéi gamma phu thudc theo mé hinh GAR(1), ching han bai toan tinh dung lugng trung
binh ho chira, bai toan tinh thoi gian chd doi trung binh dugc phuc vu voi cac dong vao
1a cac qué trinh ngiu nhién c6 phan phdi gamma phu thudc. Dé giai cac bai toan nay,
cc dic trung sd co ban cia tong cic bién ngau nhién theo md hinh GAR(1) can phai
dugc xem xét. Trong pham vi nghién ctru ¢ day ching toi phén tich va dua ra két qua
cac dic trung s6 co ban gom ky vong toan hoc va phuong sai cta tong cac bién ngiu
nhién GAR( 1).

1. Phan phoi Gamma
Mot bién ngau nhién lién tuc X duoc goi 1a co phan phdi gamma 3 tham s6 néu ham
mat dd xac suat cua no la:

_1 (x=o)/b
(x—c)* e
fly == m
b"T'(a)
trong d6 a>0, b>0, c>0, x>c; a, b, ¢ twong ung la cac tham sb6 do nhon, ti 1& va vi

tri.
Ham I'(a) dugc xéc dinh boi

o0
T(a) = Iza‘le‘fdt ,a>0
0

bay 1a ham d¢ quy :
'(a+1)=al'(a)

Khi a =k (k 1a mot s6 nguyén duong) ta c6 :
I'k)y=k-0)I=1*2*_..(k-1)

Khi ¢ = 0 ta ¢6 phan phdi gamma 2 tham s6 ;

Khic=0vab=1tacé phan phdi gamma 1 tham s6

2. Cic dic trung so ctia phan phdi gamma
Céc dic trung s6 cua phan phdi gamma 3 tham s6 duoc tinh nhu sau:

- Ky vong: E(X)=ab+c

2
- Phuong sai: Var(X)=ab
- Hé sb léch: 2/\/;

Trudng hop voi 2 tham sd ta co:

- Ky vong: E(X)=ab
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- Phuong sai: Var(X) =ab’

- He s6 lech: 2/+a
Truong hop véi 1 tham s ta co:

- Ky vong: E(X)=a

- Phuong sai: Var(X)=a

- Hé sb léch: 2/\/;

Ham phan phdi gamma:

F(X) = P(X<x) =(I(a))™ j 2 le s
0

Véi y=(x-c)b
Khi a = k (mdt s6 nguyén duong) ta co
F(X)=1—(l+y+y2/2!+...+ykfl/(k—l)!)efy
Véi y=(x-c)b

3. MO hinh ty hdi quy gamma béc 1 (GAR(1))

Pé giai nhitng bai toan trong thuc t&é ma trong d6 cac qua trinh ngiu nhién 1a phu
thudc va c6 phan phdi khong chuan khi d6 chudi cac bién ngiu nhién gamma dugc
nghién ctru va ap dung rat hiéu qua.

Di ¢6 nhiéu cong trinh nghién ctru dé xuit cac mo hinh sinh ra chudi cac bién
ngiu nhién gamma phu thudc, trong dé6 moé hinh dugc dé xuit béi LAWRANCE va
LEWIS(1981) t6 ra rat hiéu qua va duoc ung dung phd bién.

M5 hinh ty hdi quy gamma bac 1 (GAR(1)) duoc dé xuit bosi LAWRANCE va
LEWIS(1981) nhu sau:

Xi = (DXi—l +¢€ 2)

Trong d6: X; la bién ngau nhién biéu dién qua trinh phy thudc & thoi diém i

® 1a hé s hdi quy
e; 12 bién ngdu nhién doc lap can dugc xac dinh.

X; c6 phan phdi gamma 3 tham sé c6 ham mat do xac sudt nhu & phwong trinh 1

Qua trinh dugc xac dinh boi phuong trinh 2 dugc goi 1a mé hinh GAR(1).

Trong thyc té ¢6 nhiéu bai toan lién quan dén tong cac bién ngiu nhién cé phan
ph01 gamma phu thudc theo mé hinh GAR(1), Bé giai cac bai toan nay ; cac dac trung
sO clia tong cac bién ngiu nhién theo md hinh GAR(1) can phai duoc xem xét. Trong
pham vi nghién ctru & day ching t6i s€ xem xét cadc dac trung co ban 1a ky vong va
phuong sai ctia tong cac bién ngau nhién GAR( 1).
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4. Cac dic trung sb co ban ciia tong cic bién ngiu nhién GAR(1)

Trong md hinh GAR(1) cac bién ngiu nhién dugc xac dinh theo md hinh &
phuong trinh (2), khi d6 tong ctia n bién ngiu nhién GAR(1) déau tién dugc ky hiéu 1a
S, va

Sp=X1 + Xy +...+ X, 3)

4.1. Ky vong ciia tong ciia cdc bién ngdu nhién GAR(1)
Ky vong cuia tong cuia n bién ngau nhién GAR(1) goi 1a E(S,) dugc tinh nhu sau:

Téng S, c6 dang:

Sn: Xi

1

e

1

trong do6: Xi, i=1, 2, ...,nlacac bién GAR(1).

Theo dinh 1y cdng cia ky vong toan hoc, véi cac truong hop X;, i=1,2,...,nla
phu thudc hodc doc 1ap thi ky vong cua tong cac bién ngau nhién X; la:

E(S,)=E(XX))
= ZE(XI)
i=1
Vi vay ky vong cua tong cta n bién ngiu nhién GAR(1) la:

- Truong hop céac bién ngau nhién c6 phan phdi gamma 3 tham sb:

E(S, )= n(ab+c) @)
- Truong hop céc bién ngau nhién c¢6 phan phdi gamma 2 tham sb:

E(S, )= nab Q)
- Trudng hop céc bién ngau nhién c¢6 phan phdi gamma 1 tham sb:

E(S, )= na )

4.2. Phwong sai ciia tong ciia cdc bién ngdu nhién GAR(I)

Phuong sai ctia tong cua n bién ngiu nhién GAR(1) goi 1a Var(S,) duoc biéu dién
nhu sau:

n
Var(S,) = Var)_X;

i=1
Do céc bién ngﬁu nhién Xj, i=1, 2, ..., n 1a phu thudc vi vay ta co:
Var()_X)= Y Cov(X;,X,)
i=1

ij=1

n-1 n

= i\/ar(x,. )+2>° Y Cov(X,. X))

i=l j=i+l
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Cov(Xj, X;) goi la momen tuong quan cua X; va X;
bat j =itk tacod:
Cov(X, X ) = Cov(X;, Xj k) =14 0(Xj)o (X4 k) (7)

O day 1 1a hé s6 twong quan bac k cua chudi {Xi} va o(X;) 1a d6 1éch tiéu chudn
cua Xi.

Taco ofx )= |varbx

Do Var(X;) = Var(Xj) véi moi 1,j :
o(X,Jo(X, )= [o(X, ) = Var(X,) (8)
Tu phuong trinh (7) va phuong trinh (8) ta c6 :

n—In—i

zz Z Cov(X;,X;j) = 2Var(X;)) Y > ¢

i=1 j=i+1 i=l k=1
n-1
=2Var(X; )Z(n —k)ry
k=1

Vivaytaco:
Var(S,) = Var(X ){n + Z(n k)rk} 9)

Vi qua trinh ngiu nhién theo mo hinh GAR(1) ta chimg minh dugc ring
e, = o (10)
trong 6 @ 1a hé s6 hdi quy clia mo hinh GAR(1).
Pé don gian, ta xem xét truong hop cac bién ngau nhién c¢6 phan phdi gamma 1 tham
sO:
* Ching minh véi trudng hop hé sé hdi quy bac 1:
Cov(X;, Xipr) = E[(X; —a)Xiy —a)] (1)
Thay thé phuong trinh (2) vao phwong trinh (11) ta co:
Cov(Xi, Xy ) = E[(X; —a)f@X; +ej,y —a)]
= E((I)Xiz +Xiei,y —a X; —®aX; —ae;, +a2)
Vi X; va ei; 1a doc 1ap 1an nhau do d6:
Cov(X;, Xj11)= <DE(X )+ E(X; E(ei 1)
—aB(X;)~ PaE(X;)-aE(ei ) + E(a?)
Trong mé hinh GAR(1) tét ca cac bién ngau nhién X; , i=0,1,...,n c6 ky vong va phuong
sai:

E(X;) = avaVar(X;)=a
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Va E(Xiz): E(XiXi):E(Xi)E(Xi)+Var(Xi):a2 + a
Tu phuong trinh (11) ta ¢
Cov(Xi , Xisl ) = CID(a2 +a)- ®a’ =da
Theo ly thuyét xac suat, hé¢ s6 tuong quan:
1 =Cov(Xj, X1 ) o(Xj)o(Xjp)
Suyrar;= ©
* Ching minh véi truong hop hé s6 hoi quy béc 2:
Cov(X i, Xj42) = ElX - o)X j13 -2)]

E[(Xi-a)(® X1 +ejip —a)]
E[(X -a)( D(PX ;| +ejy1 ) +ej2 —a)]
E[(X; -a)(@7X; + Doy +ejyp —a)]
= E(@2X,;? + DX e;, + X; ejyp —aX; — D2aX; — Dac;,| —ac;,, +a>
= ®2E(X;?) + ®E(X {)E(eiy1) + E(X{)E(eiy2) —aB(X;)
— ®%aE(X;) - ®aE(e 1) —aE(eiy) + E(a )
=®%(a% +a)+DaE(e;, ) +aE(e;,p) —a’

—®2a%-daF(e;, ) —aE(e;,y)+a>

=d)2a

Suyrar = D°
* Chtng minh véi truong hop hé sé hdi quy béc k:
Bang phuong phap quy nap, Gia st phuong trinh (10) ding véi hé s6 tuong
quan bac k-1, ta co:
rk_l — @k—l
Hay  Cov(Xi,Xiur) = EICX; -a)(X gt - )] (12)
=okly
Trudng hop voi hé s6 twong quan bac k ta cé:

COV(Xi ’Xi+k) = E[(Xi —a)(Xi+k— a)]
=Bl -a)(@X, g +ey —a)]
=E[(Xi -a)(@dX L da +da+e i+k_a)]
=OHX; -a)(X,,;, | ~)+E[(X -a)(@a+e, , — a)] (13)

S6 hang tht hai ciia phuong trinh (13) bang 0 vi vdy, tir phwong trinh (12) ta co:

39



TAP CHi KHOA HOC VA CONG NGHE, DAl HOC DA NANG - SO 4(39).2010

Cov(X,,X,,) = ®D*"a
= O®'a
Suy rar,= ®° (phwong trinh (10) di dugc chimg minh).

Phuong trinh (10) ciing ding véi cac truong hop cac bién ngiu nhién GAR(1) co
phéan phéi gamma c¢6 2 hodc 3 tham s6, hodc chudi cac bién ngau nhién c6 phan phdi chuan.

T mbi quan h¢ giita hé sb tuong quan bac 1 va bac k da dugc khéng dinh ¢ trén:
ta suy ra phuong sai ctia tong ciia cac bién ngau nhién GAR(1) nhu sau:

Var(S, ) = Var(X, ){n + ZE (n - k)rk }

k=1

=Var(X, )|:n + 2§(n —k)cpk}

=i
= nVar(X, )+ 2Var(X,)[(n-1)® +(n-2)®> +...+ d" "] (14)
Tir phuong trinh (14) ta c6 phuong sai ciia tong ctia cac bién ngau nhién GAR(1)
nhu sau:

- Truong hop céac bién ngiu nhién ¢6 phan phdi gamma 3 tham s6:
Var(S,) = nab’ +2ab’*[(n-1)® + (n-2)D° +...+ "] (15)

- Trudng hop cac bién ngiu nhién c6 phan phdi gamma 2 tham sé:
Var(S,) = nab’ +2ab’*[(n-1)® + (n-2)D° +...+ "] (16)

- Trudng hop cac bién ngiu nhién c6 phan phdi gamma 1 tham sé:
Var(S,) = na+2a[(n-1)®+(n-2)d° +...+ "] (17)
Ky vong va phuong sai cta tong cac bién ngiu nhién GAR(1) dd duoc xac dinh boi

cac phuong trinh (4)-(6) va (15)-(17) s& 1a co sé dé tim 16 giai cho 10p cac bai toan véi
cac tham sb 13 tong cua cac dai luong ngiu nhién co phan phdi gamma phu thudc./.
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